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Povzetek:
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pristop, ki vklj@uje metodo najmanjSih kvadratov, je uporablien zalog¢ltev parametrov
elastoplasitnega modela odziva snovi na deformacijo. Za direksimulacije je uporabljena
metoda kothih elementov.
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Seznam oznak
V tem tekstu sem uporabljal naslednje standardnalez

x, . i-ta koordinata v izbranem koordinatnem sistemu.eRod sem za koordinate uporabljal

oznakex, y, in z.

u: Vektor odmikovu(r,t)=u(x y,zt)=r,(t)-r.(t,). r.(t) je radijvektor materialne t&e, ki
ima na z&etku (obc¢asut,) v izbranem koordinatnem sistemu koordinatgin z.

e 1 Deformacijski tenzor, definiran ka :1{

2

- Ju,
ﬂ+i . Ponekod v tekstu sem tenzoer
ax; 0%

definiral drug&e in to tudi oznall.

o : Napetostni tenzor. Mislimo si, da opazujemfnitezimalno malo kocko v nasem telesu pri
koordinatahr = (x, y,z). Ploskve kocke naj bodo pravokotne na osi kootdega sistema. Potem

j
ploskev S;. S; je ploskev kocke, ki je pravokotna fido os koordinatnega sistemé&; ima
negativen predznakie ustrezna dvojica sil kocko stiska, in pozitiveedznak,ée jo razteza.
Strizne komponente imajo pozitiven predznék,deluje na ploskev z ¥® vrednostjo pravokotne
koordinate sila v pozitivni smeri ali na ploskevmanjSo vrednostjo pravokotne koordinate sila v
negativni smeri.

F
je napetostni tenzor definiran kat; =(§Jj F, je i-ta komponenta vsote sil, ki delujejo na

E : Proznostni modul materialée raztezamo palico iz tega materiala z enakomepn@sekom

. .. . o . F
Sin z dolzinal, velja med raztezkom palice in silo , s kateragqoataztezamo, zvezAal = E—SI :

v . Poissonov kalnik materiala. Je razmerje med relativniméskijem palice, ki jo raztezamo, v
predni smeri, in relativnim raztezkom te palice v vzdolsmeri.

p : Gostota materiala (masa na enoto volumna).




0, . Kroneckerjev simbold, = II,: J_ :
: (N

Opomba:Pomena oznak, navedenih v tem seznamu, po naisatn pposebej razlagal. Kjer sem
te oznake uporabljal za kaj drugega, sem to povedalbesedilu. Tako sem na primer oznako
uporabljal tudi za napake merjenih K.

Dogovori:

S spodnjimi indeksi sem ozieval komponente vektorjev, tenzorjev in matrik. &rzem se
Einsteinovega sumacijskega dogovata:se isti indeks ponovi dvakrat v isteenu, to pomeni
vsoto po tem indeksu. Izrag o; na primer pomend > o, .

i

Diagonalne komponente tenzorjev sem o6emal z enim samim indeksom, ker bi drogaili

izrazi dvoumni. Tako so na primer,, o, in g, diagonalne komponente napetostnega tenzoyja,

pa je sled tega tenzorja.
Lastne vrednosti tenzorjev sem azneal s spodnjimi indeksi v oklepajih (na primg;,).
Tenzorje, vektorje in matrike sem ozeaal s krepko tiskanmirkami. Izjemi sta oznako in €
za napetostni in deformacijski tenzor.
Z zgornjim indeksont sem ozn&val transponirane matrike:

(AT)ij = (A)ji .

Odvajanje pgasu sem ozriaval s piko nad oznako spremenljivie:pomeni

2

t2’




Igor GreSovnik 1. Uvod

1 UvoD

Le malo problemov deformabilnih teles je ¢ncesiti analittno, sploh kadar imamo opravka z
neelastinim obnaSanjem snovi. Obstajajo painkovite metode za numero reSevanje teh
problemov. Ker so postale num&re simulacije preoblikovalnih procesov zanimive it
industrijo, se takSne metode zelo hitro razvijayb.programe za simuliranje preoblikovalnih
procesov hitro vkljaujejo tudi nove modele obnaSanja snovi in izslediee podréju trenja,
prestopnosti toplote, obrabe materialov in takoreap

Uporabnost omenjenih metod pogosto omejujetwejsla ne poznamo dovolj vseh parametrov,
ki so potrebni za simulacijo dalenega procesa. Za iskanje nekaterih mehanskiloktssnovi so
uveljavljeni standardni testi. Ti morajo biti sedjeni tako, da lahko iz njihovih rezultatov
neposredno izeanamo parametre, ki nas zanimajo. Uporabni so tak&ni preizkusi, pri katerih
znamo analitino izraziti odvisnost rezultatov od iskanih paramet Primer je uporaba nateznega
preizkusa za dotatev proznostnega modula snovi.

Zgornja zahteva za mehanske preizkuse je zelmgast saj, kot sem omenil, problemov
deformabilnih teles w@énoma ne znamo resiti anatitio. Pomagamo si lahko z uporaineerznih
metod Pri tem pristopu sestavimo preizkus, kateregaltaz so odvisni od iskanih parametrov in
ki bi ga znali numetino simulirati, ¢e bi te parametre poznali. Potem poskuSamo n&finta
vrednosti iskanih parametrov, pri katerih se remulbumertne simulacije ujemajo z rezultati
resntnega poskusa. Natamega ujemanja ne moremo déisearadi numetinih in merskih napak,
lahko pa najdemo parametre, pri katerih se rezultgbolje ujemajo. Kdaj je ujemanje boljSe in
kdaj slabse, je stvar definicije. Postopek iskgmgaametrov avtomatiziramo tako, da definiramo
matematino funkcijo, ki je merilo za ujemanje in problemepedemo na iskanje globalnega
ekstrema te funkcije.

Z inverznim pristopom se pateenabor poskusov, ki so primerni za iskanje poda#tedirektne
simulacije. Ena od pomankljivosti pa je v tem, ddikekrat ni zagotovljena endlhost resSitve.
Lahko se zgodi, da smo na videz nasli iskane pdraftepa so v resnici daled resninih. Zato je
pri uporabi inverznih analiz za iskanje parametzawnumerine simulacije potrebna previdnost.

Poleg iskanja neznanih parametrov so moznastiporabo inverznih analiz tudi v optimizaciji
proizvodnih procesov. Numegrie simulacije so same po sebi uporabne gapee odkrivanje
slabosti nekega procesa, ko je e v fazi projaktitaSele inverzni pristop omogm njihovo
uporabo pri samem projektiranju.

V diplomskem delu sem prikazal uporabo inverzmetod pri dolgitvi plasticnin parametrov
jekla.

Za osnovo sem vzel elastoplastimodel odziva snovi na deformacijo. Ta model jesap v 2.
poglavju, v katerem so podane tudi osnovneiimasti metode koénih elementov. V svojem delu
sem za direktne simulacije uporabil program “Elfeki”,ga razvija britansko podjetje “Rockfield
Software”. Metode, opisane v 2. poglavju, se ujemajosnovnimi znalnostmi uporabljenega
programa.

V 3. poglavju so opisanadea inverznih analiz z metodo najmanjSih kvadra@pisane so tudi
numertne tehnike, s katerimi sem reSeval zastavljenel@nod.
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V 4. poglavju sem obdelal konkretni primer.ri&erzno analizo nateznega preizkusa sem nasel
parametra, s katerima opiSemo krivulj¢erja v elastoplasthem modelu. Rezultati so pokazali, da
je pristop uporaben za iskanje teh parametrov kspra

Zaradi boljSega pregleda sem v podpoglavju peEgaavja prikazal osnovne zfimosti inverzne
analize na izmisljenem problemUeprav je primer enostaven, je metoda reSevanjanovosh
potezah enaka metodi, ki sem jo uporabil pri &g problemu.

1.1 Primer inverzne dolditve parametrov

Pozitivne sile in odmiki

El. 1

4
O
Uy

El. 3 3+

oN OF

El. 2
Slika 1.1:Shematska slika poskusa. Ozere so kotiine s predpisanimi vrednostmi.

Recimo, da Zelimo najti proznostni modul nekggda. Raztezamo tri Zice iz tega jekla, ki so
med seboj spete, kot kaze slika 1.1. Za vse zieaguo presek&; in dolzinel,. Odmike krajié
zic alivozlovod ravnovesne lege ozimao z u;, kjer jei Stevilka krajiga. Zunanje sile, ki delujejo
na kraji€a, ozndimo z F,. Vsaki zici priredimo svoj element z oznakami oddl3. Tretja zica je v
krajisu 4 pritrjena, zato je

u=¢,=0. (1.1)
Prvo zZico raztezamo s silo
F=R, (1.2)
drugo pa tako, da je odmik njenega desnega keagifak
U =4, . (1.3)

Za znane sile in odmike sem vpeljal posebne ozndkdahko v engbah Ze na prvi pogled domo
spremenljivke od konstant.

Odmikay in ug ter silaF, so odvisni od robnih pogojev (1.1), (1.2) in (1.8)jih fiksiramo,
ter od proznostnega modul&. Zato lahko iz meritev teh kéin sklepamo na vrednost
proZnostnega modula. Izmerjene odmike in sile dmmaz u™, u'™ in F,(™.

Da lahko izvedemo inverzno analizo, moramo megjpnati izrgunati merjene kotine v, uz in

F, pri poljubnih vrednostih iskanega paramelaV nasSem primeru lahko to storimo an&hi, v
bolj zapletenih primerih pa bi uporabili num&r simulacijo.
Ozn&imo

ki =—L . (1.4)
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Pogoji ravnovesja sil za vsak element se glasijo:
k(u-ug)= R
Ko(2 = ug) = F,
ka(ug — ) + ko 3= @) + kf U= =0
ka(@4 — Ug) = F4
Iz tega sistema et lahko izrg&éunamo sile in odmike kragSpri danem proznostnem modulu.
Mislimo si lahko, da say, u; in F, funkcije proznostnega modula, ki jih iZtanamo z reSevanjem

zgornjega sistema etta
u = ul(E)'US = us(E)’ F, = FZ(E)' (1.6)

(1.5)

Iz vsake od meritev bi lahko izfanali proznostni modul tako, da bi resSili €ha Ul(E) = L{m),

us(E) = Lém) in Fp(E) = Fz(m). Ker so meritve obremenjene z merskimi napakainiabta nain

vsaki dobili drug&no vrednost z& . Lahko bi povpréili dobljene vrednosti, vendar raje uberemo
drugo pot. Poi&mo takSenE, pri katerem se vse tri izZlanane koltine najbolje ujemajo z
izmerjenimi. V ta namen definiramo funkcijo

X (E)= (u;m) - “1(E)J2 +[“3(m) ‘”3(E)J2 +(F2(m) . Fz(E)JZ , (1.7)

g, g, O,

kier soo,, 0, in o, ocenjene napake izmerkov. Ta funkcija je merilotaakako dobro se
izmerjene vrednosti odmikov in sil ujemajo z maanimi. Ce je ujemanje bolje, je vrednost
funkcije nizja, ce je slabSe, pa viSja. Zato proznostni modul cizmamo tako, da paiémo
minimum funkcije )(Z(E). V tem enostavnem primeru lahko funkcij& zapiSemo v analitni
obliki, ker lahko funkcijew(E), us(E) in F»(E) izrazimo analigno. V bolj zapletenih primerih
moramo vrednosti teh funkcij izranavati tako, da vsakiizvedemo numetho simulacijo
celotnega poskusa. Princip iskanja paramtrov parjak, saj lahko funkcijox2 numeréno
minimiziramo, ¢e znamo izré&unati njeno vrednost pri poljubnem naboru parametfroblem

reSujemo na enak &ia tudi, ¢e iemo ve& parametrov. V tem primeru jgz analogno definirana
funkcija ve spremenljivk.

Recimo, da so podatki taksni:
S=S=$=0100° ml,=2m,l,=1;=4m R =50N, @, =0m, @, =0.01m.

Pri merjenju dobimo na primer te rezultate:
'™ =001798m, w™ =0.01304m in F{™ =192IN. Napake ocenimo z eno stotino
izmerjenih vrednosti. Iz teh podatkov dobimo z miidacijo x> za proznostni modul
E =210218Y N/ n?,

Primer sem izkaunal s pom&jo programaVathematicale minimizacijo funkcijex? sem izvedel
S pom@jo svojega programa. Prilagam celoten postopekiuzra, kjer so posamezne stopnje
komentirane s kratkimi komentarji.
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2 NUMERI CNO RESEVANJE PROBLEMOV DEFORMABILNIH TELES

V svoji diplomski nalogi sem se ukvarjal z el&stmi in elastoplastinimi problemi. Zato bom tudi
to poglavje posvetil problemom te vrste.
En&be, s katerimi opiSemo obnaSanje trdnega telesalgfarmaciji, razdelimo v tri glavne
skupindé] :
1. Ravnovesni zakoni so splosni zakoni mehakika&tinuuma in veljajo za vsa deformabilna
telesa v enaki obliki:
Zakon o ohranitvi mase za male deformacije:

P(1+eg;)=p,- (2.1)
Ravnovesije sil:
9% 4pg =px" (2.2)
0X, ! ' '
Ravnovesje navorov:
0, =0; . (2.3)

2. Konstitutivne erdbe opisujejo obnaSanje dome snovi. Primer je linearna zveza med
deformacijami in napetostmi v izotropnih elasth snoveh:

& :é((lﬂ/ i ~Vo 5) : (2.4)

Il Yij
3. Robni pogoji dokajo pogoje na meji obnd@m, na katerem veljajo etlae, ki dol@&ajo
obnaSanje naSega telesa. Pri mehanskih problenkatesimi sem imel opravka, podamo robne
pogoje tako, da predpiSemo ali odmike:
u=u na S, (2.5)
ali sile, ki delujejo na povrsino telesa:

o;n =t na S (2.6)

V zgornjih endbah jeg gravitacijski pospesekj so predpisani odmiki, predpisane normalne
napetosti,S, je tisti del roba, na katerem so predpisani odnmikipa del roba, na katerem so
predpisane napetosti.

2.1 Metoda kor*nih elementov

Obnasanje fizikalnih sistemov opisujemo z dif@malnimi en&bami. Poljubno parcialno
diferancialno engo lahko zapiSemo v obliki
L(f(r))=0, (2.7
kjer je L parcialni diferencialni operator,f pa je funkcija N neodvisnih spremenljivk
r =[r.r,,.r,]", ki zado#a nasi engbi. Podobno lahko sistem m parcialnih diferenctalahab

zapiSemo v obliki
L(f(r))=0, i=1..m.
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Da lahko reSimo konkreten fizikalni problem, naamo poleg end, ki ga opisSejo, poznati Se
robne pogoje, to je razmere na robu obmoza katerega veljajo te ete. Podamo jih lahko
enostavno tako, da predpiSemo vrednosti reSitwelma obmdja, tak n&in je znan kot Dirichletov
robni pogoj. Lahko pa tudi predpiSemo vrednostnmainih odvodov reSitev na robu obéjm

Deformacije trdnih teles opiSemo z ravnovesneni&bami mehanike kontinuumov ter s
konstitutivnimi enabami, ki so odvisne od snovi, iz katere je telooBrglede na obnaSanje pri
deformiranju delimo v skupine, za katere veljajaplone konstitutivhe edbe. Te so za vsako snov
dolotene z majhnim Stevilom parametrov, odvisnih od kete snovi. Zato pravimo, da je
problem deformacije trdnega telesa @elo z robnimi pogoji in snovnimi parametri.

Diferencialnih eng, s katerimi lahko zadovoljivo opiSemo obnaSaimgé&dinih sistemov, po
navadi ne znamo reSiti anatitio. Pomagamo si z aproksimativnimi metodami, kodajiblizne
reSitve. Metoda kamih elementov je danes ena najbolj razSirjenih ohekd se uporabljajo pri
reSevanju problemov deformabilnih teles. Eden glavazlogov za to je v njeni primernosti za
racunalnisko implementacijo.

Podobno kot ostale metode za nutrerireSevanje diferencialnih efilatudi metoda kotnih
elementov temelji na diskretizaciji definicijskeghmaZja reSitve. Prostor neodvisnih spremenljivk
(r) razdelimo na mrezo diskretnih¢to(r,,r,,...,r,) in prevedemo diferencialno et (2.7) v
sistem algebrskih. Razlika med metodo &uh elementov in difergmimi metodami je v tem,
kako prevedemo diferencialne €ba v sistem algebrskih.

Pri diferednih metodah vzamemo za neznanke vrednosti reSitveasih diskretnih ttkah
(f, =f(r,), 1=1,2,..n). Odvode resitve po neodvisnih spremenljivkah kgimiramo z izrazi, v
katerih nastopajo razlike teh neznank. Ko te izrezgvimo v prvotno er@o, dobimo sistem
algebrskih enéb za vrednosti iskane resitve v izbranibkiah f;.

Pri metodi kotinih elementov si mislimo, da lahko reSitev difeiaime endbe aproksimiramo z
linearno kombinacijo funkcij, ki so definirane nafahicijskem obmgju:

f(r):_zn:fiNi(r), i=1,2,..n. (2.8)

Neznane koeficientedN, dobimo tako, da izraz z#r) vstavimo nazaj v erl@o (2.7) in reSimo
dobljeni sistem eri.

2.1.1 Izoparametri¢ni model

V ve¢ dimenzijah razdelimo definicijsko obrje en&be, ki jo reSujemo, na enostavna
geometrijska telesaelementeV dveh dimenzijah so to navadno trikotniki ali &otniki. Oglis&a
elementov imenujemovozli§a ali vozli ReSitev naSe etlae potem izrazimo kot linearno
kombinacijo interpolacijskih funkcij za vsak elem@aosebej:

f(r):i f(ONE(r), (2.9)
i=1

kjer je p Stevilo ogli& elementa, N(r) pa je elementarna interpolacijska funkgij&i je
definirana znotraj elementa in je pridruzesam vozligu.
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Osnovni principizoparametrénega modelge v tem, da definiramo geometrijo elementa s
koordinatami vozli§ in z istimi elementarnimi funkcijami, kot jih upaisljamo za interpolacijo
neznane funkcije. Zato lahko zapiSemo tudi

p
x,(r)= Z(Xi )i(e) NE(r) , (2.10)
i=1
kjer je x; (r) j-ta koordinata materialne doe, ki je imela v zéetnem stanju telesa koordinatev
izbranem globalnem koordinatnem sistemu. Ugodndgieso neznani koeficienti,® kar priblizki
za vrednosti funkcijé v vozli&ih elementa:
N(® = f(r;) . (2.11)
Da lahko to storimo, moramo izbrati interpolacgskunkcije tako, da zadovoljujejo ddkne
pogoje. Te bom opisal pri obravnavi elementov.

2.2 Elasti¢ni dvodimenzionalni problemi

Z uporabo simetrije lahko veliko mehanskih problema so tudi prakiinega pomena, opiSemo z
uporabo dveh neodvisnih koordinat. Pri svojem delm se osredati izklju¢no na probleme te
vrste, zato bom nekaj prostora posvetil njihovesgevanju.

V problemih iz mehanike kontinuumov, kjer imanapravka z malimi deformacijami,
uporablljamo za opis stanja telesa deformacijskizoe € in napetostni tenzowlll. Male
deformacije so tiste, pri katerih so relativni oimmali v primerjavi z dimenzijami telesa.
ObnasSanje snovi pri deformaciji opiSemo z zvezo magetostmi in deformacijami. Za opis
izotropnih elastinih teles nam zado&ta dva parametra:

1
& :E((l"'v)aij —Vg, JIJ) ' (2.12)
Tu je E proznostni moduly pa Poissonov kalnik.
Za formulacijo z metodo konih elementov je primerno eftze prevesti v integralno obliko.
Uporabimoprincip virtualnega del&-4] :
T
[_[0¢] od@-|_[ou]'bdQ - In [ou]"tdr=o , (2.13)

kjer je b volumska gostota zunanjih sil, povrSinska gostota sil, ki delujejo na povrSinega,d €

so virtualne deformacij& u pa virtualni odmiki.Q je volumen telesa, ki se deformifg, je tisti

del roba, na katerem so predpisane napetbstpa del roba, kjer so predpisani odmiki. ReSitev
nasega problema je takSno deformacijsko stanjge @dgornja enéa izpolnjena za kakrsen koli
izbor virtualnih odmikov.

Zaradi simetrije lahko dasih obnaSanje telesa pri deformaciji opiSemo vddwaenzionalnem
koordinatnem sistemu. Posebno pomembni so nasledimjeril4] :

1. Stanje ravninskih napetosti:
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Tanka plo&a je na robovih obremenjena s silami, ki so vzpoeed ravnino plag. Komponente
napetostnega tenzornmg,, o,, in 0,, so enake 0.

Za opis taksnih problemov potrebujemo le dvengonenti odmikov, ki sta vzporedni z ravnino
ploXe:

u=[uv]" . (2.14)
Vpeljemo vektor napetosti
o= [ox g, ,oxy]T , (2.15)
kjer soo,, o, in g, komponente standardnega napetostnega tenzovjektior deformacij
s:[sx,ey,sxy , (2.16)
kjer je
£X=ﬂ,£y-a— nexy—@+ﬂ (2.17)
1704 oy dy 0Xx
Potem velja zveza
oc=Deg, (2.18)
kjer jd4]
1 v O
E
D:1—v2 v 1 1O (2.19)
00 -V
2

2. Stanje ravninskih deformacij:

Telo oblike pokotine prizme, katere viSina je zelo velika v primerjavpremeri osnovnih
ploskev, je obremenjeno s silami, pravokotnimi mdolzno os. Sile se ne spreminjajo vzdolz te osi.
Predpostavimo lahko, da vladajo v vsehcpie presekih telesa enaki pogoji. Za opis takSnih
problemov potrebujemo dve komponenti odmikov, &igtavokotni na vzdolzno os telesa:

u=[u,v]". (2.20)
Vektorjae in o definiramo enako kot pri stanju ravninskih napgtd&elja zveza
o=D¢g, (2.21)
kjer jé*
e 1-v v 0
D=—~v——~ Vv 1-v 0o |. 2.22
G-2) o T 1 222

3. Osno simetréno stanje:

Osno simeténo telo je podvrzeno robnim pogojem, ki so sindeiriokrog osi telesa. TakSen
sistem najlazje opiSemo v valjnih koordinatah. Gamge telesa je neodvisno od azimutnega kota,
zato za opis zadodta dve komponenti odmikov:

u=[uw] . (2.23)
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u so odmiki v radialni smeny pa v smeri simetrijske osi telesa.

Vektor deformacij definiramo kot
.

a:[er €€ €| (2.24)
gr:%’g¢:g’32:a—w,gr22%+a—w, (2.25)
or r 0z dz oOr

kjer je star in z ustrezni koordinati valjnega koordinatnega sistema

Vektor napetosti definiramo kot

-
0 =|0;,0¢,07,0z| (2.26)

kjier soo,, 0, in g, normalne napetosti v smerghy in z, 0, pa je strizna napetost v ravnii.
Zvezameda in € je

o=Deg, (2.27)
kjer jé*
1-v v 0
E v 1-v 0
_m 0 Vo 1y 1_02V (2.28)
0 0 0 >

2.2.1 lzoparametri¢na reprezentacija

V izoparametini reprezentaciji zapiSemo polje odmikov in defocip&ot linearno kombinacijo
interpolacijskih funkcij:

()= dN (), dul)=>adN,() (2.29)
in B -
5(r)=Zn:di B.(r), 5£(r)=zn:5di B.(r) , (2.30)
kjer je d, vektor odmikov I\;l vozligu, N; =1 Nii:lje matrika globalnih interpolacijskih funkcij za t

vozliste ( je identéna matrika)B, pa je matrika, ki povezuje deformacije z odmiki.
Ko zgornji endbi vstavimo v (2.13), dobimo eélao

> T T T T
;[éﬁi] {[Q[Bi] odQ-[ [N] dQ—jﬂ IN] tdr}zo . (2.31)
Ta engba mora biti izpolnjena za vsak nabor virtualniimakbv &d, , zato velja
Zn:[Bi]TJdQ—IQ[Ni]T bdQ-[ [N ]"tdr=0 . (2.32)
=1 t
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V izoparametréni reprezentacijizractunamo prispevke k zgornji etta za vsak element posebe,.
Da je to mozno, morajo biti interpolacijske funkcgvezne na mejah elementov. Odmike znotraj
posameznega elementa zapiSemo kot

r
u® =>"N®d®, (2.33)
i=1
¢e ima element vozlov. Podobno zapiSemo koordinate materialnik tmotraj elementa:

x@] L[N© 0 Tx®
5 ) e

N® so elementarne interpolacijske funkcije, izrazenekalnih koordinatah elementa. Lokalni
koordinatni sistem elementa je vezan na materiakie deformiranega telesa.
Definiramo lahkalacobijevo determinantea pretvorbo iz enega v drug koordinatni sistem:

ax oy) |INED (e ONT (o
(e) _| 0& 0% |_< e s ot
J ox oy §1 N o NG o (2.35)
on an a—nxi Wyi
Potrebovali bomo tudi njen inverz
o8 I oy _dy
el _|dx Ix|_ 1 on &
pe]? = %6 on|"de0| ox  ox (2.36)
ay dy on 0¢
Element volumna lahko sedaj izrazimo v lokalneardinatnem sistemu:
dQ =h® detd® d& o . (2.37)

Ce obravnavamo na primer ravninsko napetostno stirtj®) debelina elementa. V ettd nastopa
zato, ker problem opisujemo v dveh dimenzijah.

Elementarne interpolacijske funkcije izraZzamdokalnem koordinatnem sistemu. Z uporabo
veriznega pravila dobimo

aNi(e) _ aNi(E)E.p aNi(e)a_n

. (2.38)
0 X 0§ dx 0n O0Xx
)
Podobno velja zaN—i. Odvode E a_r] E on lahko izr&unamo iz inverzne Jacobijeve
oy ox ox dy 0y

matrike.

Znotraj vsakega elementa imamo linearno redanigd napetostjo in deformacijo oblike
0¥ =D®e¥ =D B dj? . (2.39)

j=1

Zato lahko prispevke vsakega elementa kcbn@.32) zapiSemo po vrsti kot:
1.¢len:
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r T r
Skean=[,,[pe oo T araran, 2.0
i= j=
kjer jr K {*) podmatrikaelementarne togostne matrike®.
2.¢len:
€ € T e
1@ =[  [NO]bedq . (2.41)
3.¢len:
e) — e) [T+ (j
(0=, INeTt0ar . (2.42)

r® je del elementa, ki sovpada z mejo oljapna katerem reSujemo nade &mea zato zadnji
prispevek za nekatere elemente odpade.

Matriko Bi(e’ izratunamo iz izraza za deformacijski tenzor in zve292in (2.30). Za ravninsko
napetostno stanje na primer dobimo iz (2.17)

(m)‘e’ .
0 X

(e)
N,
B®=| 0 (—'j

Vektor odmikov za ta primer j_e

volumski element pa
dQ® =tdefd® Jédy |
kjer jet® debelina elementa.

Integraletlenov (2.50), (2.41) in (2.43) iz¥anamo z nume¥no integracijo po formul-S]

f_ll fll f©(&,n)dédn = ZZ t& . n MWW, (2.43)

p=1 g=1
kjer so W, in W, utezi numexine integracije.

2.3 Enacbe za elastoplagtne snovi

Deformiranje trdnega telesa, pri katerem nagtoplasténe deformacije, je ireverzibilen proces.
Po razbremenitvi se telo ne vrne v prvotno staejayve ostane trajno deformirano.

10
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m

0. 002 D 0. 004 0. 006 0. 008 0.01

Slika 13:zveza med napetostjo in relativnim raztezkom psbsnem nateznem preizkusu

ObnasSanje elastoplastin snovi najpreprosteje ponazorimo z opisom najezg@reprostega
valjastega vzorca dolzinke in enakomernega preseka Slika 2.1 prikazuje zvezo med relativnim

Al . . " F
raztezkome = T in gostoto sile, s katero raztezamo telo, na epotaSinec = EX Do dolaene

obremenitve (ttka B) se telo obna3a elasto. To t@éko imenujamomeja elastinosti Ce telo
razbremenimo po obremenitvi, ki ne presega te iftejga A na grafu), se vrne v prvotno stanje po
isti krivulji, kot smo jo opisali pri obremenjevanjDrug&e je, ¢e telo razbremenimo po tem, ko
smo presegli mejno obremenitevika C). Deformacije se izravnajo le delno (krivuG®) in po
drugi poti kot pri obremenjevanju.

V tem poglavju bom na kratko predstavil matatmatopis elastoplasthega obnaSanja snovi pri
splo3ni obliki napetostnega pdffa V opisanem modelu potrebujemo za popolen opisaddmja
snovi poleg dveh elastiih konstant Se en dodaten parameter in funkciislezo med napetostjo
in deformacijo pri enoosnem napetostnem testujekonarisana na sliki 2.1.

2.3.1 Kiriterij utrjevanja

Kriterij utrjevanja dol®¢a napetost, pri kateri se&xeejo plastine deformacije. V splosni obliki ga
podamo kot
flo,)=k(x) , (2.44)
kjer je k materialni parameter, ki ga dolmo eksperimentalno, ter je lahko odvisen Se od
parametra utrjevanjx.
Za kriterij utrjevanja zahtevamo, da je neodri®d izbire koordinatnega sistema, zato sd da

izraziti kot funkcija treh invariant napetostnegazorja:

11
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3, :%0,. s (2.45)

1
J; zéo-ij O Oy

Po modelu, ki ga bom obravnaval, pkasti deformacije niso odvisne od hidrostatiga tlaka.
Eksperimentalno so ugotovili, da to zelo dobro avedp kovin&l. Kriterij utrjevanja torej lahko
zapiSemo kot

£(3,,9;)=Klx] , (2.46)
kjer staJ, in J, ustrezni invarianti tenzorja :
: 1
g; =0 —56,1 Oy - (2.47)

Obstaja ve& konkretnih oblik kriterijev utrjevanja, ki bolj iaimanj natatino podajajo obnaSanje
resnénih snovi. Za kovine najwiarat uporabljamdrescinali Von Misesowkriterij. Oba kriterija
lahko izrazimo z lastnimi vrednostmi napetostnegeorja ¢ ;).

Po Tresci se plastie deformacije pojavijo, ko najij@ absolutna vrednost razlike dveh lastnih
vrednosti hapetostnega tenzorja presezecdalm vrednost:

‘(U(i)_a(j))max‘:Y(K),ii j (2.48)
po Von Misesu pa pri napetostnem stanju, Kjer je
VI, =K(K). (2.49)

J, lahko izrazimo z lastnimi vrednostmi napetostnigaorja:
32200 = o + o+l fl o + o f o) =

_1 2 > >
‘g[(a(l) —0'(2)) +(a(2) _0(3)) "'(0(3) _0(1)) ]
(uposteval sem, da je napetostni tenzor sikeiji Von Misesov kriterij lahko potem zapiSemo kot
o =43k, (2.52)

o =3(3,)" = \E{au' o (2.52)

Koli¢ino ¢ imenujemoefektivho napetosinjen pomen pa bo nazorneje razviden iz kasnejSega
besedila.

(2.50)

kjer je

2.3.2 Utrjevanje

Pod pojmonutrjevanjerazumemo obnaSanje snovi po nastopu glaistideformacij.
Deformacije telesa si lahko mislimo sestavljendveh delov, elasthega in plastinega?-6l.:

12
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E=¢g, €. (2.53)
€. predstavlja reverzibilni del deformacij, toreittidel, ki po razbremenitvi telesa izgirg, pa tisti

del deformacij, ki po razbremenitvi ostanejo.

Z engbo (2.44) povemo, pri kakSnem napetostnem stangiopgo v snovi prve plasine
deformacije. Ni pa ne vemo o tem, kako se snov obnasa pri naelialjopremenjevanju.

Ploskev v prostoru lastnih vrednosti napetagndenzorja (0(1),0(2),0(3)), za katero je

izpolnjena enéba (2.44), imenujemonieja plastfnostl’. Napetost, pri kateri nastopijo nadaljnje
plastétne deformacije, je pri elastoplastih snoveh odvisna od trenutne stopnje plasti
deformacije. Zato semeja plast@nosti spreminja s stopnjo plagtie deformacije. Pri stanjih
napetosti, za katera j€ <k (ena&ba 2.44), se snov obnaSa elasti, pri napetostih, za katera je
f =k, pa plastino. Spremembblahko v tem primeru zapiSemo kot
df :ﬁdaij : (2.54)
i

Ce pri dani spremembi napetosti vefjd <0, se napetostnadka pomakne nazaj v notranjost
meje plastinosti, snov se obna3a zopet etamii Temu pravimo elagtia razbremenitevCe je
d f =0, napetostna tika ostane na meji plastiosti.Ce pa jed f >0, napetostna tda ostane na

razSirjeni meji plastinosti.

Treba je Se definirati parameterv enabi (2.44). Ta parameter je merilo za stopnjo ptasti
deformacije. Lahko ga definiramo kot

K=W,, (2.55)
kjer je W, ireverzibilno delo sil, ki deformirajo telo:
w,=[o,(d,), (256

Druga moznost za definicijo paramekrge
K=¢,, (2.57)

dg, = \E{(dg” ), (s, )p}“2 . (2.58)

kjer je

V naSem modelu privzamemo, da so ptasi deformacije neodvisne od hidrostatiga tlaka in
velja (dg, ), =0, zato je

lag;), =(ds;), - (2.59)

Kk =dg, = \E{(dgij‘ ), (e, )p}”2 . (2.60)

Velja torej

13
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2.3.3 Zveza med napetostjo in deformacijo

Po pojavu plastnih deformacij razdelimo deformacijski tenzor nasgni in plasttni del:

de, =(dg; ), +(dg ) - (2.61)
Za elasttni del velja znana relacija
1
de, —E((l+v)da -vG,8,) . (2.62)
Za izpeljavo zveze medl in € , privzamempda lahko zapisemo
Q
de. ) =dA— 2.63
(0e,), =155 2,69
Konstantoh imenujemaplasticni multiplikator. Q mora biti funkcijad, in J, . Postavimo
Q=f, (2.64)
iz cesar sledi
of
de. ) =dA—— . 2.65
(dey), =da—— (2.65)

1]
To zvezo imenujemaakon teenja

En&bo (2.44) zapiSimo v obliki

F(o,x)=f(o)-k(x)=0. (2.66)
Potem lahko zapiSemo
dF= a—Fd +a—FdK_O (2.67)
d0o oK
ali
a'do- AdA =0, (2.68)
kjer je
o = JF | dJF JOF JF OJF JF OJF (2.69)
do do, o"a 'do, o”a 'do,, o"a
in
A:—ia—Fd (2.70)
dA dk

Vektor a imenujemovektor teenja Komponente napetostnega in deformacijskega tgEnzem
zapisal v vektor, tako da je na primer
o= [0X ,0,,0,,0,,0 ,,0 XJ,
0Q

Ker je —— =——, sledi iz (2.61)
d0; aou

de=Ddo+d] OF | (2.71)
oo

14
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D je matrika, ki povezuje vektorja in €

do=Dde,. (2.72)
Iz en&b (2.71) in (2.68) sledf:
dA=— 1 aTDde. 2.73)
A+a Da
Uvedemod, = Da. Potem je
do=D,de, (2.74)
kjer je
dy[d, ]
e =D __Goldo] D]T (2.75)
A+[dy] a

(D je simetréna matrika, zato vte[aD]T =D).
Poznati moramo Se paramet&r Pokazemo lahko, da je to lokalna strmina kriVLdeés) pri
enoosnem napetostnem testu, torej ga zlahka eksgra@lno doldimo.

Prienoosnem napetostnem preizkusztezamo valjast vzorec enakomernega presekdolard
smeri. Lastne smeri napetostnega tenzorja so et@agmeri natezanja ter dve v pravokotni smeri.
Za lastne vrednosti napetostnega tenzorja velja

O(2)=0(3 =0, 0y =0, (2.76)
zato je

o= g(aij'aij')za : (2.77)

Tenzoro bil definiran v poglavju 2.3.1. Sedaj vidimo, zpkao G v enabi (2.52) definirali na
tak n&in.

Lastne smeri deformacijskega tenzorja so vzporeldstnim smerem napetostnega. Lastno
vrednost v smeri obremenitve oZmao z

o), =€, - (2.78)
Ker se pri plastinin deformacijah po nasem privzetku prostorninaspeemeni, je Poissonovo
razmerje zanje , = 0'5, zato sta preostali lastni vrednosti

(deey), = dey) = -dle, (2.79)

p_zp

Velja
de,= (2er) ) }=ce, @250
PiSemo
o=Hle,), (2.81)
d70 =H'(g,). (2.82)

15
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Potem je
: do do 1
Hie )= = = : 2.83
( p) de, de-de, de _deg (2.83)
do do
H =—o (2.84)
- _ Et . .
-5
Vzeli bomo prvo hipotezo utrjevanja (2.55):
dk=0" de, . (2.85)
Enabo (2.66) lahko zapiSemo kot
Flo,x)=f(o)-0,(k)=0, (2.86)
ker je pri enoosnem napetostnem tes{u= J3k. Zato je
00
A:—ia_FdK :i—ydK :_1d0-y_ (287)
dA 0k dA Ok dA
UposStevamo zakondenja v (7.48) in dobmo:
dk=0"de,=c" dha=dra 0. (2.88)
Za enoosni primer velj@ =0 =0, inde,=dg,, zato je
dk=0,de,=dAra’ o . (2.89)
Velja tudi
o do :
do _99% _ (2.90)
de, dg,
Uporabimo lahko Eulerjev teorem za (2.86):
of
— 0=0 291
7o y (2.91)
aliiz (2.69)
a'lo=0,. (2.92)
Ko vstavimo ené&bi (2.90) in (2.92) v (2.89) in (2.87), dobimo z@esni napetostni test
dA=dg,, (2.93)
A=H". (2.94)

A je torej res strmina krivuljer(e) pri enoosnem napetostnem preizkusu.

2.4 Dvodimenzionalni elementi

Pod pojmom element navadno razumemo geometrijo elementa skupaj z eglEmmimi
interpolacijskimi funkcijami, ki so pridruzene nggm vozli&em. Pri svojem delu sem uporabljal

pravokotne elemente razred® . Ta oznaka pomeni, da so interpolacijske funkeijezne na
robovih elementa. Elementarne interpolacijske fiygkso namré definirane na obmigu vseh
elementov, ki si delijo ustrezno vozi&

16
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Vsakemu elementu pripisemo lokalni koordinaistem (£,77) tako, da obe koordinatideta od
-1 do 1. Vozliga elementa po dogovoru ostgiiho v pozitivnem smislu. E(gﬁ,/]i) ozn&ujemo

lokalne koordinaté-tega vozliga elementa.

Da lahko uporabljamo nek element za reSevaagegea problema, mora izpolnjevati d@oe
zahtev&'. Interpolacijske funkcije morajo zad@agi naslednjim zahtevam:

1. Vsota vseh interpolacijskih funkcij elementara biti enaka 1:

Y N®(gn)=1. (2.95)
[
2. V vozligu, ki mu je interpolacijska funkcija pridruzena, rada imeti vrednost 1, v vseh
ostalih pa O:
NGO (& .7,)= L=l (2.96)
B O # |

Recimo, da so etlae, ki jih reSujemo, formulirane v integralni oblikntegrandi naj vsebujejo
odvode do red4m+1). Potem morata biti izpolnjena tudi naslednja pagoj

1. Na robovih elementov morajo biti zvexmi odvodi interpolacijskih funkcij.

2. Znotraj elementov morajo biti zvez(lnh+1) -vi odvodi interpolacijskih funkcij.

2.4.1 Stirikotni element z osmimi vozli&i

.....

(slika 2.2):

Vozel ¢&;: n;:
1 -1 -1
2 o -1
3 1 -1
4 ! 0 (2.97)
5 1 1
6 0 1
7 -1 1
8 -1 0

Interpolacijske funkcije, ki so pridruzene posamernozlis&em, s&"*:
1. Za ogligne vozle:

Ni(e) :%(1+E§i)(1+r]r]i)(zﬁi +nn -1 i0{135% . (2.98)

2. Za vozle na stranicah elementa:

17



Igor GreSovnik 3. Definicija in reSevanje inverznih problemov

NS =%m2 (L+nn, )(1— 62) +
i0{2464 . (2.99)

s 8L Eg 1Y)

&

N

Slika 2.2:Elementarne interpolacijske funkcije za Stirikotfément z osmimi vozli:
a) za vozle v ogligh (5. vozel);
b) za vozle na stranicah elementa (4. vozel);

3 DEFINICIJA IN RESEVANJE INVERZNIH PROBLEMOV

Naloga matematnega modela nekega fizikalnega sistema je ugotojegiov odziv na vplive iz

okolice. Da lahko to storimo, moramo dovolj natam poznati te vplive. Znati moramo tudi
zadovoljivo opisati obnaSanje naSega sistabeapri navedenih pogojih izkanamo, kaj se zgodi s
fizikalnim sistemom pri konkretnih zunanjih vplivipravimo, da smo reSili dadirektni problem

18
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Vcasih ne poznamo vseh podatkov, ki so potrebni Zdeke direktnega problema. Tedaj si
pomagamo z eksperimentom. Opazujemo odziv ¢esga sistema in iz tega poskusimo izitis
manjkaj@e podatke. Temu pravimo reSevamegerznega problemanverzne probleme reSujemo
vedno po istem osnovnem dedu. Za manjkajée podatke si zaporedoma izmiSljamo konkretne
vrednosti. Pri vsakem izmisljenem naboru podatkesimo direktni problem in ugotovimo, kako
dobro se tako iztnan odziv sistema ujema z opazovanim. Tisti nglmatatkov, pri katerem
dobimo na opisan &a najboljSe mozno ujemanje, proglasimo reditev inverznega problema
Seveda moramo nat&mo definirati, kaj razumemo pod pojmom boljSe ozieoslabSe ujemanje.

Odziv sistema opiSemo s konm Stevilom izmerjenih parametrov. Izbrani param@torajo biti
merljivi pri poskusu in hkrati izgunljivi po matematinem modelu. Ujemanje med iZztananim in
opazovanim odzivom sistema je pametno definiraposn@jo matematine funkcije, v kateri
nastopajo razlike med izmerjanimi in iZanimi parametri. To fukcijo imenujemaednostna
funkcija Po dogovoru jo definiramo tako, da nam nizja wasd funkcije pomeni boljSe ujemanje.
Ker je vsak izraunan parameter funkcija iskanih podatkov, je tugidnostna funkcija odvisna od
njih. Nas inverzni problem se tako prevede na mmwbiinimizacije vrednostne funkcije glede na
iskane podatke.

3.1 Metoda najmanjsih kvadratov

Pri reSevanju inverznega problema najprej ietver dol@eno Stevilo parametrov, ki jih lahko
izmerimo pri poskusu ali izzanamo s pomfo modela. Izmerjene vrednosti teh parametrov bom
ozn&il z

T
y™ =™ ye™ W] (3.1)

in jih imenovalizmerki Njihoveizracunane vrednosipri naboru iskanih parametr@a/bom oznail

z

y(@)=[y.(a). v.(@)... yu (@] - (32)
Iskanih parametrov mora biti vedno manj kot je izko®:
a=[a,a,....a4] , M<N. (3.3)

Ce jih je ve, inverzni problem ni resljivCe je iskanih parametrov enako kot izmerkov, problem
sicer lahko reSimo, ne moremo pa oceniti, koliktktazaupamo matematiemu modelu.
Vrednostno fukcijo

Fla)=Fly-y™). (3.4)
izberemo tako, da velikim odstopanjem med izmemnpem izratunanimi vrednostmi ustreza velika
vrednost funkcije. ReSevanje inverznega problematajeo ekvivalentno iskanju globalnega
minimuma funkcijeF(a). Zato bom nekaj podpoglavij posvetil nunterm metodam minimizacije
funkcij.

Izmerki so vedno obremenjeni z napakami in mdiematini modeli fizikalnih sistemov niso
popolni. Zato reSitve inverznega problema ne moremaiunati s poljubno nat&nostjo. Za
zatetek bom privzel, da je model pravilen.
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VpraSamo se lahko, s kolikSno verjetnostjo denih parametrina izmerimo podatke
y(@)=y™ +dy™. Clen 3y!™ smo dodali zato, da je verjetnost kna. Funkcijo F(a)
definiramo tako, da zavzame minimum pri parametihpri katerih je ta verjetnost nagja.
Taksno ravnanje temelji na intuitivnem privzetkierftnost, da pri danih parametiahizmerimo
vrednostiy, identificiramo z verjetnostjo, da so paramaetgpravilni®.

Ce so napake izmerkov porazdelijene po Gaussovicathani porazdelitvi, zadé& zgornjim
zahtevam vrednostna funkchakvadrat

F(a) =x2(a) = %i{wl - 35)

i= OI

Verjetnost, da pri naboru parametravzmerimo podatkey, je

_r 1 v -y, (a) i (m)
P={] exr{ 2[ . J]in . (3.6)

I
Ta izraz je najvgi, ko je najmanjsi njegov negativni logaritem
(m)

—|n(P)=[§: % 2_0_32 (a)z}—Nln(in) . 3.7)

Ker staN in 8y, konstanti, je minimizacija zgornjega izraza eklgwdna minimizaciji funkcije
2

X°.

Recimo, da velikokrat zapored izvedemo inveranalizo na opisan tia in vsakt shranemo
vrednost funkcijex? v njenem minimumuCe so napake izmerkov res porazdeljene po normalni
porazdelitvi z znanimi standardnimi deviacijami, shranjene vrednosti porazdeljene po
porazdelitvix? zav = N — M prostostnih stopefi. Porazdelitev je pogosto tabelirana v staiski
priro¢nikih. Za velikev je podobna Gaussovi porazdelitvi s srednjo vregimos in standardno
deviacijo\/ﬁ. Poznavanje porazdelitye® lahko izkoristimo za oceno veljavnosti materragiga

modela. Premajhna vrednost funkgjjé je lahko znak, da smo precenili napake merita pa je
vrednost prevelika, posumimo, da je nekaj narolm&adm modelom ali da smo napake meritev
podcenjevali. Mozno je tudi, da smo se ujeli v lakaninimum funkcijex?.

Eksistenca in endlost reSitve inverznega problema nista vedno zafjetn. Pogosto sta
odvisni od izbire parametrov, ki jih merimo. Prexsi o tem dobimage si na primer predstavljamo
natezanje elastne palice z znanim presekom, dolzino in proznostmadulom. Iz raztezka palice
na moremo sklepati na Poissonov &oik, lahko pa ga ocenimo iz slenja v préni smeri. Pri bol
zapletenih primerih poskusimo izvesti inverzno emapri razlenih izborih merjenih parametrov,
da ugotovimo najbolj ugodnega.

Pri m&no nelinearnih primerih predstavljajo velik problenumeréne tehnike réevanja
inverznih problemov. Funkcijg? ima lahko vé lokalnih minimumov, proticemur skoraj ni
zdravila. Z veéino metod za minimizacijo funkcij se zlahka ujamemdéokalni minimum. Delna
resSitev je lahko poskuSanje z ré&nimi zaetnimi priblizki, kar pa je havadno nesprejemljzaradi
¢asovne zahtevnosti.
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3.1.1 Linearni primeri

V nekaterih primerih so iztanane kokine linearno odvisne od iskanih parametrov:
M
Yi (a)zzxkiak ) (3.8)
k=1

kjer co X,; znani koeficienti.

Funkcijo x? lahko zapisemo kot

m 2

(m) _
N Y Z Xyidy
k=L

(3.9)

Tako definirana funkcijg? ima en sam lokalni minimum. Najdemo ga z re$evanistema

en&b
aly’)
=0k=1.M . (3.10)
Ja,
S premetavanjem eélalahko sistem prepiSemo v
(ATARR=ATD , (3.11)
kjer je
Anxmy A =— (3.12)
Oj
in
byw b= (3.13)
0Oj
Napake iskanih koeficientov lahko ocenimo ipakameritev. Oznamo
CumiC=|(AT )] (3.14)

Uporabimo oceno
Ja,

o*(a,)= i(ﬁ] o? (3.15)

i=1

kjer smo so”(a, ) oznaili kvadrat napake;. Velja

M T M N Y Xy
a; =Y C[ATD| =) ¢ > A, (3.16)
k=1 k k=1 i=1  Oj
zato je
da; _ ¥ . Xy
y kZ::lCJk 0i2 (3.17)
in

Uz(ai): iiCjij.[ZNlleﬁ“} : (3.18)
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Clen v zadniji vsoti je enak
N
— T — -1
> AcA=[ATR] =[c7]

torej je
o(a)=c, . (3.19)

Pri nelinearnih primerih je tudi sistem &bg3.10) nelinearen in lahko ima&eesitev.Ce je
enolicno resljiv, si pomagamo s formulami za linearnengrie pri oceni napak. Okrog minimuma

x? lahko namre vy (a) razvijemo v Taylorjevo vrsto in obdrzimo le lineaklene:

Mgy
ORI S0 R CEICONE (320
k=1 ak ak:(ak)o
Ozn&imo
_[dm}
X, =| . (3.21)
93 Jocta)
Potem je
M
y,(a) = const+ > X,a, (3.22)
k=1
in

2

x(@)=3 =Y = . (3.23)

= =1 (o}

M
N [ ym—y (a)T o | W7 const=2 X3,

(o

To en&bo zaporedoma odvajamo pp, pri cemer spet dobimo sistem ¢ba

(ATA)a=ATDb (3.24)
le da je seddp drugae definiran:
b :w _ (3.25)

|
oa
Za az(aj) lahko ponovimo izpeljavo pri linearnih primeringrkse pri odvodua—J znebimoclena
i

cons. in se en&e dobesedno prepisejo. Velja torej

az(aj): l(AT m)_lJn :[”_l]jj : (3.26)
kjer je
ay = IZ::Ak A= INl st X“ :[ 2 IZ;Z:ZL Z:j . (3.27)

Z o, sem tu oznal diagonalniclen matrlkea.
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3.2 Minimizacija funkcij ene spremenljivke

f(x)

50 f
a0t
30 f
20 f

10

a b=al d=bl dl=c2 c=cl]
=a2 =b2 ]
-4 -2 0 2 4 6
Slika 3.11skanje minimuma funkcije ene spremenljivke.

I&emo minimum funkcije f(x) na intervalua c]. Funkcija naj bo na tem intervalu zvezna in

omejenaCe najdemo t&ko b, da velja
(a<b<c)d(f(b)< f(a))a(f(b)< f(c)) , (3.28)

lahko z gotovostjo trdimo, da ima funkcij(x) na intervala b] vsaj en lokalni minimum.

To trditev lahko izkoristimo za konstrukcijo tode, ki najde lokalni minimum funkcije. Osnovni
postopek je takSen:

1. Najdemo teke {a,b,c}, ki zado#ajo pogoju (3.28).

2. Scetrto ta’ko d razdelimo véiega izmed intervalo{{a,b],[c,d]}.

3. Izmed tok {a,hc,d} vzamemo tri ter jih preimenujemo jihay b in c. Izberemo jih

tako, da izpolnjujejo pogoj (3.28) in da je nouiarval [a,c] 0Zji od prejSnjega.

4. Preverimo konvergeni kriterij. Ce je izpolnjen, kafamo postopek, druga se

vrnemo na teko 2.
Recimo, da je ob izvedbi 2.dke c ~b>b-a. Potem s t&ko d razpolovimo interva]b c] in velja

a<b<d<c. 3. taka postopka se potem glasi:

3.1Ceje f(d)< f(b), tocka b postane nova tia a, d pa postand in skaimo na 4.Ce

pogoj ni izpolnjen, nadaljujemo pri 3.2.

3.2 Teka d postane nova tixa c.

Potek postopka prikazuje slika 3.1. N&etku imamo tri toke A, B in C, ki zadogajo pogoju
(3.28). Ker je intervalb,c] vegji kot interval [a,b], ga s toko d razdelimo na dva manjsa
intervala. Ker jaf(d)< f(b)Of(d)< f(c), opustimo toko a, b postane novi, d pa novib.
Sedaj razdelimo novi intervb c] z novo téko d. Funkcija ima v novi teki vegjo vrednost kot v
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srednji, zatod postane novic. Postopek lahko nadaljujemo, dokler ne dosezenlnge
natargnosti. V tem primeru smo v getni interval zajeli dva lokalna minimuma funkcifgymeréni
postopek pa konvergira k visSjemu od obeh. Z opmamiostopkom ne moremo najti obeh
minimumov.

Pri oZenju intervala je najbolje uporabiti rame zlatega rez&, zaradicesar tudi metodo
imenujejometoda zlatega rezanterval razdelimo v razmerjg = 05 [ﬁB— \/g)z 0.3819 tako, da je
interval, ki na eni strani omejujedka b, ozji.

Konvergenni kriterij lahko dol@imo na veé nainov. Postopek lahko na primer kamo, ko je
interval[a ,c] manjSi od izbrane tolerantel :

c—a<tol . (3.29)
Lahko tudi zahtevamo, da je najje razlika funkcijskih vrednosti v t&ah {a, b, c} manga od
predpisane tolerance:
max{( f(a)- f(b))(f(c)- f(b)}<tol . (3.30)
V¢asih ta kriterij postavimo v relativni obliki:
ma{(1(a)- £(8) (1(9- (1)}
[f(a) +|7(b)

Z metodo zlatega reza zanesljivo najdemo lokalnimum funkcije,ce imamo tri zéetne téke,
ki izpolnjujejo pogoj (3.28). Te tke lahko najdemo po naslednjem postopku:

1. Izberemo z#tni taki a in b. Ce priblizno vemo, kje ima funkcijd (x) lokalni

minimum, izberemo &&i na tem obmgu.

2.Ceje f(b)> f(a), zamenjamo ii.

3. Vzamemo t&ko c=b+ k(b - a), kjer je k vnaprej izbrana konstanta.

4.Ceje f(c) > f(b), konfamo postopek, kerd¢ke a, b in ¢ izpolnjujejo pogoj (3.28).

5. Ce pogoj iz 4. teke ni izpolnjen, preimenujemoyv a inc v b.

<tol . (3.31)

Metoda zlatega reza je linearno konvergentred Ronvergence v blizini minimuma lahko
poskuSamo izboljSati s parahwio interpolacijo. Pri tem se opremo na dejstvojeddovolj blizu
lokalnega minimuma vsaka dvakrat zvezno odvedljivakcija podobna kvadratni paraboli. To
vidimo, ¢e funkcijo razvijemo v Taylorjevo vrsto okrog mirima, ki ga 0znamo z x,:

£(x)= f(x0)+% £ (% Jx=x, ) +... . (3.32)

V limiti, ko gre x proti x,, lahko viSjeclene zanemarimo v primerjavi s kvadratnim. Teme
kvadratne parabole, ki gre skozicke z abscisamix, =a, X, =b in x;=c ter ordinatami
f,=f(a), f,=f(b) in f, = f(c), je v taki

o by L0210 1) [10)- )]

2 (b-a) f(b)- f(c)]-(b-c) f(b)- f(a)]
To lahko izr&unamo z odvajanjem formule parabole
= £ 6] o (exox) o (xox)xex,)
(X1 - XZ)(Xl - Xs) (Xz - X1)(X2 - X3) (X3 - X1)(X3 - Xz)
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Ce tatke a, b in ¢ zadogajo pogoju (3.28), teme te parabole gotovo leZintervalu[a c]. Ceje
na tem intervalu parabola dober priblizek za fujgkdi (x) je vrednost funkcije v temenu parabole
nizja kot v teh tokah.
Postopek, v katerega vidjmo parabolkino interpolacijo, je takSen:
1. Najdemo teke{a,b,c}, ki zado#ajo pogoju (3.28).
2. Izra®unamo teme parabole, ki gre skozike, ki leZijo naf(x) in imajo abscise, b in
c. Novo t@ko imenujemo d.
2.1 Preverimog¢e leZi teka d na intervalja c] in je hkrati raziéna od tak a, b in c.
Ce to ni res, najdemo novoctm d tako, da z njo razdelimo &ega izmed intervalov
{[a,b], [c.d]} v razmerju zlatega reza.
3. Izmed tok {a,b,c,d} vzamemo tri ter jih preimenujemoay b in c. Izberemo jih
tako, da izpolnjujejo pogoj (3.28) in da je nouiarval [a,c] 0Zji od prejSnjega.
4. Preverimo konvergeni kriterij. Ce je izpolnjen, kafamo postopek, druga se
vrnemo na teko 2.
V drugi tatki postopka je bolje ekstrapolirati skozi tistettsitke, v katerih smo do sedaj iZwaali
najnizjo vrednost funkcije. To niso vedno trenutogke a, b in c. Pomembno je tudi pretehtati,
kdaj uporabiti ekstrapolacijo. To se ne iZfalace je oblika funkcije dakeod parabole. Pri vsaki
iteraciji si zapomnimo, koliko je teme parabole aljigho od téke z doslej najnizjo izganano
vrednostjo funkcijeCe je ta razdalja dvakrat manj3a kot pri prej$mrdtiji, interpolirano t&ko
sprejmemo, druge pa ne.
S parabodino interpolacijo si lahko pomagamo tudi pri iskatjeh z&etnih tatk. Tako wasih
prihranimo nekaj iteracij.

Omenjene metode niso pomembne le za minimzdcinkcij ene spremenljivke. Minimum
funkcije ve& spremenljivk velikokrat po&&mo tako, da jo zaporedoma minimiziramo v tamh
smereh. To je analogno minimizacijam funkcije epiesenljivke.

3.3 Minimizacija funkcij ve¢ spremenljivk brez uporabe odvodov

Minimizacija funkcij v& spremenljivk se v margm razlikuje od minimizacije funkcij ene
spremenljivkeCe poznamo vrednosti zvezne funkcije wpremenljivk v kotinem Stevilu tok, ne
moremo Vv nobenem primeru z gotovostjo sklepati, zdgazame na nekem intervalu lokalni
minimum (slika 3.2). To pomeni, da he moremo napatieuspeha minimizacije, preden dosezemo
konvergenco. Pri minimizaciji v eni dimenziji zladnkzagotovimo vsaj linearno konvergenco ne
glede na obliko funkcije. Pri minimizaciji v ¥alimenzijah lahko v sploSnem zagotovimo delo
red konvergence Sele, ko se minimumu dovolj présha.
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Slika 3.2:Vrednost funkcije dveh spremenljivk je vkih | in D niZja kot v ogligh konveksnih likov ABC in
EFGH. Vseeno funkcija nima lokalnega minimuma vampbsti obeh likov.

3.3.1 Simpleksna metoda

17
0. 5

ol
-0.5

-1t

2!

-1
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Slika 3.3:Minimizacija funkcije dveh spremenljivk s simpleksmetodo. Ogljig& simpleksa ABC premikamo tako,
da ima funkcija v njih vedno niZje vrednosti. Priemiorajo biti taksSni, da ostane prostornina sinksda korna.
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Simpleksna metoda je enostavna in zanesljii@aaeminimizacije funkcij vé& spremenljivk. Je
linearno konvergentfa Njena posebnost je v tem, da ne vidljie uporabe postopkov za
minimizacijo funkcij ene spremenljivke.

Recimo, da minimiziramo funkcijl spremenljivk

f(x)= f(x,%,..%y) . (3.34)
Na definicijskem obmgu funkcije izberemadN +1 zaetnih ta&k

{ana, eyl
tako, da je prostornina telesa, ki ga dajo, kortna. To pomeni, da mora biti vsak&terica
vektorjev p; =g —a; z izbranim a; linearno neodvisna. TelesuN dimenzijah, ki imaN +1

ogli&, pravimo simpleks, od tod tudi ime metode.

Ogli¥a simpleksa, kjer ima funkcija napje vrednost, zaporedno premikamo na nekaj
predpisanih nénov (slika 3.3). Vsako spremembo obdrzinte, se vrednost funkcije v danem
0gli&¢u zmanjSa. Mozni so naslednji premiki oglis

1. Ogli¥e z najvisjo vrednostjo funkcije prezrcalindgez sredige ostalih oglig. Ce
operacija spodleti, izvedemo 2.ckm. Ce uspe, poskusimo Se z linearno ekstrapolacijo

premika za faktor, v@ od 1, in ponovimo t¢ko 1.

2. Oglig'e premaknemo proti sredi$ ostalih oglig. Ce tudi to spodleti, izvedemacim 3,

drugace sk@imo nazaj na 1.

3. Poigemo oglige z najnizjo vrednostjo funkcije. Vsa ostala og§ipremaknemo proti

temu.

V 1. koraku postopka vsakpreverimo,ce smo dosegli zahtevano stopnjo konvergence. Kriter
je lahko oblike

max{ f (a)- f (g, ])<toli, j = 1.N (3.35)
ali

e ) )
<tol, i,j =1..N . (3.36)

m

3.3.2 Zaporedne linijske minimizacije

Osnovna zamisel postopka je preprosta (sli&pn ¥. prostoru neodvisnih spremenljivk funkcije
f(x)= (X%, 0. Xy) (3.37)
izberemo zé&etno t&ko P, in za&etno smem,. Na premici, ki gre skozP; in ima smerni vektor
Uy, poig¥emo t@&ko, v kateri doseze funkcija najnizjo vrednostonimenujemoP;. Minimiziramo
torej funkcijo ene spremenljivke
a(2)= (P, + Au,) . (3.38)
in postavimo

P, =P, +A (3.39)

mlﬂ !
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kier je A, minimum funkcije g(1). Postopek ponavljamo, péemer vsaki zamenjamo smer
minimizacije. Izhodi&na taka vsakega naslednjega koraka je drantaka predhodnega. Tako
dobimo zaporedje t&, v katerih vrednost funkcijd (x) monotono pada.

Z

-1 -0.5 0 0.5 1
Slika 3.4:zaporedne linijske minimizacije funkcije dveh spealjivk.

Ce smeri minimizacij vnaprej izberemo, metoda v nefia primerih zelo p&asi konvergira. To
velja na primer za dolge, ozke doline, usmerjers&epoo na smeri minimizacij. (slika 3.4). Treba je
najti takSne smeri, da premik v dani smeri ne pdkwainimizacije v drugi. Imenujemo jih
konjugirane smeri

Funkcijo f (x) lahko razvijemo v Tajlorjevo vrsto oktog nekeke P:

f(x)=f(P)+i[ﬁ} T 3 )| P
=R 2753 9% X x=P L , (3.40)

=c—bD<+%xD\D(

kjer je
c=f(Pkb=-[0f] ;A = ot (3.41)
" J dx'd( x=P

J

Matriko A imenujemaHessova matrikdunkcije v taki P.
Z odvajanjem ergde (3.40) po vseh spremenljivkah dobimo

Of =Alx-b. (3.42)
Lokalni ekstrem funkcije najdemo z reSevanjemcberidf = 0. Te se po zgornjem priblizku glasijo
Alx=b. (3.43)
Sprememba gradienta funkcije pri premékx je
o(0f )= Al . (3.44)
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Sedaj lahko ugotovimo, kakSna naj bo smgy,, da premik v tej smeri ne pokvari minimizacije v
prejdnji smeriu,. Ce minimiziramo funkcijo f(x) vzdolZz smeriu, je v minimumu gradient
funkcije pravokoten nal.

Tako je zato, ker je v minimumu

of
T (of )m) . (3.45)
Pogoj, da po manjSem premiku v smayj,; ostanemo v minimumu v smeui,, je, da gradient
ostane pravokoten ng,:

0=u, {o(0f))=u, A u,, . (3.46)
Smeri, ki izpolnjujeta ta pogoj, sta medsebojnojuginani. Ce imamoN med sabo konjugiranih
linearno neodvisnih smeri, poted minimizacij kvadratne forme (3.40) v teh smerelpgie
natargno v njen minimurf’.

.

-1 -0.5 0 0.5 1

Slika 3.5: Minimizacija funkcije v vnaprej dolenih smereh. Ujamemo se lahkocasno opletanje proti
minimumu dolge ozke doline.

Na zapisanih ugotovitvah temelfiowellova metodapri kateri ponavljamo naslednji postopek:
1. IzberemaN linearno neodvisnih smeu; (i =1,...N) in za’etni priblizekP,.
2. N-krat se pomaknemo izcke P_, v minimum f(x) vzdol? smeriu;, ki ga
poimenujemd?,.
3. Izberemo nove smeri:
3.1 Zai =1,...N -1 vzamema); — U,,,.
3.2 Postavimaiy < Py — P,.
3. Poigemo minimum vzdolZ, in ga imenujemd,. Sk@&imo na tako 2.
Ce zgornji postopek slepo ponavljamo, postajajo swse bolj linearno odvisne. Zato je dobro
na vsakih nekaj ponovitev zamenjati smeri z novMaziamemo lahko kar smeri koordinatnih osi.
Sk iteracijami tega postopka dobimid smeriu;, od katerih jih jek med sabo konjugirarift.
Zato N ponovitev postopka natamo minimizira kvadratno formo. V blizini minimumaolubne
funkcije je metoda kvadr&mo konvergentna.
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3.4 Minimizacija z uporabo odvodov

Pri metodah, opisanih v tem poglavju, obdrzimo es@o zamisel minimizacije funkcij e
spremenljivk. Funkcijo zaporedoma minimiziramo \ vazlicnih smereh, dokler se ne priblizamo
njenemu minimumu z zahtevano nataostjo. Odvode funkcije uporabimo za dbotev smeri, v
katerih je funkcijo najbolje minimizirati.

NajpreprostejSa zamisel je vsakininimizirati funkcijo v smeri, nasprotni smeri ngga
gradienta, ker v tej smeri najhitreje pada. To metmnenujejometoda najstrmejSega spustaima
podobno slabost kot minimizacija v vhaprej izbrasihereh. Lahko se ujamemo v opletanje po dnu
dolge doline, ne da bi vidno napredovali proti ré&seamu minimumu funkcije (slika 3.6). Temu se
spet poskuSamo izogniti z iskanjem konjugiranihisme

iy

7

o

.
©
13|

. %

-1 -0.5 0 0.5 1
Slika 3.6Metoda najstrmejSega spusta.

3.4.1 Konjugirana gradientna metoda

Funkcijo, katere minimum é&mo, aproksimiramo s kvadratno formo:
f(x)zc—bD(+%xDAD(. (3.47)

IS¢emo postopek, ki v danem Stevilu korakov n&tanminimizira to kvadratno formo.

Imejmo simettino pozitivno definithno matrikoA in vektorja g, ter hy =g,. Definirajmo
zaporedje vektorjev:
Oi-» =9 ~A [ALh;; hiy =gty hi . (3.48)
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KonstantiA, in y; izberamo tako, da je

9i+110; =0L hyyy [hy =0, (3.49)
torej
}\i — 9i [gi , = gi+1[A [hi ) (350)
g; LAh, h; LA [

Ce sta imenovalca enaka 0, postavime=0iny, = 0.
Za vsaki # j je potenf’
gilg; =0, h [ATlh; =0. (3.51)
Vektorji g; so torej med sabo paroma ortogonahmi,pa paroma konjugirani. Konstantj in vy,
lahko zapi$emo tudi druge®:

A =9 (3.52)
h; CA [h;
y = 9141 (9111 — (gi+1 _gi)[gi+l ) (3.53)
g; [9; g [

Ce je A Hessova matrika kvadratne forme (3.47), najdem minimizacijami vzdolZ tako
definiranih smerih;, natagni minimum te forme. Zaporedje vektorjéy lahko izr&unamo, ne da
bi poznali Hessovo matrikh. Najprej izberemo z®tni vektor h, in za&etno t&ko P, ter
postavimog, = —Uf (PO). Iz P, se premaknemo v minimum vzdolz smieriin to tatko imenujemo

P.,. Postavimog,,, =-0f (R+l), h,,; pa izr&unamo s pom#o formul (3.48) in (3.53). S
ponavljanjem postopka dobimo isto zaporedje ve&tagj in h;, kot bi jih dobili s (3.48) in (3.53).
Za kvadratno formo (3.47) je nandrg, =—0f (P)=—-A [P, +b;, in zato

9., =-alP +Ah)+b =g - AA[h, . (3.54)
A je dolaten z minimizacijo funkcijef po premici, ki gre skozi ti&o P, in ima smerh;. Zato v
tocki P, =P, +Ah; velja h; [Of =-h;[g;,; =0. Ko to upoStevamo v etlai (3.54), skalarno
pomnozeni $;, dobimo

= Gilh (3.55)
h; CA [h;

S tem pa je (3.54) isto kot (3.48).

Z opisano metodo najdemo minimum kvadratne émi linijskimi minimizacijami, kjer jeN
Stevilo dimenzij. V primerjavi s Powellovo metodoilpanimo pri vsakem korakiN dodatnih
minimizacij.

3.4.2 Levenberg-Marquardtova metoda

Levenberg-Marquardtova meto@askonstruirana posebej za minimizacijo funkbiike

Fla)=x*(a)= i[m}z . (3.56)

= O
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Metoda poskuSa z uporabo odvodov funkcije zagttkvadrattno konvergenco v blizini
minimuma. Tu uporabimo aproksimacijo

F(a)=F(a,)-da-a,)+ (a a,)Da-a,) (3.57)
kjer jed gradient funkcije \a,y, D pa njena Hessova matrika v tejko

2
o 2|
aoa; | .

V minimum kvadratne forme (3.57) lahko izke a, skatimo v enem koraku:

8, =8, + D[~ OF (3] - (3.58)
Dalet od minimuma se premikamo v smeri gradienta:
a,=a - constDF( ) (3.59)

Pri tem moramo paziti, da je konstamtans. dovolj mala, da se vsakpremaknemo navzdol.

Iz (3.56) izraunamo prve in druge odvode funkclj‘f(a):

dF(a) — 0% i(m) _ i(a)d i(a)
Ja_ ‘22_1: d - a ;’/ak , (3.60)
Zak 5(31) = 22_11 = [% -y -y, (a))—zzid(z)} . (3.61)

Definirajmo
19F(a) . _10%F(a)

= ay = : 3.62
=G ga ™ = 358 0a (3.62)
(3.58) lahko sedaj zapiSemo kot
M
2008 =By, (3.63)
1=1
(3.59) pa kot
da = constf, . (3.64)
V formuli (3.61) izpustimalen z drugimi odvodi:
412y (a)dyla
a, =z_2 M _ (3.65)
=0 | da, Ja

Taclen je namré pomnozen z vsoto razlik izmerjenih in izuaganih parametrowa‘m) yl( ))/0'

To so nakljgne merske napake, ki se pri seStevanju pribliznéijonce je ujemanje z modelom
dobro. To je navadno res pri velikem Stevilu meritBri malem Stevilu meritev pa se pogosto
zgodi, da ima katera od njih veliko napako, za kate malo verjetno, da se skompenzira z
napakami ostalih meritev. V tem primeru metoda diaogpisane poenostavitve slabSe konvergira.
Zanemaritewlena z drugimi odvodi pa ne vpliva na sam rezutt@timizacije. Pogoj za lokalni
minimum funkcijeF(a) je B, =0 za vsakk in je neodvisen od definicije,, .

Ostane Se vpraSanje, kdaj uporabiti inverznossbieo metodo (3.63) in kdaj metodo
najstrmejSega sestopa (3.64). Treba je tudidgtokonstanto v (3.64). Ta mora biti takSna, davse
enem korakgim bolj priblizamo minimumu funkcije v smeri ustrez koordinatne osi.
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Na velikost konstante lahko sklepamo iz diagoeg#tlena Hessove matrike, . Postavimo kar
const= . . (3.66)
a

KonstantoA sproti prilagajamo glede na to, za koliko se sgeinvrednost funkcije v predhodnem
koraku. Izbiro sorazmernostne konstawtans. lahko utemeljimoge si zamislimo minimizacijo
kvadratne parabole

f(x)=alx-x,,) . (3.67)
Recimo, da lahko izeanamo prvi in drugi odvod parabole, ne poznamoljzziae njenega temena
Xmin:

F1(x)=2a(x =X ) f"(x) = 22

Iz tocke x, se premaknemo v minimum parabole s korakom

sx=-"1a) (3.68)

Ce funkcija ni ravno parabola, se poskusamo minimumibliZati po korakih. V vsakem koraku
popravimo formulo za premik s faktorjem, ki ga spngamo glede na uspeSnost v prejSnjem
koraku.

(3.64) nadomestimo z

1
o =——— : 3.69
8 Ny Bi (3.69)
ali
Aay da =B .
o, mora biti pozitiven, kar je zagotovljeno po detifii
Definirajmo matrikax
, a,(L+A)i =]
O'ijz{ J(_ ) J}. (3.70)
a1 # )

En&bi (3.69) in (3.63) nadomestimo z eno &na
M '
2 0uda =Py . (3.71)
=1

Ko je A velik, v a prevladajo diagonalrileni, engba (3.71) se pribliza etthi (3.69). Ko pa gre
A proti 0, se eniba pribliza (3.63). Tako lahko s spreminjanjem kange A preklapljamo med
metodo najstrmejSega sestopa in inverzno HessotmdmeCeloten postopek je taksen:

1. Izberemo zgetni priblizek a in izracunamo F(a). Vzamemo majhno vrednost xa

(A <<1).

2. Resimo sistem efia(3.71) zada, izracunamoF(a + 8 a) .

3.Ce je F(a+da) 2 F(a), poveamo A za nek faktor (na primer 10) in se vinemo na
tocko 2.
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4. Ce je F(a+8a)<F(a), zmanjsamoX za nek faktor in sprejmemo popravek

(a -~ a+da). Ce Se ni izpolnjen konvergam kriterij, postopek ponovimo od 2.d@
naprej, drugae koramo in izra&unamo napake iskanih parametrov.

Navadno nima smisla postaviti strogega konvengega kriterija. Sprememba parametr@yki
zmanj$ax? za veliko manj kot 1, je statistio brez pomerd. Pametno je ustaviti postopek ob

drugi zaporedni priloZnosti, ko sg? zmanj$a za manj kot 0,Ce se x? povea, postopka ne
ustavimo, ker je to znak, da Se ni optimalen.

Ko doseZemo minimurg?, lahko izr&unamo napake parametrov:
2 — . — -1
o (aj)—Cﬂ- ; C=[a] .
To sem utemeljil ze v poglavju 3.1.1.

4 PRIMER INVERZNE ANALIZE : DOLOCITEV KRIVULJE TE CENJA

Za prikaz uporabnosti inverznih analiz v mehaniiadmabilnih teles sem dalib krivuljo tecenja

iz rezultatov nateznega preizkusa. Uporabil senmerpat model, po katerem lahko zapiSemo
odvisnost med efektivno napetostjo in efektivhnoodefacijo pri enoosnem napetostnem stanju v
obliki

o=Csg", (4.1)
kjer staC in n iskani snovni konstanti.

4.1 Natezni preizkus

Natezni preizkus je razSirjenda preverjanja mehanskih lastnosti kovin. Uporalsigatudi za
dolccitev krivulje teenja, vendar obstajajo pri tem nekatere tezave.

Pri raztezanju valjastega vzorca se pri ¢eto sili zane v sredini vzorca oblikovati izrazita
zozitev (anglesko “necking”), zaradesar deformacijsko in napetostno polje v merilnesfud
vzorca nista homogena. Zaradi zoZenja je za ngdalgztezanje vzorca potrebna vedno manjsSa
sila. Pri vrednotenju rezultatov si pomagajo takla, poleg sil raztezanja merijo tudi premer
najozjega dela pri raziih raztezkif”. Iz obeh podatkov lahko izfanajo povpréno napetost v
vzdolzni smeri, iz premera pa tudi povgme vzdolzno plastno deformacijo v najozjem delu
vzorca. Problem s tem Se ni reSen, ker napetosteiarmacije niso enakomerno porazdeljene po
preseku, pa tudi napetostno stanje ni enoosnoazatnejSe rezultate zato uporabljajo korekturne
faktorje.

Omenjenim tezavam se pri inverznem del@nju krivulje téenja izognemo. Pri tem pristopu ne
iS5¢cemo posameznih && na krivulji tetenja. Pri izbiri merjenih katin zato nismo omejeni s tem, da
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bi morali znati iz meritev hkrati iz€anati efektivno napetost in deformacijo v nekikdiovzorca. V
konkretnem primeru sem parametra krivuligetga dolail le iz merjenja sil pri razéinih raztezkih.

Izbira merjenih koéiin je pri inverznem pristopu vseeno pomembna, karcgl nje odvisni
pogojenost problema in endiost reSitve. V sploSnem ne vemo vnaprej, kakSbhaaize najbolj
ugodna. Izberemo tiste kaine, ki so moéno odvisne od iskanih parametrov, ustreznost izpare
preverimo po opravljeni inverzni analizi. Pogojeinpsoblema lahko preverimo s simulacijo Monte
Carlo.

4.2 Rezultati poskusov in njihovo ovrednotenje

®10

215

62

73

2ed

Slika 4.1:Geometrija vzorcev, s katerimi sem izvedel poskuse.

Poskuse sem opravil z vzorci iz dveh kamh vrst jekla. Geometrija vzorcev je shki 4.1 Po
en vzorec iz vsake serije sem raztegnil na trgalrsdroju InStituta za kovinke materiale in
tehnologije v Ljubljani, po dva pa v Zelezarni RavrMeril sem silo raztezanja pri raglih
odmikih ¢eljusti. Rezultati so zbranitabelah 4.1 in 4.2.

Odmik Sila [N] pri 1. | Sila [N] pri 2. | Sila [N] pri 3.
celjusti [m] vVZOorcu vZorcu vzorcu
3 65900 68800 66800
4 67800 69900 67800
5 68650 70600 68700
6 68900 70600 68700
7 68850 69200 68400
8 68000 66600 68200
9 65800 61300 65100
10 61800 54100 59300

Tabela 4.1 Rezultati meritev pri vzorcih iz prve serije.

Odmikceljusti | Sila [N] pri 1.| Sila [N] pri 2.| Sila [N] pri 3.

[mm] vzorcu vzorcu vzorcu
3 86000 85800 84700
4 87500 86300 85600

35



Igor GreSovnik

4. Primer inverzne analize: dobitev krivulje te€enja

5 87800 86500 86400
6 86500 85900 84500
7 81700 84600 80900
8 74800 78200 72600

Tabela 4.2Rezultati meritev pri vzorcih iz druge serije.

Iz obeh tabel se vidi, da so imeli vzorci iteiserije precej razine lastnosti, saj tolikSne razlike
med posameznimi meritvami ne morejo biti le posladienatatnosti merjenja. NatamejSi sta

meritvi, ki sem |

u opravil na InStitutu za kovinskeateriale in tehnologijes(ika 4.2). S tema

vzorcema sem doéd tudi proznostni modul obeh jekel, ki je za prserijo 21400(N/mn?, za

drugo pa223000\l/mn? z relativno napako 0,02. Za Poissonov &uk sem vzel obakrat 0,3.

850001

800001

75000

700001

1. vzorec 2. serije

1. vzorec 1. serije

7

6
Raztezek [mm]

Slika 4.2:Rezultati natarnejsih meritev iz obeh serij.

42.1

Dolocitev parametrov iz rezultatov poskusov

Iz izmerjenih podatkov sem iztanal parametra krivulje ¢enja C in n iz en&be (4.1). Parametra
sem r&unal z minimizacijo funkcije

36



Igor GreSovnik 4. Primer inverzne analize: dobitev krivulje te€enja

x*(Cn)=3 5 , (4.2)

kjer so Fi(m) izmerjene sile pri raalnih raztezkih, K (C, n) pa iste sile, ki jih izrieunamo s
simulacijo poskusa z metodo komh elementov pri vrednostih iskanih paramet©vin n. o; so
ocene za napake meritev. Te sem ocerf100 absolutnih vrednosti izmerjenih sil. IZtmani

koeficienti za vzorce iz obeh serij sdabelah 4.3 in 4..4Vrednosti)(2 pri izra&unanih parametrih

so bile reda velikosti 1. Iz tega lahko sklepama,je&l model, po katerem sem simuliral poskuse,
sprejemljiv.

1. vzorec 2.vzoreg 3. vzore
C[ M p4 1271 1250 1258
n 0,1186 0,1010 0,1132

Tabela 4.3: izregunana koeficienta C in n za vzorce 1. serije.

1. vzorec 2.vzoreg 3. vzore
C[ M pa] 1492 1511 1462
n 0,08422 0,09269 0,08314

Tabela 4.4: izreunana koeficienta C in n za vzorce 2. serije.

4.2.2 Pogojenost in enoknost resSitev

Odvisnost napak iztananih koeficientov od napak meritev sem ocenipzep serijo meritev s
simulacijo Monte Carlo. Privzel sem, da imamo veoiz jekla s konstantam& =1271MPa in

n=01186. Za takSen vzorec sem z nundao simulacijo izréaunal sile raztezanja pri odmikih
¢eljusti 3mm, 4mm, Smnr, 6mm, 7mrn, 8mmr, 9mm in 10mm. Ozn&imo jih z Fi("),i =12..81in

jih imenujmo ‘hatan’ni izmerki. Privzel sem, da bi te sile izmerili pri poskuge, ne bi bilo napak
merjenja. Ta privzetek pomeni, da je model, po Heaesimuliramo poskus, dovolj natam in da
lahko zanemarimo numeéne napake.

lzmerke sem simuliral tako, da sem natam izmerkom Fio dodal nakljgne napaker,,
porazdeljene po normalni porazdelitvi

dP_ 1

= exp - .
dr,  /2m 207
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Iz simuliranih meritev sem potem iztanal parametraC in n. Postopek sem ¥vkrat ponovil pri
istih standardnih deviacijah napak izmerkoy. To sem naredil pri treh naborityj, ki sem jih
izbral tako, da je bilo razmerje

Oj

‘Fi (0)‘ (4.4)

Ri:

enako za vse meritve:

R=R, i=12,..8. (4.5)
Na ta nd&in sem dobil sliko porazdelitve izrananih parametrov pri danih napakah merjenja.
Izvedel sem 50 numenih poskusov priR=0,01 ter po 20 priR=01 in R=0,001 Iz teh sem
ocenil povpréne vrednosti runanih koeficientov po obrazcu

_ 1k
2= Yz (4.6)
i=1
in njihove disperzije po obrazcu
> 1 K 22
ss=—"->(z-2°. (4.7)

k-1
i=1
Ti rezultati so zbrani vabeli 4.5 slika 4.3pa prikazuje porazdelitev iznananih parametrov pri
R=0,01. Iz tabele je razvidno, da je problem dobro pogoje

0.122 o
n °
°
0121 *
[ ) L4
. °
C [MPaq]
& L Y n
hd P> Ld L d
1265 1270 1275 1280
° d .
44 [} ®
0.119 L & J
° °
°
° i %
0118 L
® o0
) [
PY ® e P
0117 . L
. °
°
°
°

Slika 4.3:Porazdelitev izraunanih koeficientov pri relativni napaki meritd® = 0,01.

R=0001 | R=001 R=01
C 1271,4 1271,8 1287
S 0,58 4,9 69
n 0,118628 0,11867 0,1163
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Sh 0,00016 0,0015 0,014

Tabela 4.5Povprene vrednosti in disperzije iskanih parametrov @ilichih relativnih napakah izmerkov

Tudi z enolinostjo reSitve ni tezav. Pri danih merskih podageim dobil vedno isto reSitev ne
glede na zéetni priblizek. Da je problem dobro zastavljen, seotrdil Se s tabeliranjem funkcije

XZ(C,n) (sliki 4.6 in 4.7. Funkcija ima izrazit globalni minimum, v okoliéaterega &tno ni
drugih lokalnih minimumov.

2182, 044
2000, 456
12148, 262
1637, 281
1455, £33
1274, 105
109z, 517
ai0, 9292
729, 3414
547, 7535
2EE, 1ELT
184,5773
2.930034

C=1271MPa
n=0,0886

1E05, 922
1335, 410
1284, 247
1174, 384
1063, 571
4Lg, 2Kat
842, 8458
732, 2320
621, 8203

11,2075
400, 7347
290, 2520
1749, 7632

C=1271MPa
n=01186

1080, 624

C=1271MPa
n=01486

Slika 4.4:Deformirani vzorci iz snovi z razhimi N pri raztezku8 MM. narisane so napetosti v vzdolZni smeri.
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Sila [N] = n=0,0986
30000 n=0,0986 5000 A
75000 75000
70000 70000|
65000 65000
60000 60000
55000 55000
50000 50000
45000 - . . . . . L 45000+ > . - . - . -
3 4 5 6 7 9 10 4 5 6 7 9 10
Raztezek [mm] Raztezek [mm]
sila [N] n=0,1086 Sila [N] =
80000, . 30000 n=0,1186
75000 75000
70000 o000
65000 65000
60000 60000
55000 55000
50000 50000
45000 . . . . . . . 50000 . . . . L . .
4 5 6 7 8 9 10 4 5 6 7 9 10
Raztezek [mm] Raztezek [mm]
Sila [N] n=0,1286 Sila [N] n=0,1386
0000,
75000 75000
70000 70000
65000] 65000f
60000 60000
55000 55000
50000 50000
45000 L L L L L L L L L L L L L L L
3 4 5 8 9 10 s 3 4 6 7 10
Raztezek [mm] Raztezek [mm]
Sila IN] n=0,1486
1=0,0886
75000 7000t
70000
6500
65000f > 1=0,1486
60000 6000
55000
5500
50000
45000 L . L L . L L 4 5 6 7 8 9
3 4 5 6 7 8 9 10

Raztezek [mm]

Slika 4.5:Sile raztezanja v odvisnosti od raztezkov @i=1271MPa in razlicnih n. S c¢rtkanimi ¢rtami so

Raztezek [m

narisane sile, ki sem jih izmeril pri 1. vzorcusgrije.

o~
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500 nﬁ

300
.12 0.13 0.14 0.15

100?\\\\\\\u---\-
0.11 B
Koeficient n

Slika 4.6:0dvisnost funkcij@(2 od parametran za meritve 1. vzorca 1. serije. Koeficiddtje 1271MPa.

0.09

Slika 4.7:0dvisnost funkcij@(2 od parametrovC in N za meritve 1. vzorca 1. serije.

5 ZAKLJU CEK

Pri reSevanju inverznih problemov v sploSnemagotovljena enainost reSitve. To velja tudi za
primere, ko je merjenih kalin ved kot iskanih parametrov. Enofiost moramo pri vsakem
konkretnem primeru posebej preveriti.
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Pogosto so inverzni problemi slabo pogojeni.séazgodi, kadar ¢ananih koléin ne izberemo
ustrezno, tako da njihove vrednosti niso dovol§uiljive na spremembe neznanih parametrov.
Tega v véini primerov ne moremo napovedati vnaprej, zattupgi pogojenost potrebno preveriti
za vsak primer posebej. Pri nelinearnih primeritojeajbolje s simulacijo Monte Carlo.

Pri konkretnem primeru nisem imel tezav z emalstjo reSitev. Metode, ki sem jih uporabil, so
pri zelo razlenih zaetnih priblizkih skonvergirale vedno k isti kémi reSitvi. Enolénost sem

preveril tudi s tabeliranjem funkcisz.

Problem, ki sem ga resSil, je tudi dobro pogojRelativne napake iztananih koeficientov so
istega velikostnega reda kot relativne napake merato bi bila metoda tudi v praksi uporabna za
dolocanje plastinih parametrov jekel z nateznim preizkusom.

Ena od slabosti inverznega pristopa pri iskgmgwametrov je velik&asovna zahtevnost. Na
delovni postaji HP-715 traja simulacija natezneggzikusa z 98 elementi in 124 voziifiekaj ve

kot 15 minut. Za konvergenco z relativho n&tawstjo vrednosti funkcije(2 v minimumu 0,001 je

potrebno v povprgu od 50 do 60 iteracij. Celotna inverzna analizdteva torej okrog 15 ur
racunalniSkegaasa.

Za minimizacijo funkcije)(2 sem uporabil tri razthe metode: Powellovo, Simpleksno in

Levenberg-Marquardtovo. Pri konkretnem primeruesakazale za priblizno enakdiokovite, kar
se tte Stevila izvedenih simulacij, potrebnih za reSitexerznega problema.

Omeniti velja bistveno prednost uporabe invegannéina iskanja parametrov pred kl&sim. Z
uporabo inverznega pristopa, kot je opisan v tefn,d8mo precej manj omejeni pri dreovnaju
poskusa, s katerimd@mo parametre. To se dobro vidi pri konkretnemdgl®a lahko tabeliramo
krivuljo tecenja, moramo pri nateznem preizkusu izmeriti silptézanja in premer najozjega dela
vzorca pri razlinih raztezkih. Iz sile in preseka lahko kmaamo napetosti in deformacije v
vzdolzni smeri v najozjem delu vzorca. Tega ne bglnnarediti,ée bi bila geometrija vzorca bolj
zapletena. Vendar tudi pri namerno izbrani enostgeometriji izr&unani podatki niso natani.
Napetostno in deformacijsko polje v najoZjem detanhomogeniCe ha:emo dobiti natainejse
rezultate, moramo pri iz€anu napetosti uporabiti korekturne faktorje, zakatpotrebujemo poleg
premera najozjega dela vzorca tudi ukrivljenostrpme v tem delu.

Pri inverznem pristopu odpade pogoj, da morameti iz rezultatov poskusa karkoli anaiio
izratunati. Parametre, ki jih ¢&@mo, tako ali tako potrebujemo za uporabo v nuinéri
simulacijah. Zato lahko uporabimo pric¢mmanju teh parametrov natearo tisti numerini in
fizikalni model, katerega parametrgegno. Izrg&unani parametri so torej konsistentni z modelom, v
katerem jih nameravamo uporabiti. Intuitivno lahkdega sklepamo, da parametri, ki jih najdemo
na druge né@ne, ne morejo biti ®i bolj uporabni v naSem modelu. Vendar to veljarigopgoju, da
uspesno obidemo morebitne teZave v zvezi s pogsiena enolénostjo.

Ce hatemo oceniti moZnosti za praktio uporabo inverznega pristopa pri iskanju snowtih
drugih parametrov, se moramo vpraSati tudi po eko&rmosti. Z uporabo pri nateznem preizkusu
lahko inverzni pristop poenostavi poskus, saj nirgfmno meriti premera vzorca ali ukrivljenosti
njegove povrsine. VpraSanje je, ali to odteht&unalniski ¢as, potreben za reSitev inverznega
problema. Gotovo pa obstajajo primeri, kjer se @postim inverznega pristopa tezko odpovedati.
To velja predvsem za podia, ki Se niso dovolj dobro raziskana. Sem lahlgesho na primer
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modeliranje trenja med povrSino obdelovanca in jaodki je pomembno pri

preoblikovalnih procesih.
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