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1 KLASICNE METODE ZA RESEVANJE NELINEARNIH
OPTIMIZACIJSKIH PROBLEMOV

1.1 Definicija in reSevanje optimizacijskih problemov

Na sploSno pomeroptimirati narediti neko stvar tako, da je ta najugodnejSa
oziroma najboljSa glede na dane moZnosti. Ta dmfnizajema zelo razine
probleme z najrazinejSih podreij, kar vodi v temu ustrezno pestrost pristopov za
reSevanje problemov optimiranja. Znan primer jebfgm trgovskega potnika, pri
katerem n&tujemo pot po omrezju cestnih povezav med mekb,tda zaensi v
nekem mestu ohi&mo vsa mesta iz predpisane mnoZzice ter se na konemo v
izhodige ter pri tem prepotujemdm manjSo razdaljo.

Tu se bomo omejili na situacije, pri katerih lagtosistema, ki ga
optimiramo, doléimo z danim kowtnim Stevilom spremenljivih parametrov, ki se
lahko zvezno spreminjajo. Predpostavili bomo tumotene lastnosti optimizacijskih
kriterijev, na primer zveznost od parametrov. Teprimerno bomo optimiranje
izdelkov in procesov na splosno opredelili kot peote nelinearnega programiranja
oblike

minimiziraj f(x) xOR"
ob pogojih c(x)=0, iOE 1.1)
in c,(x)z0 jOI,

V vektorjux so zbrani optimizacijski parametri, s katerimiggmno sistem, ki
ga optimiramo. Optimizacijske kriterije zajamemonamenski funkcijif, ki jo
definiramo tako, da je njena vredno&in nizja, tem boljSi je sistem. Poleg
ekstremnosti namenske funkcije zahtevamo, da sisteadoga dolaenim
omejitvam, s¢imer omejimo mnozico naborov parametrov, med katerscemo
optimalnega. Omejitve delimo na enakostne, prirfdateahtevamo, da ima daena
koli¢ina odvisna od sistemadimo dola@eno vrednost, ter neenakostne, pri katerih
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zahtevamo, da je dalena koltina nad predpisano mejo. Omejitve velikokrat
izhajajo iz tehnoloSkih omejitev. Tako pri preoloilalnih procesih pogosto
upoStevamo geometrijske omejitve, ki izhajajo izstl@, da se orodje na &ku
procesa ne more zadirati v preoblikovanec. Funkg{p® imenujemoomejitvene
funkcijg E in | pa sta mnozici indeksov enakostnih oziroma neestako omejitev.
Namenska in omejitvene funkcije so odvisne od aalz¥. lastnosti sistema, ki ga
dolo¢ajo optimizacijski parametri. Za ovrednotenje tehkcij pri danih vrednostih
parametrov lahko uresfimo sistem, ki ga obravnavamo, ter vrednosti izmerna
resntnem sistemu. Za namene optimizacije je to navadadrpgo, zato za iztan
teh funkcij resnini sistem nadomestimo z numard simulacijo, s katero
aproksimiramo lastnosti oziroma odziv sistema teekp izr&unanih vrednosti
izratunamo funkcije pri dani konstrukciji, ki jo defiajo optimizacijski parametx.

Najpogosteje optimiramo sisteme, ki smo jih Ze paah tako, da sluzijo
svojemu namenu, vendar zelimo izboljSati njihowinkovitost. Pri optimiranju se
omejimo na del lastnosti, ki dalajo celoten sistem. Tako lahko na primer pri
vecstopenjskem kovanju izdelka optimiramo obliko vmbesorodij, ne spreminjamo
pa oblike surovca, snovi, iz katere je surovecjeagove predhodne obdelave, stroja,
na katerem poteka preoblikovanje in ostalih st{&lki 1).

Zatetna geometrija

Vmesna oblika = ? @

.
Gt

Sl. 1: shema optimiranja preoblikovalnega procesa, garka lahko
spreminjamo obliko orodja za vmesno stopnjo, oglalametri procesa
pa so fiksni.

=,
&

<4

Konéna oblika
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Pri optimiranju oblike kot v zgornjem primeru ne ramo optimirati celotne
oblike, tako da bi iskali optimalen polozZaj vsakéke na povrSini orodja. Namesto
tega izberemo prikladno aproksimacijo povrSingpkilola¢imo s korgnim Stevilom
parametrov. Ta pristop je ekvivalenten diskretigakdntinuumskih modelov po
metodi kornih elementov, kjer je povrSina teles d@moa s koordinatami voz&igih
tock, ki pripadajo zunanjim ploskvam kémh elementov. Pri optimizaciji oblike bi
zato lahko uporabili diskretizacijo s kanimi elementi in bi bili optimizacijski
parametri koordinate vozlisna povrSini. Tak pristop je pogosto neuporabemadiar
prevelikega Stevila optimizacijskih parametrov, Ipd&ca Sesar je prevelikasovna
zahtevnost numaefnega reSevanja problema in raak numekine teZzave, na primer
pojav laznih lokalnih minimumov in s tem povezane@ragularne reSitve
optimizacijskega problema. Zato pri optimiranju ikbl uporabimo metode, s
katerimi definiramo povrsSino teles z majhnim Steml parametrov, vendar dovolj
velikim, da lahko v okviru optimizacijskega modelmnatno sprememenimo
konstrukcijo sistema. V ta namen lahko uporabimmmpetréno druzino ploskev,
kjer s koordinatami kontrolnih ¢ definiramo povrSino dela telesa, diskretizacijo
numerénega modela pa prilagodimo konstrukciji tako, darpmska vozliga lezijo
na tako definirani povrSini. SI. 2 shentatd prikazuje definicijo oblike v dveh
dimenzijah s kulinim zlepkom, ki ga dokmjo optimizacijski parametri, v tem
primeru koordinate kontrolnih && zlepka. Mrezo kotnih elementov, ki doka
numertni model sistema, prilagodimo tako definirani oblikNa ta nain
optimizacijski parametri posredno dé&o vhodne podatke numeémniega modela, ki
so v tem primeru koordinate viztignreze kotinih elementov.

y A

g(x)

(Xa,¥s)

(Xa,ya) (Xn,Yn) /~ Kn=pn-1'(Xn)

(Xs,Ys)

ki=prxy)

a) a=x X2 X3 Xa X5 b=Xa X
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(X3,y3)
(x2,y2) (X4,y4)

(Xs,¥s)

(X1,y1)

ki=py'(x1)

b) a=x X2 X X Xs b=x,  x

Sl. 2: Definicija oblike dela sistema s kdhim zlepkom, ki deifnira
rob dvodimenzionalnega objekta. Optimizacijksi pae&i so ordinate
kontrolnih tak zlepkaxi=yi, Xo=Y2, ..., Xn<=Yn., abscise kontrolnih &
so fiksne. Slika) prikazuje zlepek pri danih parametrih, slikepa del
mreze kotinih elementov v blizini parametrizirane povrSinijek
prilagojena tako definiranemu robu.

Postopek, pri katerim dalomo odvisnost vhodnih podatkov numarega
modela, ki ga uporabimo za analizo (aproksima@pgiva optimiranega sistema od
optimizacijskin parametrov, pravimparametrizacija S parametrizacijo izberemo
kon¢no Stevilo optimizacijskih parametrov, ki défgo konstrukcijo sistema oziroma
numerénega modela, s katerim nadomestimo dejanski sisteoptimizacijskem
postopku. Optimizacijski parametri se ne nanasS&dne neposredno na lastnosti
sistema, ampak so to lahko abstraktne spremenljikkgih uvedemo samo za
namene numeihega opimiranja in od katerih so lastnosti sisténaaprimer oblika
orodij) posredno odvisne. Pri parametrizaciji seepmo na tiste lastnosti sistema, ki
jih lahko spreminjamo in lahko z njihovo spremenfiistveno izboljSamo sistem. Pri
tem lahko kombiniramo zelo razhe lastnosti kot na primer obliko orodja ali
surovca, z&tno temperaturo ali njeno porazdelitev, snovnmtesi preoblikovanca
in podobno.

V praksi je zelo pomembno, kako definiramo optimigki problem. Poleg
parametrizacije (izbora Stevila parametrov in odegi konstrukcije sistema od teh)
sem spada Se definicija namenske in omejitvenitkdijinNamenska funkcija je
dolocena s cilji, ki jih Zelimo dosge z optimiranju sistema. Pri optimiranju
industrijskih procesov je prvobiten cilj da@s€im vecji dobicek pri izdelavi nartene
kolicine izdelkov, vendar z numeénimi modeli tezko obravnavamo celoten
proizvodni proces tako celovito, da bi lahko nepdso ocenili pkdakovano
vrednost doliika pri dani konstrukciji procesa. Zato se pri optanju omejimo na
kriticne dele, za kateri na podlagi izkuSenj vemo, kapila potrebno izboljSati in
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katere probleme odpraviti za boljSe doseganje pimmeba cilja. To lahko dostikrat
jasno opredleimo s kainami, ki jih je mozZno oceniti na podlagi numiih
modelov.

Primer je obraba orodja pri hladnem kovanju. Taosepdno vpliva na
Zivljenjsko dobo orodja in s tem na Stevilo orodki,jih bomo rabili za izdelavo
dolocene serije izdelkov in na Stevilo prekinitev pra#dwega procesa, ki bodo
potrebne za menjavo orodja. Oboje vpliva na pamg cene izdelave serije (o0z.
povpre&ne cene izdelka). Vemo torej, da lahko pamo winkovitost sistemage je
mozno s spremembo tehnoloskih parametrov zmamjiedst obrabe na tistih mestih
na orodju, ki se najbolj obrabljajo. Pridgtopenjskim kovanju lahko to poskusimo
dose&i s spremembo oblike vmesnega orodja (Sl. Xjpger spremenimo tok snovi
med preoblikovanjem in s tem pogoje na stiku memtlj@m in preoblikovalcem, ki
najbolj vplivajo na obrabo. Izberemo ustrezno patizacijo obleke orodja (Sl. 2),
namensko funkcijo definiramo kot hitrost obrabe najbolj kriticnem mestu
koncnega orodja, ki jo pri danih vrednostih optimizakip parametrov iz&anamo z
numertnim modelom, ter reSimo problem obliked.

Kot rezultat reSevanja tako nastavljenega probliaieo préakujemo proces
s spremenjeno obliko vmesnega orodja, pri katererabyaba v najbolj krighem
mestu na kotnem orodju manjSa kot pri prvotnem procesu. Kersp® se pri
definiciji problema ozko omejili na posamezne lastn procesa, se lahko pojavijo
novi problemi drugje. Pri spremenjenem procesuab&d povéa obraba na drugih
mestih na orodju, ki so bila prej manj kg, in je lahko tam vga kot je bila pred
optimiranjem na najbolj kri¢ghem mestu. Ta problem bide&oma odpravili tako, da
bi namensko funkcijo definirali kot maksimalno bgt obrabe po celotni povrSini
orodja. Z resitvijo tako definiranega problema borali dobiti novo konstrukcijo
preoblikovalnega procesa, pri kateri je Zivljenjskaba orodja daljSa kot v &tnem
procesu, pojavijo pa se lahko nunderi problemi. Tako definirana namenska
funkcija namré ni nujno zvezno odvedljiva na celotnem olimov katerem
zajemamo poskuse, tudée je obraba v dani &k zvezno odvedljiva funkcija
optimizacijskih parametrov. Obraboctenamo kottasovni integral kotine, v kateri
nastopajo deformacije in napetosti¢uaanja maksimalnih vrednosti takSnih Koti
pa je numetino nestabilno. Te okolithe lahko tako drasino vplivajo na
ucinkovitost reSevanja optimizacijskega problema, mlamozno dobiti reSitve v
dopustnih¢asovnin mejah. Za reSitev opisanega problema jeelpad definicijo
namenske funkcije preoblikovati tako, da je nukreristabilna, upoSteva obrabo po
celotnem orodju in veliko bolj zajame vrednosti at na obmgih, kjer je obraba
blizje maksimalni. TakSna funkcija je primerna zamerine postopke, z njeno
minimizacijo pa bomo verjetno zmanjSali maksimaltwrabo in s tem podaljSali
Zivljenjsko dobo orodja¢eprav funkcija ne meri neposredno maksimalne obrabe
Navedenim lastnostim ustreza naslednja oblika nakeefunkcije:
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, (1.2)

kjer je W(r ,x) indikator obrabe v tki r orodja za ko#éno fazo preoblikovanja, ki je
odvisen Se od optimizacijskih parametno\ti dolocajo obliko orodja za vmesno
fazo preoblikovanja), integral de po po povrSini orodja)>>1 pa je cela potenca.
Integriranje stabilizira namensko funkcijo, poteaanje pod integralom in korenjenje
integrala pa sorazmerno bolj uteZi prispevke p&gréijer je obraba véa. Ce n
postavimo na 1, je namenska funkcija po¥jmeindikatorja obrabe po celotni
povrSini, visje vrednostn pa povzrdijo, da je ta vedno bolj sorazmerna maksimalni
vrednosti indikatorja obrabe.

Ce nastavimo optimizacijski problem na zgoraj opisa&in, lahko ob
podaljSanju zivljenjske dobe orodja, kar je bil taaen cilj, lahko Se vedno
naletimo na tezave na drugih pogio. Pri spremenjeni obliki vmesnega orodja se
lahko zgodi, da po ka@ani zadnji fazi procesa orodje ni dokoo zapolnjeno in
oblika izdelka odstopa od predpisane. Rezultatnuptcijskega postopka je torej
proces, pri katerem je Zivljenjska doba orodja j8daa, izdelki pa so neuporabni.
ReSitev je lahko dodatna omejitev pri definiciji tiopizacijskega procesa, kjer
zahtevamo, da je po kéani zadnji fazi procesa orodje popolnoma zapolnjdsan
lahko matematno izrazimo z zahtevo, da je prostornina reze memtljem in
preoblikovalcem vga ali enaka .

Na splosno lahko pri optimiranju kompleksnih sistenkontroliramo samo
omejeno Stevilo lastnosti sistema. Zato je pomembaa pri  definiciji
optimizacijskega problema upoStevamion vec znanja o sistemu. Predvsem je
potrebno predvideti, katere lastnosti sistema egnejo pri optimiranju lastnosti, na
katere se osredationo, poslabsati, ter z definicijo namenske in otmejih funkcij
vkljuciti varovalke, ki to prepr@jo. V praksi je optimiranje sistemov velikokrat
proces, ki ga izvajamo v iteracijah. Po resSitviimacijskega problema je potrebno
Z uporabo strokovnega znanja o sistemu @tiegspremenjeno konstrukcijo ter oceniti
vplive sprememb na lastnosti sistema, ki jih v notmem modelu nismo
kontrolirali. Ce se izkaZe, da smo zaradi neupo$tevanja nekatesimosti pri
optimizacijskem postopku dobili sistem, pri kateresm kakSne kritine lastnosti
slabSe kot pri prvotnem sistemu, moramo problemno&o formulirati in v
fdefinicijo vkljuciti doti¢na spoznanja.

Poleg strokovnega znanja o sistemu je za uspeSo@tup optimizacijskih
postopkov potrebno tudi dobro poznavanje lastnosthertnega modela sistema
(natargnost, casovno zahtevnost reSevanja in druge omejitve) ptimizacijskih
postopkov. Pri optimiranju preoblikovalnih procegevvelikokrat poglavitna ovira
za Winkovito optimiranje natatmost, ki jo lahko dosezemo z uporabljenim
numerénim modelom glede na poznavanje snovnih parameimomodelov ter
ostalin podatkov o sistemu. Zelo nelinearen odzeljke Stevilo optimizacijskih
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parametrov in numemi Sum, s katerim so obremenjeni rezultati modeda s
dejavniki, ki lahko vplivajo na to, da je numaro reSevanje optimizacijskega
problema prezahtevno in ga ne moremo izvesti \nile@hsovnih okvirih. V taksSnih
primerih je pomembno poiskati kompromise med vaiilgtevilom parametrom in s
tem moznostjo izboljSave, ki jo dopas model, ter bolj grobim optimizacijskim
modelom in zato manjS@asovno zahtevnostjo, med definicijo namenske in
omejitvenih funkcij tako, d&imbolj neposredno odrazajo cilje optimiranja in med
modificiranimi formulacijami, ki dajo podoben retat, pa so lazje za optimizacijski
algoritem, med doslednostjo nunig@ga modela in dodatki, ki zmanjS&asovno
zahtevnost ali zgladijo odziv in podobno.

Sl. 3 prikazuje reSevanje optimizacijskih problemevprimeru, ko za
numerino analizo sistema uporabimo metodo dwh elementoV ¥, Resevanje je
razdeljeno na dva dela: na desni strani je okajenamertno analizo, s katerim
izratunamo odziv sistema pri danih optimizacijskih pagarh, na levi strani pa je
optimizacijski algoritem, ki reSuje probleml.Q. Za reSevanje kompleksnih
problemov je kljgna Se povezava med obema del8ifth Ta poskrbi za
oblikovanje vhodnih podatkov za num@m® analizo v skladu s trenutnimi
vrednostmi parametrov, ki jih dalboptimizacijski algoritem, za izvedbo numare
analize sistema v simulacijskem okolju ter za zheabistvenih rezultatov in
inzratun namenskih in omejitvenih funkcij in po moznagihovih odvodov, ki se
posredujejo algoritmu.
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Inicializacija algoritma (dolo ¢itev
zafetnega priblizka in parametrov
algoritma)

Optimizacijska zanka

A 4

e Priprava vhodnih podatkov za
analizo glede na parametre
« Poganjanje numer. analize

\ 4

Branje vhodnih podatkov

. L Resitev direktnega problema
» Branje rezultatov analize, izratun

namenske funkcije —
* Preverjanje konvergence, izr&un
naslednjega priblizka

Zapis rezultatov

\ 4
Izpis rezultatov optimizacije, stop. .[

Sl. 3: Shema reSevanja optimizacijskih problemov.

Delovanje zgornje sheme v praksi lahko ponazorinea@stavnim primerom
(Sl. 4). Optimirati Zelimo obliko konzole predpigadolZinel in debelined, ki je na
eni strani vpeta v steno, na drugi strani pa obrgema z maksimalno silb. Cilj je
porabiti ¢im manj snovi, pricemer mora konzola ohraniti zahtevano nosilnost,
Zelimo Se, da je spodnji del konzole raven. Zaht@eo nosilnosti izrazimo s
pogojema, da pri znani obremenitvi povesek koncazéle ne presege, in da
efektivna napetost nikjer v konzoli ne preseze meje ki jo izberemo malo pod

mejo plasitnosti.

Obliko zgornje povrSine parametriziramo z druzirargmetréno odvisnih
Krivulj h(p,x), kjer sop optimizacijski parametri. Problem nastavimo kot

min [ h(p,x)dx
u, =-Uu, (1.3)

yl
Umax S UO

ali prevedeno na oblikdL.(0
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(1.4)

X

Sl. 4: Optimiranje oblike konzole, zgoraj&stna oblika, spodaj
spremenjena oblika med optimizacijskim procesom.

Za reSevanje zgornjega oFtimizacijskega problemaralpmo enega od
standardnih algoritmov, npr. SE&©'3 J. L. NazarethThe Newton — Cauchy
Framework — A Unified Approach to Unconstrained Nagdin Minimisation,
Springer — Verlag, Berlin, 1994.

[14] W.H. Press, S.S. Teukolsky, V.T. Vetterling, BHannery,
Numerical Recipies in C — the Art of Scientific Cotimqgy Cambridge
University Press, Cambridge, 1992.

[15'. Namensko funkcijd pri danih parametrih lahko izanamo z analitino
integracijo, za izréeun omejitvenih funkcijc; in ¢, pa izvedemo numeimo analizo
po metodi konnih elementov, s katero iznanamo napetosti in pomike v konzoli.
Izratun zajema najprej pripravo vhodnih podatkov za mitne analizo glede na
vrednosti parametrop. V tem primeru je prikladen e sorazmeren razteg mreze
koncnih elementov, ki jo pripravimo vnaprej za ravndikidy glede na funkcijd(p,
X). Po numefini izratunu (desna stran sheme na Sl. 3), ki je v tem puradko kar
linearna elasthna analiza, iz rezultatov razberemo pomik na deskmmou nosilca in
najveijo efektivno napetost po celotni prostornini, teratunamoc; in ¢, V
programskem okolju je navadno za pripravo vhodrodgtkov numetine analize,
izvedbo analize in iztan vrednosti funkcij izX.2) narejena posebna funkcija, ki jo
kli¢e optimizacijski algoritem na levi strani sheme.

10
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Nadaljevanje tega poglavja je po&gro optimizacijskim algoritmom, torej
levemu delu sheme na Sl. 3. Ob tem poudarimo, daopé&miranje ena
najosnovnejih aktivnost v inzenirskih podiégh. Vedno je na nek @ prisotno pri
konstruiranju novih stvari, vendar je pristop, ki sajpogosteje uporablja, Se vedno
optimiranje sistemov na roke. Pri takSnentina se pri zasnovi sistema na podlagi
razpoloZljivega znanja sklepa o tem, kakSen vpliedd imele doléene
konstrukcijske odléitve na lastnosti sistema, in se s postopnim pdjrgem, Ki
lahko vkljuiuje tudi prototipne izvedbe, poskuSa dos&m boljSo konstrukcijo.
Tudi pri tem ndinu lahko uporabljamo numeéne modele, ki omog@ajo testiranje
sistema brez izdelave prototipa oziroma jih uporabiza boljSi vpogled v proces.
Avtomaticno optimiranje z uporabo optimizacijskih algoritmpv komplementarno
temu pristopu in ga uporabljamo predvsem, kadambedli smo primorani izboljSati
lastnosti sistema bolj, kot je to mozno s poskw&ann popravljanjem. Uporabno je
predvsem v primerih, ko imamo opravka z¢jua Stevilom parametrov in
kompleksnim odzivom sistema, kar je pri problemihegblikovanja pogosta
situacija.

1.2 Minimizacija brez omejitev

V tem podpoglavju obravnavamo reSevanje minimis&eiga problema brez
omejitev, i€emo torej najmanjso vrednost, ki jo zavzame fumktigpremenljivk na
celotnem definicijskem prostoru:

min f(x), xOR" (1.5)

Navadno nas bolj zanimajo vrednosti parametxay pri katerih funkcija
zavzame najmanjSo vrednost, kar zapiSemo z

x" =argmin f(x). (1.6)

Loéirpo med globalnim in lokalnim minimumom funkcije.ulkcija f
zavzame x globalni minimumce je

f(x')< f(x) OxOR", 1.7)

lokalni minimumpa, ce je vrednost funkcije najmanj$a v neki okokGj
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1. Klastne metode za reSevanje nelinearnih optimizacijskifolemov  1.2. Minimizacija breomejit

Ce>0, f(x)s< f(x) Ox,x-x| <e. (1.8)

Ce je v (LO ali (1.0 znak za striktno neenakost, govorimo o striktnem
lokalnem oziroma globalnem minimumu.

1.2.1 Hevristiéne metode

Osnovna zasnova metod za iskanje minimuma temelji kanstrukciji
zaporedija tek (priblizkov), kjer je vrednost funkcije v vsakodki zaporedja nizja
kot v prejSnjem priblizku. TakSne postopke je enastge izvajati v eni dimenziji,
zato se zdi uporabna zamisel zaporedoma izvajathsopek v raztnih smereh. Da
bo postopekc¢imbolj ucinkovit, poskusimo izréunavati priblizke za minimum
funkcije v danih smereh. Minimizacijo v dani smegiz zaetnm priblizkomx;
definiramo kot reSevanje problema

a =argmin f(x, +as,). (1.9)

Zelo enostaven algoritem bi lahko zaporedoma izvajaimizacijo funkcije
v n neodvisnih predpisanih smereh, na primer vzporednkoordinatnimi osi
(metoda izmernih smeri). Ceprav se zdi zamisel dobra na prvi pogled, tak
algoritem v sploSnem zelo gasi konvergira Sl. 5. To si intuitivno razlagamaest
da algoritem ne upoSteva moznosti korelacije metemsenljivkami, tako da
minimizacija v eni smeri pokvari minimizacijo v aih smereh (podpoglavie2.2).

I

=]

Sl. 5: Patasna konvergenca metode iznéai smeri.

Na prvi pogled se zdi, da bi lahka&iokovitost metode izmetnih snovi
popravili z minimizacijami v smeri gradienta funjeiv kateri vrednost funkcije
najhitreje pada (metoda najstrmejSega spusta).ld5ispm se tudi ta metoda izkaze
za zelo netinkovitov praksi. Zanjo obstaja teor&ii dokaz o konvergenci, vendar
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1. Klastne metode za reSevanje nelinearnih optimizacijskifolemov  1.2. Minimizacija breomejit

lahko metoda v blizini reSitve konvergira s poljobmizko hitrostjo linearne
konvergence.

Omenjena dejstva kazejo, da je za konstrukafjokovitih minimizacijskih
algoritmov potrebna bolj rigulozna matentaf obravnava. Moderni algoritmi imajo
trdno matematno osnovo, kljub temu pa je zeimkovitost in robustnost zelo
pomembna domiselnost pri obravnavi posameznih Idetajpri ¢emer lahko
delovanje nekaterih hevrigtih reSitev preverimo Sele z nuniim
eksperimentiranjem.

=

7

o

%

-1 -0.5 0 0.5 1

'
=

Sl. 6: Oscilacijsko vedenje metode najstrmejSega spusta.

Od hevristénih metod tu omenimo Se Nelder-Meadovo simpleksetodo.
Za to metodo ne potrefujemo odvodov namenske fygk&dlamesto posameznih
zaporednih priblizkov vzdrzujemo podatke o vredimosinkcije v n+1 tackah, ki
predstavljajo ogli& regularnega simpleksa @ dimenzionalnem vektorskem
prostoru. Ogli&a simpleksa sistematio premikamo glede na vrednosti namenske
funkcije v the tékah. V posamezni iteraciji izvedemo naslednje po(&. 7):

a) Zrcaljenje — ogli& z najviSjo vrednostjd prezrcalimocez sredi&e
preostalih ogli§, dobljeno ogli§e obdrzimoge imaf nizjo vrednost kot
pre;.

b) Sirjenje —¢e ke korak a) uspeden, poskusimo 3e s podaljSangEm
dolocen faktor v smeri zrcaljenja, dobljenocko obdrzimo kot ogli&
simpleksage ima funkcijaf v njem nizjo vrednost kot po koraku a).

c) Zunanje kéenje: ¢e korak a) ni bil uspeSen, prezrcaljeno agis
pomaknemo v smeri zrcaljenja nazaj proti sr@dipreostalih ogli& in
sprejmemo dobljeno o kot novo oglige, ¢e je vrednost funkcije nizje
kot v ustreznem oglil pred zrcaljenjem.
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1. Klastne metode za reSevanje nelinearnih optimizacijskifolemov  1.2. Minimizacija breomejit

d)

b)

Notranje ketenje: ¢e korak c) ni bil uspesen, pomaknemo agi&
najvisjo vrednostjo funkcije proti zveznici s sr&dm preostalih ogli§
dobljeno téko sprejmemoge je vrednost funkcije v njem nizja kot v
zaetnem oglisu.

Ozenje:¢e z nobenim od korakov a) do d) nismo dobili noveghsta z
nizjo vrednostjo namenske funkcije, kot je v ogliz najvisjo vrednostjo,
potem vsa ogl& razen tistega z najnizjo vrednostjo funkcije
pomaknemo proti ogl&l z najnizjo vrednostjo.

-1 -0.5 0 0.5 1

Sl. 7:a) mozZne poteze v iteraciji Nelder-Meadovega simplegsn

algoritma inb) oris delovanja metode v praksi.

Za Nelder Meadovo metodo ne obstaja dokaz o koeweigteoretino je
mozno konstruirati celo primere, ko konvergira Kkip ki ni lokalni minimum
funkcije. V praksi pa se metoda izkaze za dokapustito linearno konvergentno
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1. Klastne metode za reSevanje nelinearnih optimizacijskifolemov  1.2. Minimizacija breomejit

metodo, za katero ne potrebujemo odvodov funkaijkiise relativno dobro obnese
tudi ob prisotnosti znatnega nunigaga Suma.

1.2.2 Osnove za razvoj @inkovitejSih algoritmov

Za konstrukcijo ginkovitejSih algoritmov predpostavimo dékne lastnosti
namenske funkcije kot na primer dvakratno zveznwedtiivost. V tem primeru
lahko funkcijo razvijemo v Taylorjevo vrsto do drggereda in jo tako lokalno
aproksimiramo s kvadratnim polinomom. Iz razvojaragk lokalnega minimuma
sledijo zadostni pogoji za striktni lokalni minimulmkcije:

g =0 (1.10)

s'G's>0 s, (1.11)

kjer smo uporabili oznake

Enaba (.0 torej pove, da je minimum stacionarngki funkcijef, (1.0 pa, da je
Hessova matrika drugih odvodd@ v lokalnem minimumu pozitivho definitna.

S Taylorjevim razvojem prvega reda gradienta furekoljrog dane tke x®
dobimo

g(x* +35)=g" +0g"s™ + 00\0*””2)- (1.12)

Ce v skladu s1.0 zgornjo en&bo postavimo na 0 in zanemarimo ostanek,
dobimo en&bo taike, v kateri ima Taylorjeva aproksimacija drugegdaraamenske
funkcije stacionarno tio, ki je hkrati lokalni minimumg¢e je G pozitivho definitna.
To lahko uporabimo v iteracijski metodi za tvorbosleanjega iteracijskega
postopka:

x40 = x 1) 4 50 50 = -(GO0) g, (1.13)

Taksni metodi pravimoNewtonova metodgpo analogiji z metodo za
reSevanje sistemov nelinearnih &maMetoda dobro konvergira v blizini minimuma
— za splosne dvakrat zvezno odvedljive funkcijekyadrattno konvergentna, pri
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1. Klastne metode za reSevanje nelinearnih optimizacijskifolemov  1.2. Minimizacija breomejit

kvadratnih funkcijah pa konvergira v enem korakuolalna konvergenca (to je
konvergenca proti lokalnemu minimumu iz kateregakeketnega priblizka) brez
modifikacij ni zagotovljena. To lahko popravimo zealo linijskih minimizacij v

smeri 0", s&imer omejimo korak. Problem so tudi obéja kjer Hessova matrika
ni pozitivno definitna. Tam lahko smer minimizacif nadomestimo recimo z
negativnim gradientom G nadomestimo z idemtio matriko) ali s kaksnim
drugim popravkom, ki zagotovi pozitivho definitnogtri prakténi uporabnosti je

problem tudi v tem, da je druge odvode navadno aeizka*unati. Mozno je

numertno raunanje iz vrednosti ali gradientov funkcije, karjpanavadno predrag
in numeréno nestabilen postopek.

Zaradi navedenega so v praksi veliko bélpkoviti algoritmi, ki se izognejo
uporabi drugih odvodov namenske funkcije. Pri kangtiji takSnih metod najprej
pretehtamo lastnosti pri minimizaciji kvadratnihnkeij, pri katerih Newtonova
metoda konvergira v enem koraku. Zazeljeno je magiodo, ki brez neposredne
uporabe drugih odvodov minimizira kvadratno fun&aijkortnem Stevilu korakov.

1.2.2.1 Konjugirane smeri

Za lokalne konvergeme lastnosti pri metodah, ki temeljijo na zaporédni
linijskih minimizacijah, je pomemben pojekonjugiranih smeri Po definiciji so
nentcelni vektoriji sU.§@ . & konjugirani glede na pozitivno definitno matril&
¢e velja

TGS =0 Oi#j. (1.14)

Enostavno lahko preverimo, da so konjugirani vektorgarno neodvisni. To
pomeni, da z njimi ne moremo tvoriti linearne komdwmije z nertielnimi koeficienti,
ki je enaka ri, ne obstajajo torej koeficientr,, tako da velja

Yas)=0,0a #0.

i=1

Ce predpostavimar, # QOtransponirano zgornjo e#tzo pomnozimo zGs'"’
in ob upostevanju konjugiranosti.) dobimo

a, T Gdl) = 0,

kar je v nasprotju z zahtevo o pozitivni definithdS, saj je po definiciji pozitivne
definitnosti produkt ob koeficienta; vetji od ni¢ za vsak od ®irazlicen vektors?.
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1. Klastne metode za reSevanje nelinearnih optimizacijskifolemov  1.2. Minimizacija breomejit

Pomen konjugiranih smeri za minimizacijo lahko uwid pri obravnavi
kvadratne funkcije s pozitivno definitno Hessovotnka. V splosni obliki lahko
kvadratno funkcijan spremenljivk zapiSemo kot

q(x):%xTGx+bTx+c, (1.15)

kjer je G simetrina konstantna matrikd, konstantni vektor it konstantni skalar.
Z odvajanjem vidimo, da j& matrika drugih odvodoy. Ce je ta pozitivha, ima
funkcija eno sametacionarno téko x, ki je reSitev engbe

Og(x)=Gx+b=0. (1.16)

Enoli¢nost je posledica pozitivne definitnosti (in zatormjivosti) matrikeG, x* pa
je tudi globélni minimumfunkcije, kar je razvidno iz Taylorjevega razvajaigega
reda okrog :

a() =alx )+ S (x-x ] 6l -x). (1.17)

Po definiciji pozitivne definitnosti je namferoduk na desni strani §eod ni¢ za
vsak x #X" in zato q(x)> q(x*)Dx #X . Ker je g(x) polinom drugega reda, je
Taylorjev razvoj drugega reda natan enak funkciji, zato v1(0 ni ostanka,
uposStevali pa smo tudi, da je gradient v stacianaxiki O, zaradicesar odpadélen
prvega redaCe v (1.0 uvedemo novo neodvisno spremenljivike= x —x", dobimo

enabo kvadratne funkcijg v premaknjenem koordinatnem sistemu, kjer izhaalis
sovpada s stacionarnoc¢km funkcije. TakSna oblika je nekoliko enostavnei®a
(1.0, ker ne vsebuje linearnegkena. Pri Studiju vne minimizacijskih algoritmov
lahko brez Skode za sploSnost ugotovitev premakneoadinatno izhodi&, ker so
algoritmi invariantni na takSno transformacijo, kaglrugimi besedami pomeni, da so
vsi koraki algoritma na funkciji izrazeni v trangfioiranih koordinatah idertni
tistim, ki bi se izvedli na originalni obliki funke, ce jih izrazimo v
netransformiranih koordinatah. Ravno takdesar ne spremeni dodajanje konstante
funkciji, ki jo minimiziramo, zato lahko na primeori Studiju minimizacijskih
algoritmov v formuli kvadratne funkcijel O izpustimo konstantrdlen.

V R" lahko vedno najdemn vektorjev s'”, ki so konjugirani glede né.
Tvorimo jih lahko iz poljubne-terice linearno neodvisnih vektorjev s postopk&m,
je analogen Gramm-Schmidtovi ortogonalizaciji, lea dkalarne produkte s
konstruiranimi ortogonalnimi vektorji nadomestimgmodukti Gs s konstruiranimi
konjugiranimi vektoriji.

17
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Ker so konjugirani vektorji neodvisni, lahketerico konjugirsnih vektorjev
uporabimo kot bazne vektorjelR". Zato lahko poljuben vektorzapiSemo v obliki

s (1.18)

kier jex® poljubna izhodi&na taska. To lahko naredimo tudi za stacionarniktox”
funkcije q(x):

X =xY+Ya's" . (1.19)

Ko upostevamo1(0 in (L.O ter konjugireanost vektorjes”, lahko funkcijo
g(x) brez konstantnegdena zapiSemo kot

q(x):%(x—x*)TG(x—x*)zé(a—a*)STGS(a—a*)zG(a). (1.20)

V zgornji en&bi smo uporabili notacijar = [afl,a'2 ,...,an] in uvedli matrikoS, katere
stolpci so vektorjs". Ker so ti konjugirani med seboj, je produtGS diagonalna

matrika, katere diagonalne elemente @ma z di. Z uvedbo izbiros” za bazne
vektorje in uvedbo novih spremenljivie; spremenljivk smo torej dobili nov

koordinatni sistem, v katerem inggenostavno obliko:

(@ -a'fd . (1.21)

N

dla)=7:
i=1
V sistemu spremenljivia je Hessova matrikg diagonalna, zato so spremenljivke v
tem sistemu nesklopljene v smislu, da Iahdx(u) minimiziramo z zaporednimi
minimizacijami v koordinatnih smereh. Ta postopek igentten zaporednim
linijskim minimizacijam q(x) v smerehs"),

Algoritmu, ki izvaja zaporedne linijske minimizaeifunkcije v konjugiranih
smereh, pravimonetoda konjugiranih smeriaksen algoritem minimizira kvadratno
funkcijo s pozitivno definitno Hessovo matriko v jve n natarnih linijskih
minizacijah, zaensi v poljubni teki x®. Poleg tega vsak zaporedni priblize®
minimizira funkcijo na mnozici

K .
{x; x=x"+Yas" a0 R}. (1.22)
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Na podlagi zgornje ugotovitve je bolj jasno, zakaj lahko metoda
najstrmejSega spusta lahko tako ciekiovita. Funkcija lokalno res najhitreje pada v
smeri negativhega gradienta, vendar gradienti,ifkiizratunamo po vsakokratni
minimizaciji, niso nujno konojugirani glede n@, zato minimizacija v smeri
naslednjega gradienta tudi v primeru kvadratne d¢ijekpokvari minimalnost v
prejsSnjih smereh.

Iz definicije (1.0 vidimo, da so lastni vektorjiG ortogonalni vektorii
konjugirani glede na. Kvadratno funkcijo lahko torej natamo minimiziramo z
natargnimi linijskimi minimizacijami v smereh lastnih vekjev G, vendar lahko
tudi brez poznavanja lastnih vektorj& tvorimo konjugirane smeri s poljubno
zaetno smerjo in to uporabimo pri konstrukciji mingacijskih algoritmov.

1.2.3 Metode konjugiranih gradientov

Pri metodah konjugiranih Gradientov ¢e@mo s smerjo negativnega
gradienta

¥ = g% = —[f (x¥), (1.23)

kier je x¥ zatetni priblizek. Vsak naslednje priblizek®® dobimo z natamo
minimizacijo funkcije v smeris® iz x*. Smeri minimizacije (angle$ko »search
directions«) s¥ k >1 generiramo iz-g"“ in tako, da so konjugirane glede na

Hessovo matrikds, ¢e metodo uporabimo na kvadratni funkciji.
Za kvadratno funkcijol(.0 velja

Y =Gol, (1.24)

kier je y* =g« gk in 5K =x&D %k za poljubnax® in x*Y. Ker dobimo
x®Y z minimizacijo vzdolzs®¥ z zaetno tako x¥, sta vektorjad® in s¥
vzporedna in lahko piSemo

kier je o™ skalar, ki ga dokea minimum funkcije na premick(a)=x" +as¥. Iz
(1.0 zato sledi, da mora veljati
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ST =0 j#i, (1.25)
¢e hatemo, da so smed" konjugirane. Poleg tega velja

sWTgl =, (1.26)

saj je x (<) minimum funkcije na premici in mora biti v tejdd odvod funkcije v

smeris® enak né. Z uporabo 1.0 in (1.0 dobimo

gl =

S(i)(T)(g(k+1)_g(k) +g" —gtd o gt 4 gt)= 1.27)

(y( +y(k1 y(.+1 |+1) 0 Oi k>i

(k+1)

To pomeni, da je gradient kvadratne funkcije &ktox
linijskih minimizacij v prejsSnjih korakih:

pravokoten na vse smeri

gk =0 k,i <k, (1.28)
To v bistvu sledi za vsako metodo konjugiranih sreti iz razprave ob1(0.
Za to, kako dejansko konstruiramo smefi tako, da so v primeru kvadratne

funkcije konjugirane, je wemoZznosti. Pri Fletcher-Reevesovi metodu tvorigf&’
iz —g*“? s posplositvijo Gramm-Schmidtove ortogonalizazijeastavkom

k1) = _g(k+1) + Z,B(j )s) (1.29)

Ko pomnozimo formulo zy(‘) in upoStevamo pogoj za konjugiranost smeri
minimizacije (L.0, dobimo za koeficiente

0 g(k+1)T po _ g(k+1)T (g(m) _ g(a))
DLI( T [ i+ i
OO (g( 1)_9())

vendar lahko formulo poenostavimo. 1z konstruk¢geabi (1.0 in (1.0) sledi, da
g™ napenjajo isti posprostor kat. g“* je po (.0 ortogonalen na podprostor, ki
ga napenjajs’,i <k, zato je ortogonalen tudi na podprostor, ki gaemégjo g’ in
zato na vseg" . V zgorniji formuli je tako samo koeficien8™ razlicen od n¥, ob
upostevanju ortogonalnosti itt.Q zas® pa dobimo
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'g(k) = &_ (1.30)

Fletcher-Reevesov algoritem pri  kvadratnih funkcijakonvergira k
minimumu v n korakih. Pri minimizaciji splosSnih funkcij ofajno po vsakihn
korakih postavimo smer minimizacije na negativnadient. TakSen algoritem je
globalno konvergenten in konvergira superlinearr@izini minimuma. V praksi se
izkaze manj &tinkovit kot recimo kvazi-Newtonove metode, predvs@ndokaj
ob¢utljiv na nataknost linijskih minimizacij. Prednost algoritma jenastavnost
formule za izréun smeri minimizacije, ki zahteva san@(n) ratunskih operacij in

tudi toliko spomina v vsaki iteraciji. Zaradi tegmalgoritem primeren za probleme z
velikim Stevilom spremenljivk (tudi nekaj sto tigpposebej¢e je izr&un namenske
funkcije in gradientg&asovno nezahteven.

Konstruiramo lahko tudi metode konjugiranin smeki, ne potrebujejo
odvodov funkcije. Po eni strnani lahko odvode vedaoanamo numetno, vendar
je numeréno odvajanje nestabilen postopek zaradtumanja majhnih razlik
vrednosti funkcije in so taksni algoritmi zelodolljivi na Sum. Powellova metoda
konjugiranih smelf! generira konjugirane smeri v primeru kvadratnekéije brez
uporabe odvodov. Za generacijo konjugiranih smeez buporabe odvodov mora
izvajati dodatne linijske minimizacije in konvergiv primeru kvadratne funkcije po
n® linijskih minimizavijah. Cena za to je vija, kbi jo plaali za numetino
odvajanje pri Fletcher-Reevesovi metodi (kadaruek€ija dovolj gladka in je to
mozno), ker so za dobro delovanje metode potrelefetivno nataéne linijske
minimizacije. Pri veliko primerih iz prakse se izkaNelder-Meadova simpleksna
metoda za boljdinkovito, kadar niso na voljo odvodi funkcije.

1.2.4 Kvazi-Newtonove metode

Omenili smo ze hitro lokalno konvergenco Newtonowetode 1.0, katere
glavna teZzava je pomanjganje globalnih konveggén lastnosti. V primeru, ko
Hessova matrika ni pozitivno definitna, korak metagloh ni definiran, pa tudi sicer
se lahko zgodi, da metoda konvergira samo, kadaeijetni priblizek dovolj blizu
minimuma funkcije.

S prilagoditvijo Newtonove metode izpeljemo razrkdazi-Newtonovih
metod, s katerimi poskuSamo obdrzati dobro lokaimdkrati zagotoviti globalno

konvergenco. Pri the metodah tvorimo v zaporedtehacijah aproksimacijd—l(")
inverza Hessove matrikéz(k)_l, to pa namesto za neposreden daranaslednjega

priblizka kot v (L.0 uporabimo podobno kot pri metodah konjugiraniadigntov za
izratun smeri linijske minimizacije:
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sk =~ gk, (1.31)

Naslednji priblizekx"“? je totka, ki jo dobimo z linijsko minimizacijo funkcijezi
x® vzdolz s¥. V naslednji iteraciji popraviméi z uporabo vrednosti in gradienta
funkcije v x*?, da dobimoH™“¥, ter izr&unamo novo smer minimizacijg“® v
skladu s 1.0. Ce na z#etku nimamo nobene informacije o drugih odvoditnkta
H® postavimo na katerokoli pozitivho definitho matrikn navadno vzamemo kar
HY =1 . Ce soHY pozitivno definitne, je funkcija padaja v pripadajeih smereh
s¥,

Konstruirti moramo formulo za poprave® brez uporabe drugih odvodov

funkcije tako, da ta ta ob danem ¢emim priblizkom konvergira kG® ™. H"

moramo torej dopolniti z informacijo o drugih odwodunkcije, ki jo pridobimo z
izratunomf in Of v dveh zaporednih priblizkik® in x“%. Izhajamo iz entbe
(1.0, ki velja za kvadratno funkcijo. Za popravek zafaimo, da ta edba velja s

H&™ namestoG™, kar da kvazi-Newtonov pogoj za popravek:
H kA = 5] (1.32)
Zgornja end&ba ne dol®a popravka enaino, ker predstavlja sammoenab za
popravek elementov matrike. Ena moznost je, damodametréno matriko ranga 1
matriki H" | torej
HED = H® 4 yyT, (1.33)
Ko ta nastavek vstavimo 1.0, dobimo ené&bo

H® ) 1 gy e = ol (1.34)

Z upoStevanjem, da ja(T)y(") skalar, mnozZenje matrik asociativho in mnozenje s
skalarjem komutativno, vidimo, da mora biti sorazmeren z0®) -H® K Ko
vstavimo nastavek

U= a(a‘(k) —H® y(k))

v (1.0, dobimoa:]/\/(d(") - H(")y("))T ¥ in iz tega naslednjo formulo za popravek
ranga 1:
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(x) (5(k) -H (k)y(k))(a‘(k) ~H (k)y(k))(T)
+ .

(k+) —
: : (6% -H® y(k))<T> ¥

(1.35)

V primeru kvadratne funkcije s pozitivni definitittessovo matriko metoda
ranga 1 konvergira po nafen+1 natarnih linijskih minimizacijah. Pri tem je
H™) =G™ pod pogojem, da so smed?,...,6(" linearno neodvisne, za kar niso
potrebne natame linijske minimizacije. Poglavitna slabost jeem, da metoda ne
ohranja pozitivne definitnostH in da lahko pri splodnih funkcijah imenovalec v
(1.0 postane i

BoljSe metode dobimo s popravkom ranga 2, torggstavkom
HED = K gu™ +w' . (1.36)
Kvazi-Newtonov pogojX.0 da v tem primeru edho

3% = HRA) gy ) gy T p (1.37)

Tej en&bi lahko zadostimoie postavimau sorazmererd™ in v sorazmeren
H(")y("). Z reSevanjem kenih enab za obe skupini sorazmernih vektorjev dobimo
Davidon — Fletcher — Powellovo formulo oziroma Dpdpravek:

E_HWTH
o'y Vy'Hy'

HlD = + (1.38)

kjer smo izpustili indeksk.

Drugano formulo za popravek ranga 2 dobimie,si zamislimo popravljanje

aproksimiraneG namesto njenega inverza. Piged®) =H®™, Kvazi-Newtonov
pogoj (L.0 je izpolnjen velja za DFP formulo, vendar seda&npru aproksimiramo

B =H™ in moramo zado v formuli zamenja}ﬁ") in &), Tako dobimo

a _n, VY _BAO'B
Bg‘Fé)S_B-'-de_ 5T85 '

k+1

Vseeno je bolje tunati H®?, ker se s tem izognemo re$evanju sistemabena
dolccitev smeri minimizacije v 1.0. Uporabimo naslednjo formulo, ki zadas

BEH = za zhornjo eno:
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. THy )38 (dH+H"
Hg‘Fé)S:H+(1+yTyJ ° —[ AARALIL j (1.39)
oy )oy oy

To se imenuje Broyden — Fletcher — Goldfarb — Sharamoziroma BFGS formula
za popravek, ustrezno kvazi-Newtonovo metoda padray imenujemo kametoda
BFGS

Pri  kvadratnih funkcijah metoda BFGS 2z n&t@mi linijskimi
minimizacijami konvergira k minimumu v najen iteracijah z H =G,
generirane smeri so konjugiranecm izberemoH © =, soto konjugirani gradienti.
Za splosne funkcije metoda konvergira superlineannje globalno konvergentna za
strogo konveksne funkcijée izvajamo nataime linijske minimizacije.

Kvazi-Newtonova metoda s popravkom BFGS ali krajgetoda BFGS je
danes eden najbolj uporabljanih minimizacijskihcaiignov v praksi. Numeéni
eksperimenti kazejo na boljSe performance v priaverg drugimi metodami s
podobnimi teoretinimi lastnostmi, kar med drugim kaze tudi na vefikmen
numertnega eksperimentiranja pri izboru metod za uporalmraksi. Pri tem se
izkaze tudi, da metoda ni zelo afljiva na natatnost linijskih minimizacij. V
praksi je to pomembna lastnost, ker pomeni ¢krtgprihranek pri unskem¢asu in
manjSo obutljivost na numetien Sum.

1.3 Optimizacija z omejitvami

Kadar so prisotne omejitve, reSujemo sploSen op#nijski problem oblike
(1.0. Problem je v sploSnem precej tezji od problemez lomejitev, reSujemo pa ga
navadno tako, da ga prevedemo na ekvivalentengroblez omejitev ali na serijo
takSnih problemov, katerih reSitve konvergirajceeKitvi originalnega problema.

Za obravnavo uvedemo nekaj osnovnih pojmovck@ox je dovoljena
oziroma mozna ttka (anglesko »feasible point«g so vx izpolnjene vse omejitve.
Mnozica vseh dovoljenih ¢ je dovoljeno obmée problema (angleSko »feasible
region«). Za dano omejitev i2.0 pravimo, da jektivnav poljubni taki x', ¢e je v
tej tolki ustrezna omejitvena funkcija enaké&.Mnozico indeksov aktivnih omejitev
v tej tatki ozna&imo z

¥ =¥ (x)={i;¢(x)=0}. (1.40)
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Dana omejitev je aktivna v nekidki, ¢e je ta téka na robu dovoljenega obija te

omejitve. Predvsem je pomembna mnozica aktivnihjitevev reditvi § . Omejitve,
ki v reSitvi niso aktivne, lahko prerturbiramo zaajimo konstanto, ne da bi
spremenili reSitev.

Gradient omejitvene funkcije imenujemo normalni teekomejitve in ga
ozn&imo z a =[lc . Normalne vektorje omejitev uredimo po stoplpcibacobijevo

matrikoA.

Oglejmo si najprej problem z enakostnimi omejitvaRécimo, da naredimo
majhen dovoljen korak o0 iz lokalnega minimuma, tako da je dobljen&ke v
dovoljenem obmgu. Iz Taylorjevega razvoja omejitvene funkcije pga reda
dobimo

C (x* + 5) =c +d'a + oQ|c5||) .

Ker je & dovoljen korak, jec,(x* +5): ¢ =0. V limiti, ko krajsamo dolZino
koraka proti ni, odpadejaleni viSjega reda in j@'a = 0Ko upoStevamo Se ostale
omejitve, lahko definiramdovoljeno smerza katero velja

sa =0 Oi0E. (1.41)

Ce jes dovoljena smer, je tak3na tuds.Ker je x" lokalni minimum, v tej
tocki ne obstaja dovoljena smer, v katérpada, saj bi lahko v tem primefu
zmanjSali s poljubno malim premikom v tej smeritdga sledi, da je

sg =0

za vsako dovoljeno smexr Ko upoStevamo S€LQ in ker enabi veljata za vsako
dovolieno smers, vidimo, da mora bitig" linearna kombinacija gradientov
omejitvenih funkcij, zapiSemo lahko torej

g* :Za:/]i* =A'X. (1.42)

i0E

Koeficiente linearne kombinacijed, imenujemo Lagrange-ovi mnozitelji(tudi
multiplikatorji, angleSko Lagrange multipliers) jih uredimo v vektor Lagrangeovih
mnoziteljev, ki ga oznamo z A". Ce g* ne bi bil linearna kombinacija vektorjey,
bi ga lahko izrazili kot
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g AN +t,

kjer jet vektor pravokoten na vs& . Potem bi bilat dovoljena smer (kez izpolnjuje

pogoj (L.0), v kateri bi funkcijaf pad*ala.f bi torej lahko zmanjsali s premikom za
poljubno mali korak v tej smeri, zato ne bi bil lokalni minimum. To je ilustrirano
na Sl. 8.

Sl. 8: llustracija potrebnih pogojev za lokalni minimunezakostnimi
omejitvami.

Enatba (L. O je potreben pogoj, da je lokalni minimum problema z
enakostnimi omejitvami, in predstavlja osnoven lagic minimizacije zvezno
odvedljivih funkcij z omejitvami. Podoben pogoj j&eka primer, ko nastopajo tudi
enakostne omejitve, le da moramo v tem primeru tegpas samo omejitve, ki so v
lokalnem minimumu aktivne. Neenakostne omejitvesdiaktivne v resitvi, lahko
namre& zamenjamo z enakostnimi, ne da bi se spremersiteveproblema, kar je
llustrirano na Sl. 9.
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Sl. 9: Optimizacijski problem z dvema neenakostnima ctvexna.
Konture omejitvenih funkcij so narisane samo v nedienem obmaju.
V reSitvi sta aktivni obe neenakostni omejitvijkilahko zato
nadomestimo z enakostnima, ne da bi to vplivalceSdev.

Pogoj (.0 je osnovametode Lagrangeovih multiplikatorjepri kateri
reSujemo probleml(0 z iskanjemx” in A", ki zadogata

g(X) = z/]i a (X)

in - (1.43)
c(x)=0, iOE.

Z Lagrangeovo funkcijo

&(x,4) = f(x)=> Ac (x) (1.44)

lahko zgornje endoe zapiSemo v obliki

0@(x,4)=0, (1.45)

kjer je
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gradient v m+n dimenzionalnem prostoru spremenljivk in A. Metoda
Lagrangeovih mnoziteljev ima podobne pomanjkljivdgit Newtonova metoda —
ker ne upoSteva pogojev drugega reda, lahko komaekgstacionarni t&ki, ki ni
reSitev problema, potrebni pa so tudi dodatni pgustoki zagotavljajo globalno
konvergenco.

Ce je Jacobijeva matrika omejitev ranga so Lagrangeovi mnoZitelji
enolicno definirani in jih izrdunamo z

X =A"g; A" =(ATA)AT,

A" je generaliziran inverz matrikd”. Lagrangeovi mnoZitelji imajo tudi jasno
praktino inerpretacijo. Ce dano omejitev perturbiramo z dodatkom majhne
konstante na desni strani, tako da se gtaéi):gi, iOE, ustrezen Lagrangeov

mnozitelj pove, kako atutljiva je vrednost namenske funkcije v reSitvitnanotnjo:

i:ji.
de

1.3.1 Pogoji za lokalni minimum z omejitvami

V tem podpoglavju Se malo natareje opredelimo pogoje za lokalni
minimum pri problemu z omejitvamiL(0. Zaradi enostavnosti privzamemo, da so v
reSitvi problema gradienti omejitvenih funkcij akiih omejitev linearno neodvisni,
da je torej rang matrikA enak Stevilu njenih stolpcev.

Ce je X" lokalni minimum, potem obstajajo Lagrangeovi mmelfii A', tako
dax’ in A izpolnjujejo naslednje zahteve:

0,&x,4)=0

c(x)=0, iOE

c(x)=0, iOl (1.46)
A =0, i0l

Ac(x)=0 Gi.
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S tem so doleeni potrebni pogoji prvega reda za omejen lokalmimum, ki jim

pravimo tudi Kuhn-Tuckerjevi pogoji. Pogojf c,* =0 imenujemo s posebnim
imenom komplementadnostni pogoj. Po tem pogoju itvesja funkcija in ustrezen
mnozitelj ne moreta biti oba ra#tia od né, enakostnim omejitvam, ki v resSitvi niso

aktivne, torej pripadajo &elni mnozitelji. Primer A :cl* =0 lahko nastopi¢e ima
funkcija minimum brez omejitev na robu dovoljen@ipnaja.

Oznaimo zW Hessovo matriko Lagrangeove funkcije glede narsplgvke
X. 1z (1.0 sledi

W =0726x 1)=0%f(x )-24 0% (x ). (1.47)

Za ilustracijo pogojev drugega reda si poglejmo bpem z izkljwno
enakostnimi omejitvami. Lagrangeovo funkcijo raewijo okrog minimuma v
Taylorjevo vrsto do drugega reda. Privzamemeo, ala s linearno neodvisni in

obravnavamo spremembo funkcije pri majhnem prena@ku dovoljenem obmgu.
Ker je premik v dovolienem obmi, je f(x+d)=®&x+d,4). Upostevamo
Sestacionarnos® v x” in A" in dobimo

fx +0)=@x +a,4)=
&x +0,4)+3 0,8 A)+10Wo= .

f +10"W3

Ker je x" lokalni minimum, prirastek funkcije pri malem prism v dovoljeni smeri
ne sme biti man;jSi od &izato mora v lokalnem minimumu veljati

s'Ws =0 (1.48)
za vsako dovoljeno smer, ki izpolnjuje pogoj
a's=0 OI0E. (1.49)

To je potreben pogoj za to, da)e lokalni minimum, ki ga z besedami izrazimo kot
pogoj, da mora imeti Lagrangeova funkcija nenegativukrivljenost vzdolz
katerekoli dovoljene smeri.

Za natalinejSo sploSno formulacijo zadostnih pogojev za llmkeinimum
definiramo Se mnoZzico striktno aktivnih omejitev
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¥, ={i;inEDA >0} (1.50)

in ustreznih dovoljenih sméri
a's=0,i0¥
G ={ssz00 ' ~ "+ | (1.51)
a s=20,i0¥ \¥,

Izrek o zadostnih pogojih za omejen lokalni minimypnavi, dace pri x°
obstajajo tak$ni mnoZiteljl’, da so izpolnjeni pogojil(0, ince je

SW's>0 OsOG, (1.52)

je x* strikten lokalni minimunproblema {.0.

1.3.2 Kazenske metode

Pogosto uporabljan pristop pri reSevanju problenmovomejitvami je
dodajanje kazenskiltlenov namenski funkciji. Kazensk&lene konstruiramo za
vsako omejitev tako, da so blizu¢niko je omejitev izpolnjena, in zelo hitro
naragajo, ko absolutna vrednst ustrezne omejitvene fiimkaraga.

Namensko funkcijo z dodanimi kazenskiniieni imenujemo kazenska
funkcija V primeru enakostnih omejitev lahko definirama&asko funkcijo recimo
kot

g, (x)= f(x)+o3(c ()’ (1.53)

i0E

Ce jekazenski koeficierfanglesko »penalty coefficient«) dovolj velik, pot
minimum funkcije ¢,(x) priblizno sovpada z reSitvijo originalnega prob&em

omejitvami (Sl. 10).

Problem je v tem, da postane pri velikih kazendkifeficientih Hessova
matrika funkcije ¢ slabo pogojena, kar zmanjSainkovitost optimizacijskih
algoritmov. V praksi zato Zzaemo z zmerno vrednostjo kazenskega koeficienta

! Za to enabo morajo veljati $e doteni regularnostni pogoji, ki morajo biti izpolnjerda lahko
definiramo dovoljene smeri z linearizacijo omejitéa so obdelani recimo v [6]. Ti pogoji niso
izpolnjeni le v nekaterih eksotiih primerih.
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poiemo minimum 1.0, potem pa postopoma viSamo kazenski koeficient te
minimiziramo kazensko funkcijo. Pri tem zacetni priblizek vedno vzamemo
prejSnjo reSitev in tako z dobrim ¢&nim priblizkom zagotovimo boljSo
konvergenco minimizacijskega algoritma. Kazenskieflament navadno vsaki
pove&amo za dolden faktor (recimo 10), postopek pa ustavimo, kooregni
priblizki konvergirajo glede na izbrani kriterij.

C]_(X):O

f(x)

omejeni
minimum
min.f(w

o=10

Sl. 10: Konvergenca minimumov kazenske funkcije k reSitvi
problema z omejitvijo s po¥evanjem kazenskega koeficienta.

Zaporedni minimumi funkcije (0 konvergirajo k reSitvi originalnega
problema, koo vetamocez vse meje. V nekaterih primerih je lahko problebrati
dovolj velik zaetni kazenski koeficient, da j¢ navzdol omejena, zato je potreben
Se varnostni mehanizem, s katerim to zagotovimo.nk@amo v vsaki iteraciji resiti
zahteven minimizacijski problem, je metodéduasko zahtevna. Tezko je najti dober
recept za to, kakSna je dobra strategija za (@Exanje kazenskegdena in kako
natakno se spl&a minimizirati kazensko funkcijo znotraj iteracpboje pa je
odlccilno za winkovitost. Dobra lastnost pristopa je v tem, deogata enostavno in
neposredno prikrojitev minimizacijskih algoritmova zreSevanje problemov z
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omejitvami, sc¢imer dobimo postopek, ki sicer ni najbolj efektiygam pa ob dovolj
pazljivi izvedbi dokaj robusten.

Pri neenakostnih omejitvah se pogosto uporabljagmnesto kazenskih
pregradni ¢leni (angleSko »barrier terms«), ki naf@® v neskotinost, ko se
vrednost omejitvenih funkcij bliza &i Tipicna barierna funkcija je oblike

9,(x)= f(x)-oXIn(c (x)) (1.54)

ial

Minimumi pregradnih funkcij konvergirajo k reSitvprvotnega problema, ko
manjSamoo proti 0. Ker pregradnileni niso definirani v obmgu, kjer je ¢ < 0,
moramo vedno zagotoviti Zetni priblizek v dovoljenem obndgu, zaradicesar se za
ustrezne metode v angt&d pogosto uporablja izraz »interior point metheds

1.3.3 Zaporedno kvadratno programiranje

Za veliko mnozico minimizacijskih problemov z onte@imi velja za najbol;
ucinkovito metodo reSevanja metoda zaporednega kireslya programiranja
(angleSko »sequential quadratic programming« alikkr SQP). Pri izpeljavi medode
izhajamo iz uporabe Newtonove metode za iskang@astarne toéke Lagrangeove
funkcije (1.0. S tem dobimo za iz¥an koraka sistem linearnih &ita

[O2a] [Z} = -O@h (1.55)

oziroma

0 _ART&T =g+ Ak K
W ) A _|79 +AYA ' (1.56)
-AlT o || c

Zgornja iteracijska formula ni neposredno uporabaareSevanje problema
(1.0, saj bi lahko tak algoritem konvergiral k sta@am taki Lagrangeove funkcije,
ki ne izpolnjuje zadostnega pogoja za reSitev. fPtdga so s takSnim postopkom
povezani podobni problemi z globalno konvergencaeasljivostjo sistema enhb.
Metodo zato modificiramo podobno kot Newtonovo ndet@aa reSevanje problemov
brez omejitev, vendar aiajno uberemo malo drugen pristop. Namesto sistema
enab, ki ga reSimo, da datomo smer linijske minimizacije, pridemo do problema

32



1. Klastne metode za reSevanje nelinearnih optimizacijskifolemov  1.3. Optimizacija Dmejitvan

min g (3) =%5Tw(k>5+ gl g+ £
(1.57)
z omejitvami 1K(5)=AW 5+ =0.

Zgornji problem je Taylorjeva aproksimacija origimega problema, kjer
namensko funkcijo aproksimiramo z razvojem drugegda z upoStevanjem
ukrivljenosti omejitvenih funkcij v Hessovi matrikiza omejitve pa uporabimo

aproksimacijo prvega reda okroéf).

Hessovo matriko Lagrangeove funkcije v zaporednikeracijah
aproksimiramo podobno kot pri kvazi-Newtonovih nuzh, recimo s popravkom
BFGS. Lagrangeove multiplikatorje, ki jih rabimo izeatun gradienta Lagrangeove
funkcije, aproksimiramo z Lagrangeovimi mnozitdljjearnin omejitev v resitvi
problema {.0.

Za reSitev problemal(® s kvadratno namensko funkcijo in linearnimi
omejitvami obstajajo dinkovite metode, s katerimi dobimo natao reSitev v
koncnem Stevilu iteracij. V primeru enakostnih omejitpvojiciramo namensko
funkcijo na tangentni prostor omejitev in tako dubi reduciran problem, ki je
minimizacija kvadratne funkcije s Stevilom sprenjigkl zmanjSanim za Stevilo
linearno neodvisnih omejitvenih funkcij. Malo tezg problem z neenakostnimi
omejitvami, pri katerem moramo izmeénd reSevati ekvivalentne probleme, kjer
aktivne neenakostne omejitve zamenjamo z enakostnfnwvsaki iteraciji se z
iskanjem v smeri reSitve problema z enakostnimi jawaeni premaknemo ali v
reSitev ali v prvo tdko, kjer kakSna prej neaktivnha omejitev postandvakt V
slednjem primeru zamenjamo nabor aktivnih omejitevadaljujemo s postopkom, v
primeru, ko ne aktiviramo nove omejitve, pa je te@giprvotnega problema reSitev
zadnjega nadomestnega problema z enakostnimi earejit
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2 STOHASTI CNE METODE

In the present chapter some of the basis of nalipgogramming is
outlined. This knowledge is important for undersliag the practical requirements
for implementation of the algorithmic part in thptionisation shell. The literature
cited in this chapter is mostly related to the reathtical and algorithmic
background of optimisation and less to practicgblamentation (except references
[7], [13] and [14]). Some implementation aspects siressed in the next chapter
within a larger framework of the optimisation shd@lhe need for hierarchical and
modular implementation, which is stated there adiglly based on the heterogeneity
of optimisation algorithms evident from the presempter.

In practice it is not always obvious which algomithto use in a given
situation. This depends first of all on the casedpsolved. Although the theory can
offer substantial support for making the judgmemtost of the literature on
optimisation methods recognize the significance noimerical experimentation
alongside the theoretical development. This imphesignificant aspect that was
borne in mind during development of the optimisatghell. The shell should not
only include a certain number of algorithms, bsogbrovide an open framework for
incorporation of new algorithms and testing themsonple model functions as well
as on practical problems.

Many issues important for engineering practice wektaken into account.
One of them is handling multiple conflicting optsation criteria, i.e. solving the
problem stated as

minimise [£,(x), £,(x)..... f.(X)]
(2.58)
subjectto x[OQ.

A common approach is to weight the individual ergewhich leads to the problem
minimise f(x)=wf,(x)+w,f,(x)+...+w,f(x)

(2.59)
subjectto xdQ,
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where w,, ..., w, are positive weighting coefficients. The problerhieh arises is

how to choose these coefficients. The choice is enaither on the basis of
experience or in an iterative process where opétios is performed several times
and coefficients are varied on the basis of themopétion results.

Sometimes it is more convenient to designate oifterion as a primary
objective and to constrain the magnitude of thesthe.g. in the following way:

minimise f,(x)
subjectto f,(x)<C,,
(2.60)
fn(X)<C,
x0Q.

This approach suffers for a similar defect as weng criteria, i.e. the solution
depends on the choice of coefficien®,, ..., C,. Attempts to overcome this

problem lead to consideration of Pareto optim&f#y? and solution of the min-max
problent” (18],

Another important practical issue is optimisatiarthe presence of numerical
noise. Most of the methods considered in this adrapte designed on the basis of
certain continuity assumptions and do not perforrall wf the objective and
constraint functions contain a considerable amaidrmnoise. This can often not be
avoided due to complexity of the applied numerioaldels and their discrete nature
(e.g. adaptive mesh refinement in the finite elensenulations).

A promising approach to optimisation in the pregent noise incorporates
approximation techniquB® % |n this approach successive low order
approximations of the objective and constraint fioms are made locally on the
basis of sampled function values and/or derivatividgs leads to a sequence of
approximate optimisation subproblems. They refer rtonimisation of the
approximate objective functions subject to the appnate constraints and to
additional step restriction, which restricts thduson of the subproblem to the
region where the approximate functions are adeqiiaie subproblems are solved by
standard nonlinear programming methods. For appratkons more data is usually
sampled than the minimum amount necessary formétation of the coefficients of
the approximate functions, which levels out theeeffof noise. A suitable strategy
must be defined for choosing the limits of the sbaregion and for the choice of
sampling points used for approximations (i.e. tke pf experimentSy’.
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A common feature of all methods mentioned in thhapter is that they at
best find a local solution of the optimisation desh. There are also methods which
can (with a certain probability) find the globall#on or more than one local
solution at once. The most commonly used are siedilannealing™ ™8 and
genetic algorithm$™*8, Most of these methods are based on statisticaiclse
which means that they require a large number o€tfan evaluations in order to
accurately locate the solution. This makes thens lesnvenient for use in
conjunction with expensive numerical simulationgcept in cases where global
solutions are highly desirable. Use of these teples can also be suitable for
finding global solutions of certain optimisationoptems which arise as sub-
problems in optimisation algorithms and in whicke tbbjective and constraint
functions are not defined implicitly through a nuroal simulation.
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3 ZAPOREDNE APROKSIMACIJE Z OMEJENIM
KORAKOM

Se ena moznost pri opzimizaciji z nelinearnimi edirni funkcijami je
uporaba zaporednih lokalnih aproksimacij odzivaerky vsakem koraku reSimo
podproblem, ki ga dobimo z aproksimiranimi odzivhifunkcijami pravega
problema. Vsak tak priblizek osnovnega problemajesso na omejenem obrja,
kjer so aproksimacije odzivnih funkcij dovolj doberiblizek originalnih. Lokalne
aproksimacije odzivnih funkcij tvorimo na podlagidgameznih izr&aunov odzivnih
funkcij, ki jih sproti izr&unavamo v izbranih t«kah na obmgu, kjer reSujemo
aproksimiran problem. TakSne metode so navadnozaditevne za implementacijo,
saj kolikor toliko dobro delujga implementacija navadno zahteva implementacijo
cele mnozice postopkov klgse optimizacije za reSevanje posameznih
podproblemov, ki nastopajo pri takSnih metodahrojacije, poleg tega pa Se vrste
postopkov, ki jih pri klaginih metodah ne stamo. Njihove prednosti so v tem, da
so uporabne tudi v primeru, ko nimamo gradientozivdh funkcij, ob pravilni
implementaciji dokaj dobro delujejo tudi v primerkp so odzivne funkcije
obremenjene s Sumom (podobno kot stobiastmetode).

Pri omenjenih metodah Zelimo mnozicaékpki predstavljajo neko
funkcijsko zvezo, zamenijati s priblizno funkcijaalocenimi
zveznostnimi lastnostmi. Ena od moznosti je aproksija s
polinomi dol@&enega reda ali s trigonometrijsko vrsto. To je
ucinkovito, kadar potrebujemo priblizek na omejenéomazju. V
nasprotnem primeru potrebujemo veliko Stevlenov aproksimacije,
posebej, ko imamo ¥eneodvisnih spremenljivk. Aproksimacija s
polinomi je slabo pogojena, ko je Stevtlenov veliko, pri tem
nastopajo tudi nezelene oscilacije[21]  Igor Gredaovanear
Approximation with Regularization and Moving Le&sjuares,
electronic book, 2007.

[22] Igor GreSovnik, The Use of Moving Least Squ&i@ a Smooth
Approximation of Sampled Data ("Uporaba metode ptarh
najmanjSih kvadratov za gladko aproksimacijo ¥earh podatkov."),
Journal of Mechanical Engineering 53(2007)9, 588;%®iginal
dosegljiv na anslovu http://www.sv-
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jme.eu/scripts/download.php?file=/data/upload/20(5Y/-
JME_53%282007%2909 582-598_ Gresovnik.pdf
[23],[27]. Ta problem lahko reSujemo 2z odsekovno linmsko
aproksimacijo [28],[29]. Pri tem pristopu se odpawvezveznosti poljubne stopnje. V
primeru v& neodvisnih spremenljivk navadno potrebujemo stmakdno razdelitev
obmaja aproksimacije.

Alternativna moznost za aproksimacijo odzivnih faipke metoda prengnih
najmanjSih kvadratov. Z metodo lahko sestavimo lglaabroksimacijo, ki se prilega
podatkom na wgem obmdaju, za ceno reSevanja sistemad@npri vsakem izré&unu
vrednosti aproksimacije. Ni potrebna kakrsSnakoltipga obmaja aproksimacije in
za gladke funkcije lahko dosezemo poljubno natast aproksimacije z uporabo
omejenega Stevila baznih funkaig lahko ustrezno povajemo gostoto vzéenja.
Oris metode je podan v poglav@ul. Lastnosti aproksimacije so v poglag.2.1
prikazane na primeru z anatiio funkcijo ene spremenljivke.

V tem poglavju so opisane grobe osnove te druzie®od V€& o metodah

aproksimacije, ki so primerne za uporabo s temioneehi, je opisano v [21]
Objavljen je bil tudiclanek, ki del vsebnérpa iz tem opisanih v tem poglavju [22].

3.1 Opis aproksimacijske metode

3.1.1 Linearna aproksimacija po metodi najmanjSih kvadratov
z utezmi

Pri linearni metodi najmanjSih kvadratov aproksaniio neznano funkcijo
f(x), kjer je xOO ™, z linearno kombinacijm baznih funkcij f,(x), ..., f,(x) na
podlagi znanih (vza&enih) vrednosti funkcije v dotenem Stevilu t&k:

Y, = f(Xk)+rk' k=1,..m. (61)

Clen r¢ predstavlja nakljtno napako (Sum) pri merjenju aliétmanju vrednosti
funkcije. Aproksimacija

y(x;a)=2 4 f(x) (62)
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se moraim bolje ujemati z vzarenimi vrednostmi, torej
y(%) =Y. Ok=1,...,m. (63)

V ena&bi (6) sog koeficienti aproksimacije, ki jih je potrebno doith. To storimo
tako, da poi&mo najboljSe ujemanje v smislu najmanjSih kvadratmre] z
minimizacijo naslednje funkcije koeficientov:

o= St -~ o £ f,-(xk)]—yka. 4

=1

V zgornji en&bi smo koeficientey; zapisali v vektorl. Nenegativne uteix merijo
sorazmerno pomembnost vZoih tack. Vecje so vrednosti utezi, bolj je
aproksimacija prilagojena pripad&jm vzorkenim vrednostim na &an slabSega
ujemanja z vrednostmi z manjSimi utezmi.

Metoda najmanjSih kvadratov z utezmi ima sta#sti pomen [14].
Predpostavimo, da so merske napakez (5) porazdeljene normalno z znanimi
standardnimi deviacijaniy in je (6) pravilen model z&x), ter postavimo v eriai

(8) w, =1/0,. Potem dobimo z minimizacijo funkcijgv(a) iz (8) tiste vrednosti
koeficientova, pri katerih je “verjetnost”, da pri nekem poskusmerimo vrednosti
{v} iz (7), najv&ja. Pri tem se izraz *“najé verjetnost’ nanasa na maksimum
verjetnostne gostote za spremenljiv[@k}. Ceprav porazdelitve merskih napak

pogosto niso normalne in uporabljeni modeli nistanmi, je uporaba najmanjsih
kvadratov pri aproksimaciji podatkov @ébjna in se izkaze za primerno v veliko
situacijah, ko ne razpolagamo s fizikalno utemétjemodeli.

Minimizacijo ¢(a) lahko izvedemo z iskanjem stacionarneéken zato
zahtevamo

dw_(a)zzi(wg[jz;aj f (xk)—yk] fi(xk)JZO Oi=1,..n.  (65)

da k=1
Dobimo linearen sistem e#taza koeficiente,
Ca=hbh, (66)

Kjer so
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G =zm:Wk2fi (Xk)fj(xk) (67)

b=>wf(x) % - (68)

3.1.2 Premiéni najmanjSi kvadrati

Izbira baznih funkcij je odiilna za to, kako nat&no lahko aproksimacijo
prilagodimo podatkom.Ce nimamo primernega fizikalnega modela, pogosto
vzamemo mnozico monomov do dédme stopnje, kar je utemeljeno s Taylorjevim
izrekom [24]. Za dobro aproksimacijo funkcije nacjeen obmdju je potrebno
ustrezno powvati Stevilo¢lenov. Posebej pri ¥gem Stevilu neodvisnih spremenljivk
je lahko tezko dolati primerno Stevilo baznih funkcij. Pri uporabirasimacijskih
polinomov obstaja nevarnost nezZelenih oscilacij],[28 sploSnem pa se lahko
pojavijo tezave s slabo pogojenostjo sistef® @li celo s singularnostjo matrike, ko
so bazne funkcije linearno odvisne na podani mmodé& [25].

Zgoraj navedene tezave lahko olajSamo s prostomkejitvijo vpliva
vzortenih vrednosti, tako da le-te bistveno vplivajovnadnost approksimacije le v
neki okolici ustreznih vzénih tock. Da ohranimo zveznost in zagotovimo zmoznost
prilagoditve na celotnem obmja, ki nas zanima, obdrzimo oblik®)( vendar s
spremenljivimi koeficienti, ki so zvezno odvisni odeodvisnih spremenljivk.
Aproksimacijo zapiSemo kot

y(x)=2a(x) f (x) . (69)

=1

Neznane koeficient@(x) moramo posebej izéanamo v vsaki t&ki, kjer
izratunamo vrednost aproksimacije. Pri metodi pkanhi najmanjsih kvadratov [30]
v ta namen uvedemo utezne funkcije, ki padajo dafa od pripadajéih vzornih
tock. Koeficiente a(x) izracunamo v vsaki t&ki x, kjer ra&unamo vrednost
aproksimacije, z reSevanjem sistemaceni je ekvivalenten sistemd @) do (2),
pri ¢emer so uteaw,(x) odvisne od téke izrauna:
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G (=2 ()7 10x) 1, (x) (70)
0 ()=, (x)" £(x) ¥

Utezne funkcijem(x) morajo v vseh smereh monotono padati z razdajo o
pripadaj@ih vzornih tatk xx. Z gladkimi uteznimi funkcijami zagotovimo gladko
aproksimacijo. V tem prispevku uporabimo nasledmmsSno obliko uteznih funkcij:

Wk(X,d)=W( HD‘l(x—xk)Hz) : (71)

V enabi (15) je D matrika, ki dol@a efektivni doseg vpliva vzénih tack v
razlicnih koordinatnih smereh. Konkretno oblikgr) lahko pripravno prilagodimo
namenu. Primera sta Gaussova in racionalna olfikad ,

. (72)
=——,p=2,3,4,..

Mozna je tudi uporaba funkcij s ké&mm nosilcem, s¢imer popolnoma
izlocimo vpliv oddaljenih tok na vrednost aproksimacije v dantko

wg(r)

o8 Wy(r)

06

0.4

02

Sl. 1: Obliki uteZnih funkcijw(r) in wa(r).
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Ker prostorska odvisnost uteaw, (x) in posledéno a, (x) omogdata

lokalno prilagajanje aproksimacije vZenim podatkom, ni potrebna velika mnozica
baznih funkcij f, (x) ¢e zelimo funkcijo aproksimirati po ¥gm obmgju. Pri
veliki gostoti vzonih tatk in malih napakah lahko zad@§o Ze monomi do prvega
reda. Uporaba kvadrétie polinomske baze je glede na izkuSnje primerneeiiko
Stevilo razlénih problemov. Cena za majhno Stevilo funkf:jij(x) , ki dolcca Stevilo
enab v sistemu 14), je, da je aproksimacijska funkcija podana ionplo in
moramo zato reSiti sistem efia pri vsakem izré&unu vrednosti aproksimacije.
Metoda je zato manj primerna, kadar je potrebn&uarati vrednost aproksimacijske
funkcije v veliko t@kah.

Efektivni dosegi vplivad, so odlg&ilni parametri aproksimacije, katerih

izbira je tesno povezana z izbiro baze in lastnostpnoksimirane funkcije. Zelo
grobo vodilo pri izbirid, je, da naj efektivni doseg vpliva ne bo velikajveod
velikosti obma@ja, na katerem lahko linearna kombinacija baznimkéy s
konstantnimi koeficienti dobro aproksimira funkcij@o drugi strani mora biti
efektivni doseg v prisotnosti Sumacyjie da se pri aproksimaciji izravna vpliv
nakljucnih napak.

Sl. 2 shematno prikazuje metodo pregmih najmanjSih kvadratov, kjer
aproksimiramo osem vrednosti s polinomskimi bazrfumkcijami drugega reda {1,
X, X°}. UteZne funkcije pripadaj@ vzoknim totkam so narisane v spodnjem delu
slike. Za izbrano ko izrauna aproksimacije so oztene vrednosti utezi za
vplivne vzoene take.
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I | vzorec / sample
2.25} /
[ tocka izracuna /
i evaluation point
2|
r aproksimacija /
175 approximation
15}
125}
1
0.75F
\2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2
utezna funkcija vzorca / — utez vzorca v i izracuna /
sample’s weighting function| sample’s weight in evaluation point

Sl. 2: Shematien prikaz aproksimacije po metodi prénih
najmanjsih kvadratov.

3.1.2.1 Studija: aproksimacija analiti ¢ne funkcije

V tem poglavju je obravnavana uporaba aproksimamjenetodi prengnih
najmanjSih kvadratov na osnovi podatkov, ki so pwilz vzotenjem analitine
funkcije z dodano nakljino napako:

f (x)=sin(4x)+ 0.5+ 2R( rnd (- 0.5 , (73)

kjer jernd() enakomerno porazdeljena naklpa spremenljivka na intervalu [0,1] in
R konstanta, ki doka raven Suma. Funkcijo vZomo na intervalu X, x]=[0, 5] v
razlicnih Stevilihm enakomerno oddaljenih &o. Studiramo lastnosti aproksimacije
glede na raven SumR, Stevilo vzoénih tack m in efektivni vplivni dosegd.
Uporabimo kvadratno polinomsko bazo:

f,(x)=1, f,(x)=x, (X=X . (74)
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Za primerjavo rezultatov uvedemo mero za normalimr gostoto vzeéenja,
ki doloca Stevilo vzoknih tock na efektivni dosed:

Kot mero za aproksimacijo napake uporabimo korepoxzpre&ne vrednosti
vsote kvadratov odstopanj aproksimacijef @dN=600 takah:

o= LS (- 100) s x= (k)5

Najprej Studiramo aproksimacijo brez prisotnostimau Aproksimacijo
izratunamo za razina Stevila vzamih tock, kjer izberemo efektivni doseg tako, da
je normirana gostota vz&enja konstantna in sicerp=1. Sl. 3 prikazuje

aproksimacijo z 10 in 15 twami, ki ju primerjamo z aproksimirano funkcijo.
Aproksimacijske napake so za rénk Stevila tok prikazana v tabeli, ki je prilozena

k Sl. 3, ter na Sl. 4. Ko presezemo d@loo Stevilo tok, napaka monotono padare
Tako je zaradi tega, ker efektivni doseg pada aiajo¢im m, zaradi konstantnega
p pa se Stevilo vzonih tock, ki so v povpréju vsebovane znotraj efektivhega
dosega, ne spreminja. Iz €ba(14), (L5) in (L6) je razvidno, da je vrednost
aproksimacije v dani tii x priblizno takSna, kote bi aproksimirali funkcijo na
intervalu reda velikosti2d po navadni metodi najmanjSih kvadratov z ustrezno

razporeditvijo vzatnih tack, ustreznimi vrednostmi utezi in uporabljenimi bawzi
funkcijami (18). Prtakujemo lahko, da se napaka takSne aproksimacimky x
manjSa, ko manjSamo dolzino intervala.
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aproksimirana funkcija
approximated function

d |05 0.33 | 0.25 0.2 0.167 0.143 0.125 0.111
ol m|10 [15 |20 |25 |30 35 40 45
: 1,110 10 [1.0 |10 [1.0 1.0 1.0 1.0

0 1 2l ¢ | 0.21] 0.061] 0.023] 0.011] 0.0055] 0.0031| 0.0019] 0.0012

Sl. 3: Aproksimacija na podlagi vzéenih vrednosti brez Suma.
Izmerki so narisani le za primer z 1@kami, aproksimacija pa za 10 in
15 tack.

Sl. 4: Odvisnost napake aproksimacigeod Stevila vzamih tock za
vzorkenje brez Suma in pri konstantneril.0. Dodan je bolj podroben
prikaz pri ve&jih m.

V nadaljevanju obravnavamo aproksimacijo na podfaglatkov s Sumom.
Sl. 5 prikazuje aproksimacijo na podlagi 20 vrednpsavnjo SumaR=0,4 pri treh
razlicnih vrednostih efektivhega dosedaJdasno je viden vpliv efektivhega dosega
na kakovost aproksimacije. Ko j@& prevelik, postanejo izbrane bazne funkcije
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nezadostne za aproksimacijo funkcije na intervedilikostnega redad?okrog take
izratuna, na katerih vzone take pomembno prispevajo k aproksimaciji (&
(14), @5), @6)). Na SI. 5 se to odrazi v preéveravnani aproksimcaiji pri najggm
d=0,4, ki ne zmore slediti nihanju aproksimirane kcife. Ko je d premajhen,
aproksimacija tezi k interpolaciji vzéenih vrednosti in zato sledi tudi nakdjum
fluktuacijam, ki so posledice Suma.

aproksimirana funkcija

60 approximated function
>t R 0.4

R 0.4 d: 0.8
41 d: 0.4 m: 20

m: 20 232

. :0.469879

al 0:1.6 o

0:0.203424

/ / R 0.4
S = d: 0.2
1L /N ya > m: 20
N\ N 0:0.8
o: 0.222022

0 1 2 3 4 5

Sl. 5: Ucinek efektivnega dosega vpliva vZoih tatk na
aproksimacijo na osnovi 20 vzmih tock s Sumom.

Videti je, da pri dani funkciji, ki jo aproksimiram izbranih vzagnih tockah

in dolaceni ravni Suma obstaja optimalen efektiven doseigkgterem je mera za
napakos minimalna. To je vidno tudi na Sl. 7, kjer je @#ana odvisnost mere za
napako aproksimacije od koliine, ki je obratno sorazmernadzGraf se nanasa na
vecjo raven SumaR=0.8) in Stevilo vzamih tatk (m=40). Za vsako ttko grafa so
uporabljene iste izmerjene vrednosti funkcije vreénth tackah. Praviloma bi morali
vrednosti na grafu povpti po ve nakljuenih izidih meritev. Graf bi v tem primeru
vseboval nakljtne fluktuacije, vendar bi bil trend podoben. Sprikazuje vzokene
vrednosti uporabljene pri Sl. 7 in aproksimacijopuallagi teh podatkov z efektivnim
dosegond, ki je blizu optimalnega.
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aproksimiranafunkcija

R 0.8 approximated functiory),
d: 0.333
4 m: 40
0. 2.67
o 0.230906
2 %o

vzorcene vrednosti /
sampled values

0 1 2 3 4 5

Sl. 6: Aproksimacija na osnovi 40 vzorih tatk z viSjo ravnjo Suma

(R=0.8).
0.7 .
0.36+
0.6 1 0.3t
0.32¢
0.5
0.3t
o
0.4 {4 0.28¢
0.26¢
0.3
0.24+
0 10 20 30 40 10 15 20 25

(%-x)/d

Sl. 7: Odvisnost mere za napako aproksimagig obratnega
efektivhega dosega za podatke s Sl. 6 s anim detajlom na desni
strani slike.

Podobno kot v primeru brez Suma dakujemo, da lahko kakovost
aproksimacije izboljSujemo z w¥anjem Stevila vza@nih tatk m. Vendar Sum
prepré&uje neomejeno hitro ¥anje natatnosti z véanjem m. To se zgodi v
obmaju, kjer amplituda Suma doseze podoben velikosed kot povpréna
aproksimacijska napaka v primeru, ko ni Suma. @daprej lahko aproksimacijsko

47



3. Zaporedne aproksimacije z omejenim korakom  3.1. Opis aproksimacijske metode

napako Se vedno manjSamo zZamem gostote vzoenja, vendar je to posledica
dejstva, da naklgne napake zaradi Suma powpmneo po ve&jem Stevilu vzoknih
tock, ki jih zajamemo znotraj obnd@ vpliva okrog vsake tike, v kateri izrdunamo
aproksimacijo.

Opisan efekt je jasno viden na Sl. 8 , kjer je s@ra napaka aproksimacije
pri razlicnih Stevilih vzoénih tock. Do pribliznom=15 napaka hitro pada z rasto
m zaradi zmanjSevanja razdalje medkmi. WEinek Suma v tem delu ni izrazit, ker
je premajhna kotina podatkov poglaviten vir nenatarosti. Pri v€jih m je
nadaljnje izboljSevanje nat&mosti omejeno z naklfinimi napakami v podatkih.
Aproksimacijske napake se d@si zmanjSujejo s povevanjem gostote vzéenja in
nakljucno kolebajo zaradi stohaste narave vzéenja. Na Sl. 8 vsaka dka na
grafu predstavlja en sam izid zajemanja podatkowskbujejo nakljine napake.
Trend p@&asnega izpovptenja napak pri pov@ni gostoti vzofenja je vseeno
razviden, ker je prikazano §e Stevilo t@k.
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|
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o ' “’I l {l ‘
0.04 l ‘l‘ h g l’y |l VA‘ 1’
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Sl. 8: Aproksimacijska napaka v odvisnosti od Stevilangath tack
pri R=0.2 in s konstantnim efektivhim dosegom vpld#b/17. Vsaka
tocka na grafu se nanaSa na en sam izid zajemanjaostd

3.1.2.2 Primer: glajenje meritev pri poskusu

Na Sl. 9 je prikazana uporaba aproksimacije po digieemenih najmanjsih
kvadratov pri glajenju signala senzorja za merjéapperature. Podatki so iz [31] in
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so bili uporabljeni za dofitev parametrov prestopa toplote in trenja med kawii z
mazanjem iz meritev pri laboratorijskem testu z@iga traku.

Test je bil simuliran z metodo kémih elementov, iskani modelski parametri
pa so bili doléeni z minimizacijo mere za odstopanje meritev oghusiranih
podatkov, definirane kot

N .t

f(p) = [ W (M (- M (p,1))" dt . (77)

j=1 = min

V zgornji enabi i tete po uporabljenikasovno odvisnih merjenih koéinah,
Mi(m) (t) je ustrezna izmerjena koiina (sila na trak ali temperatura v danék,

M ustrezna kotiina izraunana s simulacijo poskusa pri poskusnih vrednostih

iskanih parametrov iWV uteZi izbrane za posamezne vrste meritev.

Ker je bila pri numetini simulaciji uporabljena integracija s prilagodifn
korakom in zaradi merskega Suma (Sl. 9) vsebujkdimf(p) nakljutne oscilacije,
kar prepréuje winkovito uporabo numetnih minimizacijskih metod. Ta problem je
bil odpravljen z zamenjavo interpoliranih meritewgladkimi aproksimacijami po
metodi preminih najmanjSih kvadratov (neprekinjen&rta na Sl. 9). Pri
aproksimaciji je bila uporabljena kvadrata baza 18) z uteznimi funkcijami oblike
wg(r) iz (16). Efektivni doseg vpliva je bil postavljen = 0.1 s. Na ta n&in nismo
zameglili prehodnih pojavov pidasovnem poteku meritev, hkrati pa je bil vpliv
Suma dovolj izravhana (pos@n detajl na Sl. 9), da smo dobili gladko odzivno
funkcijo f, pri kateri smo lahkodinkovito dolctili minimum.

0.7 0.8 0.9 1 11
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Sl. 9: Zglajen signal (neprekinjertata) temperaturnega senzorja s
povetanim detajlom na desni strani.

3.1.2.3 Aproksimacija odzivnih funkcij pri optimizaciji

V naslednjem primeru obravnavamo optimizacijo, kigamo opravka z
odzivnimi funkcijami s Sumom. Podatki (SI. 10) gd32], kjer smo optimirali Sirino
in viSino kanala, ki je izdelan z napihovanjem, amenom zmanjSati tveganje za
nastanek razpok, ki nastanejo zaradi lokalizaciggomnacije. Naloga je bila
postavljena kot maksimizacija povrSine preseka lkan&(d,h) (SI. 10 a)) pri
omejitvi, da je tlakP;(d,h) , pri katerem se zae lokalizacija, pod predpisano mejo.
Zaradi tehninih zahtev sta optimizacijska parametra omeje8anm< d <12mm in

3mm< h< 34mm.

P [MPa]

Sl. 10: Namenska (a) in omejitvena funkcija (b) optimizsi@ga
problema izraunani z metodo kamih elementov na pravilni mrezi
20x20 t@k.

Sum v odzivnih funkcijah izvira iz numérie simulacije procesa
napihovanja, ki je uporabljena za iewa odzivnih funkcij [32]. Uporabiti je bilo
potrebno prilagodljivo izboljSevanje mreze Kaih elementov z visoko gostoto
elementov v obmf)u lokalizacije, zaradtesar bi bilo tezko zmanjSati raven Suma.
Da smo lahko poiskali optimalno reSitev, smo ngjpreacunali odzivni funkciji v
pravilni mrezi t@k. Dobljene podatke smo zgladili z aproksimacijo petodi
preminih najmanjSih kvadratov z obliko uteznih funkaiys(r), efektivnima
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dosegomad, =1mm in d, =0.1mm v smerehd in h ter kvadratnimi polinomskimi
baznimi funkcijami

f.(x)=1 f,(x)=x; fo(x)=x, f(x)=x5; fx)=xZ; f{x)= xx,(78)

Kjer jex;=d in x,=h. Aproksimiran odziv je prikazan na Sl. 11.

P [MPal ]

74y
s

d) 8
Sl. 11:Zglajene odzivne funkcije s slike SI. 10.

V [32] je bil optimizacijski problem reSen z aprak&ranim odzivom z
metodo zaporednega kvadtatga programiranja. Za to je potrebno dovolj gosto
vzorenje odziva po celotnem dovoljenem olijnov prostoru optimizacijskih
parametrov. Pri v\gem Stevilu parametrov to postane zdgleezahtevno.

3.1.3 Povzetek uporabe metode prendnih najmanjsih
kvadratov pri optimizaciji

Metoda preminih najmanjSih kvadratov je vsestranska in prildpeal
aproksimacijska metoda, ki je zaradi posebnih¢imasti uporabna pri reSevanju
Stevilnih prakténih problemov.

Za aproksimacijo ni potrebna kakSna posebna ureditoénih tock ali
particija obmdja aproksimacije. S primernimi uteznimi funkcijalahko z uporabo
razmeroma majhnega Stevila baznih funkcij aproksimo gladke funkcije na
poljubno velikem obmgu. Velikost sistema erh za dolgitev koeficientov
aproksimacije se ne poie ¢e pov€amo gostoto vzaéenja. Po drugi strani je
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slabost metode, da moramo sistem ¢bnaa dolgitev prostorsko odvisnih
koeficientov reSiti posebej v vsakicta, kjer izratunamo aproksimacijo. To v
nekaterih primerih predstavlja oviro za uporabnostode zaradi velikéasovne

zahtevnosti. Metoda je bolj primerna, kadar apnmolgsije ni potrebno iztaunati v

velikem Stevilu tok.

Pri danem naboru baznih funkcij se z aproksimddijarajo viSjefrekvertne
oscilacije glede na efektivni doseg vpliva waoh tatk, kar lahko uporabimo za
kompenzacijo vpliva Suma v vz@nih podatkih. V&i efektivni doseg pomeni
boljSe glajenje, vendar tudi slabSo zmoZnost pailagja aproksimirani funkciji.
Nasprotno z manjSanjem efektivnega dosega aprokganeedno bolj interpolira
vzorene vrednosti. Pri tem pa je potrebna previdn@gtpestane sistem ettaza
dolacitev koeficientov zelo slabo pogojen, ko se efaktidoseg pribliza redu
velikosti razdalje med vzonimi tockami ali manj. V praksi moramo dadse
primeren kompromis med opisanimginki z ustrezno nastavitvijo efektivhega
dosega glede na raven Suma, gostotoderga in lastnosti aproksimirane funkcije.
Probleme s slabo pogojenostjo lahko lajSamo z azbteznih funkcij, ki pdasneje
padajo z razdaljo od vzémih toek.

Pri aproksimaciji po metodi pregmiih najmanjSih kvadratov lahko enostavno
Sirimo obmdgje aproksimacije ali powamo gostoto podatkov s sprotnim dodajanjem
vzorenih tack, v katerih izrédunamo aproksimirano funkcijo. Zaradi tega je metoda
primerna za uporabo tudi v optimizacijskih metod&h,temeljijo na zaporedni
aproksimaciji odzivnih funkcij. Obstajajo pa v tamen tudi enostavnejSe metode
kot npr. Shepherdova metoda, veliko pa se uporahl@i aproksimacija z
nevronskimi mrezami, ki je zelo prilagodljiva oldilkaproksimacije.
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