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1 NALOGA 6A —NIHANJE

1.1Enacbe nihanja

-
-

Neduseno nihanje utezi na vzmeti opiSemo Zlema

F=m——=-kx )

Tu je m masa utezik pa razteznostni koeficient vzmeti. Ko utez pomakaeaz ravnovesne lege
vzmeti, ta deluje nanjo s silo, ki je sorazmerneniba iz ravnovesne lege. Ko jo spustimo, se zato
pricne pospeseno gibati proti ravnovesni l€g.ni trenja ali upora, utez sinusno niha:

x(t) = Asin(27v t+¢). (2)

V zgornji endbi je A amplituda (odmik od ravnovesne lege, ko utez smagf v frekvenca ing
poljubni fazni zamik, ki je odvisen od tega, kdajrzemo meritcas. Frekvenca nihala je

v=—.|—. (3)

Namesto frekvence vkrat navajamo kotno hitrosb=27v .

V opisanem harmotinem nihalu se potencialna energija vzmeti brez kizgtetvarja v
kineticno energijo utezi in obratno. V neidealnih primesth prisotne izgube — nihalo oddaja delo
okolici zaradi trenja ali upora. Nihanje je duSenoga v primeru viskoznega duSenja opiSemo z
naslednjo endo:

d? x

d x
W"'ZKE'FCLgX:O. (4)



Intenzivnost takSnega nihala pojem&som. Hitrost pojemanja je temdye, ¢im vetji je faktor « .

Vpliv duSenja je odvisen predvsem od razmefja x / a,. Pri { <1 sistem niha z malo drugyao

frekvenco od osnovne in z amplitudo, ki se postopriblizuje 0. Nad krittnim dusSenjem { >1)

se sistem eksponentno priblizuje ravnovesni legi.kRticnem duSenju { =1) je priblizevanje
ravnovesni legi najhitrejSe izmed vseh primerovsistem ne zaniha (slika).
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1.2Numeri¢no reSevanje problema

Osnovna ideja je, da diferencialno &n&. reda prevedemo na sistem dvehkileria reda.
Sistem reSimo po metodu Runge Kutta.

Odvodx pot uvedemo kot novo spremenljivko:

9X_y(y) (5)

Ko to vstavimo v prvotno eao 4), dobimo

dv
— = =2KV—af X 6
at o (6)

Enabi (5) in (6) predstavljata sistm dveh sklopljenih diferenuialeng&b. 1. reda. Z&tne
pogoje za prvotno egho, recimo

: (7)

Lahko neposredno prepiSemo wetne pogoje sistema diferencialnih &maV celoti problem
prevedemo na sistem dveh diferencialnincernh Reda z z#tnimi pogoiji:



5 V()
%/z—ZKv—ag X (8)
x(0)= A,
u(0)=0

Uvedba nove spremenljivkeima v tem primeru zelo jasen fizikalen pomen, aiyedno
tako.

1.2.1 ReSevanje sistema diferencialnih eré 1. reda z
zacetnimi pogoji z metodo Runge Kutta

Podobno kot pri reSevanju ene &op@imamo pri sistemu eélaodvode podane kot funkcijo
odvisnih in neodvisnih spremenljivk, ki nastopaj@roblemu. Zato lahko etlae zelo neposredno
izpeljemo po analogiji s primerom, ko imamo samo en&bo.

Najbolj enostavha metoda za reSevanja takSneganssije Eulerjeva, vendar Zelimo

uporabiti kakSno bolj naténo metodo. Pri metodi Runge-Kuttacuaamo priblizek za reSitev
eng&be

y'="f(xV) 9)

po naslednji formuli:

k=t x+, y+k%j (10)

(o= 22k g )

Pri razSiritvi na sistem diferencialnih eaobravnavamd kot vektorsko funkcijo. Sistem
diferencialnih enéb je lahko podan kot



(11)
Yo = Fu(% Y0 Yoo W)
z zaetnimi pogoji
¥ (%)= Yo (12)
Sistem lahko zapiSemo v vektorski obliki:
y'=f(xy). y(%)=Yo (13)

S posplositvijo metode Runge-Kutta za eno difer@nol en&bo dobimo naslednji postopek
reSevanja sistema diferencialnih &m@rvega reda:

J
ki,i:hfi XY Yo Y ), i=1..,n
k

(
,i=hft (x /2 M+k1/ Y+ 1/ e Y 1%) i=1,..,n (14)
N A T A 74 B,
(

Ky =hf(x+h y+k, p+2k,...y+ k), EL..n

= y(pe a2t gy

Po zgornjih formulah namo vrednosti neznanih funkcij doémih s sistemom diferencialnih
enab postopno v @kah x;, X2, ..., Xn. Indekse pri tdkah x smo izpustili zaradi preglednosti,

namesto tega pisenEx X+1=x+h, Yi(%)=yi=yi(X), yi(%+1)=Yi(x+h).
ZapiSimo metodo Runge-Kutta Se za za primer z dvamadama:

y'=1(xv3 %)=y

2= g(x% v 3 9= 2 4o

Iz (14) dobimo za primer n=2 naslednje &ma (namesto vektorskih koeficientky, ko, ks,
k4 uvedemo pare koeficientdy, |1, ko, |2, ks, I3, Ka, 14,):



Y(%)=%, Y%)= 3%
k=hf(xy3 I=hd xy¥

kzzhf(x+ hi 2, y+%, Z'FV) }= h{ x*%, S*k/z, i%j
k—hf(X+ 5 y+k/ z 7 2) !'hﬁ("*%’ k/2’ /) (16)

G=hf(xhyek 20 b=hdr by k 2
y(x+ ) = ypg(h+2@;2&+&ﬁmxﬁ)

o(xe )= f ¢ L2t A

Zgornje endbe lahko neposredno uporabimo pri reSevanju sistduedn diferencialnih
enab. Druga moznost je, da sprogramiramo bolj splafiebodo za reSevanje poljubnega Stevila
diferencialnih enéb 1. reda po formulahl@) in to metodo uporabimo za primer, ko stacbna
samo dve. Prvi riian je nekoliko laZji za implementacijo, zato pamgim na&inom dobimo bolj
splosno metodo, ki jo lahko uporabimo za&jv@abor sorodnih problemov. Pri reSevanju naloge
bomo ubrali drugo pot.

1.3Programska resitev

Resitev naloge je v projekttsharp/gresovnik/03_DifferentialEquations

Glavni program je v datoteki ProgramDifferential.ceetoda Runge-Kutta za sisteme
diferencialnih ené 1. reda z zsnimi pogoji pa je vRungeKutta.cslz datotekeOOlibrary/
Odefinitions.cse uporablja definicija delega®zalarFunction

V  razredu ProgramDifferential (datoteka  ProgrambDifferential.cs) projekta
DifferentialEquationsse nastavijo vsi parametri problema, v metddin se poZzenejo iztani in
na koncu izriSejo rezultati (ti se izpiSejo tudi kwnzolo). Za riasnje grafov je uporabljena zunanja
knjiznicaZedGraphiz csharp/external

1.4Rezultati

Na sliki spodaj so rezultati za Stiri nihaje s koehtom dusenjax = 0,1. Stevilo
podintervalov na vsak nihaj je 40.



Izris parametriénih krivulje (X(t), Y(t))
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1.4.1 Preverjanje natan¢nosti in zanesljivosti metode

Pri Stevilnih numetinih postopkih obstajajo koristne ocene za velikugpak. Te lahko
uporabimo za to, da zagotovimo nataost zeljenih rezultatov. Pri bolj kompleksnih pystih je
poleg teoretinih ocen napak pripotyivo uporabiti Se dodatne preizkuse uporabljenibtod. S
tem preverimo tudi pravilnost implementacije po&mpin velikokrat odkrijemo odstopanja, ki bi
jih tezko teoretino napovedali.

Natartnost metode je vedno dobro preveriti s problemojer je reSitev zelo nat&no
znanana.Ce ni duSenjasx = 0), je reSitev periodno harmonino nihanje, vendar ima potem
problem v marsiem drugé&ne lastnosti.

V tem primeru £ = 0) lahko na primer preverimée amplituda izr&unanega nihanja po
veliko nihajih znatno odstopa odcedne in ali se morda ustvarja fazni zamik. Pri rdifeialnih
enabah se napake metode akumulirajo, podobno konhfegraciji, zato je preverjanje nataosti
po veliko nihajih lahko dober preizkus metode. Vanga vsebuje problem neduSenega nihanja
precej simetrijg kar bi lahko bilo razlog za to, da se napake sab skozi nihaje tudi uhijejo.

To je povezano z izjavo iz prejSnjega odstavkase@laarava problema spremete, odvzamemo
duSenje. Vsekakor se moramo zavedati vsaj teganalane napake pri neduSsenem nihanju ne
pomenijo nujno, da bi dobili enako majhne napakemotnem problemu.

Na spodniji sliki je prikazano neduSeno nihanje @0 fhihajev ¢t =100[2/7). Relativha

napaka pomika pos totem nihaju je reda velikost,, 10i rasunanju smo uporabili 100 voziifia
nihaj.

1V praksi velikokrat izkori&jo povezavo med fizikalnimi zakoni in metodo redfga problemov. Pri simulaciji
mehanskih sistemov na primer obstajajo metodeatdnino ohranjajo energijo, gibalno ali vrtilno k&ho.



Izris parametriénih krivulje (X(t), Y(t))
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9989: t = 627,564548481097, x(t) = 0,72890979888364
9990: t = 627,627380334169, x(t) = 0,77045806678250
9991: t = 627,690212187241, x(t) = 0,8089656894 2505
9992: t = 627,753044040312, x(t) = 0,84428069489908
9993: t = 627,815875893384, x(t) = 0,87626371103077
9994: t = 627,878707746456, x(t) = 0,90478851548272
9995: t = 627,941539599528, x(t) = 0,92974253394566
9996: t = 628,0043714526, x(t) = 0,951027284307804

9997: t = 628,067203305671, x(t) = 0,96855876544848
9998: t = 628,130035158743, x(t) = 0,98226778853231
9999: t = 628,192867011815, x(t) = 0,99210025042535
10000: t = 628,255698864887, x(t) = 0,9980173460858
10001: t = 628,318530717959, x(t) = 0,9999957250865

Drug zanimiv preizkus metode je lahko reSevanjecmaduSenega nihanja po veliko
nihajin. Amplituda nihanja pri duSenju eksponentpgiema, zato se intenzivnost nihanja po
velikem Stevilu nihajev dragtio zamnj$aCe se izrauni dobro ujemajo z analiio resitvijo po
veliko nihajih, je to dobra referenca za zanesftvineode. Spodnja slika prikazuje raano
duseno nihanje po 100 nihajih (pod sliko je Sel@kadnjih izrgunanih pomikov). Amplituda v
tem¢asu pade na priblizno T0zasetne. Pri raunaniju je bilo spet uporabljenih 100 voiliga vsak
nihaj.



Izris parametricnih krivulje (X(t), Y(t))
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t
9981:t =627,061893656523, x(t) = -1,203712954494524
9982: t = 627,124725509595, x(t) = -1,06622666188544
9983: t = 627,187557362666, x(t) = -9,2540679449&1 55
9984: t = 627,250389215738, x(t) = -7,8182824336&115
9985: t = 627,31322106881, x(t) = -6,360731491663928
9986: t = 627,376052921882, x(t) = -4,88728570086045
9987:t=627,438884774954, x(t) = -3,40384140388985
9988: t = 627,501716628025, x(t) = -1,91629734666205

9989
9990
9991
9992
9993
9994
9995
9996
9997
9998
9999

 t = 627,564548481097, X(t) = -4,305314593G8486
 t = 627,627380334169, X(t) = 1,0476221405E913
 t = 627,690212187241, X(t) = 2,5123958254E252
t = 627,753044040312, x(t) = 3,95811073226054
:t = 627,815875893384, X(t) = 5,37919854746465
 t = 627,878707746456, X(t) = 6,77022272216418
:t = 627,941539599528, X(t) = 8,125899034 18965
 t = 628,0043714526, x(t) = 9,441115423919BE-1
:t = 628,067203305671, X(t) = 1,07109510268967
:t = 628,130035158743, X(t) = 1,19306943365914

1 1=628,192867011815, x(t) = 1,3095860427€018




10000: t = 628,255698864887, x(t) = 1,4202207183&184
10001: t = 628,318530717959, x(t) = 1,52457504658104

1.4.2 Konvergenca metode

Napako metode lahko velikokrat dobro ocenimo tal@pogledamo, kako se razlike med
zaporednimi rezultati manjSajo, ko manjSamo koikimanja oziroma w&@&mo Stevilo iteracij pri
iterativnin metodah. Pristop temelji na tem, da imetoda dolden red konvergence, ki se v neki

A e

Pri metodi Runge Kutta 4. reda je napaka v posaemezikoraku redah’, celotna
akumulirana napaka pa je reda rédaRecimo, da pri tej metodi manj$amo dolZino koraka
geometrijskem zaporedju (npr. vsakiaypolovimo korak) in primerjamo iztanane vrednosti
iskane funkcije pri doltenemcasu. V limiti zaradi 4. reda konvergence velja edsja en&ba za
napako:

E(h)=R(H- R= Kh, (17)

kjer je K neznana konstanta. V zgornji €hgje h korak uporabljen pri nume&nem postopkuR je
numerina resitev problema pri dalenem korakuR je natatina reSitev problema (ki je velikokrat
ne poznamo, ker problem ni anailito resljiv),E(h) pa je napaka numeérie reSitve pri danem
koraku. Iz tega dobimo:

E(%) = K(%)4 :% Kh' . (18)

Za razliko napak pri izbranem in poléwem koraku potem velja
h h 1)_15 15
E(h)-E = |= - R—|= KA[1-=|== Kh== : 19

Iz tega lahko dobimo oceno napake pri korékiko imamo priblizka izrdunana po numetnem
postopku enkrat s korakomin enkrat s korakorh/2:

E(h)zi—g(R( - ;{DZD (20)

Vidimo, da gre napaka v danem koraku proti 16/18ika med rezultatom pri danem koraku in
rezultatom pri polovinem koraku. Lokalno torej napaka pri di#ai dolzZini koraka ni veliko wga
kot razlika med izr&unano vrednostjo pri danem koraku in vrednostjo gmliovicnem koraku.
Zgornjega rezultata pa ne moremo kar na slepo bpgprampak se moramo prepati, da je
izratunan rezultat pri izhodi®em korakuh Ze dovolj blizu reSitve, da metoda hitro konveagiri
zmanjSevanjtn in lahko vzamemo, da e#fza (17) dovolj dobro velja s konstantnim koeficient&m
(to je bila predpostavka pri izpeljavi, velja pdimiti). To vidimo tako, da vekrat zapored dvakrat
zmanjSamo korak metode & je @itno, da rezultati konvergirajo v skladu z redommkergence



(torej, da gre razlika izeananih vrednosti dovolj hitro proti 0), lahko fortawporabimo za oceno
napake. UposStevati je treba tudi, da koraka ne morgoljubno zmanjSevati, ker pri nekem koraku
za’nejo zaokrozitvene napake prevladovati nad napaiimae (ocena velja za slednjo) in postane
ocena neuporabna, poleg tega se tam celotna napata povéevati z nadaljnjim zmanjSevanjem
koraka, tako da to nima ¥smisla.

Ce vekrat zaporedoma zmanj$amo dolZino koraka za padpe blizu resitve tudi razlike
med zaporednimi izeaini manjSajo podobno kot napaka. 1z&wea(19) izlugimo

R(h)—F{%Jz% KH. (21)

Ce isto en#&bo zapisemo za desetkrat manj3i korak (tordj/2anamesto zh), dobimo

(1) )25 ) - 2t -
2 2 16 2 16 16

Z deljenjem obeh erh dobimo
)L gpe g0
)z - 43 -

Iz povedanega lahko izltino strategijo za oceno napake metode, ki jeckipga pomena
za prakttno uporabnost numenega postopka. Najprej reSimo problem z zmernoimmlkoraka,
za katero po alutku pricakujemo, da bi nat&nost lahko bila blizu zahtevane.dNiudega ni¢e se
pri tem precej uStejemo, ker bomo to ugotovili \dalgnjem postopku. Nato problem Seckmat
zaporedoma reSimo z &e natarnostjo, pri ¢emer vsaki zmanjSamo korak za enak faktor.
Uporabimo lahko kar faktor 2, v tem primeru veljateeni 0) in23), vendar lahko podobne ocene
izpeljemo tudi za uge faktorje. Na splosno velja, de se pri metodajega reda spta uporabiti
man;jSi faktor (npr. 2 ali 4 pri metodah 4. reda), ppetodah nizjega reda padye(npr. 10 pri
metodah 1. reda). Ko manjSamo korak, primerjambkemed zaporednimi rezultati. Ko je vidno,
da se razlike manjSajo v skladu z #8ma23) (0z. ustrezno spremenjeno &maza metode drugih
redov ali za druggen faktor zmanjSevanja koraka), lahko uporabima@lema@0) za oceno napake.
Ko je ocenjena napaka pod zahtevano, lahko postopekjSevanja koraka ustavimo in uporabimo
dobljeno reSitev skupaj z oceno napake.

V praksi koraka ne moremo poljubno zmanjSevati karzaradi zaokrozitvenih napak, ki se
v nasem primeru povajejo z izboljSevanjem natamosti metode (torej z zmanjSevanjem dolzine
koraka), ker se s tem pawge Stevilo osnovnih aritmetih operacij, ki prispevajo k
zaokrozitvenim napakam. Ko velikostni red zaoknoaih napak postane primerljiv z velikostnim
redom napake metode, ocen20) in 23) ne drzita v& in tudi nima smisla nadalje zmanjSevati
koraka, ker s tem ne pridobimo pri nataosti. Ko dosezemo mejni velikostni red koraka, pri

1V tem dokumentu je ocena za napako samo izpeljanadejansko uporabljena. V pditu za koréno nalogo bi na
tem mestu sledila tabela iztmanih vrednostih pri raziih korakihh za izbrano Steviléasov in bi bila podana ocena
napake na podlagi tabele.



omenjenem postopku, navadno jasno vidimo po tensedeazlike med rezultati ne obnaSajgé ve
priblizno v skladu z erido (23). Problem lahko nastang ze z&nemo s premajhnim korakom.
Zaradi tega se spla v okviru preverjanja metode vednaieth z razmeroma velikim korakom in
korak zmanjSevati vse do meje, ko zaokrozitveneak@prevladajo nad napako metode, to
dopuga hitrost réunalnika.

1.4.2.1 Opomba: konvergenca pri metodah nizjega reda

Podobno izpeljavo lahko naredimo tudi za metod@hmigdov. Za Eulerjevo metodo, ki je
1. reda, imamo

E(h)=R(hH- R= ClI, (24)

iz ¢esar lahko izpeljemo oceno za napako

E(h)zz( R(H- '{ED (25)

Ocena je podobna kot za metodo 4. reda, le z nmarfigditorjem. Problem pri metodah niZjega reda
pa je v tem, da se napaka ne zmanjSuje dovolj ,hkm manjSamo dolzino koraka — pri
razpolovljenem koraku se zmanjSa le za polovicogtera ko se pri metodi 4. reda zmanjSa za
cetrtino. Zato je tu tezje preveriti, ali je trenukorak Ze v obmg&u dovolj blizu reSitve, ko lahko
neznani koeficienK vzamemo za konstanten in tako dovolj dobro velagdpostavka uporabljena
pri izpeljavi enébe @5).

Pristop, ki ga lahko uberemo pri metodah nizjegarge, da reSitev iz¢éanano pri danerh
primerjamo z resitvijo pri Wkrat razpolovljenem koraku, oziroma (kar je ekveraho) z reSitvijo
pri koraku, ki je zmanjSan za gjefaktor (to lahko seveda naredimo tudi pri metodéSjega reda,
vendar velikokrat ni potrebe za to in lahko prihnao ratunskicas,¢e uporabljamo manjsi faktor).

Ce npr. trikrat zmanjSamo korak za faktor 2, je kwiealentno enkratnemu zmanj$anju
koraka za faktor 8. Priblizno za enak faktor se pri metodi 1. redwnj$a napak&e smo dovolj
blizu resitve, da priblizno velja etiza 25) s konstantnim koeficientok. Ce zmanjSamo korak $e
dvakrat (torej za faktor 16), dobimo z metodo Har@odobno zmanjSanje napake — za faktor 16 —
kot pri metodi 4. reda ob razpolovitvi dolzine kiosa

Sedaj poglejmo, kaj se zgodi pri metodi 1. redastk® dovolj blizu reSitve in zmanjSujemo
korak za nekoliko wgi faktor, npr. vsaki za desetkrat. Iz etlae @5) vidimo, da se pri vsakem
zmanjSanju koraka za faktor 10 tudi napaka zmamgséaktor 10. Ustrezno se zmanjSujejo tudi
razlike rezultatov med zaporednimi zmanjSevanjiaka; zato je bolje vidno, kdaj dosezemo
obmaije, ko lahko uporabimo etilao 25) s konstantnim koeficientoi. Na ze znani r@n lahko
izpeljemo tudi en&o za oceno napake v tem ohifjuo

E(h)=R(hH- R= Ct, (26)

E(%o)=c(Md=35E(M - @7)



E(h)—E(%j: R - FE%): Cﬁl—%)j:%()c#—io(i)ﬂ (28)

E(h)z%)(R( - {%D (29)

Ocena je podobna kot v etth @0) in 25), le z drugimi faktorji.

Ce vekrat zaporedoma zmanj$amo dolZino koraka za desetblizu reSitve tudi razlike
med zaporednimi izeani manjSajo podobno kot napaka (izpeljava je ppebbna kot pri metodah

viSjega reda):
(oo 43

Strategija za oceno napake metode je podobna kaohgindah viSjega reda: @@emo pri
nekem zmernem koraku, zmanjSujemo dolzino korakalaani faktor in primerjamo razlike med
zaporednimi izréauni pri razlénih dolzinah koraka. Razlika je le v tem, da je metodah nizjega
reda navadno bolj smiselno zmanjSevati korak zg vaktor kot pri metodah viSjega reda. Pri
metodi niZjega reda moramo namrkorak zmanjSati za v@ faktor, da dosezemo podobno
zmanjSanje napake metode oz. razlike med zaporedemumtati kot pri metodi viSjega reda.

2 DODATNA DOMA CA NALOGA — VSILJENO NIHANJE

Pri vsilienem nihanju delujemo na nihal@asovno odvisno zunanjo sik (t). Vzemimo,
da se sila periodno spreminja na naslednjifia:

F(t)= Fosin(a)f (t)) (31)

V tem primeru dobimo naslednjo &h@ za gibanje vzmetnega nihala:

d? x

_ d x .
mdt2 =-k X—KE+ Igsm(a)f t). (32)

lzratunaj amplitudo takSnega vsiljenega nihanja vzmetmelgala po 100 periodah zunanje
sile pri kotnih frekvence vsiljenega nihanja

w;, =y k. (33)



zak,=1,2 in n=-5,-4,-3,...,3,4,. Pri tem jew, lastna kotna frekvenca vzmetnega
nihala,

ah =y —- (34)

Podatki so naslednji:

m=1 kg

k =100 N/m

k =0,1 kg m/s
Fo=10N

Zahtevane amplitude oceni tako, da najprejciznas pomik utezi nihabg(t) v ¢asu od 0 do
200%) (100 period zunanje sile), nato pa ges prvi lokalni ekstrem od zadnjega @raanega
f

pomika proti¢asu 0. Absolutno vrednost tega lokalnega ekstrerames za zahtevano amplitudo.

Pri reSevanju diferencialnih effa vsako periodo nihanja zunanje sile razdeli vsaj60
podintervalov. Fina delitev je potrebna tudi za mobceno ekstrema, saj pomke &mamo le v
vozli&ih. Druga moznost bi bila uporaba interpolacije @cenjevanju ekstremov, to pa je malo
bolj komplicirano.

Koristne povezave:
http://en.wikipedia.org/wiki/Oscillation
http://en.wikipedia.org/wiki/Harmonic_oscillator
http://www.cmt.phys.kyushu-u.ac.jp/virtuallab/phylsysmath/decrease-e.htmi




