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1. Nekatere metode za reSevanje navadnih diferencialnih egh

1.1 Diskretizacija

Fizikalne zakone olBajno zapiSemo v obliki diferencialne @ee. Pri preprostih problemih znamo
reSitev poiskati analitino; Ze pri nekoliko bolj realistnih primerih pa to ni vé mogde in tedaj nam
ostane le numetno reSevanije.

Najprej na kratko predstavimo postopek nuroeeiga reSevanja diferencialnih éban v nadalje-
vanju nekatere najpreprostejSe metode, prilagojenetraalizvrstem enéb. Za zgled vzemimo kar
enabo za nihanje telesa z masma vijatni vzmeti s konstanté:

d’s

=—k li — = —ks. 1
ma s ali mdt2 s (D)

K eng&hi sodi Se zéetni pogoj; obtajno je podan Z&tni odmiksy in zatetna hitrosty.

1. Na z&etku prepiSimo eri@do vbrezdimenzijsko oblikoPri naSem zgledu bi utegnila biti pri-
merna izbiray = s/, €e lesp # 0, inx = wt, w = /k/m.

2. ResSitev isemo v obliki tabele, ki podaja vrednosti odvisne spremenljivke (spremenljivk) v iz-
branih t&kah:s = s(t;). Tocket; dobimo tako, da intervalp, ty] razdelimo naN podintervalov.
Obicajno vzamemo, da sotke porazdeljene ekvidistantng:=i-h, i =0,...N, h je korak,
h= (tn —to)/N, vseh t@k pa je seveddl + 1.

3. Vedno i&emo lepartikularno reditev; ta je doldena zrobnimi (zatetnimj pogoji. Stevilo
pogojev mora biti enako redu ettze.

4. \elika ve&ina numertnih metod je namenjena reSevanju @nprvega reda To pravzaprav
ni nikakrSna omejitev, saj je moge poljubno enébo n-tega reda prepisati v sistemenahb
prvega reda. Pri naSem zgledu éba (1) prepiSemo v sistem ita

ds dv k
dt ’ dt m @

5. Diferencialno enébo prepiSemo diferencnoenabo. Postopek ni end@en in razltne sheme

vodijo do boljSih ali slabSih numdmih algoritmov. Dober algoritem j@cenin stabilen

V nadaljevanju predstavimo nekaj najbolj pogostih shem. Zglede bomo napisali v programskem
jeziku Pascal, ki je v Soli najbolj razSirjen programski jezik. Turbo Pascal, ki ga najdemcima ve
osebnih raunalnikov, tudi omogéa enostavno delo z grafiko, kar nam bo priSlo Se posebej prav
pri pisanju demonstracijskih programov. Fiziki sicer Se vedno najbolj uporabliamo FORTRAN, ki
je najprimernejsi za pisanje velikih programskih paketov, kjer je @Gtfla hitrost izvajanja in raba
velikih polj. Resnih projektov seveda ne piSemo v BASICu; za pisanje Solskih demonstracijskih
programov pa utegne biti zelo priten.

1.2 Diferencialne en&be prvega reda (enébe hoda)

Najbolj preprosta shema, ki prevede diferencialnoteoav difereno, jeEulerjeva metodalzpe-
liemo kar iz obtajne definicije odvoda, tako da v

dy
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odvod v t&ki x; nadomestimo z znanim izrazom

yoi+h) —y(x)  Viea-¥i .,
h == +h —f(leyl)v (4)

od koder takoj razberemo uporaben postopek

Yirr=Yi+h-f(x,vi), (5)

saj z&etno vrednosy, poznamo iz zéetnega pogoja.

Kako je z naténostjo metode?Ce v @) izrazy(x; + h) razvijemo po Taylorju dalena sh?,
vidimo y(x + h) — yiz1 = 3y’(x)h?. Priblizek Q) za odvod je tem boljE&im man;jsi je korakh.
Napaka je sorazmernah$; za tak3no metodo pravimo, dagevega redaV splo3nem velja, da je pri
metodin-tega reda napaka sorazmerri@st. Pritakujemo torej, da bomo z manjsim korakom dobili
nat&nejSi rezultat. Vendar si premajhnega koraka ne moremo gitzo®roblem ni le v€asovni
zahtevnosti, ampka predvsem v zaokroZitvenih napak purmanju. Pri enébi prvega reda zato prej
ali slej dobimo primes reSitve, ki eksponentno néeasStabilnost lahko pogamo,Ce r&unamo v
dvojni natagnosti, vendar to ugasni hitrost réaunanja.

Red lahko izboljSamo psredinski metodipri kateri izraz[(#) nadomestimo z

yoi +h) —yi—h) _ Yiri—¥ia
2h 2h

= f(x. ) - (6)

Hitro se lahko preptiamo, da je napaka sorazmerri& sMetoda je natainej$a od Eulerjeve, vendar
zelonestabilnain zato prakttno neuporabna.

Zaresno delo namesto Eulerjeve metode izberemo boljSo metodo, na primer metodo Runge-Kutta
Cetrtega reda. Zgled za uporabo metode predstavimo v Dodatku. Pregdapremakne reSitev
(n-terico iskanih funkcij) za en korak naprey;(x) — vi(x+h), i = 1,...,n. Na vhodu moramo
podati vektor vrednosti odvisnih spremeljivi, [l . .n]) in njihove odvode dydx [1. .n]) pri X, Ste-
vilo spremenljivk ¢), vrednost neodvisne spremeljivke) {n korak ¢); na izhodu dobimo vrednosti
(yout [1..n]) pri x+ h. Glavhemu programu, ki Kie procedur®k4, moramo dodati Se proceduro
DERIVS, ki izraCuna odvode v trenutni &ki. Vhod te procedure je vrednost neodvisne spremenljivke
x in vektor vrednosti neodvisne spremenljivkEL . .n]; izhod pa vektor odvodogydx[1. .n]. Pro-
ceduroRrk4 torej klicemo v zanki; pred klicem moramo iZnanati odvode v zzetni taki (poklicemo
procedurd@ERIVS).

Enabe prvega reda stamo v fiziki pri problemih segrevanja (ohlajanja), praznenju kondenza-
torja, absorpcije, radioaktivnih razpadav

Obdelajmo primetasovne odvisnosti temperature majhnega, dobro prevodnega telesa, ko lahko
zanemarimo krajevno odvisnost temperature: diferencialndbendobimo iz energijskega zakona.
Vzemimo primer zarilne nitke, ki jo grejemo s tokom (gl. knjigo Matertadi naloge iz fizike), le da
bomo namesto izmetgmega toka uporabili tokovni sunek iz kondenzatorja:

dT 2 2t
me. - =R -exp(RC> —oST. (7)
Z vpeljavo brezdimenzijskih spremenljivk dobimo enoparamatriengbo
dy
—=a- —2X)—y".
4 = & &A= y* (8)

Zanemarili smo sevalni tok, ki ga nitka prejema iz okolice, zato se bo temperatura po dovolj dolgem
Casu poljubno priblizala absolutniatic to pomeni, da reSitve ne kaZe €lg@redolgo. Da se izognemo
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tudi prer&unavanju zéetne temperature, nas bodo zanimali samo zelnirtokovni sunki, ko lahko
zatetno notranjo energijo nitke zanemarimo. K &vigfg) velja torej z&etni pogoju(x = 0) = 0.
NajpreprostejSi program v Pascalu je videti takole:

program Nitka;

VAR
Xn, x, y, h, a : Real;
i, n : Integer;
BEGIN
a :=4;
Xxn := 2;
y = 0;
write(’Vtipkaj korak h >’);
Readln(h);
n := round(xn / h) + 1;
FOR i:= 1 TO n DO BEGIN
X :=h *x i;

y =y + h x (axexp(-2xx) - sqr(sqr(y)));
Writeln( x:9:3 , y:9:4 )
END {FOR};
Readln;
END {Nitka}.

Neodvisna spremenljivkatece med 0 inx, = 2. Stevilo delitvenih tok (n) izratunamo iz vrednosti
korakah, ki ga preberemo. Ker zaporednil€kone shranjujemo, vrednosti xan y piSemo kar preko
starih vrednostiCe jih Zelimo shraniti v poljk[1..n+ 1] in y[1..n+ 1], napiSemo:

y[1] := 0;
x[1] := 0;
FOR i := 1 TO n DO BEGIN
x[i+1] := h * 1i;
y[i+1] y[i] + h * (axexp(-2*x[i]) - sqr(sqr(y[il)))
END;

Se prej moramo v glavi programa definirati obe polji. Rezultate je lep3e podati Srgmatiiki; zgled
za uporabo grafike v Turbo Pascalu je predstavljen v Dodatku.

1.21 Naloge

1. Pri zgledu z nitko ugotovi, kolikSen korak je potreben za dovoljGradaa&unanje (na primer
na 1 %).

2. Program priredi tako, da p@8 in izpiSe maksimalno temperaturoGas, ko nastopi.
3. lzr&unaj in graftno prikazi druzino reSitev za ragtiea.

4. Pri zgledu uporabi Se metodo Runge Kutta.
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1.3 En&be drugega reda (Newtonov zakon)
1.31 Gibanje v enirazseznosti

Ce se omejimo na gibanje vzdolZ ene same koordixaipise gibanje masnettke v polju sil enéba
drugega reda:

d’>x F
@—m—f(t,X,V)- 9)
Enaba je enakovredna sistemu éharvega reda
dx dv
a_v, pm = f(t,x,V) . (20)

Uporabimo lahko Eulerjevo shenid (6), Se raje pa metodo Runge Kutta, saj nas pogosto zanima obna-
Sanje sistemov tudi pri daljSitasih.

Kadar silaF ni odvisna od hitrosti, obstaja za gornji sistem poleg standardnih metod tudi posebna
trapezna shema, ki je presenetljiv@éma in periodino stabilna

X(t+h) = x(t)+hut+3h),
u(t+%h) = u(t—%h)+hf(x(t),t). (11)
PomoZzna spremenljivkaje le slaba aproksimacija za hitrost, Se najbliZe ji je v vmesrihkab f/2),

zato jo tja tudi piSemo. V resnici je zgolj prva diferenca. Sistem|(I]L) je pravzaprav ekvivalenten
shemi, ki jo dobimoge drugi odvod V{(9) aproksimiramo z

X(t+h) —2x(t) + x(t —h)
h2

=ft.x), (12)

od koder dobimo
Xir1= 2% —%i_1+h?fi i=ft,x). (13)

Sistemu |(1] .) je mogte e zviati red od (h%) naO(h ), ceClenu f dodamo Se 1/12 njegove
druge diference (metoddumerov

h2
Xit1 = 2% —Xi—1+ 2(f|+1+10f|+f| 1) (14)

Shema sedaj ni weeksplicitna, saj jdi1 lahko nelinearno odvisen og, 1. Pomagamo si z iteracijo,
tako da drugo diferenco najprej ocenimo, nato pa zaregun@mo.

Velja Se opozoriti, da pri zagonu sheme](11) [ali| (14) potrebujemo vrednost reSitiasob/2
(v(h/2) oziromah (x(h)). (Zaetni pogoj podaja odvod (hitrost) le d@asut = 0.) NajlaZje si po-
magamo tako, da reSitev razvijemo po Taylorju oke# O; pri tem moramo vzeti vsaj tolikblenov,
kolikor je red metode. V izrazu

x(h) = x(0) +hX(0) + $h?X"(0) +...+ L h"xM(0) +... (15)
dobimox(0) in X (0) iz zatetnega pogoja, viSje odvode pa maamo takole:
x"(0) = {2 = F(t,x(0),X(0),...,x"2(0)) . (16)

1.32 Naloge

1. Pri problemu duSenega nihanja nariSi potek kimetj proznostne in celotne energije nihala.
Preverige celotna energija pada kot?. Dologi odstopanja.

2. Obdelaj matematno nihalo, tako d&len sinp obravnavas ttno, brez olitajne aproksimacije
za majhne kote.
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1.33 Gibanje v dveh razsezZnostih

V sploSnem opiSe gibanje masnéke v polju sil diferencialna ehda drugega reda

d’r F

@—a—f(tar,V)a (17)
ki je enakovredna sistemu eitaprvega reda

dr dv

pr v, i f. (18)

Vektorski zapis seveda pomeni, da imamo opravka s (sklopljenim) sistemdii za&sako kompo-
nento vektorja posebej.

NajpreprostejSi primer je poSevni met. Pri nuniagm reSevanju lahko brez teZav vKijono upor
zraka, ki je obtajno odvisen od kvadrata hitrosti telesa.

Se bolj zanimiv in zahteven je iztan trajektorije satelita, ki se giblje v gravitacijskem polju, na
primer Zemlje in Lune. ZapiSimo jih za nekoliko poenostavljen primer, ko ne upoStevamo kroZenja
Zemlje in Lune okoli skupnega teZid. Velja

d?r KMzr  KM.r’
@@ s
Ce jeMz masa ZemljeM, masa Lune imz_ vektor, ki sega od sredid Zemlje do sred& Lune. Z

izbiro novih spremeljivk (razdalje merimo v Zemljinih polmeiz, hitrosti pa s hitrostjo kroZenja
satelita tik nad povrSjem Zemljg = \/gR; = /KMz/Rz ) dobimo sistem eréb:

r'=r—rz, (19)

da
du X (X—rzL)
a - 3 Y 3
VXY (X=TzL)? 4y
vy
da
dv y y
— = - -y . (20)
N

Enatb ni tezko razsiriti tako, da upotevamo 3e kroZenje Zemlje in Lune okoli skupnegzate@ié
se postavimo v vrid se sistem, moramo vklfiti Se centrifugalno in Coriolisovo silo.) V primeru
stattnega polja se ohranja vsota kirdete in potencialne energije; to pa nicvees v realistinem
primeru. Tedaj lahko pride do zanimivega pojava, ko sistem obeh planetov izstreli satelit izven obmo-
Cja svoje teznosticeprav je zéetna hitrost satelita manjSa od druge kaamei hitrosti. Do takSnega
pojava lahko sicer pride tudi zaradi nunirih nestabilnosti v stathem primeru, ko se satelit pre-
vet pribliza izvoru gravitacijskega polja. Zato je smiselno vpeljati &@s razseznosti planetov in
ratunanje prekiniti, ko satelit trégna povrsje planeta.

Pri resnih r&unih te vrste izberemo metodo Runge Kutta s spremenljivim korakom. Korak se
avtomattno pové&a, ko se satelit giblje po pohlevni krivulji d@igrat od planetov, in se zmanjSa, ko
pride v blizino m@&nega gravitacijskega polja.

1.34 Naloge

1. ZapiSi enébe za poSevni met z upoStevanjem upora zraka in jih reSi z Eulerjevo metodo. Raz-
iSCi, kako se spreminja optimalni kot meta v odvisnosti od koeficienta upora. (Najprej preveri,
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¢e dobis pravilno resitev v primeru, ko ni upora. Tudi tu velja paziti, da bo imela zaviralna sila
vedno nasprotno smer hitrosti. Komponento v vodoravni smeri napiSent§ kot-b|v|vx =

—by/VZ 4V vx.)

1.4 Zgled: Tiri satelitov z metodo Runge-Kutta

Program Orbite;

USES Graph, Crt;

CONST
Pot = ’C:\TP\BGI’; h = 0.1; wvisina = 0.2;
TYPE
glnarray = ARRAY [1..4] OF real;
VAR
GD, GM, ix_max, iy_max, i, N , s_x, s_y, ix, 1y, j : Integer;
x, v.O , £ x, f_y, r, r3 : Real;
y, yout,dydx : glnarray;

PROCEDURE Vk1ljuciGrafiko;

BEGIN
DetectGraph(GD, GM);
InitGraph(GD, GM, Pot);
GetMaxX;
iy_max := GetMaxY;
s_x := iy_max DIV 4;

ix_max :

s_y := iy_max DIV 2 ;

SetBkColor (Blue) ;

f_y:= 0.1 * iy_max;

f_x:= 0.1 * iy_max;

SetFillStyle( 1 , Green );

FillEllipse( s_x, s_y , round(f_x), round(f_x) ) ;
END{VkljuciGrafiko};
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PROCEDURE derivs(x:real; y:glnarray; VAR dydx:glnarray);

BEGIN

r := sqrt( sqr(y[1]) + sqr(y[21));

r3 =T kT % T

dydx[1] := y[3]; {dx /dt =v_x}

dydx[2] := y[4]; {dy /dt = v_y }

dydx[3] := - y[1] / r3; {dvx/dt=Fx=-x/1r31}

dydx[4] := - y[2] / r3; {dv.y/dt=Fy=-y/ 3}
END{derivs};

PROCEDURE rk4(y,dydx: glnarray; n: integer; x,h: real; VAR yout: glnarray);

END{rk4};

BEGIN{orbite}

VkljuciGrafiko;

REPEAT
SetColor (White) ;
OutTextXY(5,5, hitrost [.8 - 1.2, O=stop] =’);
GotoXY(40,1); Read(v_0);
SetColor( LightRed );
IF v_0 > 0 THEN BEGIN

y[1] := - (1 + visina); { x(0) }
y[3] := 0; { v_x(0) }
y[2] := o0 {30 3
y[4] := v_0; { v_y(0) }
N := round(100 / h) + 1;

x := 0;

ix := round(y[1]*f_x) + s_x;

iy := round(y[2]*f_y) + s_y;
MoveTo(ix, iy);
FOR i:= 1 TO N DO BEGIN
derivs(x,y,dydx) ;
rk4 (y,dydx,4,x,h,y);
X := X + h;
ix := round(y[1]l*f_x) + s_x;
iy := round(y[2]*f_y) + s_y;
LineTo(ix,iy);
END {FOR};
END {IF}
UNTIL v_0 <= 0;
CloseGraph;
END {orbite}.
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2. Numericni izracun Fourierove transformacije

Pri numer€nem izr&unavanju Fourierove transformacije

A = %/OT h(t)exp(2minvt)dt, v=_= (21)

h(t) = i Anexp(—2rinvt) = Ag+ i(AnJrA_n)cosvat—i(An_A_n)sianmvt (22)

n=—oo
je funkcijah(t) obiCajno predstavljena s tablico diskretnih vrednosti
he =h(ty), tk=KkA, k=0,1,2,..N—1. (23)

Pravimo, da smo funkcijo vzoili z vzorcno gostoto 1A. Za tako definiran vzorcu obstaja naravna
meja frekvelnega spektra, ki se imenujdyquistova frekvencaf. = 1/(2A): harmonéni val s to
frekvenco ima v nasi vzéni gostoti ravno dva vzorca v periodCe ima funkcijah(t) frekvertni
spekter omejen na intervat fc, fc], potem ji z vzo€enjem nismo odvzeli Giinformacije: kadar pa
se spekter razteza izven intervala, prideptdujitve (aliasing), ko se zunaniji del spektra preslika v
interval.

Frekvertni spekter vzarene funkcije[(ZB3) spet €éanamo samo W toCkah,ce ha&emo, da se
ohrani kol€ina informacije. Vpeljemo vsoto

N-1
Hy = Z)hkexp(ZTu'kn/N), n=-N/2,...,N/2, (24)
k=

ki jo imenujemo diskretna Fourierova transformacija, in je povezana s funkdijg v (21) takole:

A 1

Zaradi potujitve, po kateri jel_, = Hy_n , lahko mirno pustimo indeks v end&bi (24) tei tudi od 0
doN. Spodnja polovica tako definiranega spektra ustreza pozitivnim frekvencam médg GQgornja
pa negativnim od- f; do 0.

Z diskretno obratno transformacijo lahko rekonstruiram@ Hy,

1 N—-1
hg = N ZJ Hnexp(—2mikn/N) . (26)
n=
Koli¢ine h in H so v sploSnem kompleksne, simetrija v enih pot¢ztadi simetrijo v drugih. Za
realneh soH paroma konjugiraniti_, = H,; in velja:

2 . 2
anEAn—l—A_n:ZDAn:NDHn, bnE—I(An—A_n):ZDAn:NDHn. (27)

2.1 Hitra Fourierova transformacija (FFT)

Postopek@) ima @tno ¢asovno zahtevnodt? . Ralun pa je mogote izvesti tudi zN -log, N
mnoZenji. Osnovni premislek je naslednji razcep

Fn= Fre +W™Fp | W = exp(21i/N) (28)
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kjer smo transformirank& izrazili s transformacijama njenih sodih in lihdtenov. Gornjo relacijo
lahko uporabljamo rekurzivn@e jeN enak potenci Stevila 2, lahko rekurzijo razdrobimo do nizov,
ki imajo samo e edlen. Zanj je transformacija identiteta. Za obrat pri eni vrednosti frekvence (pri
danemm) je potrebno na vsakem koraku rekurzije le eno mnoZenje s poidhdmrakov pa je je
log, N.

Da ne i€emo pripadnikov niza po vsej tabeli, si podatke preuredimo. Lahko je pokazati, da
je v prvotni tabeli treba med seboj zamenjati podatke, katerih vrstna Stevila v binarnem zapisu so
obrnjena: v novem redu jemljemilene kar po vrsti. Tudi potenc W ne izrazamo vedno znova s
sinusi in kosinusi, papa jih r&unamo z rekurzijo.

Uporabimo procedurdouri iz zbirke NUMERICAL RECIPESVhodni parametriprocedure
so poljedata[2*nn] z elementidata[1]= Ohg, data[2] = Ohg, data[3]= 0h;..., nn je Stevilo
podatkov ) in mora biti enako potenci Stevila 2. Parameieign je enak 1 pri Fourierova transfor-
macija in—1 pri obratni Fourierovi transformacijizhodni parametri:transformiranka “povozi” po-
datkovno poljgdata[2#nn] in veljadata[1]=N-[OHp, data[2]=N-0OHo, data[3]=N-0OHj....

2.11 Naloge

1. Generiraj nekaj signalov, ki predstavljajo linearno superpozicijo valovanj s frekvencami, ki so
mnogokratniki osnovne frekvence. Preveri, da z obratno transformacijo dobi$ prvotni niz.

2. Analiziraj Se signale, katerih frekvence niso mnogokratniki osnovne frekvence. Kako dolzina
niza vpliva na obliko transformiranke?
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3. Osnove numerénega reSevanja parcialnih diferencialnih enab

3.1 Difuzijska enaba — Fourierova metoda

Temperaturno polje v homogeni nesknnplasti s kodno debelina (enodimenzionalni problem) je

podano z engbo
oT T q A
—__ =D— 4+ = 0 D=—.
ot ox2  pc’ <X<a pC
Iz zaCetne temperaturne slikKE(x,t = 0) = G(x) lahko s pomajo lastnih funkciju;(x) reSitev
takoj zapiSemo

(29)

T(xt) =Y [A+(Bi —A)exp(—DKt)] ui(x) , (30)
kjer so koeficientA in B podani z
A=} (Q(ﬁg W B-Gu), (3D)

kjer zapis(f,u;) pomeni(f,u) = & f(x)ui(x)dx Lastne funkcijeu so podane 3ele z robnima pogo-
jema, ki morata biti linearna in celo homogena. V posebnih primerih pogojev I. in Il. vrste jed@ogo
racun izvesti z ginkovitim algoritmom FFT.

3.2 Valovna en&ba — Fourierova metoda

Podobno velja za Z&tni problem pri valovni erii

0%z ,0%z

ﬁ_c EvR O<x<a, (32)

kjer sta predpisana zatni odmikz(x,t = 0) = f(x) in zaCetna hitrosdz/dt|;—o = 9(X). ReSitev se
dobi

z(x,t) = Z (f,u;) cosuwt + (g(ZinI) sinut | ui(X) . (33)

Ce izberemo robna pogoja |. vrste na obeh ké#jiSntervala, tako da so lastne funkcije sinusi z
zaporednimi Stevili polvalov na intervalu. FFT pomeni sicer razvoj po dmigpafunkcijah, vendar
lahko uporabimo preprosto zvia: funkcijo, ki jo Zelimo razviti, podaljSamo v liho funkcijo na
dvojnem intervalu.

3.21 Naloge

1. Zasleduitasovni razvoj temperaturnega profila v plasti, ki ima etku povsod temperaturo
okolice, le med @ain 0.3a je segreta nd,. Narisi T (x,t) obDt/a?> = 0 (0.3) 3!

2. 2. Zasledugasovni razvoj oblike strune, ki ima v&etku trikotno obliko z vrhom prk = 0.4a,
zacCasewt/Tt= 0 (0.2) 2! Z&etna hitrost naj bo povsod®i
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3.3 Difuzijska enatba — diferencha metoda

Diferentne metode za aproksimativno reSevanje parcialnih diferencialnitbesmSiroko uporabne,
saj niso omejene na preproste geometrije in linearne robne pogoje. Pri aproksimaciji odvodov s
zelo rade nestabilne.

Zaradi primerjave bomo obdelali oba zgornja primera. Za difuzijsk@lemaapiSemo najprepro-
stejSo aproksimacijo )

U|+1,Jk Ui, j -D. Ui j+1 I,L:IZ’J—FUI,Jil_FQ’ (34)

kjer Stejemo z indeksointasovne sloje v razmikiht = k, z indeksomj pa ozn&imo krajevne téke,
0 < j <Nvenem sloju. Oktasut =0 je z za&etnim pogojem podan prvi sloj,= 0, iz njega
izratunamo drugi sloj, in tako naprej. Eitza [34) velja za vse notranjetke, obe robni toki pa
dolotata robna pogoja. Ta eksplicitna shema je preprosto izvedljiva in stabilme-7ak/h? < 1/2,
ni pa posebno tna, saj je \Casovnem odvodu le prvega reda. NekolikértejSa postane za= 1/6,
vendar napredujemo pri tem koraku zeld@psi, saj predifundira resitev Sele M6korakih od enega
konca krajevnega intervala do drugega.

BoljSa je Crank-Nicholsonova shema, ki je drugega redadasu:Casovno diferenco na levi strani
endbe [34) izrazimo z aritmetno sredino krajevnih diferenc v slojin slojui+ 1. Novih vrednosti
v slojui + 1 ne dobimo eksplicitno, [igpa kot resitve tridiagonalnega sistemad@nder jecasovna
zahtevnost takega sistemadeN, se z r&dunom ne zamudimo dosti dlje, stabilnost pa je zagotovljena
za poljubno velik korak. Ker reSujemo diim s konstantnimi koeficienti, je tudi matrika sistema
vedno ista, spreminjajo se le desne strani:

(=PUj+1+ (2p+2)uj — puj-1)i+1 = (PUj+1— (2P — 2)uj + puj-1)i +2KQ. (35)

3.4 Valovna en&ba — diferencna metoda

Zavalovno enébo obstaja stabilna eksplicitna metoda drugega rédsw. Dobimo jote v endbi (32)
zapiSemaasovni operator na levi strani kot

(Uit1,j—2Ui j +Ui—1,j)
k2 ’

operator na desni pa tako kot[v {34). VrednostiGasovnem sloju+ 1 torej izrazimo s slojema
ini—1. Za&etna sloja dobimo iz dveh zatnih pogojev: za funkcijo in za njetasovni odvod. V

(36)

posebnem primeru, ko so&@stne hitrosti povsod enake 0, morata biti sliojal ini = —1 enaka in
velja
1 (ke 2
Upj=Uoj+3- | ) ~(Uojr1—2Uoj+Uoj-1). (37)

Metoda je stabilna zéic/h < 1, kar pomeni, da zadd& ~ N korakov za pot vala od enega konca
intervala do drugega. 8@ korak omog@ajo implicitne metode, vendar z njimi ne moremo pridobiti
dosti.

3.41 Naloge

1. Obe predhodni nalogi resi Se z difeten metodo in primerjaj njenodinkovitost s Fourierovo
metodo.
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4. Metode Monte Carlo

Metoda Monte Carlo je bila razvita predvsem zéunaanje vékratnih integralov, kakrSne pogosto sre-
¢amo v statistini in kvantni fiziki. Vendar to Se ne pomeni, da metoda spada med suhoparna poglavja
matemaitne fizike ali numeiine analize. Nasprotno, pogosto lahko postopek ponazorimo s proce-
som, ki ima zanimivo fizikalno vsebino: ¢ani Monte Carlo in réunalniSke simulacije fizikalnih
procesov so med seboj tesno prepleteni in povezéa'prav se metoda uporablja na fronti fizikal-

nih raziskav, je njeno ozadje razmeroma preprosto in ga lahko razlozimo na elementarnem nivoju.
S pomdajo metode Monte Carlo lahko tudi pripravimo zanimiv&uaalniSke simulacije fizikalnih
procesov.

4.1 Osnove integracije Monte Carlo

Osnovno idejo pojasnimo na zglediwmanja vékratnega integrala — na primer pba$e lika v rav-
sko) in preStejemo Stevilo kvadratkov znotraj likaim gostejSo mreZo izberemo, tem ri@tejSi bo
rezultat. Namesto z mreZo lahko lik pokrijemo z enakomerno gosto mnodkdrtgrestejemo tiste,
ki se znajdejo znotraj lika. Rezultat umerimo tako, da preStejemo Stevikoziaotraj lika z znano
ploXino. Kako dobimo primerno mnoZzicodk? Preprosto: ftke postavljamo na enakih razdaljah
drugo od druge. Pa je res nujno, da so razdalje enakomerne? Metoda Monte Carlo pravi da ne; lik
lahko pokrijemo tudi z mnoZico nakl§mo raztresenih ttk, pomembno je le, da pri tem nobenega
dela prostora (ravnine) ne priviligiramo.

Povejmo kar konkreten primer. Stevitg'4 lahko dobimo tako, da pdigmo plogino kroga, &r-
tanega kvadratu s stranico 1. Z generatorjem néklfustevil generiramo fike znotraj kvadratae
je generator dober ige izZrebamo dovolj veliko Stevilo & (dvojic nakljlEnih Stevil), bo kvadrat
pokrit zadovoljivo enakomerno in plé&i kvadrata in €rtanega kroga bosta priblizno v razmerju
celotnega Stevila ik, N, in Stevila t@k, M, ki padejo znotraj kvadrata. Priblizek za Stevitpotem-
takem izrazimo kot 4M/N. Postopek je seveda potraten, saj obstaja @ananje Stevilat mnogo
ucinkovitejSih metod.

Seveda pa obstajajo primeri, ko je opisani postopek ekatrejsi od drugih. Da to pokaZzemo,
si moramo najprej ogledati, kako je z napako pri metodi Monte Carlo? Pri tej metodi integral

| :/bf(x)dx (38)

nadomestimo z vsoto
a—b 71 NE f =(a—b 71 NE fi=(a—b)f 39

¢e sox;,i = 1,...N nakljucno izbrana Stevila z intervala, b]. Tudi funkcijske vrednostf; = f(x)

so porazdeljen nakltno. Integral je torej enak Sirini intervala, pomnozeni s po¥peevrednostjo
funkcije. Napaka, ki jo zagreSimo pri integriranju z metodo Monte Carlo, je torej sorazmerna z napako
pri raCunanju povpréja funkcijski vrednostif;. Naj boos napaka, ki jo v povpiiu zagreSimoce za
povpre&no vrednost funkcije vzamemo nakjwo izbrano vrednodt(x;). Napaka je oitno tem vé&ja,

¢im bolj se funkcija spreminja znotraj intervala. 1z statistike vemo, da se napaka manjSa s Stevilom
poskusov (‘meritev’) takole:

o2 (40)
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torej je napaka integrala

1

o, =(a—b)os(N)=(a—b) mof . (41)
Napaka se manj$a z &@njem Stevila poskusnihdk s korensko odvisnostjcCe funkcija ni prevé
enakomerna, ocenimo, da za relativho datest 1 % potrebujem 10000k

Pri ratunanju integralov v eni dimenziji je metoda hudo potratna, saj lahko Ze z najpreprostejSo

kvadraturno formula izfeunamo integral z nataostjo /N2, ¢e jeN Stevilo izvrednotenj funkcije
(Stevilo delitev intervala). Pri integraciji v ¥edimenzijah to ni vé res. Tu razdelimo interval na
primer zN; tockami v vsaki dimenziji, kar pomeni, da moramo funkcijo tauati Nf krat, ¢e jed
Stevilo dimenzij. Ker je napaka sorazmerna s Sirino delitvenega intervala, velja:

o O ON;2=N"2%4. (42)
1 1

Pri ratunanju vékratnih integralov z metodo Monte Carlo ostane Se vedno v veljavi ocena za napako
o) ON~Y2, saj pri izpeljavi nismo nikjer predpostavili, da gre za enodimenzionalni integral. Primer-
java obeh ocen pokaze, da je metoda Monte Carlo uspesnejSa@ajndibimetode je dimenzija
prostora véja od 4.

Prvi hip se nam zazdi, da integralov vo/kot treh dimenzijah v praksi sploh ne éagno. Vendar
ni nujno, da je integracijski prostor navadni prostor: v stdiistfiziki obiCajno zapiSemo integrale v
faznemprostoru — poleg po koordinatah delca integriramo Se po treh komponentah njegove gibalne
koli€ine. Sisterm delcev tako opisujemo v abstraktnem-@&imenzionalnem prostoru ite Zelimo
numertno izvrednotiti konkreten integral, nam ostane na razpolago le metoda Monte Carlo. Podobno
je v kvantni mehaniki, le da je tu prostor sistemdelcev 31 dimenzionalen.

4.2 Generator nakljucnih Stevil

Pomemben element metode Monte Carlo je n&jdiusaj Zelimo generirati integracijsketta ¢im
bolj nakljucno, podobno kot nam narava nakljuo poseje merske vrednosti okoli poviiee Od tod
seveda tudi ime metode, ki je aluzija na nakho generirana Stevila na ruleti. Osnovno orodje, ki
ga potrebujemo na ¢analniku, je generator nakfuaih Stevil. Pa lahko naprava, ki g@r excellance
deterministtna, sploh generira kakrsno koli naldpuost? Seveda ne; lahko pa dobimo zaporedije
Stevil, ki dovolj dobro igra vlogo nakljnih Stevil za namen, za katerega jih nameravamo uporabljati.
TakSnim Stevilom pravimpsevdonaklju¢na Stevila

Najbolj znan jekongruencénalgoritem, pri katerem dobimo novo naktjuo Stevilox; ;1 iz starega
x; takole:

Xi+1= (a% +c) modm (43)

Stevilaa, ¢ in m so posebno izbrana 3tevila. 1z formule hitro uvidimo, kdaj postopek odptwe:
generiramo novo Stevilo, ki se je Ze pojavilo v zaporedju, se od tam naprej zaporedje ponovi in
generator ni vé uporaben. S primerno izbiro Stewd) c in m torej poskrbimo, da je tak cikeadim
veCji. Dolzino cikla lahko bistveno poamo,ce uporabimo v kongruenih algoritmov hkrati.

Pred resno uporabo velja generator temeljito preskusiti. Poleg enakomernosti moramo vsaj Se
preveriti,Ce tacke niso med seboj korelirane.

Fizikalno zanimiv je preskus makljucno hojo Sprehajalec se pri vsakem koraku na&fja od-
lo&i, v katero smer se bo napotiCe je generator, s katerim izZzrebamo smer, dober, se sprehajalec
obnaSa kot Brownov delec. Tak delec difundira v sredstvu, za takdno gibanje pa velja, da se kvadrat
razdalje od izhodi&a povéuje linearno €asom:

R(t)? Ot . (44)
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NapiSimo program, ki opisuje hkratno gibanj&€jega Stevila sprehajalcev — ali pa difuzijo delcev
v sredstvu. Zaradi enostavnosti se omejim na hojo po dvodimenzionalni mreZzi; na vsakem koraku naj
sprehajalec nakljitno stopi naprej, nazaj, levo ali desno. Uporabimo kar generator galijgtevil,
ki je vgrajen v TURBO PASCAL: apts preberemo Stevilo sprehajalcewstep pa Stevilo korakov:

program Diffuz;
uses Graph;
const Pot = ’C:\TP\BGI’;

var sqrd, oldsqrd : Longint;
var w , d2 , dd2 , pd2: Real;
var GD, GM, npts, nsteps, maxy : Integer;
var i, j, k, smer, ix0, iy0, x2, y2 : Integer;
var ix : array [0..10000] of Integer;
var iy : array [0..10000] of Integer;
var ImeN , Ime , Imed , Imep : String;
BEGIN
w := random; {Po"zenemo generator naklju"cnih stevil}
REPEAT
write(’npts=7 (<10000) >’);
Readln(npts); {Preberemo "stevilo sprehajalcev}

IF npts > O THEN BEGIN
write(’nsteps = 25xk, izberi k [10] >’);
Readln(nsteps) ; {Preberemo "stevilo korakov}
{ nsteps := nsteps DIV 25; }
DetectGraph(GD, GM);
InitGraph(GD, GM, Pot); {Sko"cimo v grafi"cni na"cin}
maxy := GetMaxY - 20;
ix0 := maxy DIV 2; iy0 := ixO0; {Dolo"cimo izhodi"s"ce}
FOR i:=1 TO npts DO BEGIN
ix[i] := ix0; iy[i] := iyO; {Vsi pri"cno v izhodi'"s"cu}
END;
SetFillStyle(l, Yellow);
Bar(10,10,maxy+10,maxy+10) ;
OutTextXY(maxy+10,20, ’korak  <d~2> d<d~2>’);
oldsqrd := 0;
FOR k:=1 TO 25 DO BEGIN {Vmesni rezultat izpi"semo 25 krat}
FOR j:=1 TO nsteps DO BEGIN
FOR i:=1 TO npts DO BEGIN
PutPixel (ix[i],iy[i],Yellow); {Zbri"semo sprehajalca}
smer := trunc(4.*random); {Iz"zrebamo 0,1,2 ali 3}
CASE smer OF

0 : ix[i] := ix[i] + 1; {Korak v desno}
1 ¢ ix[i] := ix[i] - 1; {levo}
2 : iyl[i] := iy[i]l + 1; {navzgor}
3 ¢ iyli] := iy[i]l - 1; {navzdol}
END;
PutPixel(ix[i],iy[i],Magenta); {Sprehajalec v novi to"cki}
END;
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END;
sqrd:= 0; {Izra"cunamo vsoto kvadratov razdalj od izhodi'"s"ca}
FOR i:=1 TO npts DO BEGIN
x2 := sqr(ix[i]l-ix0); y2 := sqr(iy[il-iy0);
sqrd := sqrd + x2 + y2;
END;
d2 := sqrd / npts;
dd2 := (sqrd - oldsqrd) / npts;
oldsqrd := sqrd;
Str(k*nsteps,ImeN); Str(d2:8:1,Ime); Str(dd2:7:2,Imed);
OutTextXY (maxy+10, 10%k+30,ImeN);

OutTextXY (maxy+60, 10%k+30,Ime); {Izpi"semo kvadrat razdalje}
OutTextXY (maxy+120,10%k+30, Imed) ; {in njegovo spremembo}
END;

pd2 := sqrd / 25 / nsteps / npts;
Str(pd2:8:3,Imep);
OutTextXY (maxy+10,300, ’<sigma2/korak>=’) ;
OutTextXY (maxy+110,300, Imep) ;

END;

Readln;

CloseGraph;

UNTIL npts = 0

END.

4.3 Naklju¢na Stevila po zahtevani porazdelitvi

Generatorji nakljanih Stevil na raunalnikih ob&ajno dajo Stevila, ki so enakomerno porazdeljena na
intervalu med 0 in 1. Pri metodi Monte Carlo pogosto potrebujemo nadji$tevila iz drugenega
intervala, pa tudi porazdeljena po porazdelitvi, ki ni enakomerna. Pri Gaussovi porazdelitvi na primer
Zelimo najpogosteje dobiti nakno Stevilo v blizini predpisane vrednosti, Stevila, ki bi se precej
razlikovala od te vrednosti, pa bolj poredko.

Enakomerno porazdelitev na poljubnem intervalu, denimo aiad, dobimo z enostavno trans-
formacijo:

& =a+(b-a)%, (45)

ce je&; nakljucno Stevilo iz intervald0, 1).

Pri zgledu za réunanje integralov v dveh razseznostih smo navedli metodo, kako generiramo na-
klju€no Stevilo znotraj lika. Pri krogu lahko enakomerno porazdelitev dobimo tudi tako, dadraklju
generiramo polarni koordinapiin ¢:

X = pi cosp; , yi = pising; . (46)

Kar se tte kotad, je postopek enostaven, saj so vrednosti za kot enakomerno porazdeljene v intervalu
(0,2m), torej:
b = 2r¢; . (47)

Pri koordinatip postopek ni tako enostaven, saj bi enakomerno generiranje na intervalu med 0 in
radijem krogaR, nakljucne ta&ke zgosevalo v blizini izhodiga. Seveda, zagotoviti moramo, da bo
vsak delpovrSineenakomerno pokrit; povrSine, ki pripadaju intervaly pa naragajo z rastéim p
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kot 2rmp dp. Za gostoto nakljénih tack mora veljati

dN dN

Da bomo lazje videli, kako je pogd] (#8) povezan z generiranjem nékiuStevil, se vrnimo na
generiranje nakljénih Stevil na intevalu med 0 in 1. Porazdelitvena funkcija je tu kar konstanta; iz
pogoja, da je normirana na 1, sledi, da je njena viSina enaka 1. Naklftevilog, ki ga generamo,
lahko potem predstavimo kot plgéi&io pravokotnika z viSino 1 in osnovniég oziroma plo§ino pod
krivuljo, ki predstavlja verjetnostno gostoto, na intervédu€). S pom@@jo takSne slike lahko reSitev
za problem kroga zapiSemo:

ATR? =&, (49)

saj jep? ploXina lika med 0 in nakljanim Stevilomp;, ki ga Zelimo generirati. Konstani je
izbrana tako, da je povrina celotnega kroga enake-2:1/1R?. Od tod razberemo:

pi =RVE, (50)

Iz zgornjega razmisleka hitro pridemo do sploSnega recé&gtaaj bo spremenljivka porazdeljena
po verjetnostni gostotiN/Nodx = w(x), potem dobimo nakjtno vrednosk; kot

/0 " W) dx =&, (51)

(&i je kot vedno nakljgno Stevilo iz intervald0, 1)). Formulo [51) lahko enostavno uporabimo le za
porazdelitve, ki jih znamo integrirati in iz dobljenega integrala eksplicitno izraziti njegovo zgornjo
mejo. (V primeru kroga je verjetnostna gostet@) = 2p/R.)

Za enakomerno porazdelien&ke znotraj krogle z radijerR brez teZav uporabimo zgorniji re-
cept. V krogelnih koordinatah velja:

dv
Ker je
av__ sin@ = w(r)w(8)w(¢) (53)
drdede = @
ugotovimo, da je pogoj (32) izpolnjen za
w(r) = konstantar?, w(r) = konstant4sing. w(¢) = konstanty (54)

kjer konstante doléimo iz normalizacijskega pogoja. Tako dobimo:

o= RYE (55)
cost = 2§.1-1, (56)
@ = 22, (57)

¢e sog;, &1 in & o tri nakljucna Stevila med 0 in 1.
Povpré&ne proste poti molekul v plinu afiasi razpadov radioaktivnih jeder so porazdeljeni ek-
sponentnow(x) = e /2, Dobimo:

X = —aln(1—&) = —alng; . (58)
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Drugi en&aj je upravten, saj so nakljgtna Stevila 1- &; tudi porazdeljena enakomerno na intervalu

med O in 1.
Gaussove porazdelitve ne moremo tako enostavno obrniti. Da pa se pokazati, da stannaklju

Stevilixiny
X =+/—2In& cosAEi1 in Y =+/~2Ing sin2i1 (59)

porazdeljeni po Gaussovi porazdelitvi s Sirino 1 in vrhom pri O.
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