IZBIRNO TEKMOVANJE ZA OLIMPIJSKO EKIPO
Ljubljana, 23. 4. 2015

Na listu so 3 naloge, cas reSevanja nalog je 120 minut.

1. V nalogi raziskujemo gravitacijsko polje okoli Zemlje, gibanje Lune okoli Zemlje in medse-
bojni gravitacijski vpliv obeh teles. V nalogi bomo Luno ves ¢as obravnavali kot tockasto
telo. Najprej si oglejmo splosni opis, ki je posebej uporaben pri obravnavi medsebojenga
gravitacijskega vpliva med telesi.

Na opazovano tockasto telo z maso mg v blizini drugega razseznega telesa z maso m deluje
gravitacijska sila, ki jo lahko izracunamo tako, da seStejemo sile vseh delckov dm drugega
telesa na opazovano telo z maso mg. Tako seStevanje (integriranje) je matemati¢no zah-
tevno, saj moramo seStevati sile, ki so vektorji. Zato silo pogosto racunamo drugace. In
sicer s pomocjo potencialne energije oziroma z vpeljavo koncepta gravitacijskega potenciala.
Spomnimo se, da je sprememba potencialne energije definirana kot negativno delo sile teze

AW, = —A=—F,-AF (1)

kjer je A7 majhen premik opazovanega telesa, torej sprememba lege tega telesa. Z vpeljavo
gravitacijskega potenciala U, lahko enostavno zapiSemo potencialno energijo opazovanega
telesa z maso my v blizini drugega telesa z maso m: W,(7) = moU(7), kjer je 7 krajevni
vektor lege opazovanega telesa in U () gravitacijski potencial drugega telesa na mestu 7.

Ker delamo vse ra¢une za majhne premike, ohranimo v vseh racunih le ¢lene do prve potence
v Ar oziroma upoStevamo, da je Ar/r < 1. V tem primeru lahko uporabimo naslednje
matemati¢ne poenostavitve: za r < 1 velja (14 z)" = 1 + nx, cos(x) = 1 in sin(z) = =z,
kjer je kot x merjen v radianih.

Uporabnost koncepta potenciala preverimo pri izracunu gravitacijske sile na telo v blizini
homogene krogle z maso m in s polmerom R.

a) Koordinatno izhodisfe postavimo v sredino krogle. Izven krogle (r > R) je zaradi

simetrije potencial U(7) lahko odvisen le od razdalje r od sredisca krogle, torej U(7)
U(r). Izkaze se, da velja U(r) = _m_G’ kjer je G = 6,67 - 1071 Nm?/kg? gravitacijska
konstanta. Uporabi ta potencial in 7i,zrabzi spremembo potencialne energije tockastega
telesa z maso mq kot funkcijo Ar, ko ga premaknemo v radialni smeri z oddaljenosti r
od sredisca krogle na razdaljo » + Ar. Ob tem velja, da je velikost premika Ar mnogo
manjSa od r: Ar < r. [1 tockal

b) S pomocjo rezultata pri vprasanju (a) izrazi gravitacijsko silo na telo z maso my, ko je
na razdalji r od sredis¢a krogle in velja r > R. [1 tockal

Smer sile dolo¢imo iz ena¢be (1) posredno. Izra¢unana sila pri danem premiku A7 je zaradi
skalarnega produkta v (1) pravzaprav komponenta sile F; v smeri premika A7, torej

= A7 AW, (ATF) AT
E—EE——TE: (2)

kjer je Ar velikost vektorja premika Ar. Tu je velikost komponente F; oznadena z F} in jo
izra¢unamo kot F; = —AW,,/Ar, torej je lahko pozitivna ali negativna, odvisno od predznaka
spremembe potencialne energije AW, pri premiku telesa za A¥.

¢) Dolo¢i vektor gravitacijske sile v vprasanju (b) in pokaZi, da je rezultat neodvisen od
predznaka premika v radialni smeri, ko ra¢unamo spremembo potencialne energije in
od tu gravitacijsko silo. [1 tockal



Tudi gravitacijski potencial okoli Zemlje z maso my = 5,97 - 10%* kg je podoben potencialu
homogene krogle U = Uy = —myG/r, a ima zaradi nehomogene porazdelitve mase znotraj
Zemlje, zaradi elipsoidne oblike Zemlje in zaradi vrtenja Zemlje dodane ¢lene v tako imenova-
nem multipolnem razvoju, ki ima do n-tega ¢lena obliko U = Uy (r)+Us(F)+Us(7)+...+ U, (7).
Masa v Zemlji se, ¢e ima na voljo dovolj ¢asa, porazdeli tako, da je vrednost potenciala U
na povrsju Zemlje konstantna, kar dejansko doloc¢a obliko Zemlje. Matematicno defini-
ramo "povrsje” Zemlje kot mnozico tock z nadmorsko visino ni¢. Razdaljo tako definiranega
povrsja Zemlje od sredisca Zemlje, kamor postavimo koordinatno izhodisce, dolo¢a ravno
gravitacijski potencial Zemlje - povrsSje je bolj ali manj oddaljeno od sredis¢a zato, da je
potencialna energija povsod na povrsju enaka, da je povrsje Zemlje torej ekvipotencialna
ploskev U = konstanta. Tako definirano povrsje Zemlje dobro sovpada s povr§jem oceanov,
medtem ko je na kopnem zaradi trdnosti kamnin povrsje lahko visje ali nizje od hipoteti¢ne
morske gladine na opazovanem mestu. Voda se pa¢ mnogo hitreje kot kamnine prilagaja
gravitacijskemu potencialu Zemlje.

Izkaze se, da odstopanje oblike Zemlje od idealne krogle lahko sestavimo kot vsoto prispevkov
zaradi posameznih ¢lenov v multipolnem razvoju. Povrsje se na izbranem mestu premakne
(dvigne ali spusti) od idealne krogle (r = R) zaradi multipolnega prispevka Uy za hy, kjer
je hy povezan s posameznim ¢lenom multipolnega razvoja (U # Up)

Uy

hk = T (3)

Yo
kjer je go = mzG/r? = 9,81 m/s? teZni pospesek na povriju idealno okrogle Zemlje. Celoten
premik (dvig ali spust) povr§ja h je vsota vseh prispevkov h =, o T, oddaljenost povrsja
Zemlje od sredisca Zemlje je r = R + h.
Zaradi Lune se na povrsju Zemlje pojavi dodatni, tako imenovani plimski potencial, ki ima
na povrsju Zemlje obliko

Up = G <§>2 Beos®y —1) (4)

To To 2 ’

kjer je R polmer Zemlje, ro = 384400 km razdalja med sredis¢ema Zemlje in Lune, my, =
myz /81,3 masa Lune ter 7 kot med zveznico sredis¢ Zemlja-Luna in krajevnim vektorjem
tocke na povrsju Zemlje (to je zveznica med sredis¢em Zemlje in opazovano tocko na povrsju
Zemlje). Posledica potenciala Up je pojav plime in oseke, saj se plimski potencial glede na
povrsje Zemlje premika, kot se po nebu navidezno premika Luna. Kjer je Luna v zenitu
(navpi¢no nad opazovalcem), velja v = 0. Ko opazovalec vidi Luno tik nad obzorjem, velja
v = m/2(= 90°). Ko je v = m(= 180°), je Luna natan¢no na nasprotni strani Zemlje od
opazovalca.

V modelu bomo privzeli, da se Zemlja in Luna vrtita in krozita okoli osi, ki so vse med seboj
vzporedne. To pomeni, da krozi Luna okoli Zemlje v ravnini, ki seka Zemljo po ekvatorju.
V vprasanjih od (d) do (i) privzemimo, da se lahko povrsje Zemlje zelo hitro prilagaja
spremembam plimskega potenciala.

d) Iz plimskega potenciala (4) s pomocjo enacbe (3) izrazi lokalni premik povrsja za po-
ljubno tocko na Zemlji, v odvisnosti od kota . [1 tockal

e) Kje mora biti Luna glede na opazovalca (koliksen je kot 7), da bo dvig povr§ja najvedj,
da bo torej tam najvi§ja plima? Kolikdna je najvisja plima h,? [1 tockal

/) Kje mora biti Luna glede na opazovalca (kolikSen je kot 7), da bo spust povr§ja najvedji,
da bo torej tam najvecja oseka? Koliksna je najnizja oseka h,? [1 tockal



g) Skiciraj spremembo oblike povr§ja Zemlje zaradi plimskega potenciala Lune. Za osnovo
narisi skico, podobno spodnnji sliki, ki je narisana v "tlorisu”, torej gledano na Zemljo
(Z) in Luno (L) s severa, vzporedno z osjo vrtenja Zemlje'. Crtkana pudcica v Zemlji
oznacuje kotno hitrost vrtenja Zemlje wy, ¢rtkana puscica na desni oznacuje krozenje
Lune okoli skupnega tezis¢a sistema Zemlja-Luna s kotno hitrostjo wry. [1 tockal

h) KolikSen je v tem modelu najvedji mozni premik gladine morja? Na kateri zemljepisni
Sirini (ekvator ima $irino 0°, severni pol ima $irino 90° in juzni pol ima 8irino —90°) je
razlika med plimo in oseko najvec¢ja? Ali obstaja na Zemlji kraj, kjer se v tem modelu
gladina morja ne spreminja, torej kjer ni razlike med plimo in oseko? [1 tockal

i) Koliksna je v tem modelu oseka in kolik§na plima na nasi zemljepisni Sirini 45°7 Koli-
ksna je razlika med plimo in oseko? [1 tockal

Preden nadaljujemo, poglejmo podrobneje krozenje Lune okoli Zemlje oziroma krozenje obeh
teles okoli skupnega tezis¢a, ki se nahaja na zveznici med Zemljo in Luno . Obhodni ¢as
Lune je t; = 659,05 ure, Zemlja pa se okoli svoje osi zavrti v {5 = 23,934 urah.

J) Z razmerjem mas Lune in Zemlje in z razdalo ro med sredisema Zemlje in Lune izrazi
razdaljo b njunega tezisca od sredisc¢a Zemlje. Ob predpostavki, da Luna krozi okoli sku-
pnega tezis¢a Zemlja-Luna zaradi gravitacijske sile Zemlje na Luno, iz obhodnega casa
Lune izracunaj razdalji ry ter b. Radialno komponento gravitacijske sile na Luno lahko
pri opisu tega gibanja izrazis z uporabo enacb (1) in (2), pri ¢emer od gravitacijskega
potenciala Zemlje upostevas le nejvecji ¢len Uy, ker so ostali prispevki v multipolnem
razvoju potenciala Zemlje tam, kjer je Luna, zanemarljivo majhni. [1 tockal

Ker se Zemlja vrti okoli svoje osi hitreje, kot krozi Luna okoli Zemlje, in ker se masa v
Zemlji in s tem dvig ali spust gladine morja ne more neskonc¢no hitro prilagajati plimskemu
potencialu, se zgodi dvoje. Amplitudi plime in oseke sta manjsi, prav tako se najvecja plima
ne pojavi v tocki, kjer je Luna v zenitu. Vzpostavi se tako imenovano stacionarno stanje,
ko je trenutno mesto najvecje plime na povrsju Zemlje ves ¢as enako zamaknjeno glede na
trenutno mesto na povrsju Zemlje, kjer je Luna v zenitu. Ker se Luna giblje okoli Zemlje v
ekvatorialni ravnini, sta tudi ti dve mesti ves ¢as na ekvatorju. Izmerjena ¢asovna razlika
med najvecjo plimo in Luno v zenitu je 12 minut.

k) 1z zgornje ¢asovne razlike izra¢unaj kot 6 med krajevnim vektorjem do tocke na Zemlji
z najvecjim plimskim potencialom in krajevnim vektorjem do toc¢ke na Zemlji z najvisjo
plimo. Ali imajo na poljubni toc¢ki na ekvatorju najprej najvisjo plimo in nato Luno v
zenitu (prehiteva plima) ali imajo najprej Luno v zenitu in nato najvisjo plimo (pre-
hiteva Luna)? Svoj odgovor utemelji z upostevanjem konéne hitrosti prerazporejanja
mase na Zemlji in razliko rotacijske hitrosti Zemlje in krozilne hitrosti Lune. [1 tocka]

IKer je plimski potencial osno simetri¢en glede na os Zemlja-Luna, bi bila slika spremembe oblike povrsja Zemlje
v prerezu s strani”, torej pravokotno na osi vrtenja oziroma ”z zahoda”, ker se Zemlja vrti proti vzhodu, enaka.



Ker se masa na Zemlji prerazporedi kot posledica Lunine gravitacijske sile, se zaradi pove-
zave med prerazporeditvijo mase in potencialom po enacbi (3) okoli Zemlje pojavi dodatni
potencial Uy(r, ¢), kjer je r ponovno oddaljenost od sredisca Zemlje, kot ¢ pa je kot med
smerjo od sredis¢a Zemlje do tocke na Zemlji z najvecjo plimo in krajevnim vektorjem opa-
zovane 7 opazovane tocke. Obliko U; uganemo s premislekom. Na povrSju Zemlje mora
imeti Uy enako obliko kot jo ima plimska deformacija, ta pa ima obliko dolo¢eno s plimskim
potencialom Lune. Torej mora pri r = R veljati Uy(r = R, ) = kUp(r = R,y = ¢), kjer je
konstanta k manjsa od 1, saj se masa na Zemlji ne more popolnoma prilagoditi plimskemu
potencialu Lune. Izmerjena vrednost konstante £ je k = 0,245. Ko se oddaljujemo od Ze-
mlje, mora iz razlogov, ki jih tu ne moremo v celoti pojasniti, U, padati s tretjo potenco
razdalje?. Od tu dobimo

Uitr, ) = K7 (B) Beto =) (R )

70 o 2 T

kjer je ro razdalja med sredis¢i Zemlje in Lune, R polmer Zemlje in r oddaljenost opazovane
tocke od sredisca Zemlje (r > R).

Kot receno plimska deformacija ni poravnana s smerjo Zemlja-Luna, ampak je med smerema
kot 4, ki si ga izra¢unal v vprasanju (k).

l) S kotom ¢ in z uporabo deformacijskega potenciala, ki ga podaja enacba (5), izrazi ra-
dialno in tangencialno komponento gravitacijske sile zaradi plimske deformacije Zemlje.
[1 tockal

m) Radialna komponenta sile iz vprasanja (1) je zanemarljiva v primerjavi z gravitacijsko
silo v radilani smeri iz vprasanja (i), zaradi katere Luna krozi okoli Zemlje. Tangen-
cialna komponenta sile iz vprasanja (/) pa je edina v tangencialni smeri, zato na Luno
deluje majhen, a stalen navor. Izracunaj velikost tega navora in povej, ali navor kroze-
nje Lune okoli Zemlje pospesuje ali zavira. Svoj odgovor utemelji. [1 tockal

Zaradi navora Zemlje na Luno po 3. Newtonovem zakonu deluje na Zemljo nasprotno enak
navor.

n) Na podlagi odgovora pri vprasanju (m) kvalitativno opisi, kaj se dogaja z vrtenjem
Zemlje okoli svoje osi. Svoj odgovor utemelji. [1 tockal
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2Plimska deformacija je kvadrupolna; monopolni potencial Uy pada s prvo potenco 7, dipolni bi padal z r2,
kvadrupolni z r3, oktupolni z 74 in tako naprej.



2. 'V Zepni uri s polmerom 3 ¢m minutni kazalec v osi ozemljimo. Minutni kazalec se dotika
pozlacenega notranjega oboda ure. Med obod pri 12. uri in os priklopimo napetost +10 mV,
med obod pri 6. uri in os pa —10 mV.

Specifiéni upor zlata je 2,44 - 10~% Qm, &irina oboda je 2 mm, plast zlata pa je debela 1 pm.
Upor kazalca je 1£2. Urni kazalec pri nalogi ni pomemben.

a) Koliksen tok tece skozi kazalec ob polni uri?

b) Koliko minut kaze minutni kazalec, ko tece skozenj tok 5,7 mA?

3. Francoski fizik Louis de Broglie je leta 1924 predpostavil, da lahko curek delcev opisemo kot
valovanje, katerega valovna dolzina je povezana z gibalno koli¢ino delca kot

A= —

mv’
pri ¢emer je h Planckova konstanta h = 6,6-1073* Js = 4,1-107'% eVs.

a) Elektroni, ki smo jih pospesili z napetostjo 24 V, vpadajo pravokotno na uklonsko
mrezico. Interferen¢no sliko opazujemo na 1 m oddaljenem zaslonu, ki je postavljen
pravokotno na vpadni curek. Koliksna naj bo razdalja med sosednjimi rezami, da bomo
na zaslonu opazili oja¢itve v razmiku 1 mm.

Velikost naboja elektrona je e = 1,6 - 10719 As, masa pam, = 9,1-1073 kg = 0,511 MeV /c%.
b) Za koliko moramo spremeniti napetost, da se bosta na zaslonu s $irino 20 ¢cm pojavili
dve novi ojacitvi? Je potrebno napetost povecati ali zmanjsati?

¢) Za poskus uporabimo termi¢ne nevtrone. Termi¢ni nevtroni imajo enako kineti¢no
energijo kot atomi v plinu pri temperaturi okolice. KolikSen bi bil razmik med ni¢to in
prvo ojacitvijo za nevtrone, ki bi imeli povpreéno energijo pri temperaturi 20 °C?
Masa nevtrona m, = 1,675-1072" kg = 1,00866 u = 939,6 MeV /c?. Kineti¢na energija
enoatomnega plina je % kT, pri ¢emer je Boltzmannova konstanta & = 1,38 - 10723 J /K.
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