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Predgovor

Skripta sem napisal na podlagi svojih predavanj iz predmeta Osnove moderne fizike
za Studente PeF na vezavah s fiziko od Solskega leta 2011/12 dalje. Z namenom, da
bi osnove moderne fizike, ki so nastajale v prvi polovici preteklega stoletja, povezal s
sodobnimi dogajanji v znanosti in tehnologiji, sem v poglavju Gravitacija sem dodal
temo o gravitacijskem valovanju, v poglavju Sistemi nerazlocljivih delcev pa temo o
kvantnem racunalni$tvu; o obeh temah sem sicer predaval v okviru predmeta Fizika
snovi z didaktiko na drugi stopnji. Temi ne spadata med izpitno snov; ta je dolo¢ena z
Izpitnimi vprasanji, ki niso vklju¢ena v pri¢ujoca skripta.

Rad bi se zahvalil profesorju Simonu Sirci, ki je skrbno prebral rokopis in me opo-
zoril na Stevilne strokovne in tudi jezikovne nedoslednosti.

Bojan Golli
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1 Osnove moderne fizike — uvod

1.1 Klasi¢na in moderna fizika

Pri fizikalnih predmetih v prvem in drugem letniku smo spoznavali tako imenovano
klasi¢no fiziko, s katero lahko pojasnimo pojave v nasi okolici in razumemo nacela de-
lovanja Stevilnih naprav, ki jih sre¢ujemo v vsakdanjem Zivljenju. Klasi¢na fizika je
osnova Stevilnim tehni¢nim in drugim naravoslovnim disciplinam. Temelji na fizikal-
nih zakonih, ki imajo trdno aksiomatsko strukturo: trije Newtonovi zakoni v mehaniki,
trije zakoni termodinamike in Stiri Maxwellove enacbe v elektromagnetizmu.

Ce Zelimo s temi zakoni opisati pojave v mikroskopskem svetu, torej v svetu mo-
lekul, atomov in atomskih jeder, se hitro izkaze, da klasi¢na fizika odpove. Podobno
velja za pojave pri velikih hitrostih, na velikih razdaljah v vesolju ali v mo¢nih gravita-
cijskih poljih. Na vseh teh podro¢jih potrebujemo nove zakone, pa tudi nove koncepte.
Fiziko, temelje¢o na novih zakonih, imenujemo s skupnim izrazom moderna fizika. Ob-
sega razli¢ne teorije, za katere je znacilno, da v limiti majhne hitrosti delca in njegove
dovolj velike razseZnosti preidejo v zakone klasi¢ne fizike.

Raziskave v fiziki dandanes potekajo predvsem na podrog¢jih, ki jih pokriva mo-
derna fizika. Poznavanje osnov moderne fizike je pomembno, ¢e Zelimo razumeti
ozadje novih odkritij v fiziki. Prav tako je poznavanje moderne fizike klju¢no za ra-
zumevanje vecine raziskovalnih metod in naprav na vseh podro¢jih naravoslovja, teh-
nike in medicine.

V naslednjem poglavju si bomo nekoliko podrobneje ogledali, kako fizik pristopi k
opisu dogajanj v naravi od vesolja kot celote do dogajanja med subatomskimi delci. Pri
tem je pomembno, da lahko naravo obravnavamo po nadstropjih. Nadstropje doloc¢ajo
gradniki, sile med njimi in zakoni, ki vladajo med gradniki.

1.2 Opis narave po nadstropjih
Narava je zgrajena iz nadstropij

* V najvisjem nadstropju so jate galaksij; znacilne razdalje v tem nadstropju so
10 m do 10%* m.

* Nadstropje niZje so galaksije, ozvezdja in planetni sistemi; znacilne razdalje so v
razponu med 10 m in 102! m.

* Naslednje nadstropje je nas vsakdanji svet; to je nadstropje makroskopskih teles.

* Pod njim so nadstropja mikroskopskih delcev; najprej pride na vrsto nadstropje
molekul z znaédilnimi velikostmi 10~ m.

e Sledi nadstropje atomov, velikosti tu so 1071 m
¢ Se niZje je nadstropje atomskih jeder z velikostmi nekaj 10715 m.

* V najniZjem nadstropju pa so nukleoni (protoni in nevtroni) in Stevilni delci, ki
jih odkrivajo v velikih pospesevalnikih; znacilne velikosti so 107> m in manj.
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Zakaj je smiselno govoriti o nadstropjih?
zadovoljivo opiSemo v okviru ustreznega nadstropja; to pomeni, da lahko zanemarimo
dogajanja v visjih in niZjih nadstropjih, na primer:

3. januar 2022,

Razlog je v tem, da lahko vecino pojavov

* Kemijske lastnosti snovi so enake na Zemlji, Luni ali v medzvezdnem prostoru.

¢ Na voZnjo avtomobila ne vpliva gibanje planetov okoli Sonca.

* Na gibanje planetov ne vplivajo dogajanja na Zemlji.

¢ Lastnosti protonov in nevtronov so neodvisne od tega vrste jedra, v katero so

vezani.

V posameznem nadstropju nas zanimajo gradniki, ki ga sestavljajo, sile in interak-
cije med gradniki in zakoni, ki opisujejo dogajanja znotraj nadstropja.

Pregled gradnikov, sil in zakonov po nadstropjih

NADSTROPJE GRADNIKI SILE ZAKONI
jate galaksij galaksije gravitacija splosna teorija
relativnosti

galaksije, planetni zvezde, planeti gravitacija klasi¢na mehanika
sistemi
makroskopski svet molekule, kristali gravitacija, klasi¢na fizika

EM sila
molekule atomi EM sila kvantna mehanika
atomi atomska jedra, EM sila kvantna mehanika

elektroni

atomska jedra nukleoni mocna sila, relativisti¢na

EM sila kvantna mehanika
nukleoni kvarki mocna sila kvantna

kromodinamika
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Osnovne sile

* Gravitacijska sila deluje med vsemi telesi z maso in je vedno privlacna. Pojema
obratno sorazmerno s kvadratom razdalje med telesoma.

* Elektromagnetna sila deluje med nabitimi telesi; lahko je privlacna (med naspro-
tno nabitimi) ali odbojna (med enako nabitimi) telesi. Tako kot gravitacijska pojem
s kvadratom razdalje med telesoma oziroma delcema.

e Sibka interakcija pri trkih in razpadih spremeni identiteto delca. Primer je radi-
oaktivni razpad beta, pri katerem iz nevtrona nastanejo proton in Se dva delca:
n — p+e + 7. Kadar se tak razpad dogodi znotraj jedra, se atomu spremenijo
kemijske lastnosti (spremeni se vrstno stevilo). Sila ima izjemno kratek doseg: ta
je velikostnega reda 101> m.

* Mocna sila veZe gradnike atomskih jeder in poskrbi, da so jedra stabilna. Kot
bomo spoznali kasneje, se ta sila z razdaljo spreminja zelo nenavadno.

1.3 Zakoni moderne fizike

Na podlagi nase razpredelnice lahko zaklju¢imo, da klasi¢na fizika pokriva le majhen
del narave: makroskopski svet okoli nas in bliZnje vesolje. Brz ko so hitrosti teles do-
volj velike, klasi¢na mehanika odpove in gibanje moramo opisovati v okviru posebne
teorije relativnosti. V mocnem gravitacijskem polju ali v primeru, ko obravnavamo ve-
solje kot celoto, ugotovimo, da imata prostor in ¢as bolj zapleteno strukturo in pojave
opisujemo s splosno teorijo relativnosti. Prostor je ukrivljen; kaj to pomeni, si lahko do
neke mere ponazorimo z ukrivljenostjo zemeljskega povrsja: dokler opazujemo pre-
mike, majhne v primerjavi s polmerom Zemlje, lahko povrsje obravnavamo kot ravno
plosco, ko to ne velja ve¢, pa moramo povrsje Zemlje obravnavati kot krogelno lupino.
Se bolj nenavadno obnasanje delcev sretamo v mikroskopskem svetu. Tu se delci ob-
nasajo bodisi kot delci bodisi kot valovanje; hkrati pa se tudi elektromagnetno valo-
vanje pri nekaterih pojavih obnasa kot curek delcev — fotonov. Govorimo o valovni ali
kvantni mehaniki. Odpovedati se moramo konceptu, da lahko delec opiSemo s tremi
krajevnimi koordinatami in vektorjem hitrosti. Ce poznamo natan¢no lego delca, ne
moremo hkrati natan¢no poznati njegove hitrosti. Ta nenatancnost ni posledica nena-
tancnosti merilne naprave, temvec je nacelne narave. NezmoZnost hkratne dolocitve
tocne lege in hitrosti telesa je izraZena z nacelom nedolocenosti, ki je eno temeljnih nacel
narave. Narava je zato nedeterministicna: na podlagi obnaSanje opazovanega sistema v
preteklosti nacelno ni mogoce napovedati obnasanje sistema v prihodnosti — navedemo
lahko le verjetnosti za posamezne moZne izide.
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2 Osnove posebne teorije relativnosti

2.1 Osnovne predpostavke

Opazovalni sistemi. Opazovalec opisuje pojav v okviru opazovalnega sistema. Opazo-
valni sistem sestavljata koordinatni sistem (obi¢ajno kartezi¢ni) za merjenje lege delca
in ura za merjenje ¢asa. Isti pojav lahko opazujemo iz razli¢nih opazovalnih sistemov,
zato je pomembno, da znamo koli¢ine, ki jih izmerimo ali izra¢unamo v enem opazo-
valnem sistemu, zapisati tudi v drugem. Lo¢imo dve vrsti koordinatnih sistemov:

* nepospesene ali inercialne koordinatne sisteme;

* pospesene ali neinercialne koordinatne sisteme.

Razliko med enim in drugim prikaZimo kar na enostavnem zgledu. Prvi opazovalec
stoji na tleh, drugi se pelje na tovornjaku. Ko za¢ne tovornjak pospesevati, pri¢ne zaboj
na gladki podlagi drseti proti zadnjemu delu tovornjaka. Ker ni trenja, je vsota vseh
sil, ki deluje na zaboj, enaka ni¢. (V navpi¢ni smeri sila podlage uravnovesi teZzo.) Za
opazovalca na tleh zaboj miruje, giblje se le tovornjak. Ugotovi, da za zaboj velja prvi
Newtonov zakon. Opazovalec na tovornjaku pa vidi, da se zaboj od njega oddaljuje
pospeseno s pospeskom, ki je nasprotno enak pospesku tovornjaka. Zanj Newtonov
zakon ne velja, saj se telo giblje pospeseno, kljub temu da je rezultanta zunanjih sil
enaka ni¢. Neskladje lahko popravi tako, da vpelje dodatno silo — sistemsko silo —, ki ne
izvira iz okolice, temvec je vezana na njegov opazovalni sistem. Opazovalca torej isti
pojav opiseta razli¢no.

Slika 1: Pospeseni in nepospeseni opazovalec.

Denimo, da tovornjak vozi s konstantno hitrostjo vy. V tem primeru sta oba opa-
zovalca inercialna. Merita sicer razli¢ne hitrosti; ¢e opazujeta drugo vozilo, ki se giblje
v isti smeri kot tovornjak s hitrostjo v’ za opazovalca na tovornjaku, izmeri mirujoci
opazovalec hitrost v = v/ + vg. Ce se drugo vozilo za gibajotega se opazovalca giblje
pospeseno s pospeskom a’ = dv’/dt, izmeri mirujo¢i opazovalec pospesek

_do_d@tw) _

dt dt ’
saj je ¢asovni odvod vy enak ni¢: torej izmeri enak pospesek kot opazovalec na to-
vornjaku. Ker so zunanje sile neodvisne od opazovalcev, ima Newtonov zakon enako
obliko v obeh opazovalnih sistemih. Enako velja za druge fizikalne zakone, tako da
lahko ugotovitev strnemo v nacelo:

Fizikalni zakoni imajo v vseh inercialnih sistemih enako obliko.
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Galilejeve transformacije. Pogosto je pojav pripravneje opisati v opazovalnem sis-
temu S', ki se giblje s konstantno hitrostjo glede na okolico, in nato rezultate prenesti v
sistem S, ki miruje glede na okolico. Kot smo ugotovili v prejSnjem razdelku, so pospe-
ski in sile enaki v obeh sistemih, lege teles in njihove hitrosti pa se lahko razlikujejo.

Zaradi preprostosti naj bosta koordinatni osi x in x’ sistemov S in S’ vzporedni in
naj se sistem S’ giblje s hitrostjo vy v smeri osi x. Dogovorimo se, da zatneta opazovalca
meriti ¢as isto¢asno v trenutku, ko izhodis¢i obeh sistemov sovpadata, torej x = x’ = 0,
ko t = ' = 0. Tedaj je koordinata x, ki jo meri opazovalec v sistemu S ob kasnejsem
¢asu t, ve¢ja od koordinate x', ki jo meri opazovalec v S, za razdaljo vpt, ki jo v tem
asu prepotuje koordinatno izhodisce sistema S’ (glej sliko 2). Ugotovitve zberemo v
tabeli zvez med koordinatami telesa, ki jih imenujemo Galilejeve transformacije.

0 (9
S — s’ —_—
ot
S x' S x'
X X
t=0 t>0

Slika 2: Galilejeva transformacija lege

Tabela 1: Galilejeve transformacije.

S s’/

x = x' + oot x' = x — vt
y=y y =y
z=17 Z =z

vy = U+ 0 vl = vy — vy
a=a a =a

Michelson-Morleyjev poskus. Razvoj moderne fizike je zaznamovalo nekaj klju¢nih
poskusov, ki jih ni bilo mogoce konsistentno razloziti v okviru klasi¢ne fizike. Eden
taksnih je poskus, ki sta ga izvedla Michelson in Morley leta 1887, z njim pa sta name-
ravala z veliko natan¢nostjo meriti hitrost svetlobe.
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Pri obravnavi valovanj je hitrost valovanja podana za opazovalca, ki miruje glede
na sredstvo, v katerem se valovanje siri. Ce opazovalec potuje v smeri $irjenja valo-
vanja, se zanj valovi gibljejo s hitrostjo ¢’ = ¢ — v, ¢e se giblje v nasprotni smeri, pa s
¢ = ¢+ v. Ali lahko govorimo o sredstvu tudi v primeru elektromagnetnega valo-
vanja, saj za to valovanje velja, da lahko potuje tudi skozi prazen prostor? Pred letom
1900 je veljalo, da obstaja tudi sredstvo, v katerem se Siri svetloba. Sredstvo so imeno-
vali eter — Se dandanes radi re¢emo, da gre radijska oddaja v eter.

Ob tem se je pojavilo vprasanje, v katerem opazovalnem sistemu eter miruje. Ker
se svetloba 8iri po vsem vesolju, je bila smiselna predpostavka, da eter napolnjuje vse
vesolje. Ker so tedaj verjeli, da so zvezde nepremicne, je bila naravna predpostavka,
da eter miruje glede na zvezde. To bi pomenilo, da se Zemlja pri vrtenju okoli Sonca
giblje glede na eter. Hitrost svetlobe, ki bi se s svetila na Zemlje Sirila v smeri gibanja
Zemlje, bi bila zato ve¢ja kot hitrost v nasprotni smeri. Temu so nasprotovali nekateri
tiziki, ki so menili, da eter v okolici Zemlje potuje skupaj z Zemljo in da razlike hitrosti
ne bi smeli opaziti.

11 2
2
[ ]
1 h
h
e

Slika 3: Michelsonov interferometer: Svetlobni Zarek iz izvira enobarvne svetlobe (laser) na
levi vpada na polprepustno zrcalo (na sredini slike), kjer se razcepi na dva delna zarka. Prvi (1)
se odbije na zrcalu in nadaljuje pot do zrcala spodaj, se od zrcala odbije, preide skozi polpre-
pustno zrcalo in pride do opazovalca (zaslona ali detektorja). Drugi delni zarek (2) gre skozi
polprepustno zrcalo in se odbije od zrcala na desni. Odbiti Zarek pride skupaj s prvim delnim
zarkom do opazovalca. Oba delna Zarka na koncu interferirata. Do ojacenja pride, e je razlika
(opti¢nih) poti enaka veckratniku valovne dolZine.

Michelson in Morley sta za merjenje hitrosti Zemlje glede na hipoteti¢ni eter upora-
bila interferometer. Kot smo omenili na zacetku, bi bila hitrost svetlobe, ki potuje v isti
smeri kot Zemlja, vecja, v nasprotni smeri pa manjSa od hitrosti svetlobe, ki jo oddaja
izvir, mirujo¢ glede na eter. Denimo, da je interferometer na sliki 3 naravnan tako, da je
imata oba kraka natanko enako dolzino, [y =, = I. Ce so hitrosti vseh zarkov enake,
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pride v tem primeru do ojatitve. Ce se interferometer giblje v vodoravni smeri s hitro-
stjo v v desno, bi bila hitrost drugega delnega Zarka pri potovanju v desno enaka ¢ + v,
v levo pa ¢ — v. Cas potovanja prvega delnega arka od polprepustnega zrcala in nazaj
bi bil enak t; = 21/¢, ¢as drugega Zarka po enaki poti pa tp, = 1/(c+v) +1/(c — v).
Razlika ¢asov bi merila

! ! 21 2007 21v?

- ~ . 2.1
c—v c+v ¢ c(c2—10?) c3 @1)

At =1ty —t; =

V zadnjem koraku smo zanemarili v v primerjavi ¢?. Zarka se na izhodu ojatita, e je

11 2 hitrost Zemlje
glede na eter

1
cilc
E—

Slika 4: Hitrosti zarkov glede na hipoteti¢ni eter.

¢asovni zaostanek enak veckratniku nihajnega casa to. V splosnem je fazni zamik med
delnima Zarkoma enak

At c | o?
6=2m o —27T1/At—27‘[/\At—47TA 2
pri ¢emer smo nihajni ¢as svetlobe izrazili s frekvenco in nato z valovno dolZino. Oce-
nimo fazni premik za znacilne podatke: za hitrost v lahko vzamemo hitrost Zemlje
pri kroZenju okoli Sonca, v = 30 km/s, za valovno dolZino svetlobe pa A = 500 nm.
Pri teh podatkih je fazni premik opazljiv, ¢e I meri nekaj metrov. Michelson in Morley
sta uporabila napravo z [ = 11 m, tako da bi fazni premik pri nasih podatkih meril
6 = 0,887, torej skoraj 7, kar pomeni, da bi namesto ojacenja dobili oslabitev.
Michelson in Morley sta interferometer postavljala v razli¢ne smeri, a izid poskusa
je bil v vseh primerih enak; fazne razlike med delnima Zarkoma nista opazila. Zago-
vorniki hipoteze, da se eter giblje skupaj z Zemljo, so slavili zmago kljub temu, da je
bila njihova hipoteza v nasprotju z nekaterimi drugimi poskusi. Negativni izid po-
skusa je bilo pomembno izhodis¢e pri snovanju posebne teorije relativnosti. Einstein je
predpostavil, da etra ni, da se svetloba torej Siri skozi prazen prostor, in postuliral:

(2.2)

Hitrost svetlobe je enaka za vse opazovalce.
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2.2 PodaljSanje ¢asa

Postulat, da je hitrost svetlobe enaka za vse opazovalce, ima daljnoseZne posledice. S
stalis¢a klasi¢ne kinematike se hitrost svetlobe za mirujo¢ega opazovalca poveca, ¢e se
izvir giblje v smeri Zarka, ¢’ = ¢ + v, saj Zarek opravi v dolo¢enem &asu za toliko daljso
pot, za kolikor se je izvir premaknil. Z upostevanjem postulata o svetlobni hitrosti,
¢’ = ¢, pa sledi protislovna enac¢ba ¢ = ¢ + v. Protislovje lahko odpravimo edino tako,
da predpostavimo, da ¢as za mirujocega opazovalca tece drugace kot za opazovalca,
ki se giblje skupaj z izvirom.

Miselni poskus. Zvezo med merjenima ¢asoma v enem in drugem sistemu izpeljemo
z naslednjim miselnim poskusom. Opazovalec S’ na vozitku, ki se giblje s hitrostjo v
glede na okolico, posveti z laserjem v pre¢ni smeri glede na smer gibanja, tako da se
zarek po odboju od zrcala vrne do izvira. Za pot porabi ¢as t' = 21/c. Poskus opazuje
opazovalec S, ki miruje glede na okolico. Zanj se Zarek po odboju ne vrne na isto mesto,
saj se izvir medtem premakne (glej sliko 5). Ce ¢as potovanja, ki ga izmeri S, ozna¢imo
s t, je premik vozicka enak vt. Iz slike razberemo, da za ¢as t velja:

/ﬁ‘
oy
S
. S
/ S

tzé 2\/12+(%vt>2.

c c

(Ne pozabimo, da je hitrost svetlobe za oba opazovalca enaka.) Ena¢cbo pomnoZimo s
c in kvadriramo: )
A =412+ PP = AT+ 0%,
pri emer smo dolzino ! izrazili s ¢asom potovanja, ki ga izmeri S'. Iz enatbe izrazimo
t:
t 1
#(c? —v?) = 2, t= ——— =1t Y= (2.3)
v? v?
1- 2 1-— 2
Mirujoci opazovalec torej nameri daljsi cas, saj velja y > 1.
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Po ¢em se opazovalca pravzaprav razlikujeta, saj so po prvem nacelu vsi opazovalci
enakovredni? Za opazovalca S’ se zacetek in konec poskusa dogodi na istem mestu, za
vse druge opazovalce pa na razli¢nih mestih. Cas, ki ga meri opazovalec v sistemu, v
katerem izmeri zacetni in konéni ¢as poskusa na istem mestu, vpeljemo kot lastni cas.

Denimo, da bi imel opazovalec na vozic¢ku veliko uro, tako da bi lahko mirujoci
opazovalec gledal na na njegovo uro in od¢itani ¢as primerjal s svojo uro. Videl bi, da
teCe Cas opazovalcu na vozicku pocasneje kot njemu. A enako bi lahko sklepal opa-
zovalec na vozicku, ko bi opazoval uro opazovalca, ki miruje glede na okolico. Zdi
se, da smo naleteli na protislovje. Ce bi Zeleli protislovje razresiti, bi morali natanéno
opredeliti postopek, kako oba ¢asa primerjamo. Ko letita opazovalca drug mimo dru-
gega, lahko naravnata uri; ni pa jasno, kako lahko uri primerjata ob poznejsih casih, saj
poleg razli¢nih ¢asov merita tudi razli¢ne razdalje. K temu problemu se bomo vrnili
pri obravnavi Lorentzevih transformacij.

Paradoks dvojckov. Ko se pojavi nova (fizikalna) teorija, skusajo Stevilni teorijo pre-
veriti ali pa pokazati, da je napac¢na. Eden od nacinov je seveda eksperiment; notranjo
konsistentnost pa lahko preverjamo z miselnimi poskusi. Ce so rezultati protislovni,
pomeni, da teorija ni konsistentna; govorimo o paradoksu. Eden najbolj znanih pri-
merov takSnega (navideznega) paradoksa, ki je povezan z merjenjem casa, je paradoks
dvojckov.

Eden od dvojckov, imenujmo ga kar B, se odpravi na pot do zvezde, oddaljene 20
svetlobnih let!, drugi, A, ostane na Zemlji. Dvoj¢ek B potuje z raketo s hitrostjo 0,8 ¢

@ LA QVB @

B UB
Oa Oa Oa Oa

Slika 6: Potovanje B-ja, kot ga vidi A.

in doseze zvezdo v 25 letih, merjeno za opazovalca na Zemlji; nato se obrne in se vrne
na Zemljo. Za celotno pot porabil t4 = 50 let. Ker pa v raketi za opazovalca na Zemlji
teCe Cas pocasneje, porabi dvojc¢ek B za celotno pot le

¢ 2
tB:7Az\/1—2—2tA:O,6tA:301et. (2.4)

Ce je sklepanje pravilno, se B vrne 20 let mlajsi od svojega brata, ki je ostal na Zemlji.
Ampak — enako lahko sklepa dvojc¢ek B. Zanj se Zemlja oddaljuje s hitrostjo 0,8 c,
zato sklepa, da na Zemlji tece ¢as pocasneje. Domneva, da bo po povratku njegov
brat, ki je ostal na Zemlji, mlajsi za 20 let. Oc¢itno smo prisli do protislovja, saj smo

Isvetlobno leto (sv. leto) je razdalja, ki jo svetloba prepotuje v enem letu.
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Slika 7: Potovanje A-ja, kot ga vidi B.

s staliS¢a dveh opazovalcev, ki naj bi bila enakovredna, dobili razli¢ne rezultate. Pa
sta res enakovredna? Ko je B prisel do zvezde, se je moral ustaviti, nazaj grede pa
pospesevati, da je dosegel zaZeleno hitrost. Torej se je vsaj del ¢asa gibal pospeSeno in
ni bil v inercialnem sistemu. Zato oba opazovalca nista enakovredna in pravilen opis
je opis opazovalca A, ki je bil ves ¢as poskusa inercialen.

2.3 SkrajSanje dolzin

Opazovalca v sistemih, ki se gibljejo drug glede na drugega, ne merita enakega casa in
tudi ne enakih dolZzin.

Miselni poskus. Zamislimo si poskus, pri katerem vozilo vozi s hitrostjo v od kraja
A do kraja B po ravni cesti. Razdaljo med krajema ozna¢imo z I. Prvi opazovalec
naj miruje glede na cesto. Za trajanje potovanja izmeri ¢as t in velja | = vt. Drugi
opazovalec naj se giblje skupaj z vozilom. Uro sprozi, ko gre izhodis¢e njegovega
koordinatnega sistema mimo kraja A in ustavi v trenutku, ko gre njegovo izhodisce
mimo kraja B. Izmeril je lastni ¢as potovanja, t', saj se je zaletek in konec dogodil v
isti tocki v njegovem koordinatnem sistemu. V sistemu, ki miruje glede na cesto, pa
se zaCetek in konec potovanja dogodita v razli¢nih tockah. Velja t = «t'. Gibajoti se

opazovalec sklepa, da je razdalja med krajema A in B enaka
s’ s

[ SR -

A I B A ! B

Slika 8: Mirujoci opazovalec in opazovalec, ki se giblje skupaj z vozilom.

l’:vt’:v—tzi. (2.5)
Yo
Opazovalec, ki se glede na objekt giblje, torej izmeri krajso dolzino ceste. DolZino

objekta (ceste, telesa, .. .) v sistemu, v katerem objekt miruje, imenujemo lastna dolZina.



B. Golli, Osnove moderne fizike 3. januar 2022, 17

Skrajsanje dolZin v primeru potovanja dvoj¢kov. Izid poskusa, povezanega s para-
doksom dvojckov, lahko pojasnimo tudi tako, da A in B merita razli¢ne razdalje po-
tovanja. Opazovalec na Zemlji miruje glede na zvezdo, torej izmeri lastno oddaljenost
do zvezde. Opazovalec v B pa se giblje in izmeri krajso pot, I’ = 1/v = 0,61 = 12 sve-
tlobni let. Za toliksno pot pa pri hitrosti v porabi t' = I /v = 15 let, kolikor tudi pokaze
njegova ura.

Eksperimentalne potrditve. Rezultati, do katerih smo prisli, so v nasprotju z naso
intuicijo, zato je pomembno, da jih je mogoce preveriti tudi eksperimentalno. Eden pr-
vih poskusov je bil poskus z mioni. Mioni imajo enake lastnosti kot elektroni, le njihova
masa je 207 krat vecja. Niso obstojni in po ¢asu T = 2,20 us razpadejo v elektron in
dva nevtrina. Nastajajo v vrhnjih plasteh atmosfere nekako 10 km nad tlemi pri trkih
kozmi¢nih protonov, ki priletijo iz vesolja, z jedri atomov zraka. Protoni imajo lahko
toliksno energijo, da nastali mioni odletijo s hitrostjo, ki je zelo blizu svetlobne hitrosti.
V ¢Casu od nastanka do razpada preletijo razdaljo I’ = vT = ¢t = 660 m. Detektor na
tleh jih torej ne bi mogel zaznati, saj bi Ze veliko prej razpadli. A pri tem zakljucku
nismo upostevali relativisticnega podaljSanja ¢as in skrajSanja dolzin. Debelina atmos-
tfere 10 km je lastna dolZina za opazovalca na tleh, saj atmosfera glede na tla miruje. Za
gibajocega se opazovalca, ki bi se gibal skupaj z mionom, pa bi se ta dolZina skrajSala
za relativisti¢ni faktor . Ce za hitrost miona vzamemo realisti¢no vrednost 0,998 c,
izratunamo y = 1/4/1 —0,9982 = 16. V tem primeru je za mion atmosfera debela le
10 km/16 ~ 630 m, kar pomeni, da ravno Se dosezZe zemeljsko povrsje in ga detektor

lahko zazna.
p
H
‘ y

a) b)

Slika 9: Potovanje miona skozi atmosfero, kot ga vidi opazovalec na Zemlji (a) in opazovalec,
ki bi se gibal skupaj z mionon (b).

Razpadni ¢as T je pravzaprav povprecni ¢as, v katerem mion razpade. Stevilo mi-
onov v vzorcu pojema eksponentno s karakteristicnim ¢asom T, merjeno v sistemu, v
katerem mioni mirujejo. Za gibajoce se mione pa se karakteristi¢ni ¢as poveca za faktor
7. Stevilo mionov v curku, ki potuje proti povrju Zemlje, zato eksponentno pojema
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s prepotovano potjo. Prvi poskus z merjenjem mionov sta leta 1940 izvedla Hall in
Rossi, tako da sta merila tok mionov pri dveh nadmorskih viSinah, 3240 m in 1616 m.
Ker sta merila energijo mionov in s tem njihovo hitrost, sta lahko potrdila napovedi
teorije relativnosti.

V velikih pospesSevalnikih dandanes opazujemo razli¢ne neobstojne delce, ki zelo
hitro razpadajo. Zaradi podaljSanja ¢asa se v sistemu laboratorija ta ¢as znatno poveca,
saj so hitrosti nastalih delcev zelo blizu svetlobne hitrosti. Relativisti¢ne efekte lahko
pri teh poskusih zelo natan¢no preverimo.

Zanimivi so poskusi, pri katerih med sabo trkajo teZki ioni z izjemno velikimi kine-
ti¢nimi energijami. V pospeSevalnikih doseZejo jedra zlata hitrosti, ki merijo 0,99995 c.
V smeri gibanja jedra se polmer kroglice skréi na vsega ' = r/y = ry/1 —0,999952 =
0,01r. Jedro, ki je v mirovanju okroglo, je za mirujocega opazovalca videti kot tanka
ploscica, saj v precni smeri ohrani svojo velikost.

2.4 Relativisticni Dopplerjev pojav

Klasi¢ni Dopplerjev pojav. Opazovalec, ki se priblizuje izviru valovanja, izmeri ve-
&o frekvenco valovanja, kot opazovalec, ki miruje glede na izvir. Ce se oddaljuje, pa
manj$o. V klasi¢ni fiziki je pomembna hitrost, s katero se izvir giblje glede na sred-
stvo, v katerem se $iri valovanje. Ce izvir miruje glede na sredstvo in se opazovalec s
hitrostjo v giblje glede na izvir, velja

v:v()(lig).

Pri tem je vp frekvenca izvira in v frekvenca, ki jo zazna opazovalec; predznak +
ustreza priblizevanju, — pa oddaljevanju. Ce opazovalec miruje glede na sredstvo in
se giblje izvir, velja

Vo

7 - (2.6)
1F -
c

vV —=

Predznak — sedaj ustreza za pribliZzevanju, + pa oddaljevanju izvira od opazovalca.

Dopplerjev pojav pri elektromagnetnem valovanju. V relativisti¢ni obravnavi se
elektromagnetno valovanje (svetloba) $iri skozi prazen prostor in zato ne obstaja privi-
legiran opazovalni sistem, kot pri valovanjih, ki za Sirjenje potrebujejo sredstvo. Vsak
opazovalec miruje v svojem opazovalnem sistemu, giblje se izvir. Pri relativisti¢ni
obravnavi moramo tudi upostevati, da tece ¢as za opazovalca, ki se giblje skupaj z
izvirom, drugace kot za opazovalca, za katerega se izvir giblje. Za drugega opazovalca
tece ura v gibajocem se sistemu pocasneje, zato se zanj spremeni frekvenca izvira ne
glede na to, v katero smer se izvir giblje. Izvir v lastnem sistemu niha z nihajnim ¢asom
to = 1/vp. Opazovalec izmeri daljsi ¢as t6 = 7tp in manjSo frekvenco nihanja izvira:

11 2
V= o= — =y 1- 2, 2.7)
to Tto c
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pri ¢emer Se nismo upostevali, da se izvir priblizuje ali oddaljuje. Do spremembe fre-
kvence torej pride tudi v primeru, ko se izvir giblje v pre¢ni smeri (v smeri pravokotno
na zveznico med izvirom in opazovalcem). Govorimo o precnem Dopplerjevem pojavu.
Opazimo ga na primer pri satelitu, ko leti v zenitu, in oddaja signal sprejemniku na Ze-
mlji. Pri zvoku pre¢nega pojava ni; frekvenca ki jo zazna poslusalec, je enaka frekvenci
zvocila.

Ce se izvir priblizuje s hitrostjo v, moramo upostevati, da se valovi zgostijo, tako
kot pri drugih valovanjih (glej (2.6)) in frekvenca se poveca:

(2.8)

Podoben rezultat sledi v primeru, ko se izvir oddaljuje, le da se v tem primeru fre-
kvenca zmanj3a:

(2.9)

Hubblov zakon. Segreti plini sevajo Crtast spekter svetlobe. Z merjenjem znacilnih
valovnih dolZzin, ki se pojavijo v spektru plina, lahko ugotovimo, kateri plin seva. V
vesolju je najve¢ vodika, ki oddaja vidno svetlobo pri valovnih dolzinah 656,3 nm,
486,1 nm, 434,0 nm, 410,2 nm. Pri opazovanju oddaljenih galaksij so opazili, da zna-
¢ilne ¢rte vodika in tudi drugih elementov niso pri obi¢ajnih vrednostih, pa¢ pa so
premaknjene proti vedjim valovnim dolzinam (frekvence pa k manj$im frekvencam).
Tako lahko namesto znacilne modrozelene ¢rte pri 486,1 nm opazimo ¢rto pri vedji va-
lovni dolZini, ki je sedaj lahko rdeca. Pojavu zato pravimo rdeci premik spektralnih ¢rt.
Hubble je pojav pojasnil z Dopplerjevim pojavom in hipotezo, da se oddaljene gala-
ksije od nas odmikajo. Z merjenjem rdecega premika je dolo¢il hitrost tega odmikanja.
Ker so za galaksije, ki so dovolj blizu Zemlje, poznali hitrosti, je Hubble lahko ugotovil,
da je hitrost odmikanja premo sorazmerna z oddaljenostjo galaksije od Zemlje:

v=Hyd, Hy=70km/s/Mpc=23-10"8s1=72.10""1et"!.  (2.10)

Hitrost se torej poveta za 70 km/s , ko se oddaljenost poveca za en megaparsek (Mpc) 2.
Na prvi pogled se zdi, kot bi bila Zemlja oz. nasa galaksija v srediS¢u vesolja, saj se
vse druge galaksije odmikajo od nas. A ker hitrost naras¢a linearno z razdaljo, velja za
vsako galaksijo, da se druge odmikajo od nje. Mislimo si, da na balonu nariSemo pike,
ki predstavljajo galaksije. Ko balon napihujemo, se razdalja med poljubnima pikama
povetuje. Za nobeno piko ne moremo reti, da je sredis¢e (povrsja) balona. Ce se to-
rej galaksije oddaljujejo druga od druge, pomeni, da so morale biti neko¢ skupaj (glej
sliko 10). Govorimo o velikem poku, ki pomeni zacetek vesolja in zacetek oddaljevanja
galaksij. Kdaj je se veliki pok pricel? Ce za d vzamemo razdajo do izbrane galaksijama,

ZParsek je astronomska enota za merjenje velikih razdalj; to je razdalja, s katere vidimo premer Ze-
mljine orbite pod kotom ene lo¢ne sekunde. Enak je 3,26 svetlobnih let.
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Slika 10: Sirjenje vesolja: razdalja med poljubnima galaksijama se enakomerno povetuje.

se razdalja premo enakomerno povecuje, d = vt, pri ¢emer ¢as t merimo od trenutka,
ko je bila razdalja enaka ni¢, torej od zacetka vesolja. Po drugi strani iz (2.10) sledi
d =vH, 1. Od tod sklepamo, da je starost vesolja

to=Hy' =14-10" let. (2.11)

Natancnejsi racuni upostevajo, da se vesolje ni vedno enakomerno $irilo, in za starost
vesolja dobijo 13,8 + 0,4 milijard let.

2.5 Lorentzeve transformacije

Relativisti¢ne transformacije, ki nadomestijo Galilejeve transformacije (glej tabelo 1), je
prvi zapisal Hendrik Lorentz za transformacije elektromagnetnega polja, Se preden je
Einstein izdelal svojo posebno teorijo relativnosti.

Izpeljava transformacij. Pri izpeljavi transformacij za ¢as in koordinate se omejimo
na poseben primer transformacij, ko se drugi opazovalec giblje vzdolz med seboj vzpo-
rednih osi x in ¥/, podobno kot smo to storili pri zapisu Galilejevih transformacij. Pri
izpeljavi predpostavimo:

(@) Vlimiti v/c — 0 sledijo Galilejeve transformacije.

(b) Vsiinercialni opazovalni sistemi so enakovredni; obratna transformacija se razli-
kuje le po predznaku hitrosti v.

(c) Transformira se tudi cas.

(d) Hitrost svetlobe je v vseh sistemih enaka.

Iz zahteve (a) pritakujemo, da bo imela transformacija iz sistema S v sistem S’, ki
se giblje s hitrostjo v vzdolz koordinatne osi x, obliko

X' =k(x—ot), k(v—0)=1. (2.12)



B. Golli, Osnove moderne fizike 3. januar 2022, 21

Iz (b) sledi, da mora imeti obratna transformacija obliko
x = k(x' +ot'). (2.13)

Povezavo med ¢asoma, merjenima v prvem in drugem opazovalnem sistemu, izpe-
ljemo tako, da x iz druge enacbe vstavimo v prvo:

x' = k(k(x" +ovt") — ot) = k*x’ + k*vt’ — kot . (2.14)
Clen kot prenesemo na levo in enacbo delimo s kv:
k-1 k-1
= kt' = ! " 21
t =kt + o X k(t+ Em x> (2.15)

Kot smo pri¢akovali, transformacija za ¢as preplete ¢asovno in krajevno koordinato.
Izraz za koeficient k izpeljemo iz predpostavke (d). Opazovalca pri¢neta meriti vsak
svoj Cas v trenutku, ko izhodis¢i koordinatnih sistemov sovpadata. V tem trenutku
opazovalec v S posveti z laserskim Zarkom v smeri osi x; ¢elo curka se giblje premo
enakomerno s svetlobno hitrostjo ¢: x = ct. Enako zapiSe gibajoci se opazovalec: x’ =
ct’. Upostevamo (2.13) in (2.15) in izra¢unamo

S k(x4 ot’)

t T s AR
k <t + 2o X
Upostevamo e x' = ct/, izpostavimo #' v tevcu in imenovalcu, okrajsamo # in k, in

sledi:

(2.16)

c+v
k2o
Sledi ) ) ) )
-1 ks —1
c+ % =c+uo, torej = ZC)—Z . (2.18)
Od tod izlus¢imo
=< n k= =
a2
Transformacija iz S’ v S ima torej obliko
v
t:’y<t’+c—2x’> , (2.20)
x=y(x" +ot), (2.21)

pri ¢emer smo izraz (k* — 1)/k?v v (2.15) poenostavili s pomo&jo druge enakosti v
(2.18). Transformacijo iz S v S’ kon¢no zapiSemo kot

t’z’y(t—%)f) ,

x'=v(x—vt), (2.22)
V'=y,
7 =z.

Dodali smo Se zvezi med drugima dvema koordinatama, ki se v naSem primeru ob
prehodu iz enega koordinatnega sistem v drugega ne spremenita.
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Lorentzeve transformacije in podaljSanje casa. Kot zgled za uporabo Lorentzevih
transformacij se vrnimo na pojav podaljSanja ¢asa. Pojav obravnavamo kot zaporedje
dogodkov. Dogodek je dolocen tako, da povemo, kje v koordinatnem sistemu se je do-
godil in kdaj. Pri pojavih, ki jih bomo obravnavali, zadostuje le ena koordinata, x.
V tem primeru je dogodek dolo¢en z dvojico podatkov (¢, x). Ko gremo v drug opa-
zovalni sistem, se dvojica podatkov transformira tako, kot to narekujejo Lorentzeve
transformacije.

Opazujmo najprej pojav, ki se zgodi v koordinatnem sistem S’ na istem mestu. Za-
radi preprostosti izberimo kar x’ = 0. Zacetek pojava naj bo ob ¢asu 0, konec ob .
Zacetku in koncu priredimo dogodka A = (t;,x,) = (0,0) in B = (t},x%) = (¥,0).
V koordinatnem sistemu S, ki se giblje s hitrostjo v glede na ', sledi za &asa in legi
dogodkov

0

xg = y(xp + oty) = yot’, tB:’y<t};+C22x};> =t
V sistemu S traja dogodek t = tgp — t4 = t/, kar je v skladu z enatbo za podaljsanje
¢asa, ki smo izpeljali v poglavju 2.2.

Lorentzeve transformacije in skrajsanje dolzin. Na podoben nacin preverimo, ce
lahko izpeljemo znani rezultat tudi za relativisticno skrajSanje dolzin. V sistemu S
sedaj izberimo dogodka, ki se zgodita ob istem ¢asu t4 = tp = 0, a pri razli¢nih legah,

.....

=0, =0, xp=9l, tp=7

Za razdaljo med dogodkoma sledi I’ = x}; — x; = I. Pomeni, da se razdalja podaljsa
in ne skrajsa, kot bi pricakovali na podlagi rezultata v poglavju 2.3. Kateri rezultat je
pravilen? Opazimo, da dogodka v sistemu S’ nista bila so¢asna tako kot v sistemu S.
Pomeni, da smo lego drugega krajis¢a izmerili kasneje kot lego prvega. Med tem ¢a-
som pa se je palica v sistemu S/ premaknila, zato nismo izmerili samo dolzino palice,
temvec vsoto dolZine in premika. Pri merjenju dolzine moramo zahtevati, da obe kraji-
§¢i izmerimo hkrati, torej t; = t/,, v naSem primeru ob t; = 0. To pa lahko zagotovimo
le v primeru, da dogodka nista so¢asna v sistemu S. Iz transformacije za cas sledi

v UXB vl
t = Q -—x>:m L R—C
B=7 (/BT %8 B 2 2

Ce vrednost tp sedaj vstavimo v enacbo za x7, sledi

2
xgz'y(xg—vtg):'y(l—vc—zl> :fyilzi.
Dobili smo pri¢akovani rezultat I’ = xj — x, = [/7. Vsak opazovalec, ki meri dolzino
objekta, mora zagotoviti, da izmeri obe krajni tocki socasno. Pri tem ni pomembno, ¢e
za druge opazovalce njegovo merjenje ni bilo so¢asno.
Pri tem zgledu smo spoznali, da so¢asnost dveh dogodkov v enem sistemu ne im-
plicira so¢asnosti v drugem opazovalnem sistemu. Ve¢ o tem bomo povedali v po-
glavju 2.8.
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2.6 Transformacija hitrosti

Iz transformacije (2.22) lahko hitro izpeljemo pravilo za transformacijo hitrosti iz enega
sistema v drugega. Zaradi enostavnosti obravnavamo le primer, ko se telo v koordi-
natnem sistemu S giblje v smeri osi x, torej v isti smeri, kot se giblje drugi opazovalec
S’. Opazujmo primer, ko se v sistemu S telo giblje premo enakomerno s hitrostjo vy,
tako da je bilo ob ¢asu t = 0 v izhodis¢u. Velja x = vyt. V sistemu S’ izberemo price-
tek merjenja ¢asa v trenutku, ko izhodis¢i obeh sistemov sovpadata. Potem za gibanje
telesa v sistemu S’ prav tako velja ' = vjt’. Po Galileju seveda velja v} = v; — v, v
relativisticnem primeru pa do zveze pridemo tako, da drugo enacbo v (2.22) delimo s
prvo in vstavimo x = vyt

/
, X y(x—ot)  ovit—ovt v —v
'01—?— D = D = o0y (223)
(t-gx) t-gut -7

Ce se sistem S’ giblje v nasprotni smeri, spremenimo predznak v v §tevcu in imeno-
valcu.

0 0
S oL s’ o—
! %U / %U
S X S X
X X
t=0 t>0

Slika 11: Legi koordinatnih sistemov ob ¢asu t = 0 in ob kasnej$em ¢asu pri opazovanju telesa,
ki se v sistemu S’ giblje s hitrostjo v].

Namesto telesa vzemimo kar svetlobni Zarek, v; = c. Hitrost Zarka v S’ je potemta-

kem
c(l—E)
cC—70 2
v = —F = =, (2.24)
1- 1-—

kot smo pricakovali, saj mora biti hitrost svetlobe v vseh sistemih enaka.
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2.7 StirirazseZni prostor

Transformacijo (2.22) lahko prepiSsemo v nekoliko bolj simetri¢no obliko, ¢e ¢as pomno-
Zimo s svetlobno hitrostjo:

ct' =7 (ct — §x> , (2.25)
X' =7 (x - gct> . (2.26)

Produkt ct ima enoto dolZine in se obnasa kot dodatna, ¢etrta koordinata. Vpeljemo
StirirazseZni prostor, v katerem je Cetrta koordinata ¢as, pomnozen s svetlobno hitro-
stjo. Tocka v tem prostoru je dolocena s Cetverico koordinat. Ustrezni vektor — vektor
detverec — zapiSemo kot

r= (Ct’ x/ylz) = (1/01 71, 7"2/7’3) . (227)
Casovno koordinato obi¢ajno pisemo na prvem mesto z indeksom 0 (,ni¢ta” koordi-

nata). Ce vektorje zapisemo v obliki stolpcev, lahko transformacijo (2.22) prepigemo v
matri¢no obliko:

ct! ¥y =%y 0 0] [ct
i I vy 0 0] |«x
vy 0 0 1o0]|ly (2.28)
z/ 0 0 01 z
ali kompaktno
r =Lr. (2.29)

Namesto o to¢kah v trirazseZznem prostoru, dolo¢enih s tremi koordinatami, govorimo
sedaj o dogodkih, dolo¢enih s stirimi koordinatami. Dogodek je dolo¢en tako, da nave-
demo njegovo lego (tocko v trirazseZnem prostoru) in ¢as, ko se je zgodil.

Invarianta je koli¢ina, ki se pri prehodu iz enega koordinatnega sistema v drugega
ne spremeni. V nerelativisti¢ni fiziki so invariante na primer ¢as, masa in velikost
razdalje med dvema tockama. V teoriji relativnosti ¢as in razdalja nista vec¢ invariantna,
saj se za gibajocega se opazovalca ¢as podaljsa, razdalja pa skrajsa.

Razdaljo med dvema to¢kama, |A7| = |F, — 71|, definiramo z

|A7]2 = A7 - A7 = (Ax)? + (Ay)? + (Az)?, (2.30)

¢eje Ax = xp — x1,... Podobno poskusimo vpeljati razmik med dogodkoma v Stiri-
razseZnem prostoru:

|Ar)? = (cAt)? + (Ax)? + (Ay)? + (Az)2. (2.31)

V sistemu, ki se giblje v smeri osi x s hitrostjo v, velja cAt = 7y (cAt — 2 Ax), Ax' =
v (Ax — ZcAt), in razmik bi imel obliko

[Ar'[2 = (cAt)? + (Ax)? + (8y')? + (A2)?
2 2
=92 [cAt — g Ax} + o2 [Ax — %cAt} + (Ay)* + (Az)?

_ 2 [(1 + z—j) ((car?+ (ax)?) —4vAtAx} +(AY)2 + (Az)2. (2.32)
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Izraz bi bil enak (2.31), ¢e bi spremenili predznak ¢lena ZC’—; in ne bi bilo tretjega clena v
oglatem oklepaju. Ce spremenimo predznak ¢asovnega ¢lena v (2.31):

|Ar]2 = (As)? = —(cAt)? + (Ax)? + (Ay)* + (Az)%. (2.33)
pa se lahko hitro prepricamo, da se rac¢un izide:
|AF? = |Arf. (2.34)

Koli¢ina (As)? je enaka v vseh inercialnih sistemih; govorimo o (kvadratu) razmika med
dogodkoma. Po analogiji z (2.30) vpeljemo skalarni produkt dveh vektorjev Cetvercev
a = (ag,a1,az,a3) inb = (b, by, by, b3) v prostoru Minkowskega:

ap -1 0 0 O bo ap —bo

el o T oo |b|_|al||bk

- = ar 0 01 0 bz o ar bz

as 0 0 0 1 b3 as b3

3 3
= —agbg + a1b1 + axby + azbs = Z Z aaﬂaﬁbﬁ . (2.35)
x=0 =0
Vpeljali smo metricni tenzor z elementi:

Moo = —1, nmi=1, 1=123, Nap =0, o F#PB. (2.36)

Na prvi pogled se zdi vse skupaj odvecna komplikacija zaradi enega samega pred-
znaka, a zavedati se moramo, da postane v splosni teoriji relativnosti metri¢ni tenzor
ena od klju¢nih koli¢in. Ob prisotnosti mase (energije) v prostoru se metri¢ni tenzor
spremeni in matri¢ni elementi postanejo odvisni od porazdelitve mase v prostoru.

2.8 Dogodki in vzro¢nost
Razmik med dogodkoma je lahko

e krajevnega tipa, tedaj je (As)?> > 0: v tem primeru obstaja inercialni sistem, v
katerem se dogodka dogodita na razli¢nih krajih, a ob istem casu; dogodka ne
moreta biti v vzrocni zvezi;

e ‘asovnega tipa, tedajje (As)? < 0: obstaja inercialni sistem, v katere se dogodka
dogodita na istem mestu, a ob razli¢nih ¢asih; dogodka sta lahko v vzrocni zvezi;

* svetlobnega tipa, tedaj je (As)? = 0.

Zgled. Ce predpostavimo, da se opazovalci in telesa gibljejo le vzdolz osi x, lahko
dogodke predstavimo na preseku svetlobnega stoZca, kot je prikazano na sliki. (Ce bi
vkljucili Se koordinato y, bi imelo osen¢eno podrocje na sliki obliko stoZcev, ki bi se
dotikala v izhodis¢u.)

Denimo, da se je dogodek A, na sliki prikazan v izhodis¢u, zgodil ob ¢asu ty =
0, zato ustrezni Cetverec zapiSemo kot r, = (0,0). (Koordinat y in z, ki sta enaki 0
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As® >0

sedanjost

Slika 12: Svetlobni stoZec

za vse dogodke, ki jih bomo obravnavali v nadaljevanju, ne bomo eksplicitno pisali.)
Dogodek B se je prav tako dogodil ob ¢asu 0, a na drugem mestu, recimo na planetu,
oddaljenem dve svetlobni leti: rg = (0,2 sI). Razmik med dogodkoma je

(AS)iB = —(ctp — CtA)Z + (xp — JCA)2 =450°.

Razmik je torej krajevnega tipa — seveda, saj se dogodka razlikujeta le po kraju. Dogo-
dek E pa se je zgodil prav tako pri x = 0, a ob kasnejSem casu, recimo po enem letu,
torej ctg = 1 sl. Za razmik med dogodkoma A in E sledi (As)%; = —1 s/?>. Razmik je
casovnega tipa: dogodka se razlikujeta le po casu.

Denimo, da dogodka A in C predstavljata izstrelitev rakete (dogodek A) in pri-
stanek rakete po enem letu na planetu, oddaljenem dve svetlobni leti (dogodek C,
rc = (15,2 sl)). Razmik med dogodkoma je

(As)4c = —(1sl —0)*>+ (251 —0)> =3 sI%.

Sta lahko dogodka med seboj vzrotno povezana? Ce bi §lo za isto raketo, bi to pome-
nilo, da je raketa potovala do planeta z dvakratno svetlobno hitrostjo; dogodka torej ne
moreta biti povezana. To je v skladu z naso drugo trditvijo, da dogodka krajevnega tipa
ne moreta biti vzro¢no povezana. Preverimo Se prvi del trditve in pois¢imo inercialni
sistem, v katerem se dogodka zgodita ob istem ¢asu. Dogovorimo se, da opazovalec v
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iskanem inercialnem sistemu pri¢ne Steti svoj ¢as v trenutku, ko izhodis¢i obeh inerci-
alnih sistemov sovpadata, torej t/, = 0in x/; = 0. Iz zahteve po isto¢asnosti dogodkov
A in C v drugem inercialnem sistemu sledi

X
t’C:'y<tC—c—2C>:t;1:O.

Od tod izlus¢imo c’tc = vxc inv = (ctc/xc)c = %c. Za opazovalca, ki se giblje s
hitrostjo v = %C, se dogodka A in C dogodita hkrati. Hitro se lahko prepricamo, da se
za opazovalce, ki se gibljejo hitreje kot 3¢, dogodi dogodek C pred dogodkom D.

Kaj pa, ¢e raketa pristane na planetu po preteku treh let (dogodek D, rp = (3sl,251))?
Vsaj nacelno je mozno, da gre za isto raketo in sta torej dogodka A in D povezana. Raz-
mik med dogodkoma je

(As)yp = —(3s —0)2 4 (251 — 0)2 = —5s2.

Dogodka sta ¢asovnega tipa; v skladu z naso tretjo trditvijo sta dogodka lahko vzro¢no
povezana. Pois¢imo Se opazovalni sistem, v katerem se oba dogodka dogodita na istem
mestu. Podobno kot v prejSnjem primeru sedaj zahtevamo

xp = v(xp —otp) = x4, = 0.

Od tod sledi v = xp/tp = (xp/ctp)c = %c — seveda gre za opazovalca, ki potuje
skupaj z raketo.

Prihodnost, preteklost, sedanjost. Dogodki, za katere je razmik glede na dogodek A
negativen, (As)? < 0, se za vse inercialne opazovalce dogodijo bodisi pred ali po do-
godku A. Dogodke lahko (glede na dogodek A) postavimo v preteklost ali v prihodnost.
V prvem primeru je dogodek A lahko posledica dogodka v preteklosti, v drugem pa
vzrok dogodka v prihodnosti. TakSna vzro¢na povezava pa ne obstaja za dogodke, pri
katerih je razmik glede na dogodek A pozitiven. Isti dogodek se za nekatere inercialne
opazovalce dogodi pred dogodkom A, za druge pa po njem; vedno pa lahko najdemo
inercialni sistem, v katerem sta oba dogodka isto¢asna. Pravimo, da vsi taksni dogodki
pripadajo sedanjosti.

Sile in kavzalnost. Telo vpliva na drugo telo s silo. Ce se, recimo, prvo telo pre-
makne ali se mu spremeni naboj, to zazna drugo telo preko delovanja sile. Spre-
memba pri prvem telesu je vzrok za spremembo pri drugem telesu. Ker sta obe spre-
membi vzro¢no povezani, mora biti (kvadrat) razmika med dogodkoma negativen:
—(cAt)? + (Ax)?> < 0; pri tem je Ax razdalja med telesoma in At ¢as, v katerem se
drugo telo odzove na spremembo v stanju prvega telesa. Velja

Ax <

— <c.

At —
Hitrost Sirjenja motnje torej ne more biti vecja od hitrosti svetlobe. Sile med telesi ne
delujejo trenutno, temvec se njihovo delovanje z enega telesa na drugega prenasa s
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kon¢no hitrostjo, manj$o ali kvejemu enako svetlobni hitrosti. Ce ne bi bilo tako, bi
lahko vedno nasli inercialni sistem, v katerem bi se posledica pojavila pred svojim
vzrokom.

Ugotovitev sledi iz nacela kavzalnosti (vzrocnosti), enega od temeljnih nacel fizike, ki
zahteva, da se za vse opazovalce vzrok dogodi pred njegovo posledico.

Smer toka ¢asa. V StirirazseZnem prostoru se ¢asovna koordinata bistveno razlikuje
od krajevnih koordinat: ¢asovna koordinata se le povecuje, medtem ko se druge tri
koordinate lahko spreminjajo v pozitivni ali negativni smeri. Kaj dolo¢a smer, v ka-
tero tece cas? Na podlagi ugotovitev v prejSnjih razdelkih lahko re¢cemo, da ¢asovno
urejenost dogodkov in s tem tudi smer toka casa doloca nacelo kavzalnosti: naprej se
dogodi vzrok, nato njegova posledica. Pa lahko res pri vseh pojavih nedvoumno razli-
kujemo med vzrokom in posledico? Ce na primer opazujemo elasti¢ni trk, prav lahko
zamenjamo zacetek in konec (posnetek poskusa zavrtima nazaj) in dobimo fizikalno
mogoc¢ pojav. Pri takSnem pojavu torej ne moremo lociti vzroka in posledice. Drugace
je prineelasti¢cnem trku, pri katerem se na primer dve kepi ilovice sprimeta; v tem pri-
meru pa lahko nedvoumno lo¢imo med vzrokom in posledico. (Ce posnetek zavrtimo
nazaj, dobimo nemogo¢ pojav.) V okviru termodinamike v primeru elasti¢nega trka
govorimo o reverzibilnih pojavih, v primeru neelasti¢nega pa o ireverzibilnih. Ce so po-
javi izolirani od okolice, se pri prvih entropija ne spreminja, pri drugih pa se povecuje;
zmanjSevati se ne more. Sedaj lahko Ze slutimo, kaj dolo¢a smer ¢asa: vzro¢nost doloca
¢asovno zaporedje dogodkov, a o vzro¢nosti je mogoce govoriti le pri ireverzibilnih po-
javih, pri katerih se entropija povecuje.

Smer toka ¢asa torej poveZemo z entropijo: Cas tece v smeri narascanja entropije (ne-
reda).

2.9 Cetverec gibalne koli¢ine

V Kklasi¢ni dinamiki v enacbah gibanja nastopata gibalna koli¢ina in energija telesa oz.
sistema teles. Poglejmo, kako je s tem v relativisti¢ni fiziki.

Vektorju gibalne koli¢ine priredimo cetverec gibalne kolicine, tako da krajevnemu
delu dodamo ¢asovno komponento: p = (po, px, Py, Pz)- (Ponavadi gibalno koli¢ino
v relativisti¢ni fiziki in kasneje v kvantni fiziki oznac¢ujemo s ¢rko p inne z G.) Pri tem
je smiselno predpostaviti, da

(i) tri prostorske komponente vektorja ¢etverca, px, py, pz, v limiti majhnih hitrosti
ustrezajo obi¢ajnemu vektorju gibalne koli¢ine, npr. py = mvy = mdx/dt.

Cemu ustreza ¢asovna komponenta, pg, pa Se ne vemo. Poskusimo to ugotoviti tako,
da predpostavimo, da se

(ii) vektor cetverec gibalne koli¢ine pri prehodu iz enega inercialnega sistema v dru-
gega transformira kot vektor ¢etverec dogodka, torej kot to narekujejo Lorentzeve
transformacije (2.22).
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Sistem S’ naj se giblje v smeri osi x s hitrostjo v glede na sistem S. Iz predpostavke
(ii) sledi, da imajo v tem primeru Lorentzeva transformacija obliko:

_ 1,9y
Po="7 (Po"‘ c Px) ’
v

pr=7 (Pet=ph)
Py ="Py,

pz=p:-

Denimo, da telo miruje v sistemu S’; glede na sistem S se torej giblje s hitrostjo v v
smeri osi x. Po predpostavki (i) vzamemo p} = pj, = p. = 0. Dobimo

(4 2 ) = TR0
pe= (Pt oph) =00, 237)

Ce bi hoteli dobiti klasi¢ni rezultat, mo, bi morali za asovno komponento gibalne ko-
li¢ine v mirujotem sistemu vzeti p{, = mc/7y. To seveda ni smiselno, saj bi bila v tem
primeru ¢asovna komponenta v sistemu, v katerem telo miruje, odvisna od hitrosti ne-
kega drugega opazovalnega sistema. Edina smiselna izbira je torej p, = mc, od koder
sledi

px = ymo, (2.38)

iz transformacije za ¢asovno komponento pa Se
po = ymc. (2.39)

Prva enacba nakazuje, da se masa telesa spremeni, ce se telo giblje:

mo

m(v) = ym(0) = \/1—_73_; :

Pri tem je mg = m(v = 0) masa telesa, kot jo izmeri opazovalec v sistemu, ki se giblje
skupaj s telesom. Imenujemo jo mirovna masa telesa. Povejmo Se, da enacbe veljajo
tudi v primeru, ko se telo ne giblje premo enakomerno; ¢e se hitrost telesa spreminja,
izberemo opazovalca, ki se v dolo¢enem trenutku giblje z enako hitrostjo kot telo, v
naslednjem trenutku, ko se hitrost spremeni, pa je to drug (inercialni) opazovalec.

(2.40)

Izracunajmo Se invarianto, ki ustreza ¢etvercu gibalne koli¢ine:

2
0
P p=—potpitpy+ps = =7 mc’ + ot mgo® = —y mic (1 - c_2) = —m3c*.
(2.41)

Ker Ze vemo, da je svetlobna hitrost invariantna, dobljeni rezultat pomeni, da je mi-
rovna masa tudi invariantna, torej enaka v vseh inercialnih opazovalnih sistemih.

Cetverec hitrosti. Hitrost telesa v klasi¢ni fiziki vpeljemo kot ¢asovni odvod lege te-
lesa, 7 = d7/dt. Ce Zelimo definicijo posplositi na ¢etverec hitrosti, naletimo na tezavo,
saj bi odvajanje po ¢asu pomenilo, da ¢etverec odvajamo po eni od koordinat, ne pa po
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neodvisnem parametru, ki bi bil enak za vse opazovalce (kot je ¢as v nerelativisti¢ni
tiziki). Koli¢ina, ki bi jo tako dobili, se pri prehodu iz enega inercialnega sistema v
drugega ne bi transformirala kot cetverec. Odvajati moramo torej po parametru — in-
varianti —, je enak za vse opazovalce. Tak parameter je lahko kvadrat razmika med
dogodkoma. Zaradi prakti¢nih razlogov raje obrnemo predznak in izraz delimo s c.
Vpeljemo invariantni ali lastni cas:

—(As)2 2 2
(As) Ax):Atlv At

1
_Vo(Bs)m 1 2 (Ax)? — _(Bx
AT : C\/(cAt) (Ax)2 = Aty /1 (CN

(2.42)
pri ¢emer je v = v, = Ax/At hitrost opazovalnega sistema, ki se giblje skupaj z gibajo-
¢im se telesom. Definicija se ujema z lastnim ¢asom, kot smo ga vpeljali v poglavju 2.2.
Cetverec hitrosti sedaj vpeljemo kot

dr dr dx
E:—:’Y—:'Y(C,Ux,vy,vz), Ux:a/...

(2.43)
Ce cetverec hitrosti pomnozimo z invariantno koli¢ino, invariantno ali lastno maso my,
dobimo zopet Cetverec:

mou = (mo’yc, mo7yvx, Mmoyvy, Moyvz) = p, (2.44)

torej cetverec gibalne koli¢ine. Tako smo do etverca gibalne koli¢ine prisli Se po drugi
poti. Povejmo, da komponente ¢etverca, uy = vy, ..., nimajo kakSne nazorne pred-
stave, saj opazovalec vedno meri le hitrost vy; poleg tega gre vrednost u, preko vseh
meja, ko se hitrost delca pribliZuje svetlobni.

Tezka in vztrajnostna masa. Trditev, da se masa telesa s hitrostjo spreminja, naspro-
tuje nasi intuitivni predstavi, da je masa mera za mnoZino snovi, za katero velja ohra-
nitveni zakon. Vendar v fiziki mase ne vpeljemo kot mero za mnoZino snovi, za katero
imamo celo drugo osnovno enoto, mol, temve¢ na dva, konceptualno razli¢na nacina:

* Vztrajnostna ali inercialna masa pove, kako se telo ,,upira” spremembi gibanja (hi-
trosti oz. gibalni koli¢ini). Astronavt v brezteZnem stanju izmeri svojo maso prek
sile in pospeska, ki ga sila povzroca:

F
m=—.
a
o Tezka ali gravitacijska masa nastopa v enacbi za gravitacijsko silo med telesoma:

mitip
1/2

Po analogiji s podobno zvezo v elektrostatiki bi lahko rekli, da je ta masa gravita-
cijski naboj telesa. Ko primerjamo maso telesa z masno enoto, primerjamo njuni
teZi, torej sili, s katerima Zemlja deluje na telesi. Prek primerjave z masno enoto
torej merimo tezko ali gravitacijsko maso telesa.
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V Kklasic¢ni fiziki privzamemo, da sta obe masi enaki in za obe uporabljamo isto
enoto. Ce to ne bi bilo res, bi razli¢na telesa padala z razlicnim pospeskom. V Newto-
novem zakonu za prosti pad:

mg
mya =F, = mggq, a=—29,
|4 g G& my 8
na levi strani prve enacbe nastopa vztrajnostna masa in na desni tezka ali gravitacijska
masa. Ce torej za neko telo, recimo za pariski prakilogram, predpostavimo, da sta obe
masi enaki, ni nujno, da bi to veljalo tudi za druga telesa. Zelo natan¢ne poskuse, ki bi
potrdili predpostavko o ekvivalentnosti teZke in vztrajnostne mase, je izvajal madZar-

ski fizik Lorand E6tvos. Danes ugotavljajo ekvivalenco z relativno natan¢nostjo, boljso
od 10712,

V izrazu za gibalno koli¢ino nastopa vztrajnostna masa, ki se v skladu z enacbo
(2.40) povecuje s hitrostjo telesa. Ali to velja tudi za tezko maso? O tem bomo govorili
v naslednjem poglavju. Se prej pa bomo v naslednjem podpoglaviju izpeljali tesno
povezavo med maso in energijo.

210 E = mc?

Kako vpeljemo energijo, na primer s kineti¢no energijo delca, v teoriji relativnosti? Naj-
prej ponovimo, kako izpeljemo kineti¢no energijo v klasic¢ni fiziki. Omejili se bomo na
premo gibanje. V Newtonovem zakonu ma = F zapiSemo pospesek kot a2 = dv/dt in
upostevamo v = ds/dt. Iz druge enacbe izrazimo diferencial ¢asa kot dt = ds/v in
vstavimo v izraz za pospesek: a = vdv/ds. Dobimo mvdv/ds = F. Ena¢bo pomno-
zimo z ds in na obeh straneh integriramo:

2

v
nerelativisticno: / modo = / Fds, %mvz — %mv' =A. (2.45)
'U/

Koli¢ino %mvz vpeljemo kot kineticno energijo telesa in A kot delo sile. Mirujoce telo

ima kineti¢no energijo enako ni¢; sprememba kineti¢ne energije je enaka delu, ki ga
telo prejme.

Pri izpeljavi v okviru relativisti¢ne fizike moramo biti previdni, saj masa ni vec
konstantna. Newtonov zakon za premo gibanje zapisimo v obliki
dp, d(ymov)

=g = e (2.46)

O silah (tj. o vektorju ¢etvercu sile) v relativisti¢ni fiziki nismo Se nicesar povedali;
omenimo le, da je enacba veljavna v primeru elektromagnetne sile F = e(E + 7 X B).
Tako kot prej upostevamo dt = dx/v:

vd(ymgo)

e =F, movd(yv) = Fydx. (2.47)
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Najprej izvrednotimo diferencial

2N\ —1/2
d(yv)=vdy+ydv=vd (1 — Z—2> + ydo
2 3/ 2 5
v vdo v v _
=v (1_C_2) — Tydo= 37°do+9do = (C—2+7 2) y¥dv = 7°do,

sajjey 2 =1- Z—; Izracunati moramo integral od zacetne hitrosti 0 do konéne hitrosti
v:

(%
mo/ Y odv.
0
Vpeljimo novo spremenljivko
2
2 9 v 1
us = _1_c_2' udu——c—zvdv
in sledi
v [
mo/ Y odo = —mocz/ ududu = moc*u~t |°_, = moc*y |9_y = mocty — moc?,
0 =0
° (2.48)

sajje v = 1 za v = 0. Podobno kot v nerelativisticnem primeru se na levi strani ener-
gijskega izreka pojavi razlika energij — a je v relativisticnem primeru energija razli¢cna
od ni¢ tudi tedaj, ko telo miruje. Energijo v mirovanju

Wy = mgc? (2.49)

proglasimo za mirovno energijo telesa; energijo v gibanju

2
W = YWy = mgyc? = mc® = %2 . (2.50)
v
-2

pa za polno energijo telesa. Energijski izrek sedaj lahko izrazimo kot

Dovedeno delo je enako spremembi polne energije.

Kineti¢no energijo vpeljemo kot razliko med polno in mirovno energijo
Wiin = W — Wo = moc(y — 1) = mpc® | —= -1 . (2.51)

Preverimo, ¢e se izraz v limiti v < c res ujema z znano vrednostjo %movz. Upostevamo,
da zamajhne x = 2, x < 1, velja (1 —x) /2 =1+ jx+ 322 + ... Sledi

102 3ot
Wkin:mOCZ <1+——+§g

+..._1>—lm92<1+§v—2+---) (2.52)
2 2 -2 ' .

4 2
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V primeru v < c res sledi klasi¢ni izraz; za v = ¢/10 je razlika med relativisticnim in
nerelativisti¢cnim izrazom manjsa kot 1 %.

Ko se hitrost priblizuje svetlobni hitrosti, kineti¢na energija naras¢a preko vsake
meje. Telo s kon¢no mirovno maso ne more doseci svetlobne hitrosti, saj bi mu morali
za to dovesti neskon¢no delo (energijo). Telo se lahko giblje s svetlobno hitrostjo edino
v primeru, ko bi bila njegova mirovna masa enaka 0. Pravzaprav ima taksno telo lahko
od ni¢ razli¢no energijo edino v primeru, ¢e se giblje s hitrostjo svetlobe, saj je limita
izraza (2.50), ko gre my — 0, razli¢na od ni¢ le v primeru v — c.

Zveza med energijo in maso. Zvezi (2.49) in (2.50) enoli¢no poveZeta maso in ener-
gijo, saj se obe kolic¢ini razlikujeta le za kvadrat konstante, ki je dolo¢ena z dogovorom
(izbiro enote za dolZino). V vseh enacbah gibanja lahko maso nadomestimo z energijo
in prav tako v izrazu za gravitacijsko silo med telesoma. O ohranitvi mase zato v mo-
derni fiziki ne govorimo ve¢; ohranitveni zakon sedaj velja za polno energijo, ki se v
zaklju¢enem sistemu ohranja, za mirovno energijo oz. mirovno maso — tj. koli¢ino, ki
ustreza ,klasi¢ni masi” —, pa ohranitveni zakon ne velja. Kot bomo videli kasneje, se
pri nekaterih pojavih mirovna energija pretvarja v kineti¢no energijo in obratno.

Zveza med energijo in gibalno koli¢ino. Z upoStevanje izraza za polno energijo,
W = myc?y, lahko Cetverec gibalne koli¢ine zapigemo kot

W " -
pP= (7 ,P> / P = moyT = mo7y(vx, vy, 0z). (2.53)

Invarianto (2.41) sedaj lahko prepisemo v obliko

PomnoZimo s c?

in preuredimo:
W2 = W + 2%, (2.54)

Dobili smo pomembno zvezo med polno energijo, mirovno energijo in velikostjo gi-
balne kolic¢ine.
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211 Gibanje nabitega delca v elektricnem in magnetnem polju

Konstantno elektri¢no polje. V tem primeru os x usmerimo v smer elektri¢nega po-
lja z jakostjo E in iz prve enacbe v (2.46) sledi

d(mgyyv) = Fydt = eEdt. (2.55)
Vzemimo, da je imelo telo ob ¢asu t = 0 hitrost v = 0. Enacbo integriramo:

. v eE
moyv = eEt ali —— = —t=uat.

»02 my
-
c

Tu ima & pomen nerelativisticnega pospeska. Enacbo kvadriramo in izrazimo v:

ot at, ot < ¢

V2 4 a2t? c, at>c .

v=c (2.56)

Za dovolj majhne ¢ase pospeSevanja je gibanje enakomerno pospeseno; pri dovolj mo¢-
nem polju in velikih ¢asih pa se hitrost telesa pribliZuje svetlobni hitrosti, a je nikoli ne
doseZe.

1.2

1

0.8 - / —
, & =5 ¢/ tmax
06 = /// B

o(t)/c

/
/
/
/
/
/
04 + g
y

0'2 [ n = 0.5 C/tmax

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t/tmax

Slika 13: Casovno spreminjanje hitrosti pri majhnih in velikih pospeskih.



B. Golli, Osnove moderne fizike 3. januar 2022, 35

Krajevno spremenljivo elektri¢no polje. V tem primeru lahko izhajamo iz energij-
skega zakona. Delo lahko zapiSemo kot A = ¢ [ Eds = ell, pri ¢emer je U napetost
med zacetno in konéno tocko (zveza velja tudi v primeru, ¢e pot ni ravna). Sledi

2.4
) el + moC2 v? myc
1) =el, =5 =l s, (257
moc“(y—1)=e 102 2 (el + mgc?)? (257)
in kon¢no
. jetlel +2moc?) ]y T+ el < moc® (2.58)
(el + mgc?)? c, el > myc? ' |

Za dovolj majhne napetosti je rezultat enak kot pri nerelativisti¢cnem rac¢unu, pri velikih
napetostih in majhni masi telesa pa se hitrost telesa priblizuje svetlobni hitrosti.

1.2 ‘ ‘ ‘ 1.2
1 1
0.8 t 1 0.8
2 2
= 06 = 06
04 1 04/
02t 1 0.2
0 : : : 0 : : :
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.5 1 1.5 2
el /mc? el /mc?
a) b)

Slika 14: Casovno spreminjanje hitrosti pri majhnih (a) in velikih napetostih (b).

Konstantno magnetno polje. Sila v magnetnem polju, F =e? x B, je pravokotna na
hitrost delca, zato se velikost hitrosti in s tem tudi y ne spremenita; spremeni se le smer
hitrosti: ~
myy @ = eF x B. (2.59)
dt
Enacba je podobna enacbi v nerelativisticnem primeru, razlika je le v konstantnem
faktorju <, s katerim je pomnoZena mirovna masa. Telo se giblje po kroZnici. Odvod
hitrosti je enak radialnemu pospesku v?/r, pri éemer je r radij kroZnice. V primeru, ko
je hitrost delca pravokotna glede na smer magnetnega polja, sledi

2
v myyv p
myy — — evB, r=—=-—. 2.60
Y eB eB (2.60)
Rezultat je enak kot pri nerelativisticnem racunu, razlika je le v relativisticnem faktorju
7 v izrazu za gibalno koli¢ino.
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3 Delc¢ne lastnosti valovanja

Kot smo spoznali v prejSnjem poglavju, igra svetloba prav posebno vlogo v teoriji re-
lativnosti. Eden klju¢nih postulatov pri izpeljavi teorije je predpostavka, da je hitrost
svetlobe enaka za vse opazovalce. Hitrost svetlobe je tudi najve¢ja moZna hitrost, ki jo
lahko doseZejo delci, hkrati je to tudi najvec¢ja moZna hitrost, s katero se $iri informacija
med dvema vzro¢no povezanima pojavoma.

V klasi¢ni teoriji je svetloba elektromagnetno valovanje. Nihata elektri¢no in ma-
gnetno polje. Ker polje lahko obstaja tudi v vakuumu, pomeni, da se svetloba lahko
Siri tudi v praznem prostoru. Kot vsako valovanje tudi svetloba nosi energijo; gostoto
energijskega toka v vakuumu zapiSemo kot

(3.1)

pri ¢emer sta Ep in By amplitudi elektri¢cnega in magnetnega polja.

V zgodovini sta obstajali dve hipotezi o naravi svetlobe. Descartes in za njim Se
nekateri drugi fiziki so zagovarjali hipotezo, da je svetloba valovanje, analogno zvoc¢-
nemu valovanju, s ¢imer so uspeli pojasniti lom valovanja. Newton in za njim nekateri
drugi fiziki pa so vztrajali na stalis¢u, da je svetloba sestavljena iz majhnih delcev. Po
tej hipotezi lahko odboj svetlobe razloZimo z elasti¢nim odbojem delcev od ravne pod-
lage. Z delci lahko pojasnimo tudi lom, ¢e predpostavimo, da se delci gibljejo hitreje
v gostejSem sredstvu kot v redkejSem. (To seveda ni res, a tedaj Se niso mogli dovolj
natan¢no meriti hitrosti svetlobe.) Kasneje so s Stevilnimi poskusi pokazali, da je sve-
tloba valovanje, saj lahko le z valovanjem razloZimo interferencne pojave pri svetlobi.
Uspeli so tudi pojasniti barve, tako da so jim pripisali razli¢ne valovne dolZine.

Konec 19. stoletja se je zdelo, da znamo z Maxwellovo teorijo razloZiti vse pojave,
povezane s svetlobo. A je Hertz leta 1887 opazil pojav, fotoefekt, ki ga ni bilo mogoce
pojasniti z obstojecimi teorijami. In zopet je bil Einstein tisti, ki je uspel pojav pojasniti,
za kar je leta 1921 tudi prejel Nobelovo nagrado.

3.1 Fotoefekt

Pri obravnavi elektri¢nega toka v kovinah smo spoznali, da tok prenasajo elektroni. V
kovinah nekateri elektroni — tako imenovani valencni elektroni — niso vezani na atome
kot v izolatorjih, temvec se lahko prosto gibljejo po kovini. Atomi kovine, ki so izgubili
elektron, postanejo pozitivno nabiti ioni in preprecujejo elektronom, da bi zapustili ko-
vino. Da lahko elektron zapusti kovino, mora premagati privla¢ni elektri¢ni potencial,
ki ga ustvarijo pozitivno nabiti ioni. Elektronom lahko potrebno energijo dovedemo
s segrevanjem, tako kot to po¢nemo na primer v katodnih ceveh, lahko pa tudi s sve-
tlobo.

Pri poskusu posvetimo na cinkovo plos¢ico, povezano z elektroskopom. Plos¢ico
na zacetku nabijemo z negativnim nabojem, tako da elektroskop kaze dolo¢en odmik.
Ce svetloba izbija elektrone, bo na plostici vedno manj negativnega naboja in odklon
elektroskopa se bo manjsal. Pri obsevanju z razli¢nimi svetili ugotovimo, da je pojav
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odvisen od barve svetlobe, ki jo oddaja svetilo. Pri vidni svetlobi je rezultat negati-
ven, elektroskop se ne razelektri. Poskus uspe, ¢e uporabimo svetilo, ki oddaja tudi
ultravijoli¢no svetlobo. Pomeni, da je pojav odvisen od valovne dolZine svetlobe: po-
skus uspe le s svetlobo z dovolj kratko valovno dolzino. To je presenetljivo, saj izraz
za energijski tok (3.1) sploh ne vsebuje valovne dolZine oziroma frekvence svetlobe. V
okviru klasi¢ne teorije bi pricakovali, da je pojav odvisen od jakosti svetlobe, ne pa od
njene valovne dolZine.

Pojav je razlozZil Einstein leta 1905. Predpostavil je, da svetloba nosi energijo v ener-
gijskih paketih oziroma kvantih. Kvante imenujemo fotoni. Energija je kvantizirana, foton
ima energijo, ki je premo sorazmerna s frekvenco pripadajoce svetlobe: W = hv, pri tem
je h Planckova konstanta, h = 6,62 - 10734 Js. V kovini foton tr¢i z elektronom in mu pri
tem preda svojo energijo. Pri poskusu s cinkom le foton UV svetlobe preda elektronu
dovolj energije, da elektron po trku premaga privla¢ni potencial, ki ga veZe v kovino,
in kovino zapusti. To pa ni moZzno pri svetlobi z veéjo valovno dolZino, saj foton tedaj
nima dovolj energije.

V splosnem lahko energijsko bilanco pri fotoefektu zapiSemo z enacbo

c
X s
pri ¢emer je hv energija fotona, A; je izstopno delo, Wy, pa kineti¢na energija elektrona,
potem ko zapusti kovino. Izstopno delo je delo, ki ga opravi elektron proti elektrostat-
ski sili, ki ga veZe v kovino.

Enacbo lahko preverimo s poskusom, pri katerem tudi izlus¢imo vrednost Planck-
ove konstante. Izberemo kovino, ki ima ¢im manjse izstopno delo, na primer cezij. V
tem primeru elektrone izbija Ze zelena svetloba. Uporabimo napravo (fotocelico), pri-
kazano na sliki 15a). S svetlobo razli¢nih valovnih dolzin svetimo na katodo, iz katere

h=A+Wgn, V= (3.2)

eOU

N

&),

2
®FH © & ST
mejna

A,

a) b)

Slika 15: Shema vezave fotocelice pri merjenju fotoefekta (leva slika), odvisnost zaporne po-
tencialne energije eoU od frekvence (desna slika).

pri dovolj majhni valovni dolZini izhajajo elektroni, ki zadenejo anodo na drugi strani.
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Ampermeter pokaZe tok. Med katodo in anodo veZemo napetostni vir preko poten-
ciometra, s katerim lahko uravnavamo napetost. Izvir veZemo v zaporni smeri, tako
da je anoda na negativnem potencialu, katoda pa na pozitivnem. Elektron, ki zapusti
katodo, mora premagati razliko potencialnih energij med elektrodama, eyU, pri ¢emer
je U napetost, ki jo uravnavamo s potenciometrom. Ko povecujemo napetost, se tok v
vezju zmanjSuje, saj vedno manj elektronov uspe priti do anode. V mejnem primeru,
tik preden tok preneha teci, imajo elektroni najvecjo kineti¢no energijo, ki jo izlus¢imo
iz enacbe (3.2):

Wkin = eQU =hv — Ai =hv — thejna . (3.3)

Mejno napetost imenujemo zaporna napetost. Poskus ponovimo s svetili z razli¢nimi
valovnimi dolZinami. Pri vsaki valovni dolZini vnesemo v graf ustrezno frekvenco
svetlobe in zaporno napetost, pomnoZeno z osnovnim nabojem (glej sliko 15b)). 1z (3.3)
sledi, da morajo tocke leZati na premici z naklonom, ki je enak Planckovi konstanti ,
presecisce z ordinato pa je doloceno z (negativnim) izstopnim delom.

Pri ra¢unih v mikroskopskem svetu uporabljamo za energijo enoto eV; to je ener-
gija, ki jo dobi elektron, ko ga pospesi napetost 1 V. Velja 1 eV = 1,60 - 10~ J. Tudi
konstanto & je smiselno zapisati s to enoto — pravzaprav h pomnoZen s svetlobno hi-
trostjo:

hc = 1240 eV nm. (3.4)

Je torej svetloba valovanje ali tok delcev, kot je trdil Newton? Svetloba (pri tem
imamo v mislih vsa elektromagnetna valovanja) ima pravzaprav tako znacaj valovanja
kot znacaj delcev. Pri ve¢ini pojavov v makroskopskem svetu se obnasa kot valovanje,
pri dolocenih pojavih, kot je fotoefekt in Se nekateri drugi pojavi, ki jih bomo obravna-
vali v nadaljnjih poglavjih, pa prevlada del¢ni znacaj valovanja. Ti pojavi so povezani
predvsem s svetlobo z dovolj kratko valovno dolzino. Matemati¢no povezZemo va-
lovanje in delec (foton) z valovnim paketom. To je nekakSen samotni val, sestavljen
iz valovanj z razli¢nimi valovnimi dolZinami v intervalu okoli valovne dolZine, ki jo
pripisemo delcu.

Zanimivo je oceniti, kolikSen je tok fotonov v svetlobi, ki jo nase oko Se lahko zazna.
Jakost najmanjSega toka zelene svetlobe, za katero je oko najbolj ob¢utljivo, je enaka
10712 W/m?. V ¢asu 1 s prejme oko s premerom povsem odprte zenice 2r = 6 mm
energijo

W =Pt = jmr’t =2,7-101].

Stevilo fotonov, ki v tem &asu vpade v oko, izra¢unamo tako, da energijo delimo z
energijo enega fotona, Wy = hv = hc/A:

W jrarith

N:Wl_ hc

70,

pri ¢emer smo za A vzeli 500 nm. Posameznega fotona torej oko ne zazna. Pa¢ pa lahko
obcutljive fotografske kamere, namenjene snemanju zelo oddaljenih nebesnih teles,
zaznavajo posamezne fotone. Slika je sestavljena iz pik — sledi posameznih fotonov —
in Sele pri daljSem ¢asu osvetlitve postane slika objekta jasna.
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3.2 Ohranitev cetverca gibalne koli¢ine.

Klasi¢no se pri elasticnem trku dveh delcev ohranjata skupna kineti¢na energija in sku-
pna gibalna koli¢ina. Relativisti¢no pripiSemo delcu cetverec gibalne koli¢ine. Krajevni
del Cetverca je vektor gibalne koli¢ine p = m(y¥, ¢asovni pa polna energija, deljena s
c: W/c. Cetverec sistema dveh (ali vet) delcev je kar vsota Cetvercev za posamezne

delce: W S
— + L,
Za krajevni del velja
%:ﬁ in od tod ﬁ’—ﬁ:/ﬁdt, (3.6)

pri Gemer je F vsota vseh zunanjih sil, ki delujejo na sistem teles. Ce je sunek zuna-
njih sil enak 0, se ohranja krajevni del skupnega cetverca gibalne koli¢ine — tako kot v
Newtonovi mehaniki. Energijski izrek smo zapisali v obliki

w’—wz/ﬁ-dng. 3.7)

V nasprotju z Newtonovo mehaniko v izreku ne nastopajo kineti¢ne energije, temvec
polne energije, tj. vsote kineti¢ne in mirovne energije. Ce je delo sil enako ni¢, se v
sistemu ohranja skupna polna energija, ne pa posebej kineti¢na in mirovna energija —
razen v trivialnem primeru, ko je v sistemu en sam delec. Za elasti¢ni trk dveh delcev
torej velja

Py+dy=01+pP in W+ W) =W +W,. (3.8)

3.3 Comptonov pojav

Ce je valovna dolZina fotona zelo kratka, je energija fotona hv = hc/A v enacbi (3.2)
mnogo vedja od izstopnega dela, in izstopno delo lahko zanemarimo v primerjavi s ki-
neti¢no energijo elektrona po trku. V tem primeru se elektron obnasa kot prost delec,
katerega hitrost pred trkom je prakti¢no enaka ni¢. Pojav lahko opiSemo kot elasti¢ni
trk fotona in mirujocega elektrona. Govorimo o Comptonovem sipanju, po Arthurju Hol-
lyju Comptonu, ki je pojav prvi opazoval leta 1923 in za odkritje leta 1927 prejel Nobe-
lovo nagrado za fiziko.

Obravnavamo elasti¢no sipanje fotona na mirujo¢em elektronu. Izpeljava sicer velja
za sipanje na poljubnem nabitem delcu. Na sliki (16) sta prikazani zacetno in kon¢no
stanje, v katerem foton odleti pod kotom ¢, elektron pa pod kotom ¢ glede na smer
vpadnega fotona. Frekvenco vpadnega fotona ozna&imo z v, sipanega pa z v'. Cetverec
gibalne koli¢ine delcev se ohrani. Pomeni, da se ohrani skupna polna energija obeh
delcev:

hv+Wy = hv' +W,,
pri cemer je Wy = moc? mirovna energija elektrona, W, pa njegova polna energija po

trku. Ohrani se tudi komponenta gibalne koli¢ine v smeri vpadnega fotona:

h /
TV:hTVCOSQD—FpCOSﬂ, (3.9)
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Slika 16: Elasti¢no sipanje fotona na mirujo¢em elektronu; na levi sliki je zatetno stanje, na
desno pa kon¢no.

e je p velikost kon¢ne gibalne koli¢ine elektrona. V pravokotni smeri velja
h /
0= Tv sing — psin®d. (3.10)

Upostevamo zvezo med polno in mirovno energijo elektrona ter velikostjo njegove

gibalne koli¢ine
We = /W3 + 2p2?, (3.11)

in zapiSemo ohranitev polne energije v obliki

hv + Wy = hv' + /W2 + c2p?. (3.12)

Izraz hv' prenesemo na levo in dobljeno enacbo kvadriramo:
(h)? + (W) + W3 — 21h20v" + 2Woh(v — V') = W3 + c2p?. (3.13)

Enacbi (3.9) in (3.10) pomnoZimo s ¢, tako da odpravimo c v imenovalcih, prenesemo
prva ¢lena z desne na levo in enacbi kvadriramo:

(hv)? + (h')? cos? ¢ — 2h*vv' cos ¢ = > p? cos® 8,
(h')?sin? 9 = c*p? sin® 9,
Enacbi sestejemo:
(hv)? + (W) = 21%vv cos ¢ = 2p?. (3.14)

Dobljeni izraz za c*p? vstavimo v (3.13), okrajsamo (hv)?, (hv')? in W§. Sledi:
2Woh(v — 1) = 2h?vv/ (1 — cos @) .
Upostevamo v = ¢/ A:

2
C C 2 C
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Enacbo pomnozimo z A\ in delimo z 2Wphc in pridemo do kon¢nega rezultata
AMN—A=_——(1-cosg)=Ac(l—cosg). (3.15)

Pri tem smo vpeljali Comptonovo valovno dolZino delca z mirovno energijo Wy = mgc*:

he

Ac = —.
C W,
Za elektron z mirovno energijo Wy = 511 keV velja

1240 eV nm
= ————— =0,00243nm.
€T B 10°eV o
Oglejmo si tri znacilne primere:
e ¢ =0° A = A, elektron obmiruje tudi po trku,

e ¢ =90°, A = A + Ac; gibalno koli¢ino elektrona izlug¢imo iz enacb (3.9) in (3.10)
in polno energijo iz (3.11);

e ¢ =180°% A = A+ 2Ac, elektron odleti v smeri vpadnega fotona; gibalno koli-
¢ino takoj izlus¢imo iz (3.9).
3.4 Lorentzeve transformacije za foton

Cetverec gibalne koli¢ine za foton, ki potuje vzdol? osi x, zapigemo kot

W hv hv
E: (?IPXIPyIpZ) — (T,?,O,()) .

Zapisimo vektor Cetverec v drugem opazovalnem sistemu S’, ki se giblje v smeri osi x
s hitrostjo v. Za ¢asovno komponento velja:

w (o v hv
c  "\¢c )
Transformacija za py seveda vodi do identi¢ne enacbe kot transformacija za ¢asovno
koordinato. Enacbo delimo s /1 in pomnoZimo s c:

Q alg
N

Izpeljali smo Dopplerjevo zvezo za primer, ko se izvir svetlobe oddaljuje s hitrostjo
v glede na zveznico med izvirom in opazovalcem. Pri priblizevanju se le zamenja
predznak pri hitrosti opazovalnega sistema.
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3.5 Rentgenski Zarki

Nastanek rentgenske svetlobe. V prejSnjih razdelkih smo spoznali, da lahko izbija-
nje elektronov iz kovine obravnavamo kot trk fotona z elektronom, pri katerem foton
preda del ali celo vso svojo energijo elektronu. Je mozen tudi obratni pojav? Ko se ele-
ktron ustavlja, se giblje s (negativnim) pospeskom in zato seva. Energijo torej oddaja
v obliki izsevane svetlobe. Lahko z analizo nastale svetlobe ugotovimo, ¢e se tudi pri
tem pojavu manifestira del¢na narava svetlobe?

Poskus naredimo s katodno cevjo, kjer pospesSimo elektrone do velikih hitrosti; na-
stali elektroni udarjajo v anodo, se pri tem naglo ustavljajo in moc¢no sevajo (slika 17).
Pojav, ko elektroni pri zaviranju sevajo, imenujemo zavorno sevanje. Prvi je takSne po-
skuse delal Wilhelm Conrad Rontgen leta 1895, za kar je leta 1901 dobil Nobelovo
nagrado. Nastale zarke je imenoval Zarki X in jih je lahko posredno opazoval, ko so
zadevali fluorescen¢no plosco. Po njem se cev imenuje rentgenska cev, sevanje pa rent-
genski Zarki ali rentgenska svetloba.

Sy )
Y,

c o3 8%

. S 2
_u+;§?

X

Slika 17: Rentgenska cev

Na sliki 18 je prikazan spekter rentgenske svetlobe. Spekter se konca pri neki naj-
vedji frekvenci vmax, ki je odvisna od pospesevalne napetosti. S stalis¢a klasi¢ne fizike
je to presenetljivo, saj bi morale biti v spektru zastopane vse frekvence. Pojav znova
lahko razlozimo z del¢no naravo svetlobe. Pri zaviranju elektronov nastajajo fotoni, ki
prevzamejo del ali vso energijo elektrona. V mejnem primeru, ko foton prevzame vso
kineti¢no energijo elektrona, velja

ka — €0u — thaX .

Pri tem smo upostevali, da je kineti¢na energija elektrona enaka pospesevalni napeto-
sti U, pomnoZeni z nabojem elektrona — zveza, ki velja tudi za relativisti¢ne elektrone.
V spektru po valovnih dolZinah se zato pojavi najkrajSa mozna valovna dolZina, tako
imenovana kratkovalovna meja:

c he

Vmax eold .

Pri napetosti U = 1 kV je Apin = 1240 eV nm /1000 eV = 1,24 nm. Obicajno je nape-
tost na rentgenski cevi ve¢ kilovoltov, in znac¢ilne valovne dolzine rentgenske svetlobe
merijo nekaj desetink ali nekaj stotink nanometra.

/\min -
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dj/dv
dj/dA

Vmax v Amin A

a) b)

Slika 18: porazdelitev jakosti rentgenske svetlobe a) po frekvenci in b) po valovni dolZini

Sipanje rentgenske svetlobe na kristalih. Lahko v primeru rentgenske svetlobe Se
govorimo, da gre za valovanje? Najbolj znacilen valovni pojav je interferenca. Za
opazovanje interference bi potrebovali uklonsko mreZico z razdaljo med reZami ve-
likostnega reda valovne dolZine rentgenske svetlobe desetinke nanometra. To pa so
znaclilne razdalje med atomi v kristalu. Zato kot mreZico uporabimo kar kristal. Naj-
bolj enostaven je kubi¢ni kristal, prikazan na sliki 19 a). (Predstavljati si moramo, da
je za vsako tocko, ki predstavlja sredisce atoma, Se cela vrsta atomov, ki vsi leZijo v isti
vodoravni ravnini.) Rentgenska svetloba, ki vpada na kristalno ravnino, se odbija po
odbojnem zakonu — kar seveda Se ne dokazuje, da gre za valovanje, saj odbojni zakon
velja tudi za elasti¢ni odboj delcev od toge stene. Zarki, ki se odbijajo od (vodoravnih)
ravnin, interferirajo kot kaZe slika 19 a). Pogoj za ojacenje izpeljemo za primer dveh

a) b)

Slika 19: a) sipanje rentgenske svetlobe na kristalu, b) izpeljava Braggove enacbe

sosednjih ravnin na sliki 19 b). Ce z a ozna¢imo razdaljo med sosednjima ravninama,
naredi valovanje, ki se odbije od spodnje ravnine, za 2a sin ¢ daljSo pot kot valovanje,
ki se odbije od zgornje ravnine. Do ojacenja pride pri kotih, za katere velja, da je razlika
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poti veckratnik valovne dolZine, torej pri Braggovem pogoju:
2asin® = NA, N=1,23,... (3.16)

Enak pogoj velja za interferenco na poljubnih dveh ravninah; ¢e sta ravnini razma-
knjeni za 2a (34, 44, . ..), je razlika poti dva (tri, Stiri, ...) krat ve¢ja kot pri sosednjih
ravninah in enaka 2NA (3NA, 4NA, ...). Ce interferirata zarka, ki sta se odbila od
sosednjih ravnin, interferirajo tudi Zarki, ki se odbijajo na poljubnih ravninah. Inter-
ferirajo torej vsi moZni pari Zarkov, kar pomeni, da so interferen¢ni maksimumi zelo
izraziti. Ker vsebuje svetloba, ki prihaja iz rentgenske cevi, razli¢ne valovne dolZine,
lahko sipanje na kristalu izkoristimo kot filter, ki izbere svetlobo z dolo¢eno valovno
dolZino.

3.6 Tvorba parov

Pri trkih delcev vedno velja zakon o ohranitvi skupnega cetverca gibalne kolicine, to-
rej o ohranitvi skupne polne energije in ohranitvi treh krajevnih komponent skupne
gibalne koli¢ine. Zakon ni¢esar ne pove o ohranitvi mirovne energije delcev, niti ne
o ohranitvi kineti¢ne energije delcev. Zato je moZno, da obstajajo procesi, pri katerih
se kineti¢na energija ne ohranja, niti se ne ohranja mirovna masa delcev — seveda ce
proces ne krsi katerega drugega ohranitvenega zakona, na primer zakona o ohranitvi
skupnega elektri¢cnega naboja. Primer za proces, kjer se kineti¢na energija ne ohranja in
se pri pojavu spremeni v mirovno energijo, je tvorba parov. Pri tem se iz fotona rodi par
delcev, na primer elektron in pozitron. Pozitron ima enako mirovno maso kot elektron,
njegov naboj pa je nasprotno enak naboju elektrona, torej se pri procesu naboj ohranja:
naboj fotona je enak ni¢, skupni naboj para elektrona in pozitrona pa prav tako.

Zapisimo ohranitev polne energije in komponent gibalne koli¢ine za ta primer. Os
x naj kaZe v smeri gibanja vpadnega fotona. Ce z 7 = (v14,v1y,0) in ¥ = (v2y, v2y,0)
oznacimo hitrosti delcev na koncu, z 1 in 7, pripadajo¢a Lorentzeva faktorja in z m,
mirovni masi obeh nastalih delcev, velja

hv = meczfyl + meczfyz , (3.17)

hv

= MeM1VLx MY 202, (3.18)
0 =mey101y + MeY202y - (3.19)

Ce enacbo (3.18) pomnozimo s ¢, je izraz na levi enak izrazu na levi strani enacbe (3.17),
desni strani obeh enacb pa sta enaki le v primeru, ¢e velja v1, = vy = c. Pomeni, da
bi se morala delca na koncu gibati v smeri osi x svetlobno hitrostjo, kar pa ni smiselno,
saj bi moral tedaj foton delcem dovesti neskon¢no veliko energijo. Proces, kot smo
ga opisali, torej ni moZen, saj ne moremo hkrati zagotoviti ohranitve polne energije in
ohranitve (trirazseZne) gibalne koli¢ine.

Tvorba parov je vendarle moZna v primeru, ko je prisoten Se en delec, ki prevzame
veliko gibalno koli¢ino vpadnega fotona. Zaradi enostavnosti predpostavimo, da je
masa (M) tega delca zelo velika, tako da velja Mc? > hv. V zaletnem stanju je foton
z energijo hv in delec z maso M, ki miruje, v kon¢nem pa par elektron in pozitron ter
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delec z maso M, ki se giblje s hitrostjo 7. Ena¢bo za ohranitev skupne polne energije
sedaj zapiSemo kot

hv + Mc? = mgczf)q + meC2’)/2 + Mc? + %Mv2 ,
pri ¢emer smo polno energijo tezkega delca na koncu zapisali kot vsoto mirovne ener-
-
Y M
® @-

VaVaVAVAVAVAVAV A g \ y
@ ‘/ \ \\;///

Slika 20: Tvorba parov v prisotnosti teZkega delca.

gije in klasi¢ne kineti¢ne energije, saj zaradi velike mase delca lahko predpostavimo, da
je njegova hitrost mnogo manjsa od c. Enacbo za ohranitev gibalne koli¢ine zapiS§imo
v vektorski obliki s pomocjo enotskega vektorja v smeri osi x:

hv ~ ~ S
s €x = Mpy101 + Meyp0U2 + MU .
Od tod izrazimo
Ap
M
Kineti¢no energijo tezkega delca lahko sedaj zapiSemo kot

L (AP ()
| Mo —

U= Ap = ey €x — MeY101 — Mey202 .

oM YoM T ame "
Pri tem smo velikost Ap ocenili kar z velikostjo prvega ¢lena v izrazu za Ap. Po pred-
postavki je hv/ Mc? < 1, zato je kineti¢na energija tezkega delca res veliko manjga od
energije fotona in jo lahko v enacbi za ohranitev energije zanemarimo. Na obeh stra-
neh se okrajSata Se mirovni energiji teZkega delca, in ostane nasa prvotna enacba za
ohranitev energije (3.17):

hv = mec?y1 + mec>y, . (3.20)

K energijski bilanci torej tezki delec ni¢ ne prispeva, pa¢ pa kompenzira veliko zacetno
gibalno koli¢ino fotona, tako da se ohranja gibalna koli¢ina sistema delcev.

Iz enacbe (3.20) lahko takoj ugotovimo, kolik$na je najmanjsa energija fotona, ki je
potrebna za rojstvo para v prisotnosti tezkega delca. V mejnem primeru nastala delca
obmirujeta (y; = 72 = 1), gibalno koli¢ino pa odnese teZki delec. Velja

c hc

2 _ 1
hvmin = 2m.c”, Amax = = 5 = j/\C ’
Vmin  2M1,C

pri ¢emer je Ac Comptonova valovna dolzina elektrona, Ac = 0,00243 nm. Za rojstvo
para elektron’pozitron mora imeti svetloba valovno dolZino vsaj 0,00122 nm; za rojstvo
parov teZjih delcev pa mora biti valovna dolZina Se krajsa. Govorimo o Zarkih gama.
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3.7 Anihilacija delcev

Kaj se dogaja s pozitronom, ki nastane pri tvorbi parov? Ali lahko obstajajo v naravi
tudi prosti pozitroni, tako kot elektroni, le da s pozitivnim nabojem? Pozitron je sicer
obstojen, vendar se izni¢i takoj, ko sreca elektron. V splosnem govorimo o anihilaciji
delca in antidelca. Delec se anihilira s svojim antidelcem v procesu, ki je obraten tvorbi
parov. Vendar pri anihilaciji prostega delca in antidelca ne more nastati en sam foton,
saj v tem primeru veljajo enake enacbe, kot smo jih zapisali za tvorbo parov, ko ni
prisoten tretji delec (3.17)—(3.19). Pac pa je anihilacija dveh prostih delcev moZna, ¢e

U

T

Slika 21: Anihilacija elektrona in pozitrona v dva fotona.

pri tem nastaneta dva fotona. V tem primeru ni teZav z ohranitvijo skupne gibalne
koli¢ine, saj imata dva fotona, ki odletita v nasprotnih smereh, lahko poljubno majhno
skupno gibalno koli¢ino. NajmanjSa mozZna polna energija je v primeru, ko na zac¢etku
delec in antidelec mirujeta. Ker je skupna gibalna koli¢ina na zacetku enaka ni¢, morata
fotona odleteti v nasprotnih smereh z enakima velikostma gibalne koli¢ine, torej tudi
z enakima energijama. Enacba za ohranitev skupne gibalne koli¢ine je v tem primeru
preprosta, saj moramo zagotoviti le Se ohranitev skupne polne energije:

hc he

’ /\max -

21m.c% = 2MVpnin = 2 Ac.

Amax meC2

Najvedja moZna valovna dolZina posameznega fotona je kar enaka Comptonovi va-
lovni dolzini delca, ki se anihilira s svojim antidelcem.

Anihilacija delcev je torej pojav, pri katerem se mirovna energija delcev pretvori v
kineti¢no energijo.

3.8 Razpolozljiva energija

Tvorba parov je glavni mehanizem, s katerim ustvarjamo nove delce v velikih pospe-
Sevalnikih. Pri trkih dveh delcev ali delca s svojim antidelcem z ekstremno visokima
energijama nastajajo Zarki gama, ki naprej rojevajo pare delec-antidelec. Pri tem lahko
nastane kateri koli delec, tudi delec z najbolj nenavadnimi lastnostmi, saj jih kompen-
zira njegov antidelec, ki ima nasprotne lastnosti.

Denimo, da Zelimo ustvariti par novih delcev z znano mirovno energijo. Energija,
ki je na razpolago za nastanek para (ali ve¢ parov) novih delcev, imenujemo razpolo-
Zljiva energija. Zanima nas, kolik$na naj bo energija delcev, ki se trkajo v pospeseval-
niku, da bo nastalo zaZeleno Stevilo parov novih delcev. V najugodnejsem primeru se
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vsa polna energija sistema spremeni le v mirovno energijo. To je mozno takrat, ko na
koncu vsi delci mirujejo, ko je torej gibalna koli¢ina delcev enaka ni¢. Kar pa pomeni,
da mora biti skupna gibalna koli¢ina delcev pred trkom enaka ni¢. Pred trkom se torej
delca (ali delec in antidelec) gibljeta drug proti drugemu z nasprotno enakima gibal-
nima koli¢inama. V primeru, da imata delca enaki mirovni masi, nosita tudi enaki
polni in enaki kineti¢ni energiji. Ker teZiS¢e delcev pred in po trku miruje, pravimo, da

5593 .

opazujemo trk v teZis¢nem sistemu.

RazpolozZljiva energija v teZiS¢nem sistemu. V teZiS¢nem sistemu se v mejnem pri-
meru vsa zaletna energija spremeni v mirovno energijo delcev na koncu. Ce sta v
zacetnem stanju dva enaka delca — obicajno sta to dva protona — moramo na koncu
upostevati e mirovno energijo zacetnih delcev, ki po nastanku novih delcev Se vedno
obstajata. Ce pri trku delca s svojim antidelcem, recimo elektrona s pozitronom ali
protona z antiprotonom, pa se tudi njuna mirovna energija porabi za nastanek novih
delcev.

Racun si najprej oglejmo v primeru anihilacije elektrona in pozitrona, pri kateri
nastane par delca X in njegovega antidelca z mirovnima masama po my. V teZis¢nem
sistemu se elektron in pozitron gibljeta drug proti drugemu, tako da je skupna gibalna
koli¢ina enaka ni¢. V mejnem primeru nastali par delcev miruje v teZiS¢nem sistemu.
Iz ohranitve polne energije sledi:

Wi+ W, = ZmE'yc2 = 2mxc?. (3.21)

Od tod lahko izra¢unamo najmanjso kineti¢no energijo, potrebno za nastanek para in
napetost, s katero moramo pospesiti vsakega od elektronov:

2Wiin = 2mec? (7 — 1) = 2(mxc? — mec?), eoU = Wiy = mxc® — mec®.  (3.22)

Oglejmo si Se trk dveh protonov, pri katerem na koncu nastane N parov proton-
antiproton. V mejnem primeru vsi delci na koncu mirujejo in ohranitev polne energije
vodi do enacbe

2Wp = 2myc® + 2Nmypc® = 2mpc?(1+ N),  Wign = 2(Wy — mpc?) = 2Nmpc?,
(3.23)
pri ¢emer je W polna energija protona pred trkom, m,gc2 pa mirovna energija protona,
— enaka mirovni energiji antiprotona. Skupna kineti¢na energija obeh protonov Wy,
se torej spremeni v mirovno energijo novih delcev.

Razpolozljiva energija v laboratorijskem sistemu. Pogosto imamo opravka s po-
skusi, pri katerih se giblje le en delec, drugi delec pa v tar¢i miruje. Pravimo, da opa-
racunali v prejSnjem razdelku. V laboratorijskem sistemu je skupna gibalna koli¢ina
delcev na zacetku razli¢na od ni¢ in enako mora veljati na koncu; nastali delci se torej
gibljejo. Najprej ugotovimo, kako naj se delci gibljejo, da bo potrebna energija za nji-
hov nastanek najmanjsa. V teZis¢nem sistemu je razmislek enostaven: na koncu morajo
delci obmirovati. Zamislimo si torej inercialnega opazovalca, ki bi se glede na labora-
torijski sistem gibal s hitrostjo teZiS¢a delcev. Opazovalec bi pojav videl tako, kot smo
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opisali v prejSnjem razdelku: na koncu bi vsi delci obmirovali. Za opazovalca v labo-
ratorijskem sistemu pa to pomeni, da se vsi delci na koncu gibljejo z enako hitrostjo, ki
je enaka hitrosti teziS¢a delcev pred trkom. Problem lahko torej reSimo tako, da resitev,
ki jo poznamo v tezis¢nem sistemu, transformiramo v laboratorijski sistem.

Obstaja enostavnejsa pot. Omenili smo, da je produkt ¢etverca s samim seboj inva-
riantna koli¢ina, torej koli¢ina, ki je enaka v vseh inercialnih opazovalnih sistemih:

WG | =
P.P= —6—20 + P? = invarianta,
pri ¢emer je W skupna polna energija delcev in P skupna (trirazsezna) gibalna koli-
¢ina. Invarianto, izracunano v teZiS¢nem sistemu, izena¢imo z invarianto, izracunano
v laboratorijskem sistemu. Pri tem je vseeno, ¢e izratunamo invarianto pred trkom ali
po njem. Ce nas zanima razpoloZljiva energija v laboratorijskem sistemu, je smiselno
izracunati invarianto v laboratorijskem sistemu pred trkom in jo izenaciti z invarianto,
izra¢unano v teZiS¢nem sistemu po trku.

ZapiSimo invarianto v laboratorijskem sistemu pred trkom. Izpeljava velja za po-
ljuben par enakih delcev z mirovno maso my; pri tem se prvi delec giblje s hitrostjo v
(s pripadajo¢im <), drugi pa miruje v tarci. Skupna polna energija je vsota polne ener-
gije prvega delca in mirovne energije drugega delca v tarci, skupna gibalna koli¢ina pa
enaka gibalni koli¢ini prvega delca:

2 272
W = moy@ + moc, B =mys,  Pa.phb — _ (moyc ;—moc ) + (moyo)?.
Preuredimo desno stran:
plab _ plab _ micty? 4 2mbety + miet — micty*o?
L L - C2
— (m(z)czfy (1 - ’é—i) + 2m3c*y + m%cz>
= —(2m3c?y +2m3c?) = —2m3c* (v +1). (3.24)

V teZisnem sistemu je P* = 0in po trku je invarianta odvisna le od vsote mirovnih
energij delcev: P* - P* = —W;?/c2.

V primeru nastanka para delcev X pri anihilaciji elektrona in pozitrona, ki smo ga
obravnavali v prejSnjem razdelku, je invarianta —WE)‘Z/ > = —(2mxc?)?/c?. lzena-
¢imo jo z invarianto v laboratorijskem sistemu (3.24) (m je v tem primeru enaka masi
elektrona m,):

—2m2(y + 1) = —4m5.c?, v = o

in za kineti¢no energijo gibajoc¢ega se elektrona sledi:
lab 2 2 (%
ab __ —
W = mec”(y — 1) = 2m,c W_l .
0
V primeru trka dveh protonov, obravnavanega v prejsnjem razdelku, zapisemo in-
varianto v teZis¢nem sistemu kot

W2 (2mpc® + 2Nm,c?)?
T2 T T 2

= —4myc* (142N + N?).
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Izraz izenacimo z (3.24), kjer je my = my, okrajSajmo 2m, in za polno energijo in kine-
ti¢no energijo vpadnega fotona sledi:

mpcy = mycX(1+4N +2N%), Wi — (7 — 1) = m,c?(4N +2N?). (3.25)

V laboratorijskem sistemu je za rojstvo delcev potrebna precej vecja energija kot
v teziS¢nem sistemu (3.22) oziroma (3.23). To je razumljivo, saj se velik del energije
porabi za kineti¢no energijo nastalih delcev.

vevy

*TeziS¢ni sistem delcev. Za teziS¢ni sistem velja, da je skupna (trirazseZna) gibalna
koli¢ina delcev enaka ni¢. Ce z 7; ozna¢imo hitrosti delcev in z 7* hitrost tezis¢a v
laboratorijskem sistemu, potem lahko gibalno koli¢ino i-tega delca z Lorentzevo trans-

vevw

formacijo transformiramo v teZis¢ni sistem:

v*

pi =7 <ﬁi -3 Wi) = 7" (mo;7viT; — T mo;vi),

pri ¢emer je v* Lorentzev faktor, v katerem nastopa v*. Zahtevamo, da je vsota gibalnih

Voew v

koli¢in v teZis¢nem sistemu enaka nic:
—% * — %
=Y Bi=v (Zmomvi -0 Z%m) =0,
i i i

od koder sledi

Zmomﬁi Z m;(v;)v;
i _ i
Zmom Zmi(vz)
1 1

Rezultat je enak kot v klasi¢ni mehaniki, le da namesto mirovnih mas nastopajo relati-
visticne mase delcev.

Pri obravnavanem poskusu, ko se prvi delec giblje s hitrostjo v v smeri osi x in

drugl m1ru]e ima hitrost tezis¢a tudi smer osi x in meri

1 1
L\ C— invela 97'=-——x= Y+l

m0’7+m0_'7+1 U*Z 2

voev v

Energijo prvega delca v teZis¢nem sistemu izrac¢unamo iz Lorentzeve transformacije za
polno energijo:

02
Wi =9 (Wy —v"mgyv) = v mgc (V—ﬁ)

( U_2> _ o Jy+1
+1) 2 '

= 'y*moc

Enak rezultat bi dobili hitreje, ¢e bi v teZiS¢ni sistem transformirali polno energijo delca,
ki miruje v laboratorijskem sistemu.
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4 Gravitacija

4.1 Uklon svetlobe v gravitacijskem polju

Pri fotoefektu in Comptonovem efektu smo ugotovili, da lahko svetlobi pripiSemo
del¢ne lastnosti. Foton svetlobe s frekvenco v ima polno energijo W = hv, pri ¢emer
je h Planckova konstanta. 1z zveze W = mc? lahko fotonu pripisemo od ni¢ razli¢no
vztrajnostno maso m = W/c? = hv/c?. Ce predpostavimo ekvivalenco vztrajnostne in
gravitacijske mase, lahko domnevamo, da na foton deluje gravitacijska sila in se torej
zarek v gravitacijskem polju ukloni.

Domnevo je eksperimentalno potrdil Ze leta 1919 Arthur Eddington pri opazovanju
Soncevega mrka. Mrk je omogocil opazovanje Sibkih zvezd, ki so bile navidezno v
blizini Sonca. Zaradi uklona svetlobe je bilo tedaj mogoce opaziti zvezdo, ki je bila v
resnici za Soncem (glej sliko).

Velikost pojava lahko ocenimo z ena¢bami Newtonove fizike. Predpostavimo, da je
uklonski kot majhen. Po nasi domnevi na foton na razdalji r od sredi¢a Sonce deluje

gravitacijska sila

o GmM@ Gl’ll/M@

= (4.1)

Fy

Px

mpy

Slika 22: Uklon svetlobe v gravitacijskem polju

Os x usmerimo v smer potovanja svetlobe, preden vstopi v Soncevo gravitacijsko polje;
svetloba naj potuje tik mimo povrsja, tako da je najkrajsa razdalja do sredis¢a Sonca kar
enaka polmeru Sonca R . Ko se svetloba (foton) najbolj pribliza povrsju, ima gravita-
cijska sila smer osi y in je po velikosti enaka Fy max = GhvMe /c*R%. Zaradi delovanja
privlatne sile dobi foton gibalno koli¢ino tudi v smeri osi y, py. Po prehodu fotona
mimo Sonca lahko komponento p, ocenimo kar iz izreka o gibalni koli¢ini

2R

Pri tem smo ocenili, da znatna gravitacijska sila deluje le v ¢asu, ko se foton giblje mimo
Sonca na poti, enaki Son¢evemu premeru. Na zacetku ima foton le gibalno koli¢ino v
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smeri x, ki se pri prehodu (skoraj) ne spremeni, p, = hv/c. Kot, za katerega se svetloba
(foton) ukloni, dobimo iz razmerja obeh komponent gibalne koli¢ine (glej sliko):

tand ~ 8 — P o HgmaRo  2GMo s
Px CPx C2R®

Rezultat je natanko za faktor dve manjsi od to¢nega rezultata, dobljenega v okviru
splogne teorije relativnosti. S podatki M = 2-10% kg in Re, = 7 - 108 m dobimo za

to¢no vrednost odklona
_ 4GMg

tocna T CZ R@

=5", (4.4)

torej pet lo¢nih sekund.

4.2 Sprememba valovne dolZine svetlobe v gravitacijskem polju

Pri navpi¢nem metu telesa s povrsja Zemlje se hitrost telesa in s tem njegova kineti¢na
energija zmanjSujeta. Iz izreka o ohranitvi kineti¢ne in potencialne energije sledi

Awkin - —AWpot . (45)

Spremembo potencialne energije lahko izrazimo z viSinsko razliko Ay kot AW, =
mgAy, ¢e je Ay majhen v primerjavi s polmerom Zemlje; v nasprotnem primeru za
potencialno energijo vzamemo izraz —GmM /1, kjer je r razdalja do sredis¢a Zemlje.

Polna energija fotona je enaka kar njegovi kineti¢ni energiji, saj je mirovna energija
fotona enaka ni¢. Domnevamo, da se polna energija spreminja v gravitacijskem polju
tako kot kineti¢na energija delca:

ghvAy
2

AW =h(v—1") = —AWpot = —mgAy = — , (4.6)
pri &emer smo za maso fotona vzeli m = W/c? = hv/c? in predpostavili, da je spre-
memba visine dovolj majhna.

Robert Pound in Glen A. Rebka sta leta 1959 s poskusom res potrdila taksno do-
mnevo. Pri poskusu se je foton spustil za visinsko razliko Ay = 22,5 m in pri tem se je
frekvenca povecala v skladu z napovedjo. Relativno povecanje je merilo

A A
= 3% _s5.10 5. 4.7)
v c
Tako majhno spremembo frekvence in z njo povezano spremembo energije lahko za-
znamo le s fotoni z veliko energijo; pri poskusu sta eksperimentatorja uporabila Zarke
gama z energijo 14 keV.

Svetloba, ki pride s povrsja zvezde, se zaradi opisanega pojava premakne k ve¢jim
valovnim dolZinam, podobno kot pride do ,rdecega premika” pri zvezdi, ki se od nas
oddaljuje. V tem primeru potencialno energijo zapiSemo kot —GmM /r in dobimo

Av _ AA _ GM,

v A c2r,

, (4.8)
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kjer je M masa in r, polmer zvezde. Za svetlobo s Sonca dobimo Av/v =2 - 1079, kar
je prakti¢no nezaznavno. Ucinek je znatno moc¢nejsi pri zvezdah, ki imajo veliko ve¢jo
gostoto kot Sonce in posledi¢no manjsi polmer. Ko zvezda z velikostjo Sonca ali manjso
potrosi vse svoje gorivo, se pri¢ne pod vplivom gravitacije sesedati in gostota snovi
doseZe vrednost, ki je priblizno milijon krat vec¢ja od gostote vode (in tudi Sonca). Njen
polmer je pribliZzno stokrat manjsi od polmera Sonca, relativna sprememba pa sto krat
vedja, torej 2 - 1074, Premik je zaznal Ze leta 1925 Walter Sydney Adams, vendar je bila
njegova meritev prevec nezanesljiva, da bi z njo lahko potrdili Einsteinovo domnevo.

Slika 23: Gravitacijski rde¢i premik. http://en.wikipedia.org/wiki/File:Gravitational_red-
-shifting?2.png)

4.3 Podaljsanje ¢asa

Opazovalec na Zemlji uporablja za merjenje ¢asa standardno atomsko (cezijevo) uro, ki
oddaja elektromagnetno valovanje s frekvenco 9192 631770 Hz. Opazovalec na veliki
oddaljenosti od Zemlje primerja frekvenco s svojo atomsko uro in ugotovi, da ura na
zemlji tece pocasneje. Pojav je podoben podaljSanju ¢asa pri gibanju dveh opazovalcev.
Razlika pri merjenju ¢asa (recimo enega nihaja) je enaka

1 1 A
At = = = = f ~ At (1 + GTM) , (4.9)
) c2r

v/ V( _m> ( _GM
c2r c2r

kjer At ustreza lastnemu casu.

Omenimo, da sistem za globalno pozicioniranje (GPS) zahteva izjemno precizno
merjenje Casov, tako da je potrebno pri dolocanju lege upostevati oba uc¢inka na podalj-
Sanje Casa, gravitacijski in zaradi gibanja.
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4.4 Crne luknje

Crna luknja je nebesno telo s tako mo¢nim gravitacijskim poljem, da niti svetloba ne
more zapustiti njegovega povrsja. Domneva, da obstajajo tak3na telesa, je Ze precej
stara. Prvi jo je izrekel francoski matematik in astronom Pierre-Simon Laplace leta
1798. Domneval je, da v vesolju obstajajo telesa s toliksno maso, da je ubezna hitrost
na povrsju vedja ali enaka svetlobni hitrosti. V mejnem primeru velja

»  GmM , 2GM

m r =
r c2

mTJZ =

mc . (4.10)

N[—
NI—

Pri dani masi telesa mora biti polmer ¢rne luknje manjsi od kriticnega polmera. Kljub
temu, da smo pri izpeljavi zagresili nedopustno napako in uporabili klasi¢ni izraz za
kineti¢no energijo, je dobljeni izraz enak izrazu, ki ga dobimo s to¢nim relativisti¢nim
racunom. Za kriti¢ni polmer ¢rne luknje, ki bi imela maso Sonca, dobimo

~ 2GM.,
==

re ~ 3 km, (4.11)

povpre¢na gostota taksnega telesa pa bi merila neverjetnih p = 3Mg /4nrs = 2-
10?0 kg/m?.

Slika 24: Simulacija &érne luknje, kot bi jo videl opazovalec na oddaljenosti nekaj deset kilome-
trov. Zaradi moc¢nega gravitacijskega polja se svetloba zvezd in meglic za ¢rno luknjo moc¢no
uklanja, kar vidimo kot svetle obro¢e. Zaradi tega pojava se deformira slika (kraka) Rimske
ceste nad ¢rno luknjo. Dve izjemno svetli zvezdi sta pravzaprav sliki ene same zvezde, ki leZi
za ¢rno luknjo; ¢rna luknja v tem primeru deluje kot le¢a, ki mo¢no poveca sliko (sliki) zvezde.
(http://en.wikipedia.org/wiki/File:BH_LMC.png)

Crna luknja je kon¢no stanje zvezd, ki imajo maso znatno ve¢jo od mase Sonca. Ko
takSna zvezda porabi vse jedrsko gorivo, v njeni sestavi prevladuje Zelezo. Zvezda se
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zaradi gravitacije pri¢ne kr¢iti in eksplodira kot supernova. Pri tem veliko snovi izvrze
— iz te snovi so na primer nastali planeti naSega oson¢ja — v njenem jedru pa ostane
nevtronska zvezda, ki ima gostoto Se veliko ve¢jo od bele pritlikavke, velikostnega
reda 10'® kg/m3. Ce je masa nevtronske zvezde ve&ja od priblizno dveh Soncevih
mas, se kréenje zvezde ne more ve¢ zaustaviti in iz nevtronske zvezde nastane ¢rna
luknja. Obstoj ¢rnih lukenj so nedvoumno potrdili pri detekciji gravitacijskih valov 14.
septembra 2015, ki so nastali pri spojitvi dveh masivnih ¢rnih lukenj, pri ¢emer se je
sprostila energija, enaka mirovni energiji treh Sonc.

4.5 Osnove splosne teorije relativnosti

Einstein je leta 1916 izdelal Splosno teorijo relativnosti, s katero je pojasnil delovanje
gravitacijske sile preko spremembe metricnih lastnosti prostora. To pomeni, da se ob
prisotnosti mase v prostoru spremenijo zveze med ¢asom in krajevnimi koordinatami,
kot jih podaja posebna teorija relativnosti. Pravimo, da se StirirazseZni prostor ukrivi.
Prostor in ¢as nista ve¢ ozadje — oder —, na katerem poteka fizikalno dogajanje, temvec
postaneta dinamicni fizikalni koli¢ini — igralca —, odvisni od lastnosti teles in njihovega
gibanja — oder postane del igre in se spreminja v odvisnosti od dogajanja na odru.

V ravnem prostoru, to je prostoru brez mas, se telo giblje premo enakomerno, ¢e na
telo ne deluje nobena sila. Ce padamo v gravitacijskem polju Zemlje, pa tudi ne ¢utimo
nobene sile, podobno kot ¢e bi se gibali premo enakomerno v brezteznem prostoru. V
zaprti vesoljski ladji ne bi mogli ugotoviti, ali se gibljemo v brezteZnem prostoru, ali pa
padamo v gravitacijskem polju nebesnega telesa. Podobno ne bi mogli lo¢iti med situ-
acijo, ko vesoljska ladja miruje na povrsju Zemlje (ali katerega koli drugega nebesnega
telesa), in situacijo, ko se vesoljska ladja giblje enakomerno pospeseno s pospeskom,
enakim teZnemu pospesku na Zemlji (nebesnemu telesu). Tak$na razmisljanja je Ein-
stein strnil v nacelu ekvivalence. V splosni teoriji relativnosti zato gravitacijske sile ni;
delovanje gravitacijske sile je izraZeno s spremembo lastnosti prostora.

Slika 25: Nacelo ekvivalence: padajoca Zoga v raketi, ki se giblje pospeSeno z a = —g, in
padajoca Zoga v sobi na Zemlji.
(http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Elevator_gravity2.png
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Slika 26: BrezteZno stanje v letalu, ki se giblje po paraboli (http://www.luxuo. com)

Krivuljo, po kateri se telo giblje, ko nanj ne deluje nobena sila (med katere ne Ste-
jemo vec gravitacije), imenujemo geodetska krivulja ali geodetka. V ravnem prostoru je to
premica (daljica); v gravitacijskem polju pa to ni ve¢ res. Geodetska krivulja je lahko
parabola na povrsju Zemlje ali kroZnica (elipsa) pri gibanju telesa okoli Zemlje (glej
sliko 26). Ce stojimo na povrgju Zemlje, nismo na geodetski krivulji, saj na nas deluje
sila podlage. Za astronavte v vesoljski postaji, ki kroZzi okoli Zemlje, pravimo, da so v
brezteZnem stanju. To vsekakor ne pomeni, da na njihovi orbiti ni prisotno gravitacij-
sko polje Zemlje pa tudi Sonca. V resnici sil ne ¢utijo zato, ker se gibljejo po geodetski
krivulji. V vesolju je pravi brezteZzni prostor — v splosni teoriji relativnosti bi temu
rekli raven prostor — le na veliki oddaljenosti od vseh teles nekje v medgalakti¢cnem
prostoru.

4.6 Metricni tenzor v gravitacijskem polju

Lastnost prostora je dolo¢na z metri¢nim tenzorjem (glej poglavje Osnove posebne teorije
relativnosti). V ravnem prostoru ima tenzor diagonalno oblikoz#pp = —1liny; =1,i =
1,2,3. V gravitacijskem polju se tenzor spremeni:

Nap = Sup = Nap + Nap(7,1); (4.12)

elementi /1,5 merijo odmik od tenzorja ravnega prostora. Gravitacijsko polje torej opi-
Semo s tenzorjem, zato je tudi izvir polja tenzor. Poleg komponente, ki predstavlja
maso oziroma polno energijo, je izvir polja tudi krajevni del cetverca gibalne koli¢ine
in pa (trirazseZni) napetostni tenzor. Glavni prispevek pride od prve komponente —
polne energije. Polje (tenzor h) in izvire povezujejo Einsteinove enacbe, ki pa jih zaradi
zahtevnega matemati¢nega formalizma, v katerem so zapisane, tu ne bomo navajali.
Kot smo povedali, se telo, na katerega ne deluje nobena zunanja sila, giblje po ge-
odetski krivulji. Enacbo za gibanje po geodetski krivulji zapiSemo s pomocjo varia-
cijskega principa: zahtevamo, da je ¢as potovanja za opazovalca, ki se giblje skupaj
telesom, najkrajsi oziroma stacionaren. Ta cas — lastni ¢as — je povezan z razdaljo med
dogodkoma v ravnem prostoru. V poljubnem inercialnem sistemu smo invariantno
razdaljo zapisali kot:
As? = —PAP + Ax* + Ay? + Az, (4.13)
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V lastnem sistemu telesa je At = AT in Ax = Ay = Az = 0 in velja

 V—As?

c

AT

= /AR — L (Ax2 Ay + A22). (4.14)

Izraz As? je med dogodki, ki so v vzro¢ni povezavi, vedno negativen, zato je izraz
pod korenom vedno pozitiven. (O geodetski krivulji je seveda smiselno govoriti le pri
dogodkih, ki sta med seboj vzro¢no povezana.)

ct

Slika 27: Geodetske krivulje: ¢asovno najkrajsa pot med dogodkoma A in B je v ravnem pro-
storu daljica (sp), v ukrivljenem prostoru je ta pot lahko drugacna.

V ukrivljenem prostoru geodetska krivulja ni ve¢ ravna ¢rta med dogodkoma (glej
sliko 27), pa¢ pa se deformira. Razdaljo med dogodkoma zapiSemo tako, da pot raz-
delimo na majhne odseke in prispevke sestejemo (integriramo):

B B
AT = /A dr = /A \/_gOO de? — Clz (g11 dx? + gop dy? + ¢33 dz?), (4.15)

pri ¢emer smo k posameznim ¢lenom pripisali ustrezne elemente metri¢nega tenzorja.
Zapisemo dt = (dt/07) dT, ... in dobimo

B a2 1 ax )2 ay\> 9z'\*
AT:/A —800 (E) — 2 [811 (a) 82 (g) + 833 (g) dr. (4.16)




B. Golli, Osnove moderne fizike 3. januar 2022, 57

4.7 Geodetske krivulje v limiti majhnih hitrosti in Sibkega polja

V tej limiti vsi opazovalci merijo isti ¢as, t = T, in izraz se poenostavi:

At = / \/ 800 — 2 811 02 + g2 Uz + 833 02) dt. (4.17)

Raven prostor. Dolo¢imo najprej geodetsko krivuljo v ravnem prostoru, goo = —1,
11 = 82 = ¢33 = 1. V tem primeru mora biti integrand stacionaren; pravzaprav
zadosca, da zahtevamo stacionarnost izraza pod integralom:

. d 1 d#?
AT = ekstrem, od koder sledi a [1——(0 —l—v 4+ )] _—C—zg_o,
z reSitvijo
_ do S o .do =
G =0, torej 7=0 ali s =d=0. (4.18)

Telo miruje ali se giblje premo enakomerno — kot smo pric¢akovali.
Stati¢no gravitacijsko polje. V staticnem gravitacijskem polju so komponente / (glej
(4.12)) odvisne od krajevnih koordinat. Predpostavimo, da je polje Sibko

h[xa (?) << 770(“ ’ n = 0, 1, 2, 3 . (4.19)

Ker obravnavamo gibanje v limiti v < ¢, lahko v izrazu (4.17) zanemarimo clene
giiv?/c?,i = 1,2,3. I§¢emo torej ekstrem izraza

AT = / \/1 - hoo 7 (02 + 02 + 02) dt. (420)

Privzemimo, da se polje linearno spreminja s koordinato z, v smeri koordinat x in y paje
konstantno, hoo(7) = hoo(z) = kz, opazujemo pa le gibanje v smeri osi z (vy = v, = 0).
Privzamemo $e v, < cin |kz| < 1. Variacijsko nalogo zapisemo v obliki

At = / (1—kz) Z dt = / L(z,v,, t)dt = minimalno .
A

Ker se v integrandu sedaj pojavi funkcija z(t) in njen odvod v, = dz/dt, se problem
iskanja optimalne resitve prevede na reSevanje Euler-Lagrangeeve enacbe:

oL d Jdf

Velja

0z 2 c?
saj za dovolj majhne kz in v, /c lahko postavimo £ = 1. Podobno velja

dof 1d (. 420:) do
dtov, 2dt c? dt c?

o\ —1/2
ok 1 ((l—kz) — U—) (—k) = %E‘lkw %k,
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in iz (4.21) kon¢no sledi

k 1do, &k az_o a_czk
2 c¢2dt 2 & o2
Resitev je premo enakomerno gibanje s pospeskom a, = 3c*k. Primer ustreza pro-
stemu padu na povrsju Zemlje. Ce os z kaZe navpiéno navzgor, je a, = —g in konstanta
k enaka k = —2g/c?. Komponento metri¢nega tenzorja potem lahko zapisemo kot
29z 2mgz 2Wpot
h()o:kZ:— = — = — . 4.22
c? mc? Whnirovna ( )

Element metri¢nega tenzorja hq je torej premo sorazmeren s potencialno energijo, zato
hoo imenujemo kar gravitacijski potencial.

Krogelno simetri¢no gravitacijsko polje. Izraza (4.22) posplosimo na gravitacijsko
polje Zemlje (oziroma poljubnega planeta ali zvezde) na vec¢ji oddaljenosti od povrsja.
Ce z r oznakimo oddaljenost od sredis¢a nebesnega telesa z maso M, za gravitacijsko
potencialno energijo telesa z maso m velja: Wpot = —GmM/r, in gravitacijski potencial
lahko zapiSemo kot

2W, 2GmM  2GM 2GM
pot - -
W — = m@ @y Swl)=-l+—5m. (429)

hoo = —

Ocenimo vrednost g na povrsju Zemlje in Sonca! Zemlja ima maso M = 6 - 10** kg
in polmer r = 6,4 - 10° m, Sonce pa2- 1030 kgin?7,5- 108 m:

B =14-107°, K" =4-107°.

Ce za opazovalca na povrsju Zemlje prete¢e med dvema dogodkoma na Zemlji ¢as
AT, potem za mirujo¢ega opazovalca (Ax = Ay = Az = 0) dale¢ pro¢ pretece At in
velja

2GM AT GM
AT = \/ —QooAt? = 1]/ 1 — —— At, ANt = ———=~<AT1+—— . (424
T =1/—800 \/ 2, m T( +c2r> (4.24)
cer

Cas se torej podalj$a, kot smo ugotovili Ze v prejénjem poglavju.

V bliZini ¢rne luknje je ekstremno mocno gravitacijsko polje. Polmer ¢rne luknje 75
je dolo¢en ravno s pogojem hgy = 1 oziroma ggo = 0, od koder sledi rs = 2GM/c?,
enako kot v enacbi (4.10). Ura v ladji, ki se priblizuje povrsju ¢rne luknje, r — 7, tece
vedno pocasneje in se na povrsju povsem ustavi.

V gravitacijske polju torej geodetska krivulja ustreza pospeSenemu gibanju pod
vplivom teZnega pospeska. Primeri so prosti pad, poSevni met (parabola), kroZnica,
elipsa ali hiperbola pri gibanju okoli planeta ali zvezde.
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*Izpeljava iz Euler-Lagrangeevih enac¢b. Izraz (4.20) ima obliko klasi¢ne variacijske
naloge

B
5= / L(7(t),3(t), t) dt = ekstrem. (4.25)
A
Euler-Lagrangeeve enacbe imajo v tem primeru obliko:
oL d oL oL dodL oL d oL
ax didoy 0 ay dtao, 0 @z diew, O @20

V naSem primeru £ ustreza korenski funkciji v integralu (4.17):

L _ _1£—1dh00( r)or _ 1 dhgo(r) or
ox 2 dr ox 2 dr ox

in
dol  d . q 20 do, Ay

dtoo,  dt27 2 c2dt 2
pri ¢emer smo obdrzali le vodilne ¢lene v razvoju po in privzeli, da je |hp| < 1.
Podobno naredimo Se za drugi dve koordinati in dob1mo

B ¢ dhy(r) (or or or ¢ dhgo(r) /x y z c? dhgo(r)
1= o) =5 U0 (5 a) = () =

2 dr

7 s
r r r

(4.27)
Pospesek kaZe v radialni smeri proti sredis¢u, tako kot pri klasi¢cnem rezultatu. V
okviru Newtonove mehanike velja

GmM |
P

ma = —
72

(4.28)

S primerjanjem obeh izrazov dobimo zvezo med klasi¢nim izrazom za gravitacijsko
polje in komponento metri¢nega tenzorja hoo:

dhoo(i’) 2GM - 2GM

dr = - C21"2 ’ hOO(r) - C27’ . (429)

Rezultat je enak kot v prejSnjem razdelku.

4.8 *Metri¢ni tenzor za ¢rno luknjo

Toc¢no resitev Einsteinovih enacb v primeru tockastega naboja je nasel Karl Schwarz-
schild Ze leta 1915 (kot nemski vojak na ruski fronti). V sferi¢nih koordinatah — tako
imenovanih Schwarzschildovih koordinatah — velja

2GM dr?
242 2 1.2 2102 | 2 s 0271, 2
codt” = < CZT)Cdt +—_2GM+r dd“ + r“sind°de”. (4.30)

2r

Tu sta ¢ in ¢ kota, kot ju poznamo iz krogelnega koordinatnega sistema v treh razse-
Znostih. V prvem ¢lenu na desni spoznamo izraz za go, ki smo ga izpeljali iz zahteve,
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da dobimo v limiti Sibkega polja klasi¢no gravitacijsko polje; na novo smo dobili izraz
za g11 oziroma za diagonalni element metricnega tenzorja, zapisanega v krogelnih ko-
ordinatah, g,,. Vidimo, da ggp postane enak ni¢, g, pa divergira, ko krajevna radialna
koordinata doseZe vrednost r = r; = 2GM/c%. Vrednost 7 imenujemo Schwarzschildov
polmer in je enak mejnemu polmeru ¢rne luknje (glej enacbo (4.10)). Na prvi pogled
najbolj bode v o¢i singularnost g, pri r = rs, a v resnici gre le za navidezno singu-
larnost, ki jo lahko odpravimo z izbiro druga¢ne radialne koordinate. Edina prava
singularnost je pri r = 0. PomembnejSa posledica je sprememba predznaka pri ma-
tri¢nih elementih goo in g+ pri r = r5. Tu ¢asovna in prostorska koordinata zamenjata
svoji vliogi. Ker je goo > 0, se lahko v ¢asu sprehajamo naprej in nazaj. Pa opazovalcu,
ki bi preckal Schwarzschildov polmer, to ne bi dosti koristilo, saj vlogo ¢asa prevzame
radialna koordinata, ki neusmiljeno tece proti vrednosti ni¢. Krogelni lupini z r = r;
pravimo Schwarzschildov horizont. Vsako telo, tudi svetloba (foton), ki precka ta hori-
zont, ne more vec¢ zapustiti obmodja znotraj horizonta. Govorimo o ¢rni luknji; v ¢érni
luknji se torej vsa snov, ki pade vanjo, zbere v singularnosti pri r = 0.

Najbrz se je smiselno vprasati, ali lahko telo sploh doseZe horizont? Preverimo to
za svetlobni Zarek, ki ga usmerimo proti sredis¢u ¢rne luknje z zacetne lege rg > 7s.
Enacba za gibanje fotona je kar enacba svetlobnega stozca, As> = 0, oziroma dt = 0.
Zarek (foton) naj se giblje v radialni smeri (d¢ = d¢ = 0) in iz (4.30) sledi

ﬁ:ic(l—ZGM>.

dt 2r

Vidimo, da se hitrost svetlobe zmanjsuje, ko se blizamo horizontu in na horizontu do-
seze vrednost ni¢. (Predznak + velja pri gibanju navzven in — pri gibanju proti sre-
dis¢u.) Vprasamo se lahko, ali foton v tem primeru sploh doseZe horizont v konénem

¢asu. Velja
s d t
—/ rr = c/ dt = ct.
rn 1 — $ 0
r

Stevec in imenovalec v integrandu na levi pomnoZimo z r in dobimo

t:_lf rdr zl/mdwr—s/ro dr _ro—r  Tsy To—ts (4.31)
wt—1s ¢y cJr r—rs c c o r—rs

Zar — rs drugi ¢len divergira; za mirujocega opazovalca zunaj ¢rne luknje svetloba
nikoli ne doseZe horizonta. Prav tako horizonta za zunanjega opazovalca ne doseze
nobeno telo, ki se giblje s hitrostjo, manjSo od svetlobne. Dejstvo je pravzaprav posle-
dica podaljSanja ¢asa (glej enacbo (4.24)); opazovalec, ki bi padal v ¢rno luknjo, pa bi
horizont dosegel in ga tudi preckal v kon¢nem lastnem ¢asu.

Oglejmo si nekoliko podrobneje usodo opazovalca, ki pada v ¢rno luknjo. Ker se
giblje po geodetski krivulji, ne ¢uti nobene sile. A to ni povsem res, saj se zaradi spre-
minjanja jakosti gravitacije z razdaljo pojavi tako imenovana plimska sila. Ce Elovek na
primer stoji na povrsju Zemlje, deluje na noge nekoliko ve¢ja sila kot na glavo, saj so
noge blizje sredis¢u Zemlje. Plimska sila hoce telo raztegniti v smeri narascanja sile
(torej v radialni smeri), v pre¢ni smeri pa skréiti. Clovek na Zemlji tega utinka ne
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zazna, saj je sorazmeren z razmerjem visine telesa in polmera Zemlje in torej zanemar-
ljivo majhen. Plimsko silo Lune in Sonca pa ¢uti voda v morjih in oceanih in je vzrok
za pojava plime in oseke. Ce bi se opazovalec bliZal horizontu ¢rne luknje, ki bi imela
maso, priblizno enako masi Sonca, bi postale plimske sile tako velike, da bi opazovalca
raztrgale Ze veliko prej, preden bi dosegel horizont.

Danes vemo, da so v srediscih galaksij velike ¢rne luknje z maso ve¢ milijonov ali
celo milijard Son¢evih mas in Schwarzschildovim polmerom, ki je za enak faktor vedji
od Soncevega. V tem primeru so plimske sile pri horizontu zanemarljive in opazovalec
bi lahko mirno padal naprej proti srediS¢u ¢rne luknje tudi po tem, ko bi preckal hori-
zont. Imel bi ¢isto dovolj ¢asa, da bi se razgledal po notranjosti ¢rne luknje — preden bi
ga raztrgale plimske sile v bliZini singularnosti pri r = 0.

4.9 *Gravitacijsko valovanje

Opis ravnega gravitacijskega valovanja. Podobno kot pri elektromagnetnem valo-
vanju, niha pri gravitacijskem valovanju gravitacijsko polje. Koli¢ina, ki opisuje gravi-
tacijsko polje, je metri¢ni tenzor, pravzaprav sprememba metri¢nega tenzorja glede na
metri¢ni tenzor ravnega prostora, f,. Ce usmerimo os z v smer $irjenja valovanja, ima
metri¢ni tenzor v (sicer) ravnem prostoru obliko

1 0 0 0
o 1+4ny ke 0
sl=\0o “u. 1-n ol

0 0 0o 1

pri Cemer sta
hy = A4 cos(kz — wt), hy = Ay cos(kz — wt).

Za krozno frekvenco w in valovni vektor k velja w = ckin k = 27t/ A, ¢e je A valovna

dolzina. V primeru, ko sta izvir valovanja telesi, ki kroZita okoli skupnega teZisca, je
frekvenca valovanja enaka dvojni frekvenci kroZenja.

Izraz za gostoto energijskega toka lahko izpeljemo le v okviru splodne teorije rela-
tivnosti. Obliko enacbe pa lahko uganemo s pomocjo analogije z gostoto energijskega
toka v EM valovanju,

R , B2 }

JEM = 5C leoE + o]
Sklepamo, da je gostota energijskega toka tudi pri gravitacijskem valovanju (GV) od-
visna od kvadrata amplitude, namesto konstante ¢, ki je znacilna za EM polje, pa pri-
takujemo, da se v izrazu pojavi gravitacijska konstanta G. Ceprav pri EM valovanju
gostota ni odvisna od valovne dolZine oziroma frekvence, dopustimo tudi odvisnost
od frekvence, tako kot pri zvo¢nem valovanju. Odvisnost od konstant in frekvence
lahko ugotovimo z dimenzijsko analizo. Iskani izraz iS¢emo z nastavkom

icv = K c*GPy [Ai + Ai} : (4.32)
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Vemo Se, da sta amplitudi brezdimenzijski koli¢ini. Enota za j, izraZena z osnovnimi
enotami, je kgm_3. Izenac¢imo enote na levi in desni:

kgs ! =m*s kg Pm3Ps 2P s,

Hitro se prepricamo, daje f = —1, v = 2in a = 3. Torej

3
jGV:ICCEUZ [AiJrAZX} .
Izpeljava iz Einsteinovih enacb vodi do K = /8. Prvo, kar opazimo, je kvadratna
odvisnost od frekvence, kar je drugace kot pri EM valovanju, a enako kot pri zvoku.

V EM valovanju se prepletata elektri¢no in magnetno polje in drugo drugega vzdr-
Zujeta, tako da se energijski tok pri Sirjenju skozi prazen prostor ohranja. Kaj pa ohra-
nja energijski tok pri gravitacijskem valovanju? Gravitacijsko valovanje nosi energijo,
gibalno koli¢ino in tlak; torej koli¢ine, ki nastopajo v Einsteinovih enacbah v splosni
teoriji relativnosti in prestavljajo izvir gravitacijskega polja. Tako kot EM valovanje je
tudi gravitacijsko valovanje samemu sebi izvir.

Izsevani energijski tok v primeru dveh kroZecih teles. Za celotni energijski tok, ki
ga izseva sistem teles z masama m in my, ki kroZzita okoli skupnega teziS¢a na medse-
bojni razdalji 7, je mogoce izpeljati izraz v kompaktni obliki *:
b 832G mim3 (my +ma) _ 32 G mimj s (4.33)
5¢5r5 5 ¢ r?
pri ¢emer je w kotna hitrost krozenja (kroZna frekvenca).

V primeru sistema Zemlje in Sonca (m; = 6-10% kg, my = 2-10% kg, r = 1,5 -
10'' m) dobimo presenetljivo majhno vrednost P = 200 W. Na ratun izsevane mo¢i
Zemlja izgublja energijo in razdalja do Sonca se zmanjSuje, a to zmanjSanje je tudi v
milijardah let povsem zanemarljivo.

Iz enacbe (4.33) sledi, da mo¢ narasca s peto potenco mas in je obratno sorazmerna
z razdaljo na enako potenco. Ce bi torej hoteli iz sistema dveh kroZetih teles dobiti
dovolj mocan signal, primeren za opazovanje na velikih razdaljah, bi morali biti masi
zelo veliki, razdalja med njima pa zelo majhna. Zanimivi so torej objekti, ki so zelo ma-
sivni in imajo majhno velikost. Zvezde in planeti ne pridejo v postev, edini objekti, ki
imajo pri masi, vedji ali primerljivi z maso Sonca, dovolj majhno velikost, so nevtronske
zvezde in ¢rne luknje, ki smo jih omenili v poglavju 4.4.

Prvi¢ so zaznali gravitacijsko valovanje pri sistemu dveh kroZec¢ih ¢rnih luken;.
Ocenimo energijske razmere pri dveh enakih ¢rnih luknjah z masama po 30 Sonce-
vih mas, kar pribliZno ustreza situaciji pri opazovanem pojavu. Polmer taksne ¢rne
luknje dobimo iz (4.10) in meri 80 km. Pri znacilni frekvenci valovanja v, = 40 Hz,
ki jo je oddajal sistem pri prvem pojavu, krozita ¢rni luknji na razdalji 800 km in za
izsevani energijski tok sledi

64GEm®

P = =25-10Y W.
5¢51

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Gravitational _wave
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Izsevani tok je tolikSen, da je zmanjSevanje polmera znatno, kar pomeni, da se sistem
tudi vedno hitreje vrti. Pri tem se moc¢ hitro povecuje, kar Se dodatno pospesi doga-
janje. Na koncu se ¢rni luknji sprimeta in spojita v eno samo ¢rno luknjo in tedaj se
gravitacijsko sevanje prakti¢no ustavi. Ocenili so, da je bila celotna izsevana energija
pri opisanem kolapsu ¢rnih lukenj enaka trem mirovnim energijam Sonca. Kasneje so
opazovali ve¢ podobnih pojavov, tudi kolaps dveh nevtronskih zvezd v ¢rno luknjo.

Detekcija gravitacijskih valov. Gravitacijsko valovanje spremeni lastnosti prostora
v ravnini, pravokotni na smer Sirjenja valovanja. Prostor se v tej ravnini kr¢i in raz-
teza s frekvenco valovanja (slika 28). Gravitacijski potencial i predstavlja relativno
spremembo razdalje med izbranima tockama.

Slika 28: Deformacija telesa v nehomogenem gravitacijskem polju.

Amplitudo relativnega raztezka A lahko poveZzemo z gostoto energijskega toka
(4.32), gostoto pa z mocjo izvira in razdaljo med detektorjem in izvirom R. Za pri-

blizno oceno dobimo
An ] E P
TV 32\ 4nR2

Naprava, s katero je kolaboracija LIGO zaznala prvo gravitacijsko valovanje, more me-
riti A z natanénostjo, boljgo kot 5 - 10722, Pri tej kolaboraciji sta dva podobna detektorja,
shemati¢no prikazana na sliki 29, postavljena v dveh mestih, oddaljenih 3002 km. Tako
je mogoce na podlagi zakasnitve med prejetima signaloma sklepati na smer, iz katere
prihaja gravitacijsko valovanje. Kasneje se je obema detektorjem pridruzil Se evropski
detektor v Pisi (Italija), in s tem se je bistveno izboljsala locljivost pri dolo¢anju smeri,
iz katere prihaja valovanje.

Pri prvi detekciji je bila najve¢ja mo¢ izvira 3,6 - 10% W na razdalji R = 1,3 milijarde
svetlobnih let, kar ustreza gostoti energijskega toka na Zemlji 0,2 W/m?.

4.10 *Veliki pok, temna snov, temna energija

Temna snov. Na podlagi opazovanja gibanja zvez v galaksijah je moZno oceniti maso
galaksije, ki ustvarja gravitacijsko polje, v katerem se zvezde gibljejo. Ce to oceno
primerjamo z oceno mase galaksije, dobljeno na podlagi ocenjenega Stevila zvezd v
galaksiji in njihove mase, kakor tudi mase medzvezdnih plinov, ugotovimo, da tako
imenovana vidna masa predstavlja le manjsi del mase, odgovorne za gravitacijo. To
pomeni, da je vefina snovi v galaksiji taksna, da niti ne oddaja svetlobe, niti svetlobe
ne odbija. To je temna snov. Kaj sestavlja temno snov, za zdaj Se ne vemo.
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\m L,=4km

y =

L,=4km

detektor

Slika 29: Shemati¢ni prikaz delovanja detektorja LIGO. Deluje na principu Michelsono-
vega interferometra. Zrcali v posameznem kraku tvorita Fabry-Pérotov interferometer.
Razmik med zrcaloma je naravnan tako, da se vsa svetloba odbije od notranjega zrcala,
ko ni prisotno gravitacijsko valovanje. Ko se spremeni razdalja med zrcaloma, notranje
zrcalo prepusti del svetlobe, ki pride do detektorja, vedji del pa se vrne v prostor med
zrcali. Po priblizno 300 odbojih se tako prepuscena svetloba moc¢no ojaca in hkrati se
bistveno zmanjsa termi¢ni Sum. Celotna pot, ki jo prepotuje zarek med zrcaloma, je
tako 1100 km. Sistem je bil posebno obcutljiv na valovanje s frekvenco velikostnega
reda 100 Hz.

Veliki pok. Da se vesolje 8iri, smo spoznali Ze pri obravnavi Dopplerjevega premika.
Svetloba oddaljenih zvezd je premaknjena proti rde¢emu delu spektra, kar pomeni, da
se zvezde od nas oddaljujejo; hitrost oddaljevanja je premo sorazmerna z oddaljeno-
stjo. Od tod sklepamo, da je bila vsa snov zbrana na enem mestu pred pred priblizno
13,8 milijarde let. Vesolje se je tedaj zacelo $iriti s tako imenovanim wvelikim pokom in
Sirjenje se nadaljuje v nezmanjSani meri Se danes. Vesolje se ne 8iri v prazen prostor,
pac pa se prostor $iri hkrati z razpenjajo¢o se snovjo. StirirazseZni prostor si lahko po-
nazorimo s povrsino balona, ki se povecuje, ko balon napihujemo. Prostor je ukrivljen,
tako kot je ukrivljena povrsina balona — kako pa je to zares videti, pa si seveda nihce
ne zna predstavljati — niti Stephen Hawking ne.

Temna energija. Razpenjanje vesolje je mogoce zajeti v Einsteinovih enacbah splo-
Sne teorije relativnosti. 1z opazovanja Sirjenja danes in v preteklosti lahko sklepamo
na porazdelitev gostote snovi in energije, ki je izvor metri¢nih lastnosti StirirazseZnega
prostora. (Preteklost seveda opazujejo orjaski teleskopi, usmerjeni na zelo oddaljene
vesoljske objekte, ki jih je svetloba zapustila pred milijardami let.) Obicajna snov in
tudi temna snov, ki smo jo omenili na zacetku razdelka, bi — preko svoje mirovne ener-
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Slika 30: Razvoj vesolja po velikem poku. Takoj po velikem poku igrajo klju¢no vlogo kvantne
fluktuacije, kot jih napoveduje Heisenbergovo nacelo nedolocenosti. V obdobju inflacije, ko se veso-
lje izjemno hitro $iri, imajo fluktuacije kozmicne razseznosti in so odgovorne za nihanja v sicer
izotropni porazdelitvi snovi v vesolju. Po inflaciji se elementarni delci (kvarki) pri¢nejo spajati
v protone in nevtrone ter njune antidelce, ki skupaj z elektroni tvorijo snov, kot jo poznamo
danes. Svetloba je ujeta v snovi; fotoni se ves ¢as rojevajo pri anihilaciji delcev in antidelcev in
se hkrati absorbirajo pri njihovi tvorbi. Ko se vesolje razpenja, temperatura pada in pri¢nejo
nastajati nevtralni atomi, predvsem vodik. Antidelci se dokon¢no anihilirajo s svojimi delci,
pri tem ostane presezek delcev. To se dogodi nekako 380000 let po velikem poku. Svetloba
sedaj lahko prosto potuje po vesolju; zaradi razpenjanja vesolja se povpre¢na energija fotonov
manjsa. Kozmi¢no sevanje v mikrovalovnem obmocju, ki ga danes lahko opazujemo, nam po-
sreduje informacijo o porazdelitvi snovi v tem obdobju. Vesolje je temno (Dark Ages); pojavljajo
pa se Ze prve zgoscine, ki se naprej kréijo pod vplivom gravitacije. Temperatura zgos¢ine nara-
ste, pride do zlivanja vodika v helij in na nebu zazarijo prve zvezde — nekako 400 milijonov let
po velikem poku. Nastajajo galaksije in planetni sistemi. Pri¢akovali bi, da se bo Sirjenje vesolja
upocasnjevalo, a opazimo ravno nasprotno: Sirjenje poteka vedno hitreje. Domnevamo, da je
za to odgovorna temna energija. Vir slike: NASA.

gije — zavirali Sirjenja vesolja. Ker pa opazovanja kaZejo, da se vesolje razpenja vedno
hitreje, to pomeni, da na metri¢ne lastnosti vpliva Se neka druga oblika energije, ki ima
nasproten ucinek kot mirovna energija. To obliko energije imenujemo temna energija.
Tudi njenega izvora Se ne poznamo.
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5 Delci kot valovanje

5.1 De Brogliejeva valovna dolZina delca

Louis de Broglie je leta 1924 izrekel domnevo, da je delcem mogoce pripisati valovne
lastnosti. Zvezo med valovno dolZino fotona in njegovo gibalno koli¢ino je posplosil
tudi na delce. Po tej domnevi ima delec z gibalno koli¢ino p = mv valovno dolZino

h h

Eksperimentalno sta njegovo domnevo potrdila tri leta kasneje Davisson in Germer.

Opazovala sta sipanje elektronov na kristalu in dobila interferen¢ne maksimume v
skladu z de Brogliejevo napovedjo.

Sipanje elektronov na kristalu. Pri poskusu curek elektronov pospes$imo z napeto-
stjo U. Po de Brogliejevi hipotezi pomeni curek ravno valovanje z valovno dolzino

P
Cmu \2eomU

Pri tem smo hitrost izrazili iz izreka o kineti¢ni energiji:

2
A:eOU:%mvz, v =1/ e:ill' (5.3)

Curek usmerimo na kristal. Curek se odbija od kristalnih ravnin po odbojnem za-
konu. Odbiti curki konstruktivno interferirajo, ¢e je izpolnjen Braggov pogoj (3.16).

(5.2)

2dsind = NA, N=1,23,.... (5.4)

Tu je d razmik med vzporednimi ravninami in & kot, pod katerim nanje vpada elektron-
ski curek. Po odboju ojacani curek nadaljuje pot pod enakim kotom glede na ravnino,
tako da se ojateni curek odkloni za dvojni kot, 28, od prvotne smeri. Ce poznamo d,
lahko z merjenjem odklonskega kota preverimo de Broglijevo zvezo. Preverimo lahko
tudi odvisnost med valovno dolZino in napetostjo, kot jo napove (5.2).

Slika 31: Pri poskusu elektronski curek pospesimo z napetostjo U in sipljemo na kristalnem
prahu. Do ojacitev pride na tistih kristalckih, na katere curek vpada pod kotom 9, ki zados¢a
Braggovem pogoju (5.4). Na zaslonu opazimo kolobar ali vec¢ kolobarjev za N > 2.
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5.2 Opis valovanja delcev
Ravni val. Interferenco elektronov na kristalu lahko pojasnimo, ¢e elektronskemu
curku, ki potuje vzdolZ osi x, pripiSemo ravno valovanje

_271_27va mo
A h h

u(x,t) = Acos(wt —kx), k (5.5)

A Kkatera koli¢ina valuje pri del¢nem valovanju?

Odgovor je podal leta 1926 Max Born: valuje verjetnostna amplituda oziroma valovna
funkcija, ki jo obicajno ozna¢imo z grsko ¢rko Y. Sama valovna funkcija ni opazljiva
koli¢ina, tisto kar lahko opazimo in merimo, je verjetnostna gostota w(x, t), ki je kvadrat
valovne funkcije. Ker sama valovna funkcija ni fizikalna opazljivka, dopus¢amo, da je
valovna funkcija tudi kompleksna koli¢ina. Verjetnostno gostoto potem definiramo kot

w(x, t) = [¥(x,t)]* = ¥*(x,t) ¥(x,t), (5.6)

kjer smo s * oznacili konjugirano kompleksno vrednost. Interpretacija verjetnostne go-
stote je enaka kot v verjetnostnem racunu: verjetnost, da je delec ob ¢asu t v dovol;
majhnem intervalu [x, x + Ax], je

AP = w(x,t)Ax. (5.7)

Verjetnostna gostota je nenegativna in normirana. Normalizacija, ki jo formalno zapi-

X X+ Ax I x

w(x, t)

Slika 32: Verjetnostna gostota za elektron v curku z dolZino /.

Semo kot - -
/ w(x,t)dx = / Y(x, £)*¥(x,t)dx =1, (5.8)
—o0 —o0
pomeni, da je verjetnost, da delec najdemo kjer koli na osi x, enaka 1.

Ce valovanju v enacbi (5.5) pripisemo verjetnostno gostoto, dobimo funkcijo, ki se
spreminja s krajem. Na nekaterih toc¢kah je tako izra¢unana verjetnostna gostota enaka
ni¢, kar bi pomenilo, da so te vrednosti x za elektron prepovedane. Pricakujemo, da je
verjetnostna gostota vzdolz curka konstantna, zato raje vzamemo kompleksno obliko
ravnega vala:

¥ (x,t) = Ae (@Ko (5.9)
V tem primeru je verjetnostna gostota res konstantna:
w(x, t) = ¥(x, 1) (x, 1) = AZeTi(Wikx) gmilwi—kx) _ 42 (5.10)

Ce je dolzina elektronskega curka enaka I, lahko iz (5.8) takoj dobimo konstanto A kot
A=1/VI
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Superpozicija valov. ReSitev za ravni val (5.9) nekako ne ustreza nasi predstavi o
delcu, ki se giblje s hitrostjo v. Pois¢imo torej obliko valovne funkcije, ki bo bolje ustre-
zala nasi predstavi. Vsekakor bi morala biti verjetnostna gostota ¢im bolj lokalizirana,
nekako tako, kot ¢e s hitrim zamahom vrvi ustvarimo en sam val, ki se nato $iri naprej
po vrvi. Do Zelene oblike bomo prisli v ve¢ korakih.

Iz mehanskih, zvo¢nih in opti¢nih valovanj vemo, da vsota dveh (ali ve¢) valovan;
tudi predstavlja valovanje. To mora veljati tudi za valovanje delcev, saj sicer ne bi dobili
interferen¢nih pojavov. Poskusimo z vsoto dveh ravnih valovanj (5.9) z razli¢nima k in
w a enako normalizacijsko konstanto. Vzemimo:

—A (e—i(wt+Awt—kx—Akx) + e—i(wt—Awt—kx—i—Akx))

— Aei(wt—kx) (efi(Awthkx) _i_ei(Awthkx))

V zvezi , .
elZ + e*lZ
2
postavimo z = Awt — Akx in dobimo

= cos(z).

Y1o(x,t) = 2Ae (W R) cos(Awt — Akx) .
Za verjetnostno gostoto velja:
w1 (x, t) = 4A% cos?(Awt — Akx) .

Verjetnostno gostoto kaze slika 33. Gostota ima vrhove in doline, a prisotnost vec
vrhov ni v skladu z nasim pric¢akovanjem, da bomo opazili samotni val. Poglejmo,
kaj se zgodi, ¢e vzamemo superpozicijo vec¢ valov, tako da ostane najvecji odmik od k
in w nespremenjen; za Sest valov izberemo:

k e {ki%k, kizéik, kj:Ak}; w e {wi%", wj:ZATw, w:tAw}.

Na sliki vidimo, da se visji vrhovi razmaknejo, stranski vrhovi pa postanejo Sibkejsi.
Postopek nadaljujemo:

nAk nAw

kn — k :l: W 7 wn = W :i: N 7

Z vecanjem Stevila delitev intervala N postaja centralni vrh vedno mocnejsi, stranski

pa Sibkejsi. A se kljub temu dalec¢ pro¢ od centralnega vrha Se vedno pojavljajo vrhovi,

enako mocni kot centralni vrh. Poglejmo, kako se izraz obnasa v limiti, ko gre N preko
vseh meja:

n=1,...,N.

N
T(X,t) — A lim Z e—i(a}H—(n/N)Awt—kx—(n/N)Akx).
N—)oon:7N
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ki = k+ Ak

ki=k+ 1Ak, k+3Ak, k=+Ak

k—Ak Kk k+ Ak

k—Ak Kk k + Ak

ki=k+ LAk, k+2Ak, ... k+Ak ‘H
k

k—Ak Kk

ki=k+ 50k, k+ %Ak, ...k+Ak, N— o

Slika 33: Grafi od zgoraj navzdol kaZejo verjetnostne gostote, ki jih dobimo s superpozicijo
dveh ravnih valovanj (zgornji graf), Sestih valovanj (drugi graf od zgoraj), dvajsetih valovan;
(tretji graf), neskon¢no Stevilo valovan;j s k iz enakega intervala kot pri prejsnjih primerih (spo-
dnji graf).

V tem primeru lahko vsoto po n prevedemo na integral. Uvedemo zvezno spremen-
ljivkou = n/N, dn = Ndu, ki zavzame vrednosti med 0 in 1, in namesto vsote dobimo
integral:

. 1 .
¥, b) = Ae O RIN [ etk gy (5.11)
-1
. 1 . .
— —i(wt—kx) —i(Awt—Akx) _ Ji(Awt—Akx)
ANe =TT [e e ] . (5.12)

Da je rezultat koncen v limiti N — oo, mora biti konstanta A obratno sorazmerna z N,
A = a/N. Upostevamo Se enakost

iz _ ,—iz
¢ 2: = sin(z)
in dobimo in(A Ak )
_ “i(wt—kx) SIN wt— Akx
Y(x,t)=2ae (Awt— Akx) (5.13)
ter -
w(x, £) = [¥(x, 1)[2 = 42 SO (AWt = Bk x) (5.14)

(Awt — Ak x)?

k— Ak k + Ak
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Rezultat je prikazan na spodnjem grafu na sliki 33, in se po obliki le malo razlikuje od
grafa nad njim, ki ustreza superpoziciji 20 razli¢nih k in w.

Uspelo nam je torej ustvariti lokaliziran val, ki veliko bolj ustreza nasi predstavi o
delcu. Delec smo sestavili iz ve¢ ravnih valov z razli¢nimi k, torej razli¢nimi gibalnimi
koli¢inami, zato delcu ne moremo pripisati tone gibalne koli¢ine. Taksni superpoziciji
valov pravimo tudi valovni paket. Ce Zelimo izmeriti gibalno koli¢ino, ne bomo dobili
vedno enake vrednosti, temve¢ neko vrednost z intervala [k — Ak, k + Ak]. Podobno
situacijo sicer srecamo pri vseh eksperimentalnih meritvah, nezanesljivost ali napaka
meritve je tu odvisna od natan¢nosti eksperimentalnih naprav in merilnih pogojev. Z
njihovo izboljSavo lahko eksperimentalno nezanesljivost zmanjSamo. V primeru loka-
liziranega kvantnega delca pa nacelno ni mozno to¢no dolociti njegove gibalne kolicine.
To je posledica valovnih lastnosti delca; tudi valu, ki se pribliZuje obali in udari ob po-
mol, nacelno ne moremo pripisati poljubno natan¢ne gibalne koli¢ine. Nacelo bomo
kvantitativno zapisali v naslednjem poglavju.

Hitrost delca. V prejSnjem razdelku smo opazovali krajevno odvisnost verjetnostne
gostote delca ob dolo¢enem ¢asu, recimo ob t = 0. Na sliki 34 je na levi valovni paket
prikazan ob ¢asu t = 0. Verjetnostna gostota ima najvecjo vrednost tedaj, ko je izraz v
imenovalcu enak ni¢, hkrati pa je isti izraz v argumentu sinusa tudi enak ni¢. V tem
primeru je limita enaka

lim S0 _ 1, z=Awt—Akx.

z—0 z

Enako seveda velja za kvadrat izraza. Vrh paketa torej nastopi takrat, ko je izraz v

——

v
x=0 x = Ax
t=20 = At

Slika 34: Leva krivulja ponazarja valovni paket v izhodis¢u ob ¢asu t = 0, krivulja na desni
pa isti valovni paket ob nekoliko kasnejSem casu At, ko je prepotoval razdaljo Ax, merjeno od
izhodisca.

imenovalcu enak ni¢. Denimo, da se vrh po ¢asu At premakne na mesto Ax. Pogoj za
vrh je
Aw At — Ak Ax = 0.
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Od tod lahko izra¢unamo hitrost gibanja vrha:

 Ax Aw dw

USAF T Ak dke

(5.15)
Dobili smo izraz za hitrost vrha paketa, ki jo lahko interpretiramo kot hitrost delca.
Zadnji izraz v (5.15) je sploSnej$i in ustreza grupni hitrosti valovanja.

V primeru fotona velja v = ¢/A. Z upostevanjem w = 27tv in A = 271/k sledi

w = ck in V= T c, (5.16)
Rezultat velja v vakuumu, ne velja pa v snovi, v kateri je hitrost odvisna od valovne
dolzine, ¢ = c(A) = c(k): tedaj govorimo o disperziji, in v tem primeru velja

_dw  dc(k)

dw ~de(A) dA ~de())
T3k T dk

ar qk fre) =g

k+c(k) =

A+c(A). (5.17)

V primeru valovanja, ki ima disperzijo, vpeljemo dve hitrosti, fazno hitrost ¢, ki po-
vezuje frekvenco in valovno dolZino valovanja, in grupno hitrost ¢, ki ustreza hitrosti,
s katero se skozi snov giblje motnja:

_A_w C_d_w_dcf(k)
VTR ST @ T dk

k+cf. (5.18)

V primeru delca valovno dolZino in valovni vektor k poveZemo z gibalno koli¢ino
delca (5.1):
h hk
= — = — = hk .1
p=7=5- ="k (519)
pri ¢emer smo vpeljali reducirano Planckovo konstanto ,h pre¢na”:
h

= (5.20)

kijo v kvantni fiziki pogosto piSemo namesto /. V primeru fotona poveZemo frekvenco
svetlobe z energijo
W=h=—=hw. 521
v 27 «“ ( )

Domnevamo, da zveza velja tudi za delec; ni pa Se jasno, ¢e W predstavlja polno ali
kineti¢no energijo. Izraza za fazno in grupno hitrost lahko sedaj zapiSemo kot

dW
¢ = LA Cg= — . (5.22)
P dp
V primeru prostega nerelativisti¢cnega delca, ki ima le kineti¢no energijo:
2
= I = W_P_ _W_r_?
W—zmv—zm, sledi cg—dp—m—v in Cf_p_Zm_Z
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Rezultat je smiseln v primeru grupne hitrosti, kar pomeni, da je nasa interpretacija
delca kot valovnega paketa smiselna. Rezultat velja tudi v primeru, ¢e kineti¢ni energiji
pristejemo potencialno energijo, saj potencialna energija ni odvisna od hitrosti.
Poglejmo, kako je s hitrostjo delca, ¢e upostevamo relativisti¢ne izraze za energijo
in gibalno kolic¢ino:
dWw
o dWw dWdo g,
£ dp  dodp dp°

do
Izra¢unajmo posebej
~3/2
dw »dy dy 1 v? 20 3 0
SRS el o (1-5 ~ ) =432 24
do " dv’ do 2 c? c? T2 (5:24)
in
dp _d(yo) _ dy _ 3 07 N A N
Kon¢no 3
W _ oo, (5.25)
dp  my
V tem primeru dobimo pri¢akovan rezultat. Za fazno hitrost valovanja dobimo
2 2
szﬂzmc'y:c_>C’ (5.26)

ki je ne moremo povezati s hitrostjo delca.

Tako kot lahko poveZemo gibalno koli¢ino delca z njegovo valovno dolZino ozi-
roma valovnim vektorjem k, lahko polno energijo delca poveZemo z njegovo (krozno)
frekvenco. V nerelativisti¢cnem primeru je polna energija enaka vsoti kineti¢ne in po-
tencialne. Potencialna energija je sicer nedolo¢ena do konstante, kar pa ne vpliva na
rezultat, saj v opazljivih koli¢inah vedno nastopa le razlika energij.
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5.3 Nacelo nedolocenosti

Nedolocenost lege v valovnem paketu. V prejsnjem poglavju smo ugotovili, da va-
lovni paket, ki ustreza delcu, nima to¢no dolocene gibalne koli¢ine. Nedolocenost gi-
balne koli¢ine smo ocenili s (polovi¢no) Sirino intervala, s katerega smo jemali k-je:

Poglejmo si, kako izbira intervala Ak vpliva na obliko verjetnostne gostote. Na sliki 35

, sin?(Ak x)
(Ak x)2

w(x,t =0) = [¥Y(x,t =0)> = 4a

k — AK kK k+AK

k—Ak k k+Ak

k— AK" k k+ AK”

Slika 35: Verjetnostne gostote za tri izbire intervala Ak

so prikazane verjetnostne gostote za tri izbire intervala Ak. Vidimo, da je verjetnostna
gostota najoZja pri najvedji Sirini intervala Ak in najsirSa pri najman;jsi.

Sirino verjetnostne gostote interpretiramo kot nezanesljivost ali nedolo¢enost, s ka-
tero lahko dolo¢imo lego delca. Ocenimo jo kar s polovi¢no Sirino glavnega vrha, tj.
razdaljo Ax od sredine do prvega minimuma. Ob ¢asu t = 0 je vrh v izhodis¢u, prvi
minimum pa se pojavi, ko Stevec drugi¢ postane nic:

s

in AkAx = AkAx = Ax = —.
sin x=0, X =7, X Ak

Sirna je obratno sorazmerna z nedolo¢enostjo Ak, oziroma nedolo¢enostjo gibalne ko-
licine, 0, = hAk. Ce namesto Ax piSemo 0y, enacbo lahko preoblikujemo v

th . h

Oy = % ali Ox0p = 7Th = 5
Produkt nedolocenosti je enak Planckovi konstanti, deljeni z 2.

Nacelo je leta 1927 formuliral Werner Heisenberg in ima po njemu tudi ime: Heisen-
bergovo nacelo nedolocenosti. Heisenberg je ugotovil, da je produkt obeh nedolo¢enosti
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navzdol omejen. NajmanjSa moZna vrednost produkta je

0y > % _ ; (5.27)
in jo dosezemo takrat, ko ima valovni paket obliko Gaussove funkcije. Ce Zelimo na-
tan¢no dolociti lego delca, ne moremo hkrati poljubno natan¢no dolo¢iti njegove gi-
balne koli¢ine; ¢e Zelimo imeti delec s ¢&im bolj natan¢no vrednostjo gibalne kolic¢ine,
pa ne moremo vec natancno povedati, kje delecje. Pri poskusu z elektroni, ki se sipljejo
na kristalu, s pospeSevalno napetostjo precej natan¢no dolo¢imo gibalno koli¢ino elek-
trona, zato pa je njegova lega v curku dolocena z veliko negotovostjo.

Sipanje delcev na reZi. Sirok curek elektronov vpada z leve na reZo in se na njej
uklanja (slika 36). Os x naj bo vodoravna, os ¥ pa navpic¢na. Pred vpadom ima curek
le gibalno koli¢ino v smeri osi x; ker je curek dolg in Sirok, je nedolocenost gibalne
koli¢ine v smereh x in y zanemarljiva. Sirina reZe a naj bo primerljiva z de Broglie-

Px

Slika 36: Uklon elektronskega curka na rezi.

jevo valovno dolZino elektrona. Po prehodu skozi reZo dobimo znacilno interferen¢no
sliko, kakrsno poznamo Ze iz optike. To pomeni, da se po prehodu skozi reZo elektroni
razprsijo; poleg gibalne koli¢ine v smeri x dobijo tudi komponento v smeri osi y. Ele-
ktron se z enako verjetnostjo ukloni bodisi navzgor bodisi navzdol, zato je povprec¢na
vrednost gibalne koli¢ine v smeri y enaka nic:

py =0+ 3py.
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Znacilno odstopanje §p,, ocenimo s smerjo, v kateri se pojavi prvi interferen¢ni mini-
mum. Pogoj za prvi minimum je pri kotu ¢, kjer je izpolnjen pogoj*:

a .

E sind = E .
1z slike sledi za dovolj majhne kote ¥:
L
Px

Q| =

. A h

Manjsa ko je Sirina reZe, bolj je razprsen curek valovanja — pravzaprav to poznamo
Ze iz sipanja svetlobe na rezi ali oviri. Ugotovitev poveZimo z negotovostjo, s katero
dolo¢imo lego elektrona v curku v smeri y. Preden elektron zadene rezo, je lahko
kjerkoli na pre¢nem preseku curka; ko se siplje na rezi, pa vemo, da je Sel skozi rezo,
in njegovo lego v tistem trenutku poznamo z zanesljivostjo, ki jo ocenimo s polovi¢no
Sirino reZe, 0, = a/2. V trenutky, ko je Sel elektron skozi reZo, je njegova nedolocenost
lege 0y = a/2, nedolocenost gibalne koli¢ine pa 0p, = Jpy. 1z zgornje enacbe sledi
ocena

h
0yOp, = 5 (5.28)

enaka kot v prejSnjem primeru.

Nedolocenost energije in casa. Nedolocenost lege in gibalne koli¢ine smo izpeljali iz
valovnega paketa tako, da smo opazovali paket v izbranem trenutku. Opazujmo sedaj
obnasanje valovnega paketa v izbrani legi x; zaradi enostavnosti izberimo x = 0. Iz
(5.14) potem sledi
.2

sin“(Aw t)
=0,t)=a> 2~
w(x =0,t) Bwi)?

Oblika paketa je taksna kot na sliki 34, le da je na osi x sedaj ¢as. Lahko si predsta-
vljamo, da potuje mimo nas val in opazujemo njegovo visino v odvisnosti od ¢asa. Ob
¢asu t = 0 doseZe val najve¢jo vrednost, nato se njegova visina spusti do najniZje vre-
dnosti (ni¢). Vrednost ni¢ doseze ob &asu ty, ko velja sin(Aw tg) = 0. Valovni paket
pove porazdelitev verjetnosti, kdaj bo delec potoval mimo nas. Najvecja verjetnost je
znotraj intervala [—ty, fp]. Torej lahko t( interpretiramo kot nedolocenost ¢asa. Krozna
frekvenca je povezana z energijo delca, W = hiw, in ker v valovnem paketu ni le ene
same frekvence, temve¢ ve¢ frekvenc, energija delca ni to¢no dolo¢ena. Frekvence so
enakomerno porazdeljene v intervalu [w — Aw, w + Aw], zato lahko negotovost 0zi-
roma nedolocenost energije ocenimo z oy = hAw. 1z enacbe sin(Aw ty) = 0inwty =7
sledi

(5.29)

f:(T—n—hn—h li(f(f—E
0= " Ao ™ hdw 209y O W T o

“NajlaZe si pogoj zapomnimo tako, da curke, ki izhajajo s spodnje polovice reZe, nadomestimo z enim
curkom, ki izhaja iz sredine spodnje polovice reZe, curke iz zgornje polovice reZe pa s curkom, ki izhaja
iz sredine zgornje polovice reze. Curka sta razmaknjena za a/2 in od tod hitro sledi zapisani pogoj za
oslabitev.
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Natanc¢nejSa analiza nam da spodnjo mejo produkta:

h
oW > E = E .
Ce torej delec potuje mimo nas le kratek &as, energije ne moremo natan¢no dologiti.
Ponovno povejmo, da je to posledica dejstva, da delce obravnavamo kot valovanje.
Podoben pojav srecamo tudi pri zvoku: ¢e dolocen ton traja le kratek cas, njegove
viSine (frekvence) ne moremo to¢no dolociti.

Nedolocenost energije in ¢asa lahko izpeljemo $e na drug nac¢in. Oglejmo si poskus,
pri katerem ravno valovanje z dobro dolo¢eno gibalno koli¢ino usmerimo na loputo.
Loputa naj bo dovolj velika, da niso prisotni interferen¢ni pojavi, ki smo jih obravna-
vali v prejSnjem razdelku. Loputo odprimo le za kratek cas ét, tako da loputo zapusti
kratek paket valovanja z dolZino dx = v,dt. Nedolocenost gibalne koli¢ine v paketu
ocenimo tako kot v prejsnjih dveh primerih z dp, ~ h/26x. Zaradi nedolocenosti gi-
balne koli¢ine je nedolo¢ena tudi (kineti¢na) energija delca v curku. Velja:

dW =d (%mvi) = muydoy = vxd(moy) = vydpy .

Za majhne spremembe lahko diferenciale nadomestimo z odstopanji (nedoloc¢enostjo)
in zapiSemo:

h h h

26x  “2u.ot 20t

OW = 0x0py = Uy

ali, zapisano z nedolo¢enostmi:
h

ow 0y = 5 . (530)

Nedolocenost energije lahko interpretiramo tudi drugace. Delcu dovedemo delo

in (mehanska) energija delca se spremeni. Klasi¢no se energija ohranja in jo nacelno

lahko dolo¢imo s poljubno natan¢nostjo. Kvantnomehansko pa je natan¢nost odvisna

od ¢asa, ki je na voljo za merjenje energije. Ce delec hitro spremeni svoje stanje in pri

tem odda delo, njegova energija ni to¢no dolocena in pri ponovitvah poskusa dobimo

razlicne rezultate za oddano delo. Svetloba, ki jo na primer izseva nihajoci elektron,

nima to¢no dolo¢ene energije (in s tem tudi ne valovne dolZine), ampak je nedolo¢enost
odvisna od ¢asa trajanja nihanja.

Nedolocenost energije pri razpadih delcev. Nacelo, ki smo ga spoznali v prejsSnjem
razdelku, igra pomembno vlogo pri razpadih delcev. Dva taka razpada poznamo iz
prvih testov teorije relativnosti, ko so opazovali podaljSanje ¢asa v curku hitro giba-
jocih se mionov. Mioni nastajajo pri trkih hitrih kozmiénih protonov z atomi v visjih
plasteh atmosfere. Pri tem najprej nastajajo pioni 77—, ki nato razpadajo na mione in
nevtrine. V mirovanju pion Zivi T = 2,6 - 1078 s. Pri razpadu vetino energije odnese
nevtrino, ki ima zelo majhno maso, konsistentno z ni¢. Odhajajoci nevtrino si lahko
predstavljamo kot paket valovanja, ki se giblje s svetlobno hitrostjo. Podobno velja
za odhajajoc¢i mion. Ker energije nastalih produktov zaradi kon¢ne dolzine paketa na-
¢elno ne moremo to¢no doloc¢iti, tudi energije piona ne moremo absolutno natan¢no
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doloc¢iti. Energija neobstojnih delcev torej ni to¢no dolo¢ena. Je pa nedolocenost ener-
gije v primeru piona zelo majhna:

h hc

SW=_—=-—=~10"eV. 5.31

2t 271c (:31)
Prinovih delcih, ki jih dobimo v velikih pospeSevalnikih, so lahko razpadni ¢asi znatno
krajsi, celo krajsi kot 10~2Y 5. Eksperimentalno taksnih ¢asov ni mogoce meriti, saj de-
lec pred razpadom prepotuje razdaljo, krajSo od tiso¢inke nanometra. V tem primeru
merimo energije kratkoZivih delcev preko energij delcev, v katere kratkoZivi delci raz-
padajo. Iz porazdelitve energij dolo¢imo Sirino porazdelitve, ki ustreza nedolo¢enosti
energije, iz nedolocenosti energije pa Se razpadni cas.
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Slika 37: Merjenje mirovnih energij kratkoZivih delcev v trkalniku protonov v centru CERN.
Detektor meri energijo in gibalno koli¢ino para miona in antimiona, ki nastaneta pri razpadu
delca. Mirovna energija delca je enaka invariantni energiji para in je prikazana na vodoravni
osi. Nanavpi¢ni osi je Stevilo dogodkov v intervalu mirovnih energij s Sirino 1 GeV. Pri razpadu
bozona Z je najve¢ dogodkov pri energiji 91,2 GeV. Sirina porazdelitve (nedolo¢enost energije)
je 2,5 GeV, od koder ocenimo Zivljenjski ¢as bozona Z z 3 -10-2° s~ 1.

Posledice nacela nedolocenosti. Nacelo nedolocenosti je eno temeljnih nacel mo-
derne fizike. Nacelna nezmoZnost hkratne dolocitve lege in hitrosti (gibalne koli¢ine)
je v ocitnem nasprotju s konceptom delca, kot ga poznamo iz klasi¢ne fizike. V okviru
klasi¢ne fizike je tir delca enoli¢no dolocen z zacetnimi pogoji, ki podajajo zacetno lego
in zacetno hitrost telesa. Ce ene ali obeh koli¢in nacelno ne moremo to¢no dolotiti, po-
meni, da tira telesa ne moremo enoli¢no napovedati. Napovemo lahko le verjetnost, da
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se bo delec gibal po dolo¢enem tiru. Obnasanje sistemov je torej slucajno — nedetermi-
nistiéno — v nasprotju z deterministiénim obnaganjem klasi¢nega telesa. Stevilni fiziki,
tudi Einstein, zato nacela sprva niso hoteli priznati.

V vsakdanjem makroskopskem svetu nacelo pravzaprav sploh ne pride do izraza.
Ce opazujemo gibanje makroskopskega telesa z maso 1 kg in hitrostjo 1 m/s, njegove
lege zagotovo ne moremo dolociti natan¢neje kot je velikost atomskega jedra, 0y =
10715 m. Ce od tod dolo&¢imo nedoloenost hitrosti, dobimo

_ ok

Oy = ~10" ¥ m/s. (5.32)
m Moy

Nacelo nedolocenosti torej v vsakdanjem svetu ne igra nikakrsne vloge; igra pa jo v
svetu mikroskopskih delcev, kjer odlot¢ilno dolo¢a njihovo obnaganje. Ce bi namesto
makroskopskega delca vzeli elektron z maso 10~ kg, bi pri nagem zgledu dobili ne-
dolocenost hitrosti, ve¢jo od svetlobne hitrosti, kar pomeni, da lege elektrona sploh ne
moremo dolo¢iti s tolikSno natan¢nostjo. Domnevajo, da je nacelo igralo klju¢no vlogo
v zacetnih trenutkih nastanka vesolja.

Nacelo nedolocenosti ima tudi moc¢no filozofsko implikacijo. Pove, da je narava
nedeterministicna, torej obnasanje sistemov v prihodnosti ni enoli¢no dolo¢eno s pre-
teklostjo, v nasprotju z deterministicnim pogledom, ki pravi, da je obnasSanje sistemov
enoli¢no doloc¢eno s preteklostjo. Seveda kvantna mehanika omogoc¢a napovedovanje
obnasanja fizikalnega sistema v prihodnosti in to pogosto celo z veliko ve¢jo natan¢no-
stjo kot klasi¢na fizika, a napovedi so vedno le statisticne, absolutno natan¢ne napovedi
nacelno niso mogoce.

5.4 Interferencni poskusi z delci

Curek elektronov z doloceno gibalno koli¢ino in valovno dolzino A usmerimo na dve
reZi v razmiku a. Na zaslonu nastane znacilna interferencna slika, kakr$no poznamo
Ze iz sipanja svetlobe (glej sliko 38a)). Delna curka, ki izhajata iz rez pod kotom 9, se
ojalita v smereh, za katere velja asin® = NA. Ce zapremo eno od reZ (sliki 38 b) in c)),
interferenca izgine in na zaslonu opazimo znacilno sliko uklona na eni rezi, tako kot
na sliki 36.

Denimo, da na reZi posljemo en sam elektron in izmerimo njegovo lego na zaslonu.
Poskus ponavljamo, tako da vsaki¢ posljemo le po en elektron. NariSemo porazdelitev
elektronov na zaslonu. Kaksna bo ta porazdelitev? Bomo opazili interferenéne ma-
ksimume in minimume kot na sliki 38a), ali pa bo porazdelitev podobna porazdelitvi
na sliki 38d), ki je vsota porazdelitve elektronov, ki gredo bodisi skozi zgornjo bodisi
skozi spodnjo rezo? Ali je torej mogoce, da elektron interferira s samim seboj, kar bi
pomenilo, da gre skozi obe rezi hkrati, ali pa gre izklju¢no le skozi zgornjo ali skozi
spodnjo rezo? S stalis¢a klasi¢ne fizike je edini mozni odgovor drugi, saj je elektron ne-
deljiv delec. Poskus pa potrdi prvo moZnost: tudi pri sipanju posameznih elektronov
dobimo interferen¢no sliko. Elektron lahko interferira sam s seboj.

Kaj se pri tem dogaja z elektronom, bi lahko ugotovili s poskusom, prikazanim na
sliki 39. Na rezi svetimo s svetlobo in odbito svetlobo (fotone) merimo z detektorjem,
ki ga postavimo k eni od rez. Ko se elektron pojavi v reZi, se na njem siplje foton, ki ga
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a) b) c) d)

Slika 38: Uklon elektronskega curka na dveh rezah: verjetnostna gostota (jakost) pri uklonu
na dveh rezah (a)), na zgornji rezi (b)), na spodnji reZi (c)), uklonska slika v primeru, ¢e delna
curka ne interferirata (d)).

zazna detektor, in tedaj vemo, da je elektron el skozi izbrano reZo. Ce se na zaslonu
pojavi elektron in hkrati detektor ne zazna fotona, pa pomeni, da je Sel foton skozi
drugo rezo. K drugi rezi lahko postavimo e en detektor. Ce bi el elektron skozi obe
reZi, bi dobili hkrati signal v obeh detektorjih.

4

a) b)

Slika 39: Poskus, s katerim skusamo ugotoviti, skozi katero rezo je Sel elektron: s svetlobo
svetimo na rezo (z desne) in z detektorjem opazujemo Zarek, ki se odbije od elektrona (a)); ¢e
svetimo s svetlobo z daljso valovno dolzino, kot je razmik med reZama, ne moremo ugotoviti,
ali je svetloba, ki jo je zaznal detektor, prisla od prve ali od druge reze (b)).

S poskusi te vrste je dejansko moZzno ugotoviti, skozi katero reZo gre elektron. Po-
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kaZe se, da gre vedno le skozi eno reZo, bodisi skozi prvo bodisi skozi drugo, nikoli
pa ne gre skozi obe hkrati. A na zaslonu ni ve¢ interferen¢ne slike! Dobimo sliko, ki
ustreza vsoti porazdelitev v primeru, ko izmenoma odpiramo eno od reZ in zapiramo
drugo (glej sliko 39d)). Zdi se, da se elektron obnasa drugace, ¢e ga opazujemo, kot ¢e
ga ne opazujemo. Vendar poskus, ko elektron opazujemo s sipanjem svetlobe, ni enak
poskusu, pri katerem smo dobili interferen¢no sliko. Ko se je foton sipal na elektronu,
je predal elektronu del svoje gibalne koli¢ine in energije in tako spremenil tir elektrona.

Tezavo bi lahko resili, ¢e bi vzeli svetlobo z zelo dolgo valovno dolZino. V tem
primeru je gibalna koli¢ina fotona lahko poljubno majhna in foton ne zmoti elektrona.
Res, na zaslonu se ponovno pojavi interferen¢na slika. Vendar pa sedaj ne moremo vec
ugotoviti, skozi katero reZo je Sel elektron. Svetloba z veliko valovno dolZino namre¢
lahko razlo¢i le objekte, ki so vedji od valovne dolZine. V nasem primeru je kriterij
razmerje med valovno dolZino in razmikom med reZzami a. Pri A > a detektor sicer
zazna sipani foton, a ni ve¢ mogoce ugotoviti, iz katere reze je prisel sipani foton. Ce
merimo z dvema detektorjema, zaznata sipani foton oba detektorja. V tem primeru
bi lahko elektron el tudi skozi obe reZi hkrati, a tega pojava ne bi mogli razlo¢iti od
primera, ko gre elektron skozi eno samo rezo.

Ugotovitvam lahko damo matemati¢no obliko. Denimo, da valovna funkcija ¥,
opisuje tir elektrona skozi prvi in ¥, tir skozi drugo reZo. Pri interferenci seStevamo
odmike valovanj, kar velja tudi za del¢no valovanje. Skupna valovna funkcija je zato
Y1, = Y1 + ¥y, verjetnostna gostota na zaslonu pa je enaka kvadratu absolutne vre-
dnosti:

wiy) = [¥1o? = [¥1 + Va2 = [¥1]2 + [Fa? + ¥ + ¥5Y1.

V primeru, ko je ena od reZ zaprta, je verjetnostna gostota enaka
wgb) = ['¥q%, oziroma wéc) = ['¥,?,
skupna verjetnostna gostota, prikazana na sliki 39d), pa je
d b
wiy = +wy) = [ + 4P

in ustreza situaciji, ko s poskusom lahko ugotovimo, po kateri poti je Sel delec.

Ugotovitve posplosimo: ¢e lahko delec potuje do detektorja po razli¢nih poteh in
nikakor ni mogoce ugotoviti, po kateri poti je Sel delec, seStevamo valovne funkcije, ki
ustrezajo posameznim potem. Verjetnostna gostota je kvadrat vsote valovnih funkcij.
Ce je vsaj natelno mozno ugotoviti, po kateri poti gre delec, pa se sestevajo verjetnosti
za posamezne procese; verjetnostna gostota je vsota kvadratov posameznih valovnih
funkcij. Pri tem ni pomembno, ali procese tudi dejansko opazujemo.

Kvantni delci imajo za naSe pojme ¢udno obnasanje, skregano z izkusnjami iz ma-
kroskopskega sveta, saj se pri nekaterih procesih obnasajo kot delci, pri drugih pa kot
valovanje. A zavedati se moramo, da ostre meje med kvantnimi delci in , klasi¢nimi”
delci ni. Pri makroskopskih delcih valovne lastnosti nikoli ne pridejo do izraza; kot
smo videli Ze v prejSnjem poglaviju, bi imeli taksni delci prakti¢no neskon¢no majhno
valovno dolZino in interferen¢nih pojavov nikakor ne bi bilo mogoce realizirati. Je
pa dandanes mogoce pripraviti interferen¢ne poskuse z molekulami, sestavljenimi iz
nekaj sto atomovw.
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6 Modeli atoma

V nasprotju s teorijo relativnosti, ki jo je formuliral Albert Einstein v koncizni matema-
ti¢ni obliki in so jo kasneje potrjevala Stevilna opazovanja in poskusi, je bil razvoj teo-
rije, ki opisuje obnasanje delcev v mikroskopskem svetu, veliko pocasnejsi. Pri razvoju
je sodelovalo veliko fizikov, eksperimentalnih in teoreti¢nih, in teorija je potrebovala
nekaj desetletij, da je dosegla kon¢no obliko. V naslednjih poglavjih si bomo ogledali
nekatere najpomembnejSe etape v razvoju kvantne slike gradnikov mikroskopskega
sveta — atomovw.

6.1 Thomsonov model

V 19. stoletju so atome imeli za najmanjsSe, nedeljive delce snovi. Prvi korak k druga¢ni
sliki je naredil J. J. Thomson z odkritjem elektrona leta 1897. V katodni cevi je z napeto-
stjo U pospeseval negativno nabite delce in jih odklanjal v pre¢cnem magnetnem polju
z gostoto B. Hitrost delcev dobimo iz ohranitve energije, %mv2 = eU, polmer kroZenja
pa iz Newtonovega zakona, ¢e za silo vzamemo F = evB. 1z Newtonovega zakona in

energijskega izreka sledi

v? ) m  B%?
m— = evB in —_= —.
r e 2U

Ker so poznali velikost osnovnega naboja, je Thomson z merjenjem polmera tira lahko
dolo¢il maso delca. PriSel je do presenetljivega odkritja: delec je imel skoraj 2000 krat
manjso maso kot vodik, najlazji atom. Torej delec ni mogel biti ion, temve¢ neki nov
delec; Thomson ga je imenoval elektron. Nosilci negativnega naboja so torej elektroni.
Ker je atom sestavljen iz pozitivnega in negativnega naboja, pomeni, da atom ni nede-
ljiv delec temvec je sestavljen iz elektronov in nekaksnega oblaka pozitivnega naboja,
ki dolo¢a maso atoma. Thomson je svoj model predlagal leta 1904. Kasneje so model
imenovali model slivovega pudinga. V nevtralnem atomu je toliko elektronov, kolikor jih
je potrebno, da nevtralizirajo naboj pozitivnega oblaka (ozadja). Atom lahko seva, tako
da elektroni nihajo ali kroZijo okoli pozitivne sredice.

Slika 40: Thomsonov model slivovega pudinga
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6.2 Rutherfordov model

Thomsonov model sta Hans Geiger in Ernest Marsden zavrgla leta 1909 s poskusom,
pri katerem sta sipala delce alfa na atomih zlata. Delci alfa so helijeva jedra in nosijo
naboj +2¢p. Opazila sta, da vecina delcev potuje neovirano skozi atom, zelo majhen
del pa se jih zelo moc¢no odkloni (slika 41a)). Njun poskus je leta 1911 interpretiral
Ernest Rutherford, tako da je predpostavil, da je v sredis¢u atoma zelo majhno, po-
zitivno nabito jedro, okoli katerega kroZijo elektroni (slika 41b)), podobno kot kroZijo
planeti okoli Sonca. Model je zato poimenoval planetarni model. Namesto gravitacijske
veZe elektrone v atomu elektrostatska sila. Ce je naboj jedra Zey, Newtonov zakon za
krozenje elektrona okoli jedra zapiSemo kot
v ey Zey
My == 4rreqr?”

Energija elektrona je sestavljena iz kineti¢ne in potencialne:

€ Ze() . Ze%
Artegr 8megr

W = %mvz (6.1)
Energija je negativna, kar pomeni, da je elektron vezan. Absolutna vrednost energije
je energija, ki jo moramo atomu dovesti, da dobimo mirujo¢ prost elektron v veliki
oddaljenosti od jedra.

V nasprotju s pravim planetnim sistemom je opisani model nestabilen. Elektron
je nabit delec in pri kroZenju seva in s tem izgublja energijo. Vezavna energija se zato
zmanjsuje — po absolutni vrednosti povecuje, zato se radij tirnice zmanjSuje in na koncu
elektron , pade” v jedro. Pri tem se frekvenca kroZenja spreminja in spekter izsevane
svetlobe bi moral biti zvezen. V resnici pa so fiziki Ze tedaj vedeli, da atom seva le
dolocene diskretne valovne dolZine.

e _° ()

a) b)

Slika 41: a) Rutherfordovo sipanje, b) planetarni model.
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6.3 Bohrov model

Postulati. Niels Bohr je leta 1913 planetarni model dopolnil z dodatnimi predpostav-
kami — postulati — ki pa jih ni posebej utemeljeval. Predpostavil je:

* elektroni kroZijo po kroZnicah (orbitalah) okoli jedra (tako kot v planetarnem mo-
delu);

¢ elektroni lahko kroZzijo le po dolocenih orbitalah in pri tem ne sevajo; orbitale
so dolocene z zahtevo, da je vrtilna koli¢ina elektrona na orbitali enaka celemu
veckratniku Planckove konstante, deljene z 27;

* elektroni emitirajo ali absorbirajo svetlobo le pri prehodu z ene orbitale na drugo.

Dejstva, da elektron ne seva, Bohr ni pojasnil, pa¢ pa privzel brez dokaza. Tudi pravila
za kvantizacijo ni utemeljil; izkazalo se je, da je s to zahtevo dobil pravilne energije
orbital, s katerimi je lahko kvantitativno napovedal opaZene crtaste spektre atomov.

Energije in velikost orbital v vodikovem atomu, ki ga sestavljata jedro (proton) in
elektron, dobimo iz Newtonovega zakona ob upostevanju dodatnega pogoja za kvan-
tizacijo orbital:

A r L 1,2,3 6.2)
m-—=-—>—, = mor =n — = nh, n=1,273,... .
r 4megr? 27T

Prvo ena¢bo pomnozimo z mr?, tako da na desni dobimo ravno kvadrat vrtilne koli¢ine

2
me
22y = n2H2 = 0

47Teg

od koder izlus¢imo r:

47tnh2eg B h2e

r= 5 5 n’> =n’rg, (6.3)
mej tmeg
pri ¢emer smo vpeljali Bohrov radij
h?
rp = ——0 — 0,053 nm. (6.4)
TImeg

Energije orbital dobimo kar iz enacbe (6.1), ki velja za kroZenje na orbitali pri po-
ljubnem r:

) 2
 — E —, E — — — —13,6 \/ . 6.5
8regrp n? L2 ! 8rtegrp © ©9

n:
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Slika 42: Valovanje elektrona v Bohrovem modelu: slika na levi ustreza valovanju elektrona,
pri katerem je obseg orbitale enak petkratniku njegove de Brogliejeve valovne dolZine; slika
na desni kaZe analogno valovanje na struni, pri katerem je dolZina strune enaka petkratniku
valovne dolZine.

Bohrov model in de Brogliejeva valovna dolZzina. Povejmo, da je z de Brogliejevo
domnevo moZno interpretirati diskretne orbitale v Bohrovem modelu atoma. Bohrov
postulat o kvantizaciji vrtilne koli¢ine I' = n# lahko prepisemo v obliko:

h . nh
F—mvr—xr in F—nh—ﬂ, (6.6)
od koder sledi

27wr = nA. (6.7)

Pogoj interpretiramo tako, da so mozZne le tiste orbitale, pri katerih je obseg orbitale
cel veckratnik valovne dolZine, podobno kot so na struni mozne valovne dolZine, ki
ustrezajo pogoju nA = I, pri ¢emer je | je dolzina strune. (Na struni so sicer moZne
tudi valovne dolzine, ki ustrezajo pogoju (n — %)A = [, a v tem primeru se nihanje na
kroZnici ne bi gladko nadaljevalo v naslednji krog.) A je taksna slika napa¢na; elektroni
v atomu se pac ne gibljejo po kroZnicah. Pravo sliko orbital nam da le neoporecen
kvantno mehanski pristop.

6.4 Vodikov spekter

Valovno dolzino svetlobe, ki jo elektron izseva pri prehodu z orbitale z n na orbitalo
zn', n’ < n, lahko dobimo iz tretjega postulata. Energija izsevanega fotona je enaka
razliki energij orbital:

hc 1 1
hU:X:En—En/:El(F—F)

in
PR 1 — 91,1 nm —"

[Ef (1 1
n?  n2
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V primeru, ko elektron z absorpcijo fotona presko¢i na vigjo orbitalo, n > n’, mora
imeti absorbirani foton toliksno valovno dolzino, da je prehod mogo¢.

Oglejmo si najznacilnejSe valovne dolzine prehodov. Ko elektron prehaja na naj-
nizjo orbitalo z n’ =1,dobimozan = 2,3,4...valovne dolZine

A=091,1 nm% =1215nm, 91,1 nmg =1025nm, 91,1 nm % =972nm ...
Valovne dolzine padejo v UV obmocje; govorimo o Lymanovi seriji. Vidna svetlobo
dobimo pri Balmerjevi seriji, ko elektron prehaja na orbitalo z n’ = 2. Zan = 3,4,5...

dobimo valovne dolZine

A=091,1 nm?;—6 =656 nm, 91,1 nrnl?’—6 =486 nm, 91,1 nm% =434nm ...

n =00
n=4
n=3 /_
VAV VANV, < VAAAVIVAVAVVAg
n=2 —
VAV VVAVaVaV, <
n=1 /
E
a) b)

Slika 43: a) emisija svetlobe v vodikovem atomu, b) absorpcija

6.5 Vzbujanje atomov

Razen s svetlobo lahko atome vzbujamo tudi s trki. Skozi plin spustimo elektri¢ni tok
in pri trkih z elektroni lahko elektroni v atomu preidejo na visjo energijsko orbitalo. Pri
vrac¢anju na niZjo orbitalo sevajo svetlobo.
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Obravnavajmo trk elektrona in mirujoc¢ega atoma. Nemoten atom je v najnizjem
moZnem energijskem stanju; v primeru vodikovega atoma to pomeni, da je elektron,
ki je vezan v atomu, v stanju z najniZjo moZno energijo, torej na orbitali z n = 1. Trk je
neelasticen, Ce je kineti¢na energija delcev na koncu manjsa od zacetne. Tedaj se del ki-
neti¢ne energije spremeni v notranjo energijo, ki ima v nasem primeru to¢no dolo¢eno
interpretacijo: ko elektron, vezan v atomu, preskoci na vi$jo orbitalo, je sprememba
notranje energije atoma enaka razliki energij kon¢ne in zacetne orbitale. Energije orbi-
tal so kvantizirane in obstaja najmanjsa potrebna energija, ki vzbudi atom iz osnovnega
stanja v vzbujeno stanje. V vodikovem atomu je to razlika med orbitalo z n = 2 in naj-

nizjo energijsko orbitalo zn = 1, in meri AE = E; — E; = 13,6 eV <1 — i) = 10,2 eV.

Ce torej elektron, ki tréi z atomom, nima dovolj velike energije, atom ne more preiti v
vzbujeno stanje in trk je elasticen.

Pri elasti¢cnem trku elektron izgubi le malo kineti¢ne energije. Izguba je najvecja
takrat, ko atom prevzame najvecjo mozno kineti¢no energijo, to pa je v primeru, ko
se elektron po trku giblje v smeri, nasprotni od vpadne. Tedaj iz ohranitve skupne
gibalne koli¢ine sledi mv = MV — mv/, ¢e z m ozna&imo maso elektrona, z M maso
atoma, z v in v’ zatetno in kon¢no hitrost elektrona in z V hitrost atoma po trku. Velja
V = m(v+9")/M. Ker je trk elasti¢en, je razlika kineti¢nih energij elektrona pred
trkom in po njem enaka kineti¢ni energiji atoma po trku:

1,2 1.2 1 2 M, ne _dmoq o
va —Emv —zMV —Mzm(v—f—v) <M§mv ,

saj je v' < v. Sprememba zaletne kineti¢ne energije je torej sorazmerna z razmerjem
mas elektrona in atoma. Ker je m < M, je zmanjSanje kineti¢ne energije zanemarljivo.

—

U/
. M
0 “ / /_\\\ \ /\
m e AT

Slika 44: Elasti¢ni trk elektrona z atomom

Drugace je pri neelasti¢cnem trku. V mejnem primeru se na koncu atom in sipani
elektron gibljeta z enako hitrostjo in iz ohranitve gibalne koli¢ine sledi mv = (M +
m)V,V =mv/(M + m). Energijski zakon zapisemo kot

Imv* = J(M+m)V? + AE,

pri ¢emer je AE notranja energija, enaka energijski razliki orbital. Kineti¢na energija

atoma je enaka
m 1,2

M+m§mv .

(M+m)V? =

N[—
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Zopet velja m < M in kineti¢na energija po trku je zanemarljiva v primerjavi s ki-
neti¢no energijo elektrona pred trkom. Prakti¢no vsa kineti¢na energija elektrona se
pretvori v notranjo energijo atoma. To velja v mejnem primeru; pri vedji kineti¢ni ener-
giji elektrona je kineti¢na energija elektrona priblizno enaka zacetni, zmanjsani za AE.

Pojav izkoris¢amo za direktno merjenje energijskih razlik med orbitalami v atomu.
Pri Franck-Hertzevem poskusu so v katodni cevi atomi v plinastem stanju. Elektrone
pospesimo z napetostjo U in merimo tok elektronov. Dokler ne doseZemo kriti¢ne
napetosti, pri kateri je energija elektrona enaka energijski razliki med najniZjima orbi-
talama v atomu (egU = E; — Eq), so trki elektronov z atomi elasti¢ni in elektroni ne
izgubljajo energije. Tok elektronov naras¢a. Ko doseZemo kriti¢no napetost, se pric-
nejo elektroni ustavljati. Pocasni elektroni ne pridejo do druge elektrode, pac pa jih
»posrka” pozitivno naelektrena Zi¢na zanka v katodi. Tok elektronov pade. Ko na-
petost Se naprej povecujemo, se kineti¢na energija elektronov, ki neelasti¢no trkajo z
atomi, povecuje, in tok elektronov narasca. Tok pade vsaki¢, ko energija elektrona do-
seze energijsko razliko med enim od visjih vzbujenih stanj atoma in osnovnim stanjem,
eoU = E, — E;. Prek merjenja napetosti, pri kateri tok pade, torej lahko posnamemo
spekter vzbujenih stanj. Metoda odpove pri stanjih, katerih energije se med seboj le
malo razlikujejo. (Glej Se eksperimentalno vajo , Franck-Hertzev poskus®.)

6.6 Kvantna slika

V kvantni sliki delcu ne moremo pripisati tira, saj ni mogoce hkrati to¢no dolociti nje-
gove lege in hitrosti (gibalne koli¢ine). Elektron v vodikovem atomu opisemo kot ne-
kaksen valovni paket okoli (skoraj) to¢kastega protona.” Lahko privzamemo, da je
verjetnostna porazdelitev elektrona krogelno simetri¢na (glej sliko 45). Ce postavimo
izhodig¢e koordinatnega sistema v proton, je elektron v povpregju v izhodieu, 7 = 0
(* = 7 = z = 0). Lego elektrona dolo¢ajo oddaljenost od izhodis¢a, r = \/x% + y? + z2
in sferi¢na kota ¢ in ¢. Elektron se lahko giblje v radialni smeri in v tangentni smeri;
komponento gibalne koli¢ine v radialni smeri ozna¢imo s p,. Za gibanje v radialni
smeri velja nac¢elo nedoloc¢enosti v obliki

0y Op, > (6.8)

5
Gibalna koli¢ina elektrona v radialni smeri p, je v povprecju enaka ni¢, saj se elektron
giblje pro¢ od izhodi$ca in proti izhodis¢u, v povprecju pa ostane lokaliziran v izho-
dis¢u. Lahko zapisemo p, = p, + 0p, = 0p,. Nedolotenost ¢; ocenimo kar z 7 in (6.8)
zapiSemo kot r p, > %

Gibanje v tangentni smeri predstavlja kroZenje. Obravnava je bolj zamotana. Na-
¢elo nedoloc¢enosti povezuje nedolocenost smeri (kota) in vrtilne koli¢ine. Povejmo le,
da ima krogelno simetri¢na porazdelitev popolnoma nedolo¢eno smer v prostoru, zato
je vrtilna koli¢ina to¢no enaka ni¢. To ni presenetljivo, saj vrtenja idealno krogelno si-
metri¢nega telesa na noben nacin ne moremo opaziti. (Predstavljajmo si enobarvno,
idealno gladko biljardno kroglico.) Elektron v osnovnem stanju torej ne kroZi.

50 protonu bomo ve¢ povedali v zaklju¢ku poglavija.



B. Golli, Osnove moderne fizike 3. januar 2022, 88

a) b)

Slika 45: Vodikov atom v a) Bohrovem modelu, b) kvantni sliki.

Denimo, da se elektron pribliZuje jedru vodika. Na razdalji » ima gibalno koli¢ino
p, ki je navzdol omejena z nedolocenostjo 0y,. Ko se 7 in s tem ¢, manjsata, 0y, na-
rasca, tako kot to zahteva nacelo nedolocenosti (6.8). Podobno kot gibalna koli¢ina je
navzdol omejena tudi kineti¢na energija elektrona, Wiy, > p?/2m. Ko gremo proti sre-
diS¢u, gre nedolocenost r proti ni¢, nedolo¢enost p, pa preko vsake meje. Posledi¢no
gre tudi kineti¢na elektrona preko vsake meje. Elektron bi torej moral imeti neskon¢no
veliko kineti¢no energijo, ¢e bi Zelel doseci izhodis¢e. V primeru protona in elektrona
se kineti¢na energija povecuje na racun elektrostatske potencialne energije, ki po veli-
kosti narasca, ko se delca priblizujeta. V limiti » — 0 se tudi potencialna energija bliza
(negativni) neskon¢ni vrednosti.

r=r r=r3=r/4
n? h? H?

2 2

Pi= P%:r—z:‘lp% P3:r—2:16p%
1 2 3

Slika 46: Odvisnost kvadrata gibalne koli¢ine elektrona od velikosti atoma; velikost ocenimo
kar s polmerom sfere, znotraj katere se z najvecjo verjetnostjo nahaja elektron: r = o;.



B. Golli, Osnove moderne fizike 3. januar 2022, 89

Razis¢imo, katera energija prevladuje pri majhnih oddaljenostih. Vrednost pro-
dukta nedolocenosti v (6.8) ocenimo kar s 7:

h
UrUpr:rpr:h, pr:;.

Za kineti¢no energijo elektrona, ki je posledica nacela nedolocenosti, potem dobimo

WP
kin = om — 2mr2”

Ko se razdalja elektrona do protona zmanjsuje, kineti¢na energija narasc¢a obratno

(6.9)

Wkin (7’)

chlotna ( r )
|

\ ' 7rmin r

Whpot(7)

Slika 47: Kineti¢na, potencialna in celotna energija elektrona v odvisnosti od razdalje do pro-
tona.

sorazmerno s kvadratom razdalje, medtem ko potencialna energija pada le obratno
sorazmerno z razdaljo (glej sliko 47). Pri vec¢jih razdaljah prevladuje privla¢na potenci-
alna energija in celotna energija se z manjSanjem razdalje zmanjSuje. Sistem se kr¢i. Pri
manjsih razdaljah pa za¢ne prevladovati odbojna kineti¢na energija, skupna energija
zacne narascati in kréenje se zaustavi. Sistem doseZe ravnovesje tam, kjer ima skupna
energija minimum:

h? e3 dW(r)
= — g 1ni 1. == .
W(r) o drenr minimum ali Ep 0
Dobimo ) ) )
h e 47reph
- 3 + 0 ) - OI Ymin = 7-(802 =7TB.
2mr 4rTegr mej

Minimum je ravno pri Bohrovem radiju! Torej smo za velikost vodikovega atoma do-
bili enako oceno kot Bohr. Prav tako je energija enaka kot v Bohrovem modelu:

2 2 2
h e eh

W(rg) = -
(rs) 2mry  4reorp

87'[801’3

Razlog, da je energija to¢no enaka energiji v Bohrovem modelu, je v izbiri konstante
na desni strani nacela nedolocenosti; ¢e bi namesto 7 izbrali raje %h ali 2%, bi dobili
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nekoliko druga¢ne vrednosti za velikost in energijo — v vsakem primeru pa bi dobili
smiselno oceno za obe velikosti.

Ce ne bi predpostavili krogelno simetri¢ne porazdelitve, bi imel elektron tudi od
ni¢ razli¢no vrtilno koli¢ino. Kineti¢na energija bi dobila prispevek zaradi vrtenja in
bi bila ve¢ja od nase ocene (6.9). Ravnovesna razdalja bi bila pri vecji oddaljenosti od
izhodisc¢a, skupna energija pa po velikosti manjsa. Taksna reSitev bi ustrezala enemu
od vzbujenih stanj (v Bohrovem modelu stanju z n > 1). To pomeni, da — v nasprotju z
Bohrovo sliko — elektron v osnovnem stanju sploh ne kroZi.

Pri izpeljavi smo iz klasi¢ne fizike prevzeli le izraz za potencialno energijo med
nabitima delcema, gibalno enacbo pa smo nadomestili z nacelom nedolocenosti, nace-
lom, ki igra klju¢no vlogo v dinamiki mikroskopskih delcev. Z na¢elom nedoloc¢enosti
lahko pojasnimo, zakaj je snov stabilna; enako razmisljanje kot pri vodikovem atomu
velja tudi za druge sisteme delcev, med katerimi vlada privla¢na sila.

6.7 Gibanje protona

Opis v tezis¢nem sistemu protona in elektrona. Pri obravnavi vodikovega atoma
smo predpostavljali, da proton miruje v sredis¢u koordinatnega sistema. Pri natanc-
nejsi obravnavi moramo sistem opisati z gibanjem tezis¢a in gibanjem protona in ele-
ktrona v teziS¢nem sistemu, pri katerem je teziS¢e delcev pri miru. Ce masi ozna-
¢imo z m, in my in razdalji do tezis¢a z 7. in 1, velja mer, = myre. Od tod sledi
rp = (my/m,)r, ~ rg/2000. V teZis¢nem sistemu je torej proton praktitno v tezis¢u in
nasa predpostavka, da proton miruje v izhodis¢u, je bila upravicena. Ocenimo Se pri-
spevek protona h kineti¢ni energiji tezis¢a: pri gibanju v teZiS¢em sistemu sta gibalni
koli¢ini delcev nasprotno enaki in za njuni velikosti lahko zapisemo p, = p.. Kinetitna
energija protona je potem

2 2
pP Me P, 1
W, =2 —Me Pe o
P 2m,  mp 2m, 2000 ¢

kar lahko pri nasi natan¢nosti zanemarimo.

v

Nacelo nedolocenosti za lego in gibalno koli¢ino protona. Ce za elektron veljar.p, =
h, potem za proton velja r,p, = ﬁ TePe = 201W h. Zdi se, da smo kar krepko prekrsili
nacelo nedolocenosti. Vendar lega protona ni dolocena le s koordinato r, v tezis¢-
nem sistemu, temvec tudi s koordinato, ki opisuje teZiS¢e atoma (sistema protona in
elektrona). Enako velja za gibalno koli¢ino; gibalni koli¢ini v teZis¢nem sistemu je po-
trebno pristeti Se gibalno koli¢ino teZiS¢a. Zaradi velike mase protona velja, da tako
koordinata teZis¢a kot gibalna koli¢ina tezis¢a prakti¢cno sovpadata s koordinato in gi-
balno koli¢ino protona. Njun produkt je navzdol omejen z natelom nedolocenosti, kar
pomeni, da lege (teZi¢a) atoma in njegove gibalne koli¢ine ne moremo hkrati to¢no
dolotiti. Ce govorimo o mirujoéem atomu, ne moremo ni¢esar povedati o njegovi legi;
¢e lego atoma omejimo na majhen prostor, pa atom ne more mirovati.
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7 Schrodingerjeva enacba

7.1 Casovno odvisna valovna enacba

Enacba v eni razseZznosti. Do sedaj Se nismo ni¢ povedali, kaksno enacbo uboga va-
lovna funkcija delca; zapisali pa smo Ze reSitev za prosti delec. Za foton — delec, ki
se giblje s svetlobno hitrostjo — domnevamo, da je to kar valovna enacba, kot smo jo
spoznali pri Matemati¢nih metodah v fiziki:

1 92

pri ¢emer je A Laplaceov operator. Ce izraz za raven fotonski val, ¥ = Ae Hw!=k¥),

vstavimo v enatbo, dobimo na levi (—w?/c2)¥ in na desni —k*¥. Ce enatbo pomno-
zimo s h = h/2m in upostevamo p = h/A = hkin W = hv = hw, dobimo znano zvezo
med polno energijo fotona in njegovo gibalno koli¢ino:

W2 = ?p?. (7.2)

Enacba (7.1) o¢itno velja le za (proste) fotone, ne pa za delce, ki imajo od ni¢ razli¢no
mirovno energijo (maso).

Valovne enacbe za delce pravzaprav ne izpeljujemo, saj gre za povsem novo po-
drogje fizike, kjer zakonov v matemati¢ni obliki Se ne poznamo. Enacbo torej postuli-
ramo; preverjamo njene napovedi z izidi eksperimentov, in ¢e so napovedi konsisten-
tne, enacbo proglasimo kot nov zakon narave.

Seveda pa je pri iskanju dokon¢ne oblike zakona dovoljeno ugibanje. Pri takSnem
ugibanju fiziki povezujejo spoznanja in zakone iz razli¢nih podrodij fizike in jim sku-
Sajo dati novo vsebino.

Pri ugibanju oblike valovne enacbe za delce se omejimo na nerelativisticne delce. Po
analogiji z zvezo (7.2) pri¢akujemo, da bo enacba odraZala zvezo med energijo in gi-
balno koli¢ino delca. Za prost delec velja

| o P
W = Mmoo = — , 7.3
2 2m (7.3)
prav tako poznamo resitev valovne enacbe, saj smo z njo uspesno opisali sipanje elek-
tronov na kristalu:
¥(x,t) = Ae Hwi=kx)

Pri izpeljavi hitrosti delca smo dobili konsistenten rezultat, ¢e smo za fiw vzeli kar
kineti¢no energijo. Gibalno koli¢ino poveZemo z de Brogliejevo valovno dolZino, p =
fik in enacbo (7.3) prepiSemo z valovnimi koli¢inami:
K
hw = ——. 7.4
o (7.4)
Na desni je k? tako kot v primeru fotona, torej na desni pri¢akujemo drugi odvod po
kraju. Na levi pa w nastopa v prvi in ne v drugi potenci; prvo potenco dobimo, ¢e izraz
za ravno valovanje odvajamo le enkrat po ¢asu. Velja

2 ‘Y(x, t) = %Aei(“’tk") — _iwAefi(wt—kx) ,
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" 9 9 i(wi—kx) 2 i(wt—kx)

v — O Ae—i(wt—kx) _ —i(wt—kx

522 Y(x,t) 532 Ae (—k°)Ae .
Ce prvi izraz pomnoZimo z i in drugega z —#*/2m, ugotovimo, da prva enacba vodi
do izraza na levi strani (7.4), druga pa do izraza na desni. Torej

92

9 -
ih— T(X, t) = _%W

5 Y(x,t).

Ce je poleg kineti¢ne prisotna tudi potencialna energija, zapisemo polno energijo kot
E = Wiin + Vpot(x). Ker potencialna energija ne vsebuje gibalne koli¢ine (oz. hitrosti),
potencialni ¢len dodamo kot faktor, ki le pomnozi valovno funkcijo:

92

.. 0
ih— ‘Y(x, t) = —%@

ot

Dobili smo ¢asovno odvisno Schrodingerjevo enacbo v eni razseznosti.

Y (x,t) + Vpot(x) ¥(x, t). (7.5)

Enacba v treh razseZznostih. PosploSitev na tri razseZnosti je enostavna: kvadrat gi-
balne koli¢ine delca zapigemo kot 72 = p2 + p§ + p2, kar pomeni, da moramo drugemu
odvodu po koordinati x pristeti Se druga odvoda po koordinatah y in z. Dobimo

d K 2 9

lh—T(i’,t): % W—i‘a—yz—F@

= W(7, 1) + Voot (F) ¥ (7, 1)

Enacbo je leta 1925 postuliral avstrijski fizik Erwin Schrodinger. Enacba je linearna in
homogena in spominja na difuzijsko enacbo v matemati¢ni fiziki. Razlika je predvsem v
izrazu na levi, ki je kompleksen 6.

7.2 Stacionarna Schrédingerjeva enacba.

Ko obravnavamo stacionarno stanje v klasi¢ni fiziki, zahtevamo, da se koli¢ine v po-
ljubni tocki prostora s casom ne spreminjajo. Pogoj za temperaturo pri prevajanju to-
plote po palici na primer zapisemo kot 0T (7, t) /ot = 0.

V Schrodingerjevi enacbi pa zadeva ni tako preprosta, saj valovna funkcija ni opa-
zljiva koli¢ina; kar lahko merimo, je verjetnostna gostota. Ce se omejimo na enorazsezni
problem, pogoj za stacionarno stanje zapiSemo kot

oY *(x,t)¥ (x,t)
ot

=0.

Ce valovno regitev zapisemo kot produkt ¢asovno odvisne funkcije in funkcije, odvisne
od krajevne koordinate (koordinat), ¥ (x,t) = e '“!i(x), ugotovimo

Y (x, ¥ (2, 1) = e (x)p(x) = 9 (x)p(x).

6S substitucijo t = it enatbo lahko prevedemo v realno ena¢bo v kompleksnem ¢asu, ki je mnogo
stabilnejsa za numeri¢no ra¢unanje od originalne enacbe.
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Casovna odvisnost v eksponentu izgine, in ¢asovni odvod gostote je enak ni¢. Valovno
funkcijo stacionarnega stanja torej lahko zapisemo v obliki

¥(x,t) =e E/ p(x).

Ce izraz vstavimo v ¢asovno odvisno enacbo (7.5), dobimo

. . EN\  _ikt/n gty 02 “iEt/h
ih —1% e l/J(x) = —e %@ (x> + Vpot(x) € V’IJ(X) .

Po okrajSanju ostane

h? o2
Ey(x) = 5 92 (%) + Vpot(x) 9(x). (7.6)

Dobili smo stacionarno Schrodingerjevo enacbo; parameter E pomeni skupno energijo
delca (vsoto kineti¢ne in potencialne energije).

7.3 Neskon¢na ravna jama: stacionarna stanja

Delec naj bo v potencialu oblike

V(x)

0; 0<x<I,
V(x) = (7.7)
©; x<0 in x>1.

0 l X

Slika 48: Ravna jama

V podrodju, kjer je potencial neskoncen, bi bila energija delca neskon¢na. To po-
drocje je za delec nedosegljivo, zato je tu valovna funkcija enaka ni¢. Is¢emo resitev
Schrodingerjeve enacbe le znotraj intervala 0 < x < [, kjer je potencial enak ni¢. Velja

h? 92 , 02 2mE
Ey(x) = 592 P(x) ali 2 ¥(x) + —5 P(x) =0. (7.8)
Uvedemo -
2mE g2y po TR (7.9)

B2 2m
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in dobimo znano enacbo, kakrsno smo resevali pri nihanju harmoni¢nega nihala, le da
je sedaj neodvisna spremenljivka x in ne t:

92
72 Y1) +K y(x) =0.
Resitev je

¢(x) = Asinkx + Bcoskx, (7.10)
pri ¢emer A in B dolo¢imo iz robnih pogojev. V tocki x = 0 zahtevamo, da je funkcija
enaka ni¢, saj se mora zvezno nadaljevati v podrogje, kjer je potencial neskoncen. Od
tod takoj sledi, da je B = 0. Na drugem krajis¢u mora biti funkcija prav tako enaka ni¢,

torej
Asinkl = 0.

Od tod sicer sledi A = 0, vendar nas ta trivialna reSitev ne zanima; zanima nas, ali so
mozZne tudi reSitve s kon¢nim A. V tem primeru moramo zahtevati, da je sinkl enak
ni¢, od koder sledi

nrm
T
Dovoljeni so le tisti valovni vektorji k, ki so veckratniki 7t/1. Ce enacbo malo preure-
dimo in zapiSemo k = 27t/ A, dobimo za moZne valovne dolZine znani izraz

)\:2—1, n=1,23,...
n

sinkl =0, kl =nm ali k, = n=123,... (7.11)

.....

lovno funkcijo, ki je reSitev Schrodingerjeve enacbe v ravni jami, torej lahko zapiSemo
kot
Pu(x) = Asink,x = Asinnlﬂ .

Valovna funkcija mora biti normirana; od tod dolo¢imo konstanto A:
l )
/ w(x)dx = AZ/ sink,xdx = 1.
0 0

Izvrednotimo

! ! - !
.2 1 B _ (x  sin2k,x
/0 sin“ k,x dx = 2/0 (1 — cos2kyx)dx = <2 K ) .

Drugi ¢len je zaradi pogoja (7.11) enak ni¢ na zgornji meji, oba ¢lena pa sta enaka nic¢
na spodnji. Dobimo

l
AZ/ sin? kyx dx = A2 é —1, A=/ (7.12)
0

torej neodvisno od n. Izra¢unajmo Se energijo n-tega stanja. Zvezo med energijo in
valovnim vektorjem smo zapisali v (7.9):

Kn* n’rln meh

E = n = = —.
" 2m 2mi? 2mi2

Energija je torej kvantizirana — podobno kot v Bohrovem modelu vodikovega atoma

— le da se tu razlike med energijami stanj povecujejo z narasc¢ajo¢im n, v Bohrovem
modelu pa se te razlike zmanjsujejo.

— n’Eq, Eq (7.13)
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P1(x)

P3(x) a(x)

w1 (x) wy(x) ws(x)

Slika 49: Delec v neskon¢ni ravni jami. Na zgornji sliki so prikazana tri stanja z najnizjimi
energijami, na spodnji sliki pa ustrezne verjetnostne gostote w, (x) = (¥, (x))>.

*Ortogonalnost lastnih funkcij. Za reSitve stacionarne Schrédingerjeve enacbe — la-

stne funkcije —
2
Pa(x) = \E sin - (7.14)

velja pomembna lastnost:

/%(X) m(x)dx = (1)' " ; " (7.15)
, n m

Pravimo, da so lastne funkcije ortogonalne. Lastnost velja splosno; dokazimo jo za funk-
cije (7.14). Produkt razbijemo na vsoto dveh kosinusov:

2/l . NTX . MX 1/ (n—m)mx (n+m)mx
- [ sin——sin——dx =~ cos — Cos
I Jo [ ! / [

1 [

I
0 )

- ((n_m) sin (n—lm)rtx B (n—il_m) sin (n+lm)7rx)
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na spodnji meji sta oba ¢lena enaka ni¢, na zgornji pa dobimo

_sin(n—m)w _ sin(n+m)m
- (n—-m)m (n+m)m

Drugi ¢len je vedno nic, saj je sinus veckratnika 7 enak ni¢; pri prvem clenu to velja za
n # m, pri n = m pa moramo izvrednotiti limito, ko gresta Stevec in imenovalec proti
ni¢; rezultat je 1.

7.4 Pricakovane vrednosti fizikalnih kolié¢in

Verjetnost za detekcijo delca na intervalu [x, x + Ax] podaja verjetnostna gostota w(x).
Povprec¢na vrednost lege delca je potemtakem

= (x) :/lew(x)dx.

V kvantni mehaniki namesto o povprecni vrednosti fizikalne koli¢ine govorimo o pri-
¢akovani vrednosti koliCine, in jo namesto s ¢rtico nad koli¢ino oznacimo z (). Povpreéni
odmik od povpre¢ja, o — v kvantni mehaniki govorimo o nedolocenosti koli¢ine — pa kot

1

1
o= () = (1) = (@ = () wx)dx = [ (r— (1) w() dx.

0

Za ravno jamo izratunamo
l I
(x) = AZ/ xsin k,x dx = Az/ x 3 (1 — cos2k,x) dx
0 0
2 x_2 ~cos2knx  xsin2k;,x l
1|4 8k2 4k, |,

221
I 4 2

Upostevali smo, da je na spodnji meji cos 2k, x = 1 in sin 2k, x = 0, na zgornji meji pa
cos 2k,l = cos2mtn = 1 in sin2k,l = sin27tn = 0. Podobno sledi

2_212.2k P P 2 _ /2 2 _ P 2
(x>_A/0xsm nde—g_W in 0y = (x%) — (x) T 12 2m2n2

Kako pa izra¢unamo hitrost oziroma gibalno koli¢ino delca? Pri izpeljavi Schrodin-
gerjeve enacbe smo ugotovili, da je valovni vektor sorazmeren z odvodom valovne funk-
cije po krajevni koordinati; valovni vektor pa je povezan z gibalno koli¢ino delca kot
px = hky. V tem primeru moramo eksplicitno zapisati odvod po valovni funkciji in ne
po verjetnostni gostoti. Preverimo za ravni val (¥(x,t) = AeH{«w!=kx)y.

)= [ ¥ 0 (§ 55 )t dr

—A*A E /ei(wt—kx) ie—i(wt—kx) dx
i ox
h

i

(lk) A*A /ei(wt—kx)e—i(wt—kx) dx = hk,
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saj je ravni val normiran:
/‘Y*(x,t)‘Y(x, t)dx = A*A/ldx =1.

Podobno izracunamo pri¢akovano vrednost kineti¢ne energije, saj je ta premo soraz-
merna s kvadratom gibalne koli¢ine:

W) = (2) = [ (2t ﬁ (%) aa—;] ¥ (1) dx

aa
:/‘F*(.x,t) —%w ‘P(x,t) dx.

Za hitrost uporabimo kar zvezo z gibalno koli¢ino:
hik 2) Rk
<U>:@: <> <02>:<p>: <>

7

m m m? m?
Za izracun polne energije delca potrebujemo casovni odvod valovne funkcije:

(E) = / ¥ (x, 1) [—m %] ¥ (x, ) dx = hw.

Tabela 2: Fizikalne koli¢ine in njihovi operatorji v eni razseZnosti.

koli¢ina oznaka operator pricakovana vrednost

lega x £=x (x) = [¥*(x, ) x¥(x, t)dx
potencial U(x) U=U(x) | (U)= [¥*(xt)U(x)¥(x¢t)dx
gibalna koli¢ina Px p="12 (p) =1 [¥*(x,t) £ ¥(x,t)dx

kineti¢na energija | Wyin =T | T = —% 52 | (T) = —% [ (x, 1) %‘P(x,t) dx

polna energija W=E E=ind (E) =ih [¥*(x,t) & ¥(x,t) dx

Operatorji. Strnimo ugotovitve! V vseh izrazih za pricakovane vrednosti smo va-
lovno funkcijo bodisi mnozili z x ali neko funkcijo x bodisi odvajali po krajevni ali
¢asovni koordinati. Operaciji, ki izvede transformacijo valovne funkcije, priredimo
operator. Fizikalne koli¢ine in njim prirejene operatorje zberemo v tabeli 2; operatorji
so oznaceni s stresico ().

Za stacionarna stanja v ravni jami lahko hitro izra¢unamo, da je pricakovana vre-
dnost koordinate kar //2, pricakovana vrednost gibalne koli¢ine ni¢, vrednost kine-
ti¢ne energije pa enaka polni energiji stanja, saj je potencialna energija znotraj jame po
privzetku enaka nic.
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7.5 Nestacionarna stanja v neskon¢ni ravni jami

Ker je Schrodingerjeva enacba linearna, je poljubna linearna kombinacija reSitev tudi
reSitev enacbe. Za zgled vzemimo linearno kombinacijo prvega in drugega stacionar-
nega stanja:

¥(x,t) = 0¥ (x,1) + D¥ya(x, 1) = ae 10\ /2 sin(kyx) + be 2 /3 sin(kax),
(7.16)
pri ¢emer velja

T E; 7h 27 E, 4m?h

CUT R T BT TR T

a in b naj bosta realna.

*Pokazimo, da je (7.16) res reSitev ¢asovno odvisne Schrodingerjeve enacbe (7.5).
Izracunajmo levo stran enacbe:

ih% ¥ (x,t) = ahw e*i‘*’lf\/? sin(k1x) + bhw, e 2 /2 sin(kyx) (7.17)

in 8e desno za 0 < x < [, ko je Wpot(x) = 0:

- _ —iwt /2 3 2 —iwpt /2
—2 —a 5 b § (x, t) =a —2 e ] sm(kpc) + b —2 e ] sm(kzx) . (7.18)

Upostevamo zvezo (7.4) za w; in ky ter w, in ky in takoj vidimo, da sta leva stran (7.17)
in desna stran (7.18) Schrodingerjeve enacbe enaki.

Energija nestacionarnega stanja. Iz enacbe (7.17) hitro izra¢unamo energijo nestaci-
onarnega stanja (glej Tabelo 2):

I
E:ih/ ¥ (1, 6) < W(x, t) dx
0 ot
2 rl ) 2 7l
= a? huw, 7/ sin? (kyx) dx + ab hcoy el @21t 7/ sin(k1x) sin(kyx) dx
0 0

. 2 rl 2 gl
+ba hew, e'lw1—w2)! 7/ sin(kyx) sin(kqx) dx + b? hiw, 7/ sin?(kpx) dx .
0 0

Zaradi ortogonalnosti (7.15) sta prvi in Cetrti integral enaka ena, drugi in tretji pa nic.
Dobimo

E = a® hwq + b? hwy, = a?Eq + V?E,. (7.19)
Koeficienta a? in b? interpretiramo kot verjetnosti, da je delec v stanju z n = 1 oziroma
n = 2; energija meSanega stanja je torej enaka uteZenemu povprecju energije prvega in
energije drugega stanja.
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Verjetnostna gostota nestacionarnega stanja. Verjetnostno gostoto zapiSemo kot
w(x, t) =a*¥;(x, t)¥q(x, t) + b*¥5 (x, ) ¥a(x, t)
+ab [¥7 (x, 1) ¥a(x, t) +F5(x, £)¥1(x, 1)] .
V prvih dveh ¢lenih se ¢asovna odvisnost v eksponentu okrajsa, v tretjem in Cetrtem
pa ne:
w(x, t) =a* % sin®(kyx) + b* 7 sin®(kpx)

+ab [ei(“’z_“’l)t ~|—e_i(“’2_“’1)t] % sin(kyx) sin(kox) .
Upostevamo e'? + e~ ? = 2 cos(z) in dobimo

w(x,t) = a* 2 sin?(kyx) + b* 2 sin®(kox) + 2ab cos[(wp — wy)t] 7 sin(kyx) sin(kpx) .
(7.20)
Verjetnostna gostota je odvisna od ¢asa in sicer harmoni¢no niha s frekvenco, ki je
sorazmerna razliki energij obeh stan;:

Wy —wq _Ez—El _Ez—El

27t 2mh  h (7.21)

Nihanje je prikazano na zaporedju sli¢ic na sliki 50.

Slika 50: Delec v neskon¢ni ravni jami v nestacionarnem stanju: prikazan je en nihaj, pri
katerem je delec na zacetku v levi polovici jame, po pol nihaja pride v desno polovico in se na
koncu zopet znajde v zacetnem stanu (ta sli¢ica ni prikazana, ker je enaka prvi).

Izra¢unajmo Se integral verjetnostne gostote. Zaradi ortogonalnosti je mesani ¢len
enak ni¢ in dobimo

)
/ w(x, t)dx =a®> +b> =1, (7.22)
0

saj je verjetnostna gostota normirana. Verjetnost, da delec najdemo znotraj jame, je 1, in
enaka vsoti verjetnosti P; = a2, da je delec v prvem stacionarnem stanju, in verjetnosti
P, = b?, da je delec v drugem stanju.
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Za pricakovano vrednost lege delca dobimo
l
(x) = / xw(x, t)dx = %l + 2abAqy cos(wr — wq)t, (7.23)
0

pri ¢emer smo vpeljali koeficient A1, odvisen le od valovnih funkcij prvega in drugega
stanja:
81

2 b .
Ap = 7 /0 x sin(kqyx) sin(kyx) dx = 9.2 (7.24)

Govorimo o matri¢cnem elementu za prehod delca iz stanja n = 2 v stanje n = 1.

Pricakovana vrednost lege delca se s casom spreminja, torej delec seva (Ce je seveda
nabit). V stacionarnem stanju pa je pricakovana vrednost lege konstantna in ne seva.
Na preprostem modelu smo torej ,upravicili” zadnji Bohrov postulat: delec seva le v
primeru, ko prehaja iz enega stacionarnega stanja v drugo; energija izsevanega fotona,
hv, je enaka razliki energij obeh stacionarnih stan;.

Prehod iz vzbujenega v osnovno stanje razloZimo z naslednjim mehanizmom: delec
v vzbujenem stanju dobi zaradi interakcije z okolico primes drugih stanj. Stanje ni
stacionarno in delec seva energijo. Energija delca se s casom zmanjSuje, povecuje pa
primes osnovnega stanja (koeficienta 2 v nasem primeru). Na koncu vse komponente
vi§jih vzbujenih stanj izzvenijo in delec ostane v (stacionarnem) osnovnem stanju.

Kot bomo videli kasneje, se lahko zgodi, da neposreden prehod v osnovno stanje ni
moZen. Lahko paje mozen prehod v eno od drugih stacionarnih stanj, ki imajo energijo
manj$o od energije zaetnega stanja. Ce bi pri nasem zgledu namesto stanja z n = 2
vzeli stanje z n = 3, prehod ne bi bil mogo¢, saj bi bil koeficient Aj3 v izrazu za (x)
(glej (7.23)) enak ni¢ in delec ne bi seval. O tem se lahko hitro prepricamo, ¢e zapiSemo
integral (7.24) tako da namesto stanja z n = 2 vstavimo stanje z n = 3 in upostevamo
simetrijo valovnih funkcij glede na zrcaljenje prek izhodis¢a. MoZen pa bi bil prehod
izstanjazn = 3 vstanjezn = 2.

7.6 Potencialni skok

V naslednjem zgledu obravnavamo prost delec, ki pride v podrodje, kjer je potencial
razli¢en od nic:

0, x <0,
V(x) =0 V(x) = (7.25)
Vo, x>0.

Slika 51: Potencialni skok

V podro¢ju x < 0 ima stacionarna Schrodingerjeva enacba obliko

n? 92 , 02 5 ,  2mE
Ey;(x) = o thl(x), oziroma WIIJI(X) +k*pr(x) =0, k* = ——.
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Resitev lahko zapiSemo bodisi s sinusi ali kosinusi (kot smo to naredili v primeru ne-
skonc¢ne jame) ali z eksponentno funkcijo z imaginarnim eksponentom. Ker nas v na-
Sem primeru zanima resitev s potujo¢im valovanjem, izberemo drugo moZnost:

Pr(x) = Ael¥ 4 Beikx,

Smiselno je upostevati oba ¢lena; prvi predstavlja potujoce valovanje, ki potuje v smeri
osi x, drugi ¢len pa potujoce valovanje v nasprotni smeri. Drugi ¢len torej opise odboj
od meje med podroc¢jema, kjer je prislo do spremembe potenciala.

V podrog¢ju x > 0 ima stacionarna Schrodingerjeva enacba obliko

n? 02
Epr(x) = 5 942 Prr(x) + Voyrr(x), (7.26)

oziroma X
J 2 > 2m(E —V
() k() =0, K= %

V tem primeru je smiselno upostevati le resitev, ki predstavlja val, potujo¢ v smeri osi
x:

. (7.27)

1[)11(x) = Ceik’x .

I5¢emo koeficiente A, B in C, energija E in s tem oba valovna vektorja k in k' pa so
podatki. (E je lahko napetost, s katero pospesujemo elektrone, pomnoZzena z osnov-
nim nabojem.) Enacbe za koeficiente dobimo pri x = 0 iz zahteve, da je tam valovna
funkcija zvezna:

Yr(x =0) = ¥ (x =0), sledi A+B=C

in zvezno odvedljiva:

_a‘/gix) oy = alpgx(x) o, sledi  ikA—ikB=ikC.
Dobljeni sistem:
/
A+B-C=0, A—B—%C:O.

ima tri neznanke, ki ustrezajo koeficientom A, B in C ter dve enacbi. ReSitev je enopa-
rametri¢na druZina; to pomeni, da eno od neznank interpretiramo kot prost parameter
in drugi neznanki izrazimo s tem parametrom. V nasem primeru je smiselno predpi-
sati vrednost koeficienta A. Kot bomo pokazali v naslednjem razdelku, je vrednost A
povezana z jakostjo vpadnega toka. Koeficienta B in C potem izrazimo z A kot

2k k=K

et P

A. (7.28)
Gibajo¢emu se delcu pripiSemo gostoto verjetnostnega toka po analogiji s gostoto

snovnega toka, j, = pv, kjer je p gostota snovi in v hitrost gibanja snovi (vse v eni

razseznosti). V kvantnem primeru gostoto nadomestimo z verjetnostno gostoto:

o) = vw(x) = L () = Moo = jap™

- - e (7.29)
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pri ¢emer smo hitrost delca nadomestili z valovnim vektorjem in maso. Enota za go-
stoto verjetnostnega toka v eni razseZnosti je kar s~ 1. Gostoto verjetnostnega toka v eni
razseZznosti torej interpretiramo kot verjetnost, da gre delec v ¢asovni enoti mimo opa-
zovalca. V primeru curka elektronov lahko gostoto poveZemo kar z velikostjo gostote
elektri¢nega toka:

. I NeA*

=g =
pri éemer je N $tevilo elektronov v curku’, S pa pre¢ni presek curka. Ker nas N in S
pogosto ne zanimata, namesto A vpeljemo A’ = Ay/N/S, tako da ima zveza med jg

in j,, preprostej$o obliko, ja = egj» = egA’*v.

* Operator gostote verjetnostnega toka. V konsistentni obravnavi vpeljemo operator
gostote verjetnostnega toka in ra¢unamo pri¢akovano vrednost operatorja. V izrazu
(7.29) gibalno koli¢ino nadomestimo z operatorjem (71/i) d/dx, ki deluje na ¢* in ¢ v
izrazu za verjetnostno gostoto. Tok ima tedaj obliko

o) = 5 |90 )y ] 730

n

Z negativnim predznakom pri drugem &lenu zagotovimo, da je izraz realen (j, (x)* =
Jw(x).

V primeru potencialnega skoka lahko izrac¢unamo gostoto verjetnostnega toka na
obeh straneh skoka. Za x > 0 velja

f o ”y ”y o h h
J1 "t —ik'x (271 ik'x ik'x/  s11 —iklx| " A2 ~2 g
fw = 5 [Ce (ik")Ce Ce"*(—ik")Ce } o C-2ik' = C - k",
zax < 0pa
]ZIU — % [(Aefikx + Beikx)ik(Aeikx . BefikX) . (Aeikx + BefikX)(_ik)(Aefikx _ Beikx)]
= (A* - B?) %k- (7.31)

Z izratunanimi koeficienti lahko hitro preverimo, da se gostota verjetnostnega toka ob
prehodu ¢ez skok ohranja: jL, = jil.
Rezultat (7.31) lahko interpretiramo kot razliko med vpadnim in odbitim tokom

. h . h
Jvpadni = A? E k, Jodbiti = B? E k

in vpeljemo odbojnost (reflektivnost) kot razmerje

R Jodviti _ B> _ (k—K)>

jvpadni A2 (k + k/)Z .

"Predpostavljamo, da ima curek koné¢no dolZino, a tako veliko, da je nedologenost gibalne koli¢ine
zanemarljiva.
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Prav tako vpeljemo prepustnost (tranzitivnost) kot razmerje med prepuscenim tokom
(fprep. = jiI) in vpadnim tokom:

jprep, C2 k, 4kk/
T = N = 2 = ; 2 .
Jvpadni A%k (k +k )

Zlahka se prepricamo, da velja T + R = 1.

7.7 Delec v klasi¢no prepovedanem obmocju

Pri obravnavi v prejSnjem poglavju smo po tihem predpostavljali, da je energija delca
E vecja od potencialne energije Vj na skoku. Kaj pa se zgodi v primeru, ko je E < Vj?
V tem primeru bi imel delec negativno kineti¢no energijo, kar pa klasi¢no ni mogoce.
Podrogje E < Vj je za klasi¢ni delec nedosegljivo (prepovedano).

V kvantni mehaniki pa tak$Sna moznost obstaja. Pomeni, da je v prepovedanem
obmogju vrednost k'* (glej (7.27)) negativna in je k' imaginaren. Namesto k' vpeljemo
realen parameter

. . [2m(E —Vp) 2m(Vo — E)
_ ol — _
K = ].k - :i:]. T = :F T
in reSitev v podroc¢ju x > 0 ima splosno obliko

QIJH(X) = Ce ™ + De™*.

Drugi ¢len gre za x — oo preko vseh meja, kar seveda ni smiselno, zato postavimo
D = 0. Iz pogoja za zveznost in zvezno odvedljivost pri x = 0 sledi podoben sistem
enacb za koeficiente kot v prejSnjem razdelku:

A+B—C=0, A—B—%C:O,

z reSitvama

2k k —ix
=——A B = A 7.32
= +ix k +ix (7.32)
Rezultat postane preglednejsi, ¢e izrazimo koeficienta A in B s koeficientom C:
k +ix k —ix
A= % C, B = % C. (7.33)
Od tod sledi 1) (K
B*B:( +1K>( _IK) C*C:A*A,

4k?
kar pomeni, da se ves tok vpadnih delcev odbije. Delec prodre v klasi¢no prepovedano
obmocje, vendar verjetnost, da ga najdemo na oddaljenosti x od skoka, eksponentno
pojema: w(x) = C*Ce 2, x > 0.
V podro¢ju x < 0 dobimo stojece valovanje:
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i i C . : : :
ll«’l(x) :Aelkx + Beflkx — ﬂ (k(elkx + eflkX) —{-iK(elkx . eflkX)>
K .
=C (cos kx — % smkx) .
V primeru zelo visokega potencialnega skoka, x > k, prevlada c¢len s sinusom, kar

pomeni, da se valovna funkcija na meji priblizuje ni¢; prav tako postane ni¢ valovna
funkcija v prepovedanem obmo¢ju.

N

Slika 52: Valovna funkcija delca pri prehodu v klasi¢no prepovedano obmodje.

Vo

0

7.8 Valovna funkcija delca v kon¢ni ravni jami

Denimo, da postavimo v podro&ju x < 0 e en potencialni skok z enako vigino. Ce
ga postavimo na primerno razdaljo, dobimo enako situacijo kot na desni: delec lahko
prodre v prepovedano obmocje, med prepovedanima obmocjema pa dobimo stojeci
val. ReSitev interpretiramo kot valovno funkcijo delca v kon¢ni potencialni jami.

Pri taksni konstrukciji smo iskali Sirino jame, pri kateri postane valovna funkcija na
levi enaka zrcalni sliki tiste na desni. Obicajno pa je Sirina jame predpisana in iS¢emo
energijo, pri kateri se valovna funkcija v jami zvezno in zvezno odvedljivo nadaljuje
v eksponentni funkciji v levem in desnem prepovedanem obmodju. Ra¢un pa ni vec
tako enostaven, kot je bil v primeru neskoncne jame.

V tem primeru je smiselno postaviti izhodiS¢e na sredino jame, tako da jama sega
od x = —31 do x = 11 (glej sliko 53). Valovne funkcije so simetri¢ne glede na zrcaljenje
okolix = 0 (zan = 1,3,5,...), ali antisimetri¢ne (n = 2,4,6,...). Zato zados¢a, da
zapiSemo robni pogoj le na enem krajis¢u, recimo pri x = %l . Znotraj jame zapiSemo
nastavek za simetri¢ne valovne funkcije v obliki ;(x) = Acoskx, za x > %l pa kot
P = Ce ™. (V primeru antisimetri¢nih valovnih funkcij namesto cos kx vzamemo
sinkx.) Tuje k = vV2mE/hin x = /2m(Vy — E)/h. Energije E e ne poznamo in jo
dolo¢imo iz robnega pogoja. Pri x = 11 je funkcija zvezna in zvezno odvedljiva:

Acos(kl/2) = Ce /2, —kAsin(k1/2) = —xCe /2
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Vo V=0 Vo Vo V=0 Vo

NN N

=
I
NI~

Slika 53: Valovna funkcija delca v kon¢ni potencialni jami v tretjem in drugem lastnem stanju
(Glej resitve za vzbujeno stanje v neskon¢ni jami na sliki 49.)

Ce drugo ena&bo delimo s prvo, dobimo

k tan(kl/2) = «, oziroma V2mE tan ( 221;El> =/2m(Vp—E).

Dobili smo transcendentno enacbo za E, ki jo lahko resimo grafi¢no ali numeri¢no. Ker
funkcija tangens ni bijektivna, dobimo ve¢ reSitev; smiselne resitve so omejene s pogo-
jem E < VW.

tan(avE) ——

Vo—E
E

Ey E3 Es E7 Eg Vo

Slika 54: Grafi¢na reSitev transcendentne enacbe tan (aﬁ) =4/ % , 4= @ za

vvvvv
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7.9 Tunelski pojav

Oglejmo si, kako opiS§emo obnasanje delca v primeru potencialne plasti s $irino [ in viSino
Vo > E. Klasi¢na analogija je zid (ovira), ki pa je tako visoka, da je delec ne more
preskociti:

V(x)
V(x)=Vy 0; x<0,
V(x): Vo, O0<x<l,
V(x)=0 V(x)=0 0 ; x>1.
I o ;! 1T x (7.34)

Slika 55: Potencialna plast

Zapisemo valovno funkcijo za vsako od treh podrocij in koeficiente dolo¢imo iz
zahteve po zveznosti in zvezni odvedljivosti funkcije pri x = 0in x = [. Za posamezna
podrocja smo Ze zapisali splosno resitev:

¥r(x) = Aelt* + Be ikx, x <0,
1p11(x):Ce_Kx+Der, 0<x<l,

¢111(x)=Feikx , x>1.
2mE 2m(Vo — E)
k — —2 , K = —2 .
h h

Pri tem smo zaradi kon¢ne $irine prepovedanega podrocja upostevali tudi ¢len, ki ek-
sponentno narasca; predpostavili pa smo, da imamo v podro¢ju x > I le odhajajoci val.
Pogoj pri x = 0 ima podobno obliko kot v prejSnjem razdelku:

A+B=C+D, ik(A—B) = —x(C—-D). (7.35)
Pri x = | pa dobimo
Ce ™ 4 De = Fell | —xCe™ + xDe"! = ikFel* . (7.36)

Ponovno bomo vse koeficiente izrazili s koeficientom A. V splosnem je postopek precej
dolgovezen, zato vpeljemo nekaj priblizkov, veljavnih v primeru dovolj Sirokega in
visokega potenciala. Ceje xI >> 1, je ¢len z D mnogo manjsi od ¢lena s C (v nasprotnem
primeru bi v prepovedanem obmodju prevladala eksponentno narascajoca funkcija,
kar pa ni smiselno), zato ga pri zapisu robnih pogojev pri x = 0 lahko zanemarimo. V
tem priblizku dobimo enako reSitev za C kot v prejSnjem poglavju:

2ik
C—ik—K

V zapisu pogoja pri x = I pa moramo upostevati tudi ¢len z D, saj vsebuje faktor e*/,
ki je lahko velik. Iz prve enacbe v pogoju (7.36) izlus¢imo D:

D=e* (Feikl _ Ce—KZ)
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in ga vstavimo v drugo enacbo. Sledi
—2xCe ™ = (ik — x)Fel .

Za koeficient F kon¢no dobimo
. 2xC e—Kl—ikl _ dixk
ok —ik (x — ik)?
Zanima nas prepustnost plasti:

_ F*F 16x2k> o2

T_A*A_ (K2+k2)2

V primeru zelo visoke ovire (Vo > E oziroma x? >> k?) se rezultat poenostavi in do-
bimo
T~ &kze—zxz ~ YOE _\/emvo/n?1
K2 V()
Prepustnost lahko interpretiramo kot verjetnost, da delec preskoci oviro kljub temu,
da je njegova energija manjsa od energije, potrebne, da se povzpne na oviro. Verjetnost
eksponentno pojema s Sirino plasti; prav tako zelo hitro pojema z njeno visino.

Vo

ANVANNAN

Slika 56: Tuneliranje skozi potencialno plast

Tunelski pojav poveZemo z nacelom nedolocenosti. Ko je delec v prepovedanem
obmocdju, poznamo njegovo lego z negotovostjo, ki jo ocenimo s Sirino ovire /. Po
nacelu nedolocenosti je v tem obmocdju njegova gibalna koli¢ina nedolo¢ena, nedoloce-
nost ocenimo z /1 /1. To pomeni, da je tudi energija nedolo¢ena; z dolo¢eno verjetnostjo
je energija lahko ve¢ja od potencialne energije in delec tedaj lahko “preskoc¢i” oviro.
Verjetnost je tem vecja, ¢im vedja je nedolocenost energije in gibalne koli¢ine, torej ¢im
manjSa je Sirina ovire.

Vrsti¢ni tunelski mikroskop. Pojav izkoriS¢amo pri vrsticnem tunelskem mikroskopu,
ki omogoca opazovanje posameznih atomov v kristalu, hkrati pa omogoca poseganje
v atomsko zgradbo na povrsju. Igla mikroskopa je na dnu Siroka le nekaj atomov, v
sami konici pa celo en sam atom (glej sliko). Med iglo in vzorec priklju¢imo nape-
tost (tunelsko napetost), ki pa je premajhna, da bi elektroni, vezani v kristalu, z vzorca
prehajali na iglo. Ce iglo dovolj priblizamo povr$ju kristala, nekako na razdaljo med
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0,4 nm in 0,7 nm, pa je razdalja dovolj majhna, da elektroni prehajajo na iglo s tunel-
skim pojavom. Verjetnost za tuneliranje je eksponentno odvisna od razdalje med iglo
in povr§jem kristala; majhna sprememba razdalje lahko ob¢utno spremeni verjetnost
za prehod. Z verjetnostjo za prehod je povezan tok elektronov, ki tece na iglo. Z merje-
njem spremembe ,tunelskega toka” tako natan¢no spremljamo spremembe navpicne
razdalje. Iglo premikamo po povrsju kristala z napravo, ki deluje po nacelu inver-
znega piezoelektricnega pojava (napetost povzroci silo). Na ta nac¢in je moZno doseci
zelo majhne premike igle. Locljivost v vodoravni smeri je sicer omejena z velikostjo
konice in jo ocenimo na 0,1 nm. V navpi¢ni smeri pa je lo¢ljivost znatno boljsa in jo
ocenimo na 0,01 nm. S premikanjem igle po vrsticah in merjenjem tunelskega toka mi-
kroskop skenira povrsje kristala in na ekranu dobimo znacilno sliko, na kateri lahko
dobro razlo¢imo posamezne atome.

10

Kontrolna napetost za pogon igle

Piezoelektriéna cev
z elektrodami

Ojacevalnik Nadzor razdalje in
tunelskega toka enota za skeniranje

1 )
Tunelska h
napetost

Obdelava podatkov
in prikaz

Slika 57: http://en.wikipedia.org/wiki/File:ScanningTunnelingMicroscope_schematic.png
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7.10 Harmonski oscilator

Klasi¢ni harmonski oscilator. NajpreprostejSe nihalo v klasi¢ni fiziki je telo z maso
m na vzmeti s konstanto k. Telo harmonsko (sinusno) niha s krozno frekvenco w =
V'k/m. Energija nihanja je vsota kineti¢ne energije in potencialne proZnostne energije
Wpr = %kxz, ¢e je x odmik telesa od mirovne lege.

%

Slika 58: Prost harmonski oscilator in harmonski oscilatorji, sklopljeni v mreZo: s ta-
k3nim modelom lahko pojasnimo razli¢ne lastnosti snovi.

Kvantni opis: brezdimenzijska oblika. Pri kvantnem opisu harmonskega oscilatorja

se delec giblje v potencialu V(x) = %kxz. Stacionarno Schrodingerjevo enacbo v tem

primeru zapiemo kot®

p(x) = E¢(x). (7.37)

Enacbo prepiSemo v brezdimenzijsko obliko. Klasi¢ni frekvenci oscilatorja priredimo
energijo hv = hw/2m = hw. Energije stanj oscilatorja bomo izraZali v enotah te ener-
gije, zato enacbo delimo s fiw = hv/k/m. Dobimo

2 m
: [_\/Z_mc?xz " fle Y = gy Y10

Vpeljemo brezdimenzijsko koordinato y:

_ Vkm o« N
y =1/ X=7, b_q/m_,/%. (7.38)

Schrodingerjevo enacbo lahko tedaj zapiSemo v obliki

3 [—d—yz +y2} ) =eply), e=5—. (7.39)

K enac¢bi sodi robni pogoj ¢(y) — 0, ko y — £o0.

8V stacionarnem primeru piSemo E raje na desni strani enacbe.
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Osnovno stanje. ReSitev, ki ustreza osnovnemu stanju, poi$¢imo z nastavkom ¢ (y) =
e’ Nastavek vstavimo v (7.39) in dobimo

2 2 2 2
=21V —4r22eN 2| = e,

Ker na desni strani enacbe ni ¢lenov, ki bi vsebovali y?, se morajo ¢leni na levi, ki
vsebujejo y2, okrajsati:
2.2 2 _ _ 41
—4A“y 4+ y~ =0, A=+5.
Smiselna je le resitev z negativnim predznakom, saj gre resitev s pozitivnim A preko
vseh meja, ko y — £o0. Ker se drugi in tretji ¢len okrajsata, na levi ostane le prvi ¢len:

2 2
—AeNV =gV, gE=—A=

NI—

in

Eo=chw =1hw in  oy) = Ae 2V (7.40)

Iz zahteve, da je verjetnostna gostota normirana:

[Py =1, a2 [ evay—atva-1,

sledi , . ,
2 2 2
— e 2V, X)) = —— e /27 7.41
*Pokazimo, da je je dobljena energija res najniZja moZna energija in je torej dobljena
reSitev res osnovno stanje. Energija harmonskega oscilatorja je vsota kineti¢ne in po-
tencialne energije in jo lahko zapiSemo kot

E= %-I—%k(xZ).

Pri tem sta (p?) in (x?) pri¢akovani vrednosti kvadrata gibalne koli¢ine in kvadrata
lege:
(") =(p)?+op, () =(x)?+07. (7.42)

Od tod sledi ocena )

(08
p 17,2
EZ%—FEkU’x.

Enakost velja v primeru (p) = 0 in hkrati (x) = 0. Izraz na desni lahko prepisemo v

obliko )
o k k
£= (ﬁ‘ﬁ”) s les

Prvi ¢len je nenegativen, drugi ¢len pa je navzdol omejen z nacelom nedolocenosti,
p0yx > %h Tako dobimo kon¢no oceno

Ik h

Energija Ey, ki ustreza stanju ¢, je najniZja moZna energija harmonskega oscilatorja,
torej je Py res osnovno stanje sistema.
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Vzbujena stanja. Vpeljimo operatorja

1 1
=2 (_diy +y) = <diy +y) | (7.43)

Prvi (drugi) operator funkcijo pomnoZi z y in od rezultata odsteje (pristeje) odvod
funkcije.

Trdimo: Valovne funkcije harmonskega oscilatorja in energije lahko zapiSemo v obliki:
1 n 1 d "
=4 - (-= —n+l =0,1,2,...
lpn(y) \/ma lPo(}/) \/W( dy+y) lPO(]/)/ €n 7/l—i_Z’ n O’ (a4
(7.44)
*Dokaz (s popolno indukcijo):
Za n = 0 je to kar stanje z najnizjo energijo §o(y) z energijo %

Predpostavimo, da trditev (7.44) velja za n-to lastno stanje, torej da je ¥, reSitev
(7.39). Pokazimo, da je tedaj

PSP S 5L S VA S (O RUE SN OO LA S
T ) Jim+1)  Val Jn+1)

tudi resitev (7.39). (Funkcija ¥ (y) je reSitev Schrodingerjeve enacbe, &e po izvrednote-
nju leve strani enacbe dobimo isto funkcijo, pomnoZeno s konstanto. Konstanta ustreza
energiji stanja.)

a(—’_)lpn

Oglejmo si najprej, kako produkt operatorjev (7.43) deluje na poljubno funkcijo
fy):

2
_—f—yzf(y) + v f(y) — diy yf(y) + yd% f(y)}

- 2 ]
a2 (y) +y f(y)—f(y)} (7.45)

r 2

3 | a2 FO) R0+ v W)~ )]
r 2

3 | a2 P00+ 2F0) + 70

(7.46)

Od tod dobimo koristni zvezi: s pomocjo (7.45) lahko levo stran Schrodingerjeve enacbe
(7.39) prepisemo v obliko

Lo ] ) = o)+ 1] £ 747
2| di? 2 ’
¢e zvezo (7.45) odstejemo od (7.46), pa sledi

a DM f(y) = a P fy) + f(y). (7.48)
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Schrédingerjevo enacbo za harmonski oscilator sedaj zapiSemo v obliki
/a3 p(y) = ep(v). (749)

Ce je 1, reditev Schrodingerjeve enacbe z energijo ¢, , iz (7.49) sledi
aa () = (en — D). (7.50)

Za, 1 = a Py, //n+1pavelja:

a4 3] i) = w11—+1 5 aguw) + 309 0)]

Uporabimo (7.48) in zamenjajmo vrstni red operatorjev a(Fagt) v prvem ¢lenu. Za
izraz v oglatem oklepaju dobimo

a D (@DaD) 1 V)yu(y) + 30 pa(y) = aMaMa Ty, (y) + 30Ty (y).
V prvem &lenu a(t)a(=)y, () nadomestimo z zvezo (7.50):

a(+)(€n - %)S’Jn(y) + %a(ﬂlpn(y) = (en + 1)a(+)lpn(y) = (en+1)Vn+1¢,1(y).

Dobili smo torej

- 1[ d?
a0 3] g (v) = 5 [—d—yz +yz} Pur1(y) = (en+ Dpuia(¥y) = enrappusa (v),
(7.51)
kar pomeni, da je ¢,,11(y) reSitev Schrodingerjeve enacbe z energijo €, + 1, torej ener-
gijo stanja ¥, povecano za 1.

o V(x)

0 X
1 1]

Slika 59: Harmonski potencial in tri najniZje lastne valovne funkcije.
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Spekter harmonskega oscilatorja. 1z zveze v (7.51), €¢,41 = €, +1,ingg = % lahko
takoj konstruiramo spekter harmonskega oscilatorja:

81:1—1—%, 82:2—1—%,..., en=n-+

N[—

in
En=enhw=(n+3)hw, n=012,... (7.52)

Energijski nivoji so torej med seboj enakomerno razmaknjeni; energijska razlika je
enaka klasi¢ni frekvenci harmonskega oscilatorja, pomnoZeni s Planckovo konstanto.

Ex

n —=

n —=

n —=

n —=

n —

Slika 60: Spekter harmonskega oscilatorja

Valovne funkcije za n > 0 dobimo iz zvez (7.41) in (7.44). Za prvo in drugo vzbu-
jeno stanje dobimo

1 d 1 2 2 2
=) = J5 () e v
1 1 d 2 2 2 5

4]2(]/) - —2' a(+)ll)1(y) = 5 (—d—y +y) _1/7_-[ ye_]/ /2 — J_E (yz _ %)e—y /2’

oziroma
¥1(x) = 1 (—b d., E) 4;e—xz/zb2 — V2 X o=/,
V2 dx  b) Yavb =N
\/E x2 1 _ 2/2b2
()= (-3 )

V splo$nem velja
1 1

S S —y%/2
() T /ol Hy(y)e ’

- 1 1 E —X2/2b2
) = v v (5) ’

kjer so H, Hermitevi polinomi. Hermitevi polinomi tvorijo poln sistem, kar zagotavlja,
da smo nasli vse bazi¢ne reSitve nasega problema.
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8 Schrodingerjeva enacba v treh razseZnostih

8.1 Stacionarno stanje

V primeru treh krajevnih razseZnosti ima casovno odvisna Schrodingerjeva enacba

obliko

in LW, 1) = {5—2+V(?)} ¥ (7, 1) 8.1)
ot | 2m ’ '

Gibalno koli¢ino nadomestimo v tem primeru z operatorjem
he . h(od 09 9
i V=ro <8x oy’ 82)

in enacbo (8.1) prepisemo v obliko

2
in a‘I’( t),= [—h—A + V(7)) | ¥(7t) (8.2)
ot 2
kjer je A Laplaceov operator
fr B
dx2  Jdy?  0z?

Tabela 3: Fizikalne koli¢ine in njihovi operatorji v treh razseZznostih; v kartezi¢nih ko-
: v . 2
ordinatah: V = (% % %) inA = ax2 + 3 a >+ az2 )

koli¢ina oznaka operator pri¢akovana vrednost

lega 7 =7 F) = [ (Ft)FY (7 t)dV
potencial Uu(7) U=u) = [¥*(7 t) U(F)¥(7,t)dV
gibalna koli¢ina p p=1v (F) =" [¥*(F 1) VT t)dV

kineti¢na energija | Wygno =T | T = .y (T) = —% [ (7 t) AY (7 t)dV

polna energija W=E E=ind (E) =ih [¥*(7,t) § ¥ (7, t)dV

V stacionarnem stanju se fizikalne koli¢ine ne spreminjajo s ¢asom. Pricakovano
vrednost fizikalne koli¢ine A zapiSemo kot

- /V ¥ (7, DAY (7, AV, (8.3)
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pri emer je A (¢asovno neodvisni) operator, ki ustreza fizikalni koli¢ini A, * pa ozna-
¢uje kompleksno konjugirano vrednost (ko nadomestimo i — —i). Podobno kot v
enorazseZnem primeru je izraz (8.3) neodvisen od casa, ¢e je casovno odvisna valovna
funkcija oblike .

Y(7,t) = p(7) e .

Velja namrec
YF )Y ) = ¢ () p(7) T = g7 (7) p(7) & = " (P (7).
Konstanta w je povezana z energijo delca prek zveze E = hv = hw:
Y (7,t) = (7)) e E/
Odvod na desni strani enacbe (8.2) je enak

if %‘I’(?,t) = (7)in %e—i’f”h = (7) in (—%) e /I = y(7) Ee BV

Na levi in desni strani enagbe okrajsamo asovno odvisni del e ~1£*/7

dobimo stacionarno Schrédingerjevo enacbo

, preuredimo, in

hz
[——A + V(@) | (@) = Ep(7). (8.4)

2m

8.2 Harmonski oscilator v treh razseznostih

Pri trirazseZnem harmonskem oscilatorju privzamemo, da je sila premo sorazmerna z
razdaljo delca od izhodis¢a (in kaZe proti izhodis¢u); ustrezni potencial je

V() = 3k? = k(¥ +y* + 2%).

Valovna funkcija je funkcija treh spremenljivk in Schrédingerjeva ena¢ba ima obliko:

o9 92 o2 P R
s <W+a_y2+@) P22 | 9o = Ep(nyz).  (85)

Resitev iS¢emo z nastavkom v obliki produkta treh funkcij

w(x,y,z) = X(x)Y(y)Z(2).

Nastavek vstavimo v (8.5):

2 /2 2 ?
(P vpzte) + Y ez + T2 xeov)

ﬂL%k(x2 + yz + ZZ)X(x)Y(y)Z(z) =EX(x)Y(y)Z(z).

Enatbo delimo z X(x)Y(y)Z(z) in druge odvode funkcij zapisimo kar kot X”, Y” in

z":
N (X”(x) Y (y)
2m \ X(x) Y (y)

Z//(Z)

+ Z(2)

_|_

) + %k(x2 +y*+2%) =E. (8.6)
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Ker je na desni strani konstanta, mora biti tudi izraz na levi strani konstanten za po-
ljubne vrednosti spremenljivk x, y in z. Pogoj je mogoce izpolniti le, ¢e je izraz na levi,
odvisnem od spremenljivke x, konstanten:

7’12 X”( )

+ 1kx*=E
Tom X(x) 2

in hkrati konstantna tudi izraza, odvisna od y in z:
PY'(y) 1,0
—— sky~=E
2m Y (y) + 2k Y
B h? 7" (z)
2m Z(z)

+ %kzzzE

Parametri na desni so konstante, neodvisne od x, y in z. Velja:
Ex+Ey+Ez =E.

Zgornje enacbe pomnozimo po vrsti z X(x), Y(y) in Z(z), preuredimo in dobimo

n 92 2

R e X = Exx(e), ®7
n o2 .|

—%a—szrzky Y(y)=EyY(y), (8.8)
P ]

| 20 =Euz(2). ®9

Vsaka od enacb (8.7), (8.8) in (8.9) predstavlja stacionarno Schrodingerjevo enacbo v
eni razseznosti (7.37). ResSitve enacbe smo izpeljali v prejSnjem poglavju. Za energije
velja

EX:(nx—l—%)hw, ny=20,1,2,...,
Ey=(ny+3)hw, 1n,=012,...,
Ez=(n.+ %) hw, 1n,=0,12,....

Celotna energija je potem enaka
E=Ex+Ey+Ez=(nx+ny+n.+3)hw = (n+3) hw
n=ny+n,+n;=0,1,23... (8.10)

8.3 Vzbujena stanja harmonskega oscilatorja

Iz (8.10) razberemo, da je najniZja energija harmonskega oscilatorja v primeru n = 0
(ny = ny = n; = 0) in enaka
EO = %hw

in valovna funkcija

3
Pooo(x,,2) = Xo(x)Yo(y)Zo(z) = Po(x)Po(y)po(z) = (y;@) o (242 22) /22
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Energija je odvisna le od vsote vseh treh kvantnih $tevil, ki smo ji priredili kvantno
Stevilo n. Energijski nivoji so razmaknjeni za AE = hw, tako kot pri harmonskem
oscilatorju v eni razseznosti. Valovne funkcije vzbujenih stanj pa so odvisne od treh
kvantnih Stevil ny, ny in n..

Vzbujeno stanje z n = 1 lahko realiziramo na tri nacine, bodisi kot ny =1, n, = 0
inn, =0, kotny =0,n, =1inn, =0, ali kot ny = 0, n, = 0in n,; = 1. Ustrezne tri
valovne funkcije so

3
$100(x, ¥, 2) = X1(x)Yo(y) Zo(2) = ¥1(x)po(y)¢o(z) = (ﬁ) \/Q%e—(x2+yz+zz)/zbf

(8.11)

3
Wo10(x,y,2) = Xo(x)Y1(y) Zo(2) = Po(x)91(y)po(z) = <\4/_1\/_> \/§Z — (P 422) /26

(8.12)

3
) V2 o~ (W +yP+2%) /20

Yoo1 (x,y,2) = Xo(x)Yo(y) Z1(2) = o(x)$o(y)¢1(2) = (ff b

(8.13)

Vsa ta tri stanja imajo enako energijo. V primeru, ko imajo razli¢na stanja enako ener-
gijo, pravimo, da so stanja degenerirana. Stopnja degeneriranosti je Stevilo stanj, ki imajo
enako energijo. V primeru stanj z n = 1 je stopnja enaka 3.

Tabela 4: Energije stanj in stopnja degeneriranosti v trirazseZnem harmonskem oscila-
torju

ny | ny | ny | n E/hw | deg. degy
o0 |0 |0] 3 1 1
10|01 2 3 3

1 1 0 |2 7 3

2 0 0 |2 3 6

1 1 1 13 1

9
2 1 0|3 2 6
3 0 0 |3 3 10
n| n+3 Tn+1)(n+2)
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Dve od Sestih valovnih funkcij zapiSemo kot

_x Y 7 _ 1 x2 1 (242 122) /20 8.14
200(x, ¥, 2) = Xa(x)Yo(y) Zo(z) = W w o a)e , (8.14)

3
$110(x,y,2) = X1 (¥)Ya(y) Zo(z) = ! 2 7Y o (e /2 (8.15)

ymvb) T B

8.4 TrirazseZna neskonc¢na jama

Vzemimo, da je potencial enak ni¢ znotraj kocke z robom /, zunaj pa neskoncen:

0, 0<x<I,0<y<l 0<z<]
V(x,y,z) =
0o, sicer

Zunaj jame je valovna funkcija enaka ni¢, znotraj jame pa zados¢a Schrodingerjevi
enacbi z V = 0 — glej (8.5). Za njeno resSitev vzamemo produktni nastavek v obliki
P(x,y,z) = X(x)Y(y)Z(z). Nadaljnji postopek je enak kot v primeru trirazseZnega
harmonskega oscilatorja. Enacba razpade v tri enake enacbe za funkcije X(x), Y(y)
in Z(z) z reSitvami, ki so enake kot v primeru enorazsezne neskon¢ne jame: X(x) =

\/E sin(nymx/1), ny = 1,2,3,... in podobno za drugi dve funkciji. Celotna valovna

l
().

funkcija je enaka
ny=12,3,... ny=123,... n,=1,23,...

Ynanyn, (X, Y,2) = l%sin (nxlrcx) sin (nylﬂy) sin

$23(x,y) = 3 sin 2% sin 7Y wy3(%,y) = |¢23(x, )2

Slika 61: Stanja lahko nazorno prikaZzemo za dvorazseZno ravno jamo

Za energije stacionarnih stanj pa dobimo

2,2

hom 2 2 2
E:Ex—f—Ey—f—EZ:W(nx—i—ny—i—nz) .
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Tudi v tem modelu so vzbujena stanja degenerirana, razen v primeru ny = n, = 1.

Ny | Ny | nz E | deg. E
11 ]1] 36| 1 322
211|1] 6E;| 3 (3.2,1)
22| 1] 9| 3 (2.2.2)
(3,1,1)
311 |1 |11E| 3 2,2,1)
2122 [12E;] 1
(2,1,1)
3121|1/|14E ] 6
3121|217E;| 3 1,1,1)

Tabela 5: Degeneracija v trirazsezni jami

8.5 Separacija spremenljivk v primeru krogelno simetri¢cnega poten-
ciala

Nastavek v obliki produkta X(x)Y(y)Z(z) lahko uporabimo le v posebnih primerih,
ko je potencial mogoce zapisati kot vsoto treh ¢lenov, pri ¢emer je vsak ¢len odvisen le
od ene same koordinate, od x, y ali z.

Ce je potencial V(¥) odvisen le od razdalje od izhodi¢a, , je smiselno vpeljati kro-
gelne koordinate:

r=\/x>4+y>+22, cosﬁz% tan(p:%;

x =rsindcos ¢, y=rsindsing, z=rcos?. (8.16)

oziroma

Laplaceov operator ima tedaj obliko

— A9,9
A:Ar—'_Aﬂ/(P:Ar—'_r—Z’

19 (,0
Ar_r_2§(r§>’

Goo=—— 2 (sno )4 L il
%9~ sind oo \"V 98 sin? ¢ 9¢?

Vpeljali smo operator A g ¢, Kije odvisen le od dveh Eulerjevih kotov in neodvisen od
r. ReSitev Schrodingerjeve enacbe iS¢emo z nastavkom v obliki produkta dveh funkcij,
kjer je ena funkcija odvisna le od r in druga le od kotov ¢ in ¢:

¥(7) = R(r)®@(9, ¢) .



B. Golli, Osnove moderne fizike 3. januar 2022, 120

Stacionarno Schroédingerjevo enacbo zapiSemo kot

I (0, ) AR(r) + R(r) Zﬂ,¢q)(0, @)| +V(r)R(r)®(9, ¢) = ER(r)® (9, ¢).

2m r2
(8.17)
Enacbo delimo z R(7)®(8, ¢):

n AR(r) KB Ag (9, @)

“2m R(r)  2mr2  ®(9, ¢) +V(r) =E,

pomnoZimo z 2mr? in preuredimo:
B hzg 9, (pcb<l9/ qo)
®(9, ¢)

Enacba mora veljati za poljubne r, ¢ in ¢, kar je mogoce izpolniti le v primeru, ce sta
izraza na levi in desni enaka (isti) konstanti, ozna¢imo jo z a, torej

A.R(r)
=2mr*(E = V(r)) + h?r? RO)

B 7"125 9, (Pq)(l?, q)) .

o)
in hkrati AR(r)
2(p _ 2 28rRT)
2mr“(E—V(r)) +h°r R(r) a.
Enacbi preuredimo
—1?A4,,®(8, ) = a®(9, ¢) (8.18)
in
—h—zA FR V(r)| R(r) = ER(r) (8.19)
2m- " 2mr? - ' '

Prvi ¢len v Schrodingerjevi enacbi (8.2) interpretiramo kot kineti¢no energijo delca;
prva dva ¢lena v (8.17) in (8.19) torej ustrezata dvema prispevkoma h kineti¢ni ener-
giji: prvi je odvisen od gibanja delca v radialni smeri, drugi pa od gibanja v smeri, pra-
vokotni na 7, torej kroZzenja. Drugi ¢len lahko interpretiramo kot rotacijsko kineti¢no
energijo. Klasi¢ni izraz za energijo pri kroZenju zapisemo kot

2 2

_ 1 27 __
Wrot—zw]—z—]—wf

pri ¢emer je I' = Jw vrtilna koli¢ina in | = mr? vztrajnostni moment tockastega delca.
Konstanto a torej lahko ena¢imo s pricakovano vrednostjo kvadrata vrtilne koli¢ine:

a=(T?).
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Iz dobljenih rezultatov lahko izluS¢imo tri pomembne zakljucke, ki veljajo za sis-
teme s krogelno simetri¢nim potencialom:

e valovno funkcijo lahko zapiSemo v obliki produkta radialne funkcije R(r) in
funkcije ®, odvisne od kotov ¢ in ¢;

* radialni del valovne funkcije je odvisen od potenciala, poleg tega pa Se od ener-
gije in velikosti kvadrata vrtilne koli¢ine;

¢ kotni del valovne funkcije je neodvisen od potenciala in je torej enak za vse kro-
gelno simetri¢ne sisteme.

8.6 Vrtilna koli¢ina

Klasi¢no vrtilno koli¢ino delca definiramo kot vektorski produkt krajevnega vektorja
(rocice) in gibalne koli¢ine
f =7 X ﬁ = (rx,ry/rz) ’
Iy =yp: —zpy, [y =zpx — xpz, Iz =xpy —ypx.

V kvantni mehaniki operator za komponento gibalne koli¢ine v smeri x zapisemo
kot py = —ihd/dx, in podobno za drugi dve komponenti. Vrtilno koli¢ino namesto z T

oznadimo z L. Dobimo
Lot e2), e 2) i (2,2
=i \Yez %) i \Uox Toz)’ : Yoy Yox )

Poglejmo si, kako se spremeni valovna funkcija pri zasuku 7 — 7+ d7, d7 L 7. Za
os izberimo os z. Spremembo funkcije izra¢unajmo kot totalni diferencial:

(i

dy =dy(x,y,z) = 8¢ dx + alyP dy + alP dz.

Pri vrtenju okoli osi z se spreminja samo kot ¢,  in ¢ pa sta konstantna. 1z (8.16) sledi
dx = —rsindsinpde = —yde, dy = rsindcospde = xde, dz=0
in

9y

w o [0 9
( )d(p+ayxd(p {yax+xay Pde.

dy =

Izraz v oglatem oklepaju je do konstante 7 /i enak operatorju L, in lahko zapi$emo

A A~

il . dy il
Ce enatbo (8.20) preuredimo, iz nje razberemo izraz za operator [, v krogelnih koor-
dinatah: hay ho
Ly = T9p’ L, = T9g’ (8.21)
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Pri tem smo totalne odvode nadomestili s parcialnimi, saj smo izpeljavo naredili pri
konstantnih 7 in 8. ® Ena¢bo (8.20) integriramo, na desni od ¢ = 0 do poljubnega kota
@, in na levi od vrednosti funkcije pri ¢ = 0 do vrednosti funkcije pri ¢. Dobimo

A

In (%) = lLﬁzq) oziroma Y(r,9,9) = eitZ‘P/FHp(r, 9,0). (8.22)

Ce ima v sistemu komponenta L, konstantno vrednost, lahko v eksponentu opera-
tor nadomestimo kar z njegovo pri¢akovano vrednostjo:

¥(r,9,9) = el=9Myp(r,0,0), (8.23)

kar pomeni, da se funkcija pri zasuku delca le pomnozi s kompleksnim faznim fak-
torjem. Pri zasuku za za polni kot se delec vrne v zacetno stanje, kar pomeni, da se
funkcija za ¢ = 27T ne spremeni, torej:

eiLZZTK/h —1.

To je izpolnjeno, ¢e je eksponent veckratnik 277 i:

mfn:nQnL m=04+1+2 ..
od koder sledi
L
f:m, oziroma L, = mh, m=0,+1+2,... (8.24)

Prisli smo do pomembne ugotovitve: vrtilna koli¢ina ne more zavzeti poljubne vre-
dnosti, pa¢ pa le vrednosti, ki so veckratniki Planckove konstante, deljene z 27t.

Ugotovitev velja za eno od komponent vrtilne koli¢ine (komponento v smeri osi
z). Kako je z drugima dvema komponentama (komponentama v smeri x in y)? Izkaze
se, da sta drugi dve komponenti nedoloceni in pri rotaciji delca nimata konstantne
vrednosti (podobno kot je nedolocena, recimo, gibalna koli¢ina vezanega delca). Pac¢
pa ima konstantno vrednost velikost gibalne koli¢ine:

L= VI2= /I3+12+12.

Po nekoliko dolgoveznem ratunu ugotovimo, da lahko operator za L2 zapisemo kot

- ne\’ -
[?=(Fxp)= (?x 7V) = —thﬁ’go .
i
S tem smo potrdili predpostavko pri razcepu Laplaceovega operatorja v Schrodinger-
jevi enacbi, da namre¢ drugi ¢len v enac¢bah (8.17) in (8.19) predstavlja rotacijsko kine-
ti¢no energijo in da torej parameter a ustreza pri¢akovani vrednosti kvadrata vrtilne
koli¢ine.

9Zveza (8.21) omogoca, da enatbo (8.22) interpretiramo kot Taylorjev razvoj funkcije ¢(¢) okoli vre-
dnosti pri ¢ = 0; v to se najhitreje prepri¢amo, ¢e eksponent razvijemo v vrsto.
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8.7 Resitve kotnega dela valovne funkcije

V primeru krogelno simetri¢nega potenciala je kotni del valovne funkcije (9, ¢) ne-
odvisen od oblike potenciala in je enak za vse potenciale. Kotno odvisnost doloca
enacba (8.18); pri tem smo odvisnost od kota ¢ Ze dolo¢ili z zvezama (8.23) in (8.24):

O(8,9) = ®(8,0)e™?, m=0,4+1+2,...
Splosne resitve enacbe (8.18) so krogelne funkcije (tako imenovani sferi¢ni harmoniki)

(9, 9) = Yiu(9, 9),

ki zadoScajo diferencialni enacbi

1 9 (. 0 1 92
- Linﬂ o (Smﬂ%) * sin? ¢ 8_(;)21 Yin (8, @) = 1T +1)Y1(9, ) (8.25)

in so odvisne od dveh indeksov (v kvantni mehaniki ju interpretiramo kot kvantni
Stevili)  in m, ki lahko zavzameta vrednosti:

1=0,1,23,..., m=0,£1,£2,...+1. (8.26)
Iz primerjave enacb (8.25) in (8.18) ugotovimo
a= (L% =r1(+1). (8.27)

Velikost vrtilne koli¢ine je torej tudi kvantizirana in lahko zavzame vrednosti

IL| =hy/I(1+1), 1=0,1,23,... (8.28)

Kvantno Stevilo [ doloca velikost vrtilne koli¢ine in ga imenujemo kvantno stevilo veli-
kosti vrtilne kolicine. V prejSnjem poglavju smo ugotovili, da lahko komponenta vrtilne
koli¢ine v smeri osi z zavzame vrednosti:

L, = mh, m=20,1,2,3,...

Kvantno $tevilo m je po absolutni vrednosti omejeno s kvantnim Stevilom [, saj kom-
ponenta vrtilne koli¢ine ne more biti vecja od velikosti vrtilne koli¢ine:

hy/I(1+1) > hm, torej m<lI, (8.29)

kar smo Ze upostevali v (8.26). Zaradi razlogov, ki jih bomo omenili kasneje, Stevilo m
imenujemo magnetno kvantno Stevilo.

Kot smo Ze omenili, vrtilna koli¢ina okoli osi x in prav tako vrtilna koli¢ina okoli
osi y nista konstantni, temvec se spreminjata tako, da je zadoS¢eno enacbi

LI+ Ly =0*— L =1 ((1+1)—m?),

—razen v primeru, ko ko je velikost vrtilne koli¢ine enaka ni¢; tedaj so vse komponente
enake nic.



B. Golli, Osnove moderne fizike 3. januar 2022, 124

Slika 62: Ponazoritev vektorja vrtilne koli¢ine za | = 2..

Funkcije Y}, so normirane in velja

T 27
/ dﬁsinﬁ/ d¢ Y7, (8, 9)Yim(8,¢) = 1.
0 0

Pri ] = 0 imamo le moZnost m = 0 in ustrezna krogelna funkcija ima obliko

1
Yoo = —. 8.30
00 i (8.30)

Pril = 1 imamo tri moZnosti za m, in sicer m = 0, +1:

/3 B /3 . +ig
Yi0 = in cos ¥, Yi41 = F 8 sinde™?. (8.31)

Pri ] = 2 imamo pet moZnosti za m, namre¢ m = 0, £1, £2:

/5 2
YZO— 16_7'[ <3COS 19-1),
15 ; 15 :
Yoir1=F4/ g, 08 dsin ¢ 19, Yoio =1/ o sin® ¢ e 2%, (8.32)

8.8 *Trirazsezni harmonski oscilator v krogelni bazi

V prejSnjem poglavju smo predstavili reSitev za harmonski oscilator v eni in treh razse-
Znostih. V slednjem primeru smo resitev za osnovno stanje in vzbujena stanja zapisali
kar s kartezi¢nimi koordinatami x, y in z. Zaradi posebne oblike potenciala je bil ra¢un
v kartezi¢nih koordinatah enostavnejsi. Kartezi¢no resitev lahko prepisemo v krogelno
bazo in na ta na¢in dobimo vpogled na nekatere lastnosti, ki veljajo za poljubno obliko
krogelno simetri¢nih potencialov.
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Osnovno stanje Yoo ustreza n = 0 in ga lahko enostavno prepiSemo v krogelno
bazo, saj je izraz v §tevcu eksponenta ravno enak r2:

3 3
1 1
ll)ooo(_x’ y, Z) — (%\/E) e*(x2+y2+22)/2b2 — <%ﬁ> e—r2/2b2 _ R(r)q)(ﬂ, q)) .

Ker valovna funkcija ni odvisna od kotov, resitev kotnega dela lahko ustreza le funkciji
Yoo (enacba (8.30)), torej | = 0in m = 0«

1
P9, ¢) =Yoo = —,
( q)) 00 \/E
3
_ vl B R 2 2
R(r) :Rn:O,ZZO = 47T ( 1 71'\/5> e = W e .
Pri n = 1 v valovnih funkcijah nadomestimo kartezi¢ne koordinate s krogelnimi:
3
1 1 2 /op2
x,1,z)=| ——] V2 -rsindcospe /%" 8.33
P100(x, Y, 2) = \/E> 5 ¢ (8.33)
3
PYoro(x,y,2z) = . V2 1 rsin&sin(pe_rz/zb2 (8.34)
7 J7’ \4/7—_[\/E b 4
1 ’ 1
x,z)= ——] V2= rcos e /20 8.35
oo (%, Y, 2) v \/E> 5 (8.35)

Vidimo, da je g1 sorazmerna s cos 9, torej sferi¢ni harmonik Yjg ustreza kvantnima
Steviloma / = 1inm = 0:

3
1 1 4r
oot (x,y,2) = (\4/%\/5> V2 pe /2 ?Ym(ﬂ, @) = R(r) Y1o(3, @),

od koder razberemo

3
— _ 1 8_” 1 —r2/20% _ \/§ 1 —12/2p?
R(r) = Ry=q,1=1(r) = ({*/%ﬁ) V3 pTe = 3—%@re .

Pri drugih dveh funkcijah pa je odvisnost od kota ¢ drugac¢na kot pri sferi¢nih harmo-
nikih.
Problem razre$imo tako, da vzamemo linearno kombinacijo teh dveh funkcij:

3
1 1 1 2 /012
= —— +1i =— ~ rsin®(cos @ +isingp)e /2
/28 NG (Y100 + ipo10) <{*/ﬁ\/5> 5 (cos @ ?)

3
=— <{*/—1\/5> %rerZ/Zb2 sin ¢ e'?
T

3
1 8t 1
) (ﬁﬁ) V5 pre M o)

=Ry=1,1=1 (r) Y11(8, ¢)
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Slika 63: Ponazoritev verjetnostnih gostot za funkcije 1109, Po10 in YPoo1,

in podobno
1

- = N (Y100 — io10) = Ry—1,1=1(7) Yi—1(8, @) .

Dobili smo tri stanja z razli¢cnimi vrednostmi kvantnega Stevila m, ki ustrezajo istima
kvantnima Steviloma 7 in [. Vsa tri stanja imajo poleg enake energije tudi enako ve-
likost vrtilne koli¢ine in enako radialno odvisnost, R(r), razlikujejo pa se po velikosti
projekcije vrtilne koli¢ine na os z.

Navedene ugotovitve potrdimo, ¢e izra¢unamo pri¢cakovano vrednost kvadrata vr-
tilne koli¢ine v stanjih (8.33)—(8.35):

a= (L% = —n? /¢*jﬂ,¢¢dv.

Ko izvrednotimo odvode po kotih, se izraz pri vseh treh funkcijah poenostavi in do-
bimo

a— —h2/¢*(—2)¢ dv = 2h2/|¢|2dv — 212,

saj so funkcije normirane. Dobljeni rezultat res ustreza vrednost | = 1 (glej (8.27)).

Pri n = 2 je situacija nekoliko bolj zamotana. Ker se v izrazih pojavljajo cos? 8,
sin® 9, ... domnevamo, da ta stanja ustrezajo I = 2. A vseh stanj je Sest, razli¢nih stanj
z | = 2 pa kve¢jemu pet (m = £2,£1,0). IzkaZe se, da s primerno kombinacijo funkcij
dobimo pet novih funkcij, ki ustrezajo I = 2 in eno funkcijo, ki ustreza I = 0. Vseh pet
funkcij z I = 2 ima enako radialno valovno funkcijo Rp;(7), a ta je razli¢na od radialne
funkcije Ry, ki ustreza stanju z [ = 0. Vseh Sest stanj pa ima seveda enako energijo.
Pri n = 3 je deset degeneriranih stanj, od tega jih sedem ustreza | = 3in tri/ = 1; pri
n = 4 pa petnajst stanj, devet z[ = 4, petz[ =2inenoz!l =0, ...
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8.9 Rotator

Nekatere sisteme lahko obravnavamo kot delec, ki kroZi na konstantni razdalji okoli
stalne osi. V tem primeru se razdalja do srediS¢a ne spreminja in je radialni del valovne
funkcije R(r) kar enak konstanti. Zaradi enostavnosti vzemimo $e V(r) = konst. =
0. K energiji sistema prispeva le rotacijska kineti¢na energija, odvisna od kvantnega
Stevila [:

CRI(+1)

E
! 2mr?

., 1=0,12,.... (8.36)

Valovna funkcija delca je odvisna le od ¢ in ¢ in je sorazmerna z Y}, (8, ¢).

E =4

I=0

Slika 64: Model rotatorja in njegov spekter.
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9 Sistemi nerazloc¢ljivih delcev

9.1 Fermioni in bozoni

Valovna funkcija dveh delcev. Doslej smo se ukvarjali z valovnimi funkcijami, ki
ustrezajo enemu samemu delcu. V fizikalno zanimivih sistemih, kot so atomi ali mo-
lekule, pa nas pogosto zanima obnasanje dveh ali ve¢ delcev. Kako zapiSemo valovno
funkcijo v taks$nih primerih? Zaradi enostavnosti se omejimo na sistem v eni razse-
Znosti. Prvi delec naj bo v stanju, ki ga opisuje funkcija ,(x), drugi pa v stanju s
Pp(x). Stanji a in b sta lahko dve funkciji harmonskega oscilatorja z razli¢nima n ali
dve funkciji v ravni jami, . . . Funkcijo §,(x) bomo imenovali enodel¢no valovno funkcijo.
Valovna funkcija dveh delcev je funkcija dveh spremenljivk, koordinate prvega delca
x1 in koordinate drugega delca x,; poleg tega ima skupna funkcija e dva indeksa,
ki ustrezata dvema enodelénima funkcijama: ¥,,(x1,x2). Valovno funkcijo interpre-
tiramo podobno kot v primeru enodeléne funkcije: [¥,5(x1, x2)|2Ax1Ax; je verjetnost,
da je prvi delec v intervalu Ax; okoli lege x1 in hkrati drugi delec v intervalu Ax; okoli
xp. Iz verjetnostnega racuna vemo, da se v takSnem primeru skupna verjetnost zapise
kot produkt obeh verjetnosti:

Pip,=P P, ali [ ap (x1, %2) |PAx1A%2 = [P0 (x1)|*Ax1 [P (x2)[*Ax2,  (9.1)

kar implicira, da je valovna funkcija dveh delcev produkt enodel¢nih valovnih funkcij
za prvi in za drugi delec:

Yoap(x1,X2) = Pa(x1)Pp(x2) .

A to 3e ni kompleten zapis; upostevati moramo, da so kvantni delci nerazlocljivi.

Nerazlocljivi delci. Enaki kvantni delci — na primer elektroni — se med seboj ne razli-
kujejo. Lastnosti elektrona so dologene z njegovim nabojem in maso'?, drugih lastnosti,
po katerih bi lahko razlikovali elektron od elektrona, pa ni. Dva elektrona sta torej po-
polnoma enaka in ju ni mogoce razlikovati. Opazujmo srecanje dveh elektronov, ki se
na zacetku gibljeta drug proti drugemu; tisti na levi naj bo prvi, oni na desni pa drugi.
Ker sta delca nerazlocljiva, pomeni, da na koncu ni mogoce povedati, ali je levi elektron
prvi, desni pa drugi in sta delca elasti¢no centralno tr¢ila, ali pa je levi elektron drugi in
desni prviin sta delca 8la le drug mimo drugega. 1z izkuSenj z makroskopskimi delci se
nam taksna lastnost zdi nenavadna. Bolje jo bomo razumeli, ¢e si namesto ,biljardnih
kroglic” predstavljamo srecanje dveh enakih samotnih valov na vodni gladini ali na
vrvi. Ustvarimo dva vala, ki se gibljeta drug proti drugemu in po srecanju nadaljujeta
svojo pot. V tem primeru ne moremo reci, ali je pri srecanju prislo do odboja, ali pa sta
vala potovala drug ,skozi” drugega. V primeru valov torej ni nenavadno, ¢e valov ne
moremo identificirati kot prvega in drugega.

Izkljucitveno nacelo. V sistemu dveh enakih delcev to pomeni, da ne moremo trditi,
da je prvi delec vedno v stanju a in drugi v stanju b. Ker sta delca nerazlocljiva, je

10Kasneje bomo spoznali, da ima elektron tudi vrtilno koli¢ino.
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a) b)

Slika 65: Trk dveh nerazlo¢ljivih delcev (a)) in trk dveh valov na vrvi (b)).

lahko tudi drugi delec v stanju a in prvi v stanju b. Smiselno je predpostaviti, da sta
obe konfiguraciji enako verjetni. Namesto (9.1) lahko zapisemo

o et 22) PAxi80s = (33ae) Pl (02) P + 39 Py (v) ) Axidn . (92)

Od tod lahko sklepamo, da moramo tudi v valovni funkciji upoStevati obe moZnosti s
po velikosti enakima koeficientoma:

¥y (1, x2) = % (1) (12)  a(x2) (1)) 9.3)

Upostevali smo, da ima lahko drugi ¢len tudi negativen predznak, saj v obeh prime-
rih dobimo pozitivni predznak pri verjetnostni gostoti.!! Izbira predznaka pri drugem
¢lenu ima daljnosezne posledice. Pozitivni predznak velja za delce, ki jim pravimo bo-
zoni, negativni pa za fermione. Hitro se prepricamo, da za bozone pri zamenjavi delcev
(oziroma njihovih koordinat, x1 <+ x7) velja

Y2 (x2,x1) = ¥5,(x1,x2),

za fermione pa
Fop (2, 01) = =¥y (x1,72) -

Pravimo, da je bozonska valovna funkcija simetricna na zamenjavo delcev, fermionska

pa antisimetricna. Razlika se pozna v primeru, ko sta enodel¢ni stanji enaki, b = a.
Sledi

¥8 (11, x) = % 2490 (1) pa(22) ©9.4)
YE (x1,x2)=0. (9.5)

1Ce izvrednotimo [¥,,(x1,x2)[> dobimo poleg obeh &lenov v (9.2) tudi mesane ¢lene oblike
Wi (x1) ¢y (x2)a(x2)p(x1), kar ustreza situaciji, ko bi bil delec 1 hkrati v stanju a in b. To pa pri sta-
njih, ki jih dobimo z reSevanjem Schodingerjeve enacbe, ni mogoce.
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Drugo enacbo interpretiramo tako, da dva (enaka) fermiona ne moreta biti hkrati v
istem stanju. Enako velja za tri, tiri, pet ... fermionov. Tej lastnosti fermionov pravimo
Paulijevo izkljucitveno nacelo.

Sipanje nerazlocljivih delcev. Primerjajmo obnasanje fermionov in bozonov pri si-
panju. Prvi delec prihaja iz izvira a, drugi iz izvira b; po srecanju se delca sipljeta in
nadaljujeta pot do detektorja v pribliZno isti smeri z enakima velikostma gibalne koli-
¢ine. Kondno stanje (valovno funkcijo) prvega delca oznatimo z «(1) in drugega z p(2)
(« in B ustrezata ravnemu valu z dolo¢enim k in dolo¢eno smerjo). Detektor prav tako

Slika 66: Sipanje dveh delcev iz zacetnih stanj a in b v kon¢ni stanji « in B. Na desni sliki sta
kon¢ni stanji zamenjani. (S sivino je nakazana prisotnost tretjega delca, ki zagotavlja ohranitev
gibalne koli¢ine celotnega sistema, na razmislek pa ne vpliva.)

zazna dogodek, ko je delec iz prvega izvira na koncu v stanju 3, delec iz drugega izvira
pa v stanju a. Ce delca nista nerazlo¢ljiva — recimo, da imamo opravka z elektronom
in mionom, ali protonom in nevtronom — lahko oba dogodka razlikujemo. Kot smo
spoznali pri obravnavi interferen¢nih poskusov, je skupna verjetnost za oba dogodka
kar vsota verjetnosti za vsak dogodek posebe;j'?:

P(razlotljivi) = P(a — «) + P(a — B) = |a(1) P|B(2)|* + |a(2) P |p(1)[*.

Pri sipanju nerazlocljivih delcev pa ni mogoce ugotoviti, ali je delec, ki je na koncu v
stanju «, priSel iz izvira a ali iz izvira b. V tem primeru moramo najprej sesteti valovni
funkciji. Pri tem je pomembno, ali sta delca bozona ali fermiona:

P(bozoni) = |¥(a — a) + ¥(a — B)|> = |«(1)B(2) +a(2)B(1)|*. (9.6)
P(fermioni) = |¥(a — &) — ¥(a — B)|> = |a(1)B(2) — a(2)B(1)|*. 9.7)

Vzemimo sedaj, da sta delca pri obeh dogodkih na koncu v istem stanju, § = a. V
primeru razloc¢ljivih delcev dobimo

P(razlocljivi) = 2|a(1)?|a(2)]?, (9.8)

12Zapis a — « za prvi delec implicira b — B za drugi delec, a — B za prvi delec pa b — & za drugi
delec.
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v primeru bozonov torej
P(bozoni) = 4|a(1)[*|a(2)|> = 2P(razlodljivi), (9.9)

v primeru fermionov pa P (fermioni) = 0.

Verjetnosti v primeru treh ali ve¢ bozonov. Rezultate lahko posplosimo na sistem
treh ali ve¢ delcev. Za bozone velja, da mora biti valovna funkcija ve¢ delcev simetri¢na
na zamenjavo poljubnih dveh delcev, pri fermionih pa antisimetri¢na. Pri treh bozonih
namesto (9.6) dobimo

P = a(1)B(2)7(3) + «(2)B(1)7(3) + ...

Stevilo ¢lenov je enako 6, saj lahko tri delce postavimo na tri prosta mestana 3 -2 = 6
razli¢nih nacinov. V primeru razlo¢ljivih delcev namesto (9.8) dobimo P(razlodljivi) =
6|a(1)]?|x(2)|?, namesto (9.9) pa

P(bozoni) = 36/a(1)|*|a(2)|*|a(3)|*> = 6 P(razlodljivi) . (9.10)
V splo$nem velja
P(bozoni) = (n!)?|a(1)*|a(2)|*...|a(n)|* = n! P(razlocljivi). (9.11)

To pomeni, da je verjetnost, da se n bozonov siplje v isto enodel¢no stanje, n! krat
vedja kot bi bila v primeru razlocljivih delcev. Rezultat interpretiramo tudi tako, da je
verjetnost, da se n-ti bozon siplje v stanje, v katerem je Ze n — 1 bozonov, n krat vecja
kot v primeru, ko v stanju ni nobenega delca.

Stimulirana emisija in laserji. Namesto o sipanju lahko v primeru fotonov govorimo
tudi o emisiji fotona pri prehodu nabitega delca iz vzbujenega stanja v osnovno (ali
niZje leZece) stanje. V tem primeru se verjetnost za emisijo poveca n + 1 krat, ¢e je v
okolici prisotno n fotonov, ki imajo vsi enako valovno dolZino in se vsi gibljejo v isti
smeri. Govorimo o stimulirani emisiji — okolica v tem primeru ,stimulira” atom, da
izseva foton hitreje, kot bi ga v primeru, ko bi bil atom izoliran od okolice.

Stimulirano emisijo izkorig¢ajo laserji'>.

Delovanje si oglejmo na primeru helij-neonovega laserja. Svetloba, ki jo izseva laser,
nastane pri prehodu elektrona iz stanja z n = 3 v stanje z n = 2 v atomu neona.
Valovna dolZina rdece svetlobe je 632,8 nm. Najprej opisimo razliko med svetlobo, ki jo
izseva laser, in enobarvno (rdec¢o) komponento svetlobe, ki jo izseva obi¢ajna neonska
cev in ustreza izbranemu prehodu med atomskimi nivoji. Cev seva svetlobo v razli¢nih
smereh in z razli¢nimi valovnimi dolZinami, ki so posledica Dopplerjevega pojava in
trkov zaradi termi¢nega gibanja atomov neona. V laserski svetlobi pa je zastopana le
ena sama valovna dolZina in vsi fotoni se gibljejo v isti smeri (fotoni so torej vsi v istem
kvantnem stanju.)

I3LASER pomeni ,Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation” (ojaevanje svetlobe s
stimuliranim sevanjem valovanja).
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Slika 67: Laser.

V laserju postavimo neonsko cev, v kateri je tudi nekaj helija, med ravni zrcali, tako
da med njima nastane stojece valovanje z izbrano valovno dolzino. Med elektrodama
teCe elektri¢ni tok, ki vzbuja atome v plinu. Fotoni stojecega valovanja stimulirajo
prehode med omenjenima nivojema atoma neona in sicer taksne, pri katerih se izseva
foton, ki ima enako valovno dolzino in smer kot fotoni, ki resonirajo med zrcaloma.
Pri laserjih z zveznim delovanjem je eno od zrcal polprepustno in del svetlobe zapusti
napravo v obliki vzporednega curka. Pri pulznih laserjih se eno od zrcal nenadoma
odpre in vsi fotoni naenkrat planejo na prosto. Na ta na¢in doseZemo izjemno veliko
mo¢, ki jo lahko zberemo na majhnem delu prostora.

Za delovanje laserja mora biti izpolnjen pogoj, da je Stevilo atomov, pri katerih je
elektron na zgornjem energijskem nivoju (n = 3 v primeru neona), vecje od Stevila
atomov, pri katerih je elektron na spodnjem nivoju (n = 2). Kot bomo spoznali v nasle-
dnjem poglavju, je v segretem plinu situacija ravno obratna: stevilo atomov z elektroni
v vi§jih vzbujenih stanjih je manjSe od Stevila atomov z elektroni v stanjih z niZjo ener-
gijo. Tu priskocijo na pomo¢ helijevi atomi. Helijev atom je lahko v vzbujenem stanju,
pri katerem je elektron v stanju z n = 2; to stanje je energijsko blizu stanju neona z
n = 3. Pri trkih med helijevimi in neonovimi atomi lahko vzbujeni helijev atom preda
energijo atomu neona, ki se vzbudi v stanje z n = 3, helijev atom pa se vrne v osnovno
stanje. Tak proces je zelo verjeten, zato je v segretem plinu veliko neonovih atomov
z elektroni v stanju n = 3. Elektron ne more preiti direktno v osnovno stanje, pac pa
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najprej preskoci v stanje z n = 2 (pri tem izseva svetlobo z valovno dolZino 632,8 nm)
in nato v osnovno stanje z n = 114, Drugi prehod se zgodi veliko hitreje kot prvi, zato
je v plinu malo atomov neona v vzbujenem stanju z n = 2, veliko vec je tistih v stanju
n = 3. Pogoj za delovanje laserja je tako izpolnjen: prehodi iz stanjan = 3 v n = 2 po-
tekajo predvsem preko stimulirane emisije, kar pomeni, da je vecina izsevanih fotonov
v istem kvantnem stanju.

Kvantna prepletenost in paradoks EPR. Zaradi enostavnosti privzemimo, da imata
delca v zapisu valovne funkcije (9.3) na razpolago le dve stanji. Dve stanji delca obi-
¢ajno povezemo z lastno vrtilno kolicino delca ali spinom. Mislimo si, da se delec vrti
okoli lastne osi, podobno kot rotirajo planeti pri gibanju skozi vesolje. Ampak pri
mikroskopskih delcih sta moZni le dve vrednosti vrtilne koli¢ine. Pri fotonih ti dve
moZnosti ustrezata levi in desni cirkularni polarizaciji, pri nabitih delcih kot so elek-
tron ali proton, pa dvema orientacijama vrtilne koli¢ine v magnetnem polju: v smeri
magnetnega olja ali v nasprotni smeri, po velikost enaki ;7. Dve stanji lahko slikovito
ponazorimo tudi z znakoma 1 — spin gor in | — spin dol.

Izraz (9.3) ima v tem primeru obliko vsote dveh stanj dveh delcev:
Y5 = \/% (T1da £ 12d1) - 9.12)

V prvem stanju ima prvi delec spin 1 in drugi |; v drugem sta delca zamenjana. Obe
stanji sta enako verjetni; ker je verjetnost odvisna od kvadrata, predznak =+ za inter-
pretacijo ni pomemben'®. Ce je prvi delec v stanju |, mora biti drugi delec v stanju
1, in obratno. Pravimo, da sta delca prepletena. Prepletenost lahko dosezemo tudi s
stanjema:

0} = J5 (M2 = ah). (9.13)

Mislimo si, da v nekem trenutku ustvarimo par elektronov v stanju ¥, in delca od-
letita vsaksebi v nasprotnih smereh. Opazovalec A izmeri orientacijo spina elektrona,
ki leti proti njemu. Po standardni interpretaciji kvantnomehanskih procesov izida po-
skusa ne moremo enoli¢no napovedati, pa¢ pa lahko le napovemo, da bo izmeril bodisi
spin 1 z verjetnostjo 50 % ali z enako verjetnostjo spin |. Denimo, da A izmeri spin 1.
Kaj bo izmeril opazovalec, ki meri orientacijo spina elektrona, ki leti v drugi smeri?
Ker sta stanji obeh elektronov prepleteni, mora izmeriti nasprotno orientacijo spina,
torej |. Ce pa bi A izmeril |, bi moral B izmeriti 7. Ampak, kako drugi elektron ve,
kaj je izmeril opazovalec A? Einstein je sklepal, da si morata elektrona izmenjati in-
formacijo, a ta informacija lahko potuje kve¢jemu s svetlobno hitrostjo. Ker pa poskus
lahko izvedeta socasno, izid poskusa, kot ga napoveduje kopenhavenska interpretacija
kvantne mehanike, krsi kavzalnost, saj je v enem opazovalnem sistemu vzrok (meritev
A) pred posledico (meritvijo B), v drugem pa posledica pred vzrokom. V kasnejsih

140 prehodu med stanjema odlo¢a matri¢ni element za prehod, ki smo ga omenili v poglavju 7.5. Ce
je matri¢ni element ni¢, prehod ni moZzen.

15Poleg spina je stanje delca dolo¢eno 3e z drugimi kvantnimi $tevili, povezanimi z gibanjem delca v
prostoru. Predznak je pomemben, ¢e sta oba delca v istem prostorskem stanju, na primer dva elektrona
v osnovnem stanju vodikovega atoma, ali dva fotona laserske svetlobe. V tem primeru moramo pri
elektronih zapisati predznak —, pri fotonih pa predznak +.
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teoreti¢nih in eksperimentalnih analizah poskusa so ugotovili, da si delca ne izmenjata
informacije. Po drugi strani pa so pokazali, da s pomoc¢jo opisanega poskusa ni mo-
goce prenasati informacij in energije. Eksperiment s prepletenima fotonoma so izvedli
na razdalji 143 km in potrdili pravilnost kvantne interpretacije.

9.2 *Osnove kvantnega racunalniStva

Kubit. Klasi¢ni racunalniki temeljijo na operacijah med biti. Bit predstavlja osnovno
enoto informacije in lahko zavzame dve vrednosti, 0 in 1. Bit realiziramo z enosmerno
napetostjo, tako da bit 0 ustreza napetosti 0 V, bit 1 pa napetosti 5 V (ali niZji).

Osnovna enota informacije v kvantnem rac¢unalniku je qubit, slovensko kubit. Pred-
stavlja dve mozni kvantni stanji; obi¢ajno ju ponazorimo s spinom elektrona ali fotona,
tako da 1 ustreza |0), | pa |1).

Kvantna reprezentacija se bistveno razlikuje od klasi¢ne reprezentacije. Kvantni
delec lahko obstaja kot linearna superpozicija stanj, saj je poljubna linearna kombinacija
reSitev Schrodingerjeve enacbe tudi reSitev. Stanje delca s spinom zato v sploSnem
zapisemo kot!®

[$) = a0 T +a1 L = a9|0) + a1/1) (9.14)
kjer sta ag in a; kompleksna koeficienta. Ker mora biti valovna funkcija normirana,
velja |ag|? + |a1|*> = 1, tako da za zapis zados¢ajo le tri realna Stevila. Poleg tega lahko
za enega od koeficientov izberemo realno vrednost in ostaneta le dva prosta realna
parametra. Izberemo dva kota, 6 in ¢ na Blochovi sferi in zapiSemo:

lp) = cosg |0) + singei‘f’ 1) . (9.15)

Izbiri 6 = 0 ustreza stanje |0), ki se na sferi nahaja na ,,severnem” polu, izbiri 6 = 180°
in¢$ = 0pa|l) na ,juznem” polu.

Delec, ki nosi informacijo, je torej hkrati v stanju |0) in |1). Ko izmerimo orientacijo
spina delca, pa dobimo to¢no dolo¢eno vrednost, bodisi 0 ali 1. Ce poskus ponavljamo,
bomo enkrat dobili 0, drugi¢ 1, nikoli pa ne vmesne vrednosti. Kvadrat absolutne
vrednosti koeficienta ag (a1) pomeni verjetnost, da pri meritvi izmerimo vrednost 0 (1).
Pravimo, da pri meritvi valovna funkcija delca kolapsira, in spremenljivka, ki doloca
stanje sistema, zavzame to¢no dolo¢eno vrednost.

Kubitni nizi. Vec¢ bitov v klasi¢nem ra¢unalniku tvori nize ali registre, ti pa predsta-
vljajo Stevilke, ¢rke, barve .... Podobno v niz sestavimo ve¢ kubitov. V primeru dveh
kubitov so mozne $tiri kombinacije 0 in 1: 00, 01, 10, 11. Stanju sistema (dveh delcev)
ustreza linearna kombinacija stan;

['¥) = a0]00) + a1(01) + a2[10) + a3[11), (9.16)

Kjer so a;,i = 0,1,2,3 kompleksni koeficienti, normirani kot 2?20 |a;|> = 1. Podobno
nizu treh kubitov ustreza stanje

%) = 40|000) + a1]001) 4 a2]010) + a3]011) + a4]100) + a5|101) + a¢|110) + ay|111) .

Stanje |101) pomeni stanje, v katerem ima prvi delec spin |, drugi 1 in tretji |.

16Pri zapisu kvantnega stanja delca bomo zaradi preglednosti uporabili zapis z oklepaiji |) — keti.
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Procesiranje. Klasi¢ni niz je v to¢no dolo¢enem stanju; e veckrat preberem vrednost
niza, dobimo vedno enak rezultat.

Kvantni niz na zacetku postopka postavimo na dolo¢eno vrednost, recimo |000).
Nato niz obdelamo z zaporedjem tako imenovanih kvantnih vrat. Kvantni niz je lahko
na koncu v katerem koli baznem stanju, po katerem smo stanje razvili: |a;|> predstavlja
verjetnost, da se niz nahaja v i-tem baznem stanju. Ko preberemo vrednost niza, lahko
dobimo kateri koli rezultat z verjetnostjo |a;|?. Rezultat torej ni enoli¢en, a s ponavlja-
njem postopka lahko natancnost rezultata izboljsamo.

Kvantna logi¢na vrata. V klasi¢nih rac¢unalnikih operacije nad biti izvajamo z elek-
tronskimi vezji, ki jim pravimo logi¢na vrata, na primer vrata AND, OR, NOT, NAND,
NOR, .... V kvantnem ra¢unalniku operacije izvajamo s kvantnimi logicnimi vrati.
Formalno lahko operacije, s katerimi spreminjamo kubite, upodobimo z unitarnimi
matrikami. Unitarne matrike zagotovijo, da se pri operaciji ohranja norma stanja. Ce

kubit v enacbi (9.14) predstavimo s stolpcem [:ﬂ , imajo znacilne matrike obliko

o L1 1 . _Jo1 o —i L[t o0
21 - T vl YT lioo)r FT o 1)

Prva je Hadamardova matrika, druge tri so Paulijeve matrike in so sorazmerne z ope-
ratorji za tri komponente spinske vrtilne koli¢ine. Matrika H iz stanja |0) ustvari stanje
% (|0) + 1)), o stanje |1) spremeni v |0) in obratno, 0, ima podoben ucinek, le da
spremeni Se fazo, 0, ohrani |0), stanju |1) pa spremeni predznak: Zapisimo

1 0 ap
=[] e fg]

Velja
il -l

| R [ R AR

ot s =0 ][] = [%] = 1 5008

a ag

Uc¢inek vrat lahko realiziramo z magnetnim poljem ali elektromagnetnim valova-
njem, odvisno od tega, katere delce uporabljamo za upodobitev kubita.

Uporaba. Kvantni ra¢unalniki niso primerni za reSevanje vseh vrst problemov, ki jih
zastavljamo ra¢unalnikom. So pa lahko izjemno hitri pri reSevanju nekaterih nalog.
Ena taksnih nalog je povezana s problemi kodiranja pri varnem prenosu informacije.
Kodiranje ve¢inoma temelji na zelo zelo velikih stevilih M, ki so produkti dveh (ali vec)
zelo velikih prastevil, P in P,. Stevilo M potuje po povezavi in ¢e sprejemnik pozna
enega od prastevil (P), lahko dekodira informacijo s pomod¢jo drugega prastevila, ki ga
enostavno izratuna kot P, = M/P;. Ce nekdo povezavi prisluskuje, prejme le tevilo
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M. Kodo lahko razbije tako, da ugotovi, iz katerih dveh prastevil je M sestavljen.
To lahko ugotovi le s poskuSanjem, kar pa je izjemno dolgotrajen postopek. Danes
verjamemo, da bo mogoce kodo razbijati s uporabo kvantnih ra¢unalnikov, zato ni
¢udno, da se za njihov razvoj zelo zanima in ga finan¢no podpira vojska.

Drug zanimiv problem je Fourierova transformacija, ki je tudi povezana z dekodi-
ranjem.

V splo$nem so zanimivi tako imenovani NP polni problemi, pri katerih najdemo
optimalno resitev le s poskusanjem vseh moZnosti. Ker se pogosto zadovoljimo le z
dovolj optimalno reSitvijo, nas tu probabilisti¢cna narava kvantnega rac¢unanja ne moti.
Taksna metoda je metoda kvantnega ohlajanja, ki je izpeljanka iz metode simuliranega
ohlajanja (simulated annealing). Obstaja tudi kvantna verzija metoda Monte Carlo, ki
ima Ze v klasi¢ni izvedbi probabilisticen znacaj.

Kvantna teleportacija. Izraz je povzet po znanstveno fantasti¢ni literaturi, ¢eprav s
premikanjem predmetov ali oseb na velikih razdaljah kvantna teleportacija nima ni-
kakrsne povezave. Pri kvantni teleportaciji prenesemo popolno informacijo o stanju
(kvantnega) delca z ene lokacije na drugo s pomocjo klasi¢ne komunikacije in para
prepletenih delcev.

V najbolj enostavnem primeru prenesemo en kubit informacije iz kraja A v kraj B.
Informacija se pri tem prenese in ne kopira, kar pomeni, da v A ni ve¢ informacije o
stanju (nosilca) kubita. Kubit v kraju A, ki ga bomo prenesli, je dolocen s parametroma
ainfvzapisup =a T +p |.

V tretjem kraju ustvarimo prepleten par identi¢nih delcev, identi¢nih tudi delcu, ki
je nosilec informacije ki jo Zelimo prenesti. Prepleteni par je v enem od Stirih stanj z
valovno funkcijo ¥, ¥1,, @7, ali &7, zapisanih v (9.12) in (9.13). Eksperimentatorja v
A in B se vnaprej dogovorita, za katero prepleteno stanje gre. Naj bo v naSem primeru
to ¥7,, ki ga oznatimo ¥ ;. Enega od delcev posliemo v kraj A (imenujmo ta delec
kar A), drugega v kraj B (delec B). Delec, ki nosi informacijo o kubitu, imenujmo C.
Valovno funkcijo treh delcev zapiSemo kot

Yap Yc = % (Tadp +1aTs) (atc+Blc).

V nadaljnjih korakih bomo izraz le preuredili (kon¢ni rezultat Se vedno enak zace-
tnemu). Najprej zmnoZimo in in zamenjamo vrstni red delcev B in C v produktih:

\% (@ tatclds +Btatcds +talatcts +BLalcTs)- 9.17)

Produkte prvega in tretjega delca izrazimo s funkcijami ¥, ¥ -, % in @}, ki jih
v nasem primeru zapiSemo kot

‘ch 75 (Tale +1atc),

%/ (Tadc —datc),
<I>1:c=% (Tatc+lale),
@ =5 (Tate = latc).
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Sestejemo in odStejemo prvi dve ena(:bi in enako Se tretjo in Cetrto:
Tatc= (TXC + ‘FAC)
latc=—> ( )
Tatc= (CPXC + <I>AC) ,
bale= (CDXC ac) -

Stanje vseh treh delcev v zapisu (9.17) sedaj lahko izrazimo s prepletenimi funkcijami
delcev A in C v kraju A in stanjem delca B v kraju B:

Yhp yc= 3 ¥hc (ats+Blp)
+3¥c- (18 —BIp)
+ 3 @ac- (wdp +B15)
+ 3Dy (v lp—BTB) - (9.18)

Opazimo, da ima preurejeni izraz podobno strukturo kot zacetni, le da se sedaj linearna
kombinacija stanj delca C pojavi v zapisu delca B in sicer skupaj s prepleteno funkcijo
¥+, v kateri pa je drugi delec C in ne vec B.

Preden eksperimentator v kraju A doloci stanje delcev A in C, sta delca A in C lahko
z enako verjetnostjo v katerem koli od baznih prepletenih stanj dveh delcev, delec B pa
v §tirih razli¢nih stanjih, ki ustrezajo Stirim stanjem kubita. Kot smo Ze omenili, je eno
od teh stanj enako stanju delca C.

7

Eksperimentator v kraju A izmeri orientacijo spinov delcev A in C in dobi vredno-
sti, ki ustrezata enemu od $tirih baznih stanj. Zaradi prepletenosti vseh treh delcev je v
tem trenutku tudi delec B v kraju B v to¢no dolo¢enem stanju in sicer v enem od stanj,
zapisanih v (9.18). Eksperimentator v A sporoci rezultat svoje meritve v obliki dveh
bitov po klasi¢ni komunikacijski povezavi: rezultat 00 ustreza prvemu stanju (Y7 ),
01 drugemu (Y, -), 10 tretjemu (CIDZC) in 11 ¢etrtemu stanju (@, -). Ker pozna vsa mo-
Zna stanja treh delcev (9.18), eksperimentator v kraju B sedaj ve, v katerem stanju je
delec B. Na podlagi te informacije, stanje delca bodisi obdrzi ali pa spremeni. Ce prejel
informacijo 00, stanje ohrani, ¢e je prejel 01, spremeni predznak pri spinu | (z vrati 03),
pri 10 obrne orientaciji spinov (¢y), pri 11 obrne orientaciji in spremeni predznak pri
spinu | (0y in 03).

Lahko se vprasamo, zakaj eksperimentator v kraju B ne meri kar stanja delca B, ki
je prisel do njega, in na ta nacin ugotovi, v kakSnem stanju je. A ¢e doloci stanje, ga
hkrati tudi unici, saj po meritvi lahko ugotovi le, da je delec v stanju bodisi | ali 1.

Kaj je uporabna vrednost opisanega postopka? V sploSnem seveda ne bomo posi-
ljali le en kubit sporocila, temvec cel niz. To je nacin, na katerega si kvantni ra¢unalniki
izmenjujejo informacije. Izmenjava je kodirana in izmenjavi niti naceloma ni mogoce
prislugkovati. Ce prestrezemo klasi¢no informacijo, ne vemo, na katero prepleteno
kvantno stanje se nanasa. Ce prestreZemo enega ali celo oba delca v prepletenem sta-
nju, informacija nikakor ni povezana s stanjem tretjega delca, katerega stanje prena-
Samo. Povejmo, da po meritvi eksperimentatorja A delec C ni ve¢ v stanju, v katerem
je bil pred zacetkom poskusa; njegovo stanje je prevzel delec B.

Poskuse s teleportacijo so doslej izvedli s fotoni in atomi.
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10 Osnove statisti¢ne fizike

10.1 Sistemi delcev pri konéni temperaturi

Atomi, molekule, kristali in drugi sistemi delcev niso ves ¢as v istem kvantnem stanju.
Z absorpcijo fotonov iz okolice elektroni prehajajo iz nizjih v visje nivoje; z visjih nivo-
jev prehajajo na niZje z emisijo fotona. Visja kot je temperatura, vecja je verjetnost, da
je atom ali molekula v vzbujenem stanju. Pri absolutni nicli vzbujanje zamre; sistem je
v najniZjem energijskem stanju (osnovnem stanju).

Pri statisti¢ni obravnavi sistemov nas zanima, koliko delcev je v katerem od vzbu-
jenih stanj. Pri tem sta pomembni energija vzbujenega stanja in temperatura. Namesto
Stevila delcev vpeljemo delez n(E) = AN(E)/ Ny, pri ¢emer je AN (E) $tevilo delcev pri
energiji E in Ny $tevilo vseh delcev; n(E) je torej gostota porazdelitve delcev po energijah.
Porazdelitev je normirana:

E
n(E) = AN(E) ’ ————
No

Y n(E)=1. ——— N(E), 3(E)

= -

—e—e——

—.—

Porazdelitev zapiSemo kot produkt
n(E) = g(E) f(E,T). Slika 68: Zasedenost stanj pri kon¢ni T

Tu je g(E) stopnja degeneriranosti nivoja z energijo E, to je Stevilo stanj kvantnega
sistema, ki imajo enako energijo, f(E, T) pa je zasedbeno stevilo (enodelénega) stanja z
energijo E. Degeneracijo smo spoznali pri vzbujenih stanjih harmonskega oscilatorja
v treh razseZnostih. Stanja so bila tam doloc¢ena s tremi kvantnimi Stevili 7y, ny in nz,
energija pa z njihovo vsoto E = (nx + ny +n; + %) hw. Vsoto ny +ny +mn; = 1na
primer realiziramo na tri razli¢ne nacine, vsoto ny + ny + n; = 2 pa na Sest nacinov.
Pomeni, da je stopnja degeneriranosti nivoja z energijo E = 3w enaka g(E) = 3,
nivojaz E = % hw pa g(E) = 6. Degeneracijo smo srecali tudi pri obravnavi neskon¢ne
jame v treh razseZnostih in pri rotatorju.

Zasedbeno stevilo f(E, T) predstavlja povpre¢no zasedenost izbranega stanja in je
odvisno od temperature in od vrste delca. Zaradi izklju¢itvenega nacela sme biti zased-
beno Stevilo za fermione med 0 in 1. Pri bozonih te omejitve ni; v prejSnjem poglavju
smo spoznali, da bozon z vecjo verjetnostjo zasede stanje, v katerem je Ze nekaj bo-
zonov. Poleg tega posebej lo¢imo Se zasedbeno Stevilo za klasi¢ne delce. V principu
so vsi delci kvantni, a v primeru, ko imajo delci na razpolago zelo veliko nezasede-
nih stanj, njihov fermionski ali bozonski znacaj ne pride do izraza. Delce tedaj lahko
obravnavamo kot razlocljive, tako kot obravnavamo delce v klasi¢ni fiziki. V nasle-
dnjem podpoglavju ugotovimo, da to velja za atome ali molekule v plinu, ne velja pa
za elektrone v kovini, kjer igra izkljucitveno nacelo bistveno vlogo, in moramo delce
obravnavati kot fermione.
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10.2 Stevilo razpoloZljivih stanj

Ocenimo razmerje med Stevilo stanj, ki jih imajo na razpolago delci v dveh znacilnih
sistemih, in Stevilom delcev. Na podlagi tega razmerja se odlo¢imo, ¢e je potrebno
delce v sistemu obravnavati kot kvantne ali kot klasi¢ne delce.

Obravnavajmo sistem delcev, zaprt v kocki s stranico . Za energijo delca v ne-
skon¢ni potencialni jami velja E = Ex + Ey + Ez . Naj bo Ex prispevek k energiji naj-
vi§jega stanja s kvantnim Stevilom 7y, ki je lahko e zasedeno:

n2 2’ »  80’mEx

Ex="mom 2

in podobno za Ey in Ez. V povprec¢ju velja Ex = %E, pri Cemer je E ocena za zgornjo
mejo energije delca v obravnavnem sistemu. Stevilo stanj, ki jih ima na razpolago delec
pri zgornji meji za energijo E, potem ocenimo:

»  802mc’E 2 2

_ _ 2 ~ _ _ .3
Wy =55 =My =n; in N = nynyn, = ny.

Oceno naredimo za dva znacilna sistema: molekule v zraku in elektrone v kovini.

Molekule v zraku. Energijo E ocenimo z dvakratno povprecno energijo molekule
zraka pri temperaturi T = 300 K: E ~ 2F = 3kgT = 7- 102 eV . Dusik in kisik imata
pribliZzno enaki masi in za mirovno energijo delca vzamemo kar mc? ~ 30 -10° eV in za
stranico kocke / = 1 m = 10° nm. Ra¢un se poenostavi, ¢e Boltzmannovo konstanto
zapigemo z elektronvolti: kg = R/N4 = 8,617 - 107 eV /K. Izraéunamo

»  80Pmc*E _ 8-10¥nm? - 30-10°eV - 7-107% eV

T TR T 3(1240 eV nm )2

=30-10%,

in kon¢no Se Stevilo razpoloZljivih stanj
ne =~ 5-101, N =nd ~10%.

Vemo, da je v 22,4 m?3 plina ravno Avogadrovo $tevilo molekul; Stevilo molekul v
prostornini 1 m? je potem

1m3

i Na=3-10%,

N =
kar je mnogo manjse od Stevila razpolozljivih stanj. Molekule v plinu lahko obravna-
vamo kot klasi¢ne delce.

Elektroni v kovini. Pri obravnavi fotoefekta smo ugotovili, da so znacilne energije
prevodniskih elektronov nekaj eV. Zgornjo mejo za energijo ocenimo z E ~ 10 eV.
Velja Se: mec? 2~ 0,5-10°eV,in / = 1 m = 10° nm, Izratunamo

2 802m.c?E 8-10"¥ nm? - 5-10°eV - 10eV

- =9.10'8.
* 3h2c? 3(1240 eV nm)2
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Pri racuni razpoloZljivih stanj moramo upostevati, da imajo elektroni dve polarizaciji
in sta na vsakem stanju lahko po dva elektrona:

ny ~3-10°, N =2n3 ~10%.
Stevilo elektronov ocenimo v primeru bakra, kjer vsak atom prispeva po en (va-
len¢ni) elektron, je

mc Ng
N g NCu g MCu NA g ‘Ocues m
u u

~ 10%¥

pri éemer smo upostevali pc, = 8900 kg/m>, Mc, = 64 kg/kmol in Ny = 6 - 10%.
Stevilo elektronov je primerljivo s $tevilom stanj in elektrone moramo obravnavati kot
fermione.

10.3 Klasiéni delci: Maxwell-Boltzmannova statistika

Zasedbeno Stevilo za klasi¢ne delce. Atome in molekule v plinu obravnavamo kot
klasi¢ne delce. Zasedbeno Stevilo izpeljemo iz porazdelitve gostote delcev po visini v
izotermni atmosferi. V tem primeru je povprecna kineti¢na energija delcev neodvisna
od vigine, energija se spreminja le na ratun potencialne energije. Ce se v atmosferi
dvignemo za dz, se tlak zmanjsa za

dp = —pgdz.
z
Diferencial tlaka izrazimo s spremembo go-
stote iz splosne plinske enacbe
p+dp
m . RT
pV:MRT, delimo z V: P=P7r dz

Iz prve enacbe sledi p

% dp = —pgdz

z reSitvijo

o(z) = p(0) o—Mgz/RT _ 0(0) o—tmgz/kgT Slika 69: Izotermna atmosfera

Na koncu smo upostevali, da je masa m; enega delca (atoma ali molekule) enaka ki-
lomolski masi, deljeni z Avogadrovim Stevilom N4, in R = Nukp, pri ¢emer je kp
Boltzmannova konstanta. Izraz m;gz je potencialna energija delca. Ugotovimo, da se
z naras¢anjem potencialne energije zasedenost stanj eksponentno zmanjsuje. Ker je ki-
neti¢na energija konstantna, lahko ugotovitev posplo$imo na celotno energijo delca.
Zasedbeno Stevilo potem zapiSemo v obliki

fia = foe E/RT, (10.1)

pri ¢emer je fo konstanta, ki jo dolo¢imo z zahtevo, da je porazdelitev normirana.
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Maxwellova porazdelitev. Opazujmo plin znotraj kocke s stranico ¢/ = 1 m. Stene
posode ustrezajo neskonénemu potencialu, saj delci plina ne morejo uiti iz posode.
Plin obravnavamo kot sistem neodvisnih kvantnih delcev v neskon¢ni ravni jami v
treh razseznostih. Enodel¢na stanja so produkti stanj za vsako razseZnost posebej. V

smeri x zapiSemo enodel¢ne valovne funkcije kot ¢, _(x) = \/% sin(kyx), kx = Fny,

ny = 1,2,3,... in analogno v smereh y in z. Za energijo stanja velja E = 57~ =
2,2 . . . .
% <n§ + n§ + n%) . Znacilne energijske razlike med stanji so
n? 2 h2c?

= — ~ 10722 eV.
2m 02 8myc2l? €

AE

Tako majhna razlika je nemerljiva; to pomeni, da so stanja zelo na gosto porazdeljena.
Diskretno porazdelitev po energijah zato nadomestimo z zvezno porazdelitvijo.

Ce so energijske razlike med stanji majhne, nas zanima povpre¢no stevilo delcev v
intervalu energij [E, E + AE]

AN(E) = AN(E) f(E,T) E

AN (E) je stevilo vseh stanj v tem energijskem
intervalu, f(E, T) pa zasedbeno $tevilo. Velja

Y JAN(E) = Np.
AE

} AN(E), AN (E)

Lahko vpeljemo tudi gostoto porazdelitve

4
4
4
4
—@
4
o
@
o
*—@

_AN(E) _dN(E)
W) =N AE ¥ ~ NydE’

Slika 70: Porazdelitev pri
z lastnostjo [ n(E) dE =1. veliki gostoti stan;

Najprej izpeljimo porazdelitev v eni razseZnosti. Zanima nas le gibanje delcev v
smeri osi x. Namesto po energijah zapiSimo porazdelitev po hitrostih delcev. Zveza
med hitrostjo in stanjem s kvantnim Stevilom 7, je linearna

12 12 12 12
Ny = — x:—&:—@vx oziroma AN:Anx:—@Avx.
T wh m h m h

Stevilo stanj v intervalu hitrosti je kar premo sorazmerno s $irino intervala. Stevilo
delcev v intervalu hitrosti Av, dobimo tako, da Stevilo stanj pomnoZimo z zasedbenim
Stevilom:

Eml

AN = ANf(E,T) = — Avx fo e E/ksT

AN _ 2 {m f()
2 A mv/2kgT A A= 71J0
N() ¢ Oxs Th N()

Ker nas zanima le gibanje v smeri x, se delci razlikujejo le po prispevku h kineti¢ni
energiji m10%. Vse konstante smo zdruZili v eno samo konstanto A, ki jo dolo¢imo iz
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zahteve, da je gostota porazdelitve

AN dN >
= lim — A —mqv%/2kgT
w(o) ross0 NoAvy  Nodox  “©

normirana:

o0 9 2kgT m
/_Oow(vx)dvx:A/_ooe ml”x/ZkBTdvx:A\/EH mBl =1, A:,/ﬁ.

Pri porazdelitvi v treh razseznostih nas zanima delez delcev, ki imajo komponento
x hitrosti v intervalu [vy, vy + Av,] in hkrati komponenti hitrosti v smeri y in z v inter-
valih [v,, v, + Av, ] in [v;, v, 4 Av,]. Namesto o delezu lahko govorimo tudi o verjetno-
sti, da je hitrost delca znotraj teh intervalov. Verjetnost zapiSemo kot produkt verjetnosti
za posamezne intervale:

AP = AP AP,AP, = w(vy)Avy w(vy)Avy w(v;)Av, .

Ker so vse smeri enakovredne, imajo verjetnostne gostote v vseh smereh enako obliko
in lahko zapiSemo

_ 2 _ 2 _ 2
AP(Ux, vy, Uz) :A3e mlvx/szTe mlvy/ZkBTe myvs; /2kgT Avavysz

_ 2
= ASe—mv"/2ksT AvyAvyAv,,

saj je kvadrat velikosti hitrosti enak v?> = v2 + vﬁ + v2. Vidimo, da je porazdelitev
odvisna le od velikosti hitrosti, ne pa od posameznih komponent. Zato nas zanima
porazdelitev po velikosti hitrosti. Pri prehodu na drugo spremenljivko za porazdelitve
velja

Av  AvcAv,Av, do

Pri izpeljavi drugega ¢lena si pomagamo z analogijo tako, da vzamemo namesto vek-
torja ¥ = (vx, vy, v;) kar vektor lege 7 = (x,y,z). Potem je

AP(v)  AP(vy,vy,0z) ’dvxdvydvz

3
dxdydz dV —4n? 2 v 47y .

dv ~ dr 3

Namesto 7 sedaj pisimo v in dobimo

AP(v)  AP(vy,vy,0;) 3 2 N
= = = A mo /2k3T4 2 =4 2 —mqv /ZkBT
w(©) = =5, AvyAD, AV, € =M\ ok ) O €

To je Maxwellova porazdelitev po hitrostih delcev.
Hitrost, pri kateri ima porazdelitev vrh, izra¢unamo z zahtevo:

dw(v) =0, sledi Umax = 2kpT :

dv v=max m
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w(©) T= T,
T = 2T,
T = 4T,

0

Slika 71: Maxwellove porazdelitve za tri razli¢ne temperature

Povpreé¢ja. Za povprecno hitrost delcev velja

3/2 2
_ o my 2kpT\" 1 /°° _ 8kgT /8RT
= dv =14 — Ydu = =/ —.
¢ /0 vw(v)do & (ZﬂkBT) ( my ) 2 Jo e du Ty M
Uporabili smo substitucijo u = m10?/2kgT.
Rezultat se nekoliko razlikuje od rezultata /3RT /M, ki smo ga izpeljali pri kine-
ticnem opisu idealnega plina iz izraza za povprecno kineti¢no energijo %ml 0? = % kgT.
Izraz, ki ga dobimo pri kineti¢ni teoriji, moramo interpretirati kot koren iz povpre¢ne

vrednosti kvadrata hitrosti in ni enak kvadratu povprecne hitrosti, ki smo jo izrac¢unali
pri nasi izpeljavi.

w(v)

v
Slika 72: Znatilne hitrosti pri Maxwellovi porazdelitvi.
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10.4 Zasedbeno stevilo za bozone in fermione

Zasedbeno Stevilo za fermione. Izraz za zasedbeno Stevilo mora pri fermionih zado-
S¢ati izkljucitvenemu nacelu. Pri zelo nizki temperaturi so v sistemu zasedena vsa stanja
Z najniZjo mozno energijo, tako da je v vsakem stanju po en fermion. Mislimo si, da N
termionov postopoma zapolnjuje enodel¢na stanja: prvi gre v stanje z najniZjo energijo,
drugi v stanje z naslednjo vi$jo energijo, ... Energijo zadnjega stanja, ki je pri tem Se
zasedeno, imenujemo Fermijeva energija, Er. Pri vi§ji temperaturi bodo zasedena tudi
stanja z energijo, ve¢jo od Fermijeve. Zasedbeno Stevilo pomeni verjetnost, da je stanje
zasedeno. Pri dovolj visoki energiji E > Er je smiselno predpostaviti, da je verjetnost,
da je stanje zasedeno, zelo majhna in izklju¢itveno nacelo ni pomembno. Pricakujemo,
da bo tedaj zasedbeno Stevilo enako kot za klasi¢ne delce.

fro(E,T)

Er E

Slika 73: Zasedbeno $tevilo za fermione: z modro je oznaleno Stevilo pri absolutni ni¢li, z
rdeco pri kon¢ni temperaturi.

Izraz, ki ustreza nastetim zahtevam, je

1
e(E—Ep)/kpT 4 1

frp(E, T) =

Govorimo o Fermi-Diracovi (FD) statistiki. V limiti T — 0 je za E < Er izraz v ekspo-
nentu velik in negativen; eksponent je mnogo manjsi od 1 in ga lahko zanemarimo.
Dobimo frp = 1 (glej sliko 73). Za E > Er pa je eksponent velik in pozitiven; v limiti
T — 0 gre izraz v imenovalcu proti neskon¢nosti in frp = 0. Pri kon¢ni temperaturi
in E > Er lahko v imenovalcu zanemarimo 1 in dobimo frp ~ e E/ksT,

Bozoni. V skatli imejmo plin pri temperaturi T, ki skupaj s stenami seva fotone. Za-
nima nas Stevilo fotonov pri energiji E = hv. Ti fotoni naj prihajajo iz atomov (ali
molekul) pri prehodu iz vzbujenega stanja z energijo E, v osnovno stanje z energijo
Ey, hv = Ep; — E1. Razmerje med sStevilom atomov v vzbujenem in osnovnem stanju je
enako
Ny Ae—E2/kgT
= =e

2 _ 2 - o (Ea—E)/kpT _ —hv/kgT
Ny Ae—E1/kgT ’
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saj se atomi v plinu obnaSajo kot klasi¢ni delci. Atom v osnovnem stanju lahko tudi
absorbira foton s toliksno energijo in preide v vzbujeno stanje z energijo E;. V rav-
novesju se emitira toliko fotonov, kolikor se jih absorbira. Denimo, da je v sistemu Ze
Ny fotonov. Kot smo ugotovili v prejSnjem poglavju, v tem primeru naraste verjetnost
za stimulirano emisijo fotona in ta je za izbran atom premo sorazmerna s (Ny + 1),
pe = (Nf + 1)ay, verjetnost za absorpcijo pa je premo sorazmerna s tevilom razpo-
loZljivih fotonov, p, = Npay, verjetnosti za emisijo in absorpcijo v celotnem sistemu
dobimo tako, da verjetnost za en atom pomnoZzimo s Stevilom atomov v vzbujenem
stanju, P, = N,p,, in v osnovnem stanju, P, = Njp,. V ravnovesju iz zahteve P, = D,
sledi
NiNfay = Np(Ns + 1)ag = Nye /5T (Nf + 1)ay .

Po okrajSanju sledi

Ne+1 kT - 1
—Nf =e/"8 in Ny = JTRT — 1

Povprec¢no stevilo fotonov v stanju z E = hv interpretiramo kot zasedbeno stevilo za

fotone in dobimo .

fBE(ErT) = eE/kBT 1 .

Govorimo o Bose-Einsteinovi statistiki. V nasprotju s fermioni je zasedbeno Stevilo
lahko vegje kot 1.

10.5 Sevanje ¢rnega telesa

Stevilo stanj. Pri obravnavi delcev v plinu smo ugotovili, da so stanja porazdeljena
zelo na gosto, zato namesto diskretne porazdelitve po energija delamo z zvezno poraz-
delitvijo. Pri izpeljavi porazdelitve po energiji kot zvezni spremenljivki Zelimo najprej
ugotoviti, koliko stanj AN je v energijskem intervalu [E, E + AE]. Kvantno Stevilo 7, ki
Steje stanja, najprej poveZemo z valovnim vektorjem stanja k; pri tem predpostavljamo,
da so stanja stojeci valovi v potencialni jami.

Obravnavajmo najprej primer, ko se delci (fotoni) gibljejo le v eni smeri. Za ta pri-
mer velja tako kot pri delcih v plinu:

nzgk, AnzéAk.
T T

Energijo fotona zapiSemo kot

" , chr
E=c|p|=chk in AE:chAk:TAn.
Stevilo stanj je premo sorazmerno s $irino intervala AE oziroma Ak.
V primeru gibanja v dveh razseznostih (v ravnini xy) postane izpeljava bolj zamo-
tana. Stanje fotona je dolo¢eno z dvema kvantnima Steviloma 7, in ny, ny =1,2,3,...
inn, =1,2,3,...in velja

ny.

=

=

=
<

|
~[1 N
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Energijo fotona zapiSemo kot
E = c|p| = chk, AE = chAk,

pri ¢emer je k velikost valovnega vektorja.

k= \/ki+K.

Stanja ponazorimo s to¢kami v koordinatnem sistemu, v katerem na vodoravno os na-
nasamo komponento ky, na navpicno pa k, (Slika 74). MoZna stanja so oznacena s toc-
kami. Stanja s konstantno energijo E = cfik leZijo na kroznici s sredis¢em v izhodisc¢u

ky

Slika 74: Stanja v dvorazseZni potencialni jami. Stanja v intervalu [k, k + Ak] so osen&ena.
Manjsa kvadrata predstavljata plos¢ino, ki pripada enemu stanju.

in polmerom k, stanja v energijskem intervalu [E, E + AE] pa na delu kolobarja, ki ga
omejujeta kroZnici z radijema k in k + Ak v prvem kvadrantu. Stevilo stanj v iskanem
intervalu najlaZzje dobimo tako, da plos¢ino dovoljenega obmocja delimo s plos¢ino, ki
pripada enemu stanju:

A= S }LZNkAk.

()
14
V primeru treh razseznosti je situacija podobna, le da imamo namesto Cetrtinke

kolobarja osminko krogelne lupine s polmerom k in debelino Ak. Stanja znotraj lupine
prestejemo tako, da delimo prostornino lupine s prostornino, ki pripada enemu stanju:

1

")
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Upostevati moramo, da ima foton dve moZni polarizaciji (¢e se elektromagnetno valo-

vanje Siri v smeri osi z, ima ena polarizacija smer osi x in druga smer osi y). To prinese

dodaten faktor 2 k Stevilu stanj. Namesto velikosti valovnega vektorja k raje piSemo
_ Cc _ ck.

frekvenco, v = § = 5

V 7k Ak 871
AN = — = 3= T VAAVYV.
N v s ! 3 VAV V

Namesto ¢3 smo zapisali kar prostornino prostora, v katerem opazujemo fotone. Dele?
fotonov AN pa dobimo tako, da Stevilo razpoloZljivih stanj AN pomnoZimo s povpred-
nim Stevilom fotonov v stanju z energijo E = hv:

87T V2 AV

AN = BN fpe(ET) = 5V g -

Ce deleZe sestejemo (integriramo) po vseh frekvencah, dobimo $tevilo fotonov v pro-
stornini V pri temperaturi T:

N _8_7T/°° v2dv 8 kB_T 3/0" x2dx
Vo B o ev/ksT —1 he 0o e'—1
3 oo 3
~ 87 (kB—T) / xZe *dx = 167 <kB—T) )
hc 0 he

Gostota fotonov narasca s tretjo potenco temperature. Pri temperaturi T = 300 K do-
bimo N/V ~ 10" m~3.

Planckov zakon. Ce gostoto delcev pri doloeni frekvenci pomnoZimo z energijo fo-
tonov pri tej frekvenci, hv, dobimo energijsko gostoto v intervalu dv:

dwg  dN(E) hy — 87th V3
dv  Vdv 3 e/kgT _1°

Opazujmo energijski tok, ki tece z dela stene s plos¢ino S. (V ravnovesju enak tok
prihaja na steno.) Gostoto toka zapiSemo kot

P dE  wgdV  wgSds

=357 sat sar  sdr

r& %7 Slika 75: Sevanje z dela stene.

T
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Pri tem smo predpostavili, da tok tece le v smeri pravokotno na steno. V resnici
pa stena seva enakomerno v vse smeri. UpoStevati moramo le projekcijo na smer,
pravokotno na steno (glej sliko 75). Povprecje po prostorskem kotu vodi do

1 1 27 /2 1
j:E/chcosﬂdQ:Ech/O dq)/o cos Sinﬁdﬂ:ZWEC,

pri ¢emer integriramo samo po polovici prostorskega kota. Zveza velja tudi za vsako
frekvenco posebej in lahko zapiSemo

dj ¢ dwg _ 27h v3

dv 4 dv 2 ehw/ksT _1°

Izpeljali smo Planckov zakon za sevanje ¢rnega telesa. Namesto porazdelitve po fre-
kvencah svetlobe zapiSimo Se porazdelitev po valovnih dolZinah:

dj dj|dv| 2mh ;c\3 1 c| 27thc? 102
a = avlar| =@ () g |l = ey 102

— d

v vy 13 v Az A M A

Slika 76: Porazdelitev izsevanega toka ¢rnega telesa po frekvencah (levi graf) in valovnih
dolZinah (desni graf) za tri znacilne temperature: rdeca (najniZja krivulja) ustreza niZji tempe-
raturi, zelena srednji in vijoli¢na visji.

Wienov zakon. Na grafih 76 vidimo, da se z ve¢anjem temperature izsevani tok po-
vecuje pri vseh frekvencah oziroma valovnih dolZinah; vrh porazdelitve se seli k ve-
¢im frekvencam oziroma k manjsSim valovnim dolzinam. Pois¢imo valovno dolzino
Amaks, Pri kateri ima porazdelitev (10.2) vrh. Pri dovolj majhni valovni dolZini je ek-
sponent mnogo vedji od 1 in enico v imenovalcu lahko zanemarimo, torej

d d] ~ 2 d —5_—hc/AkgT| __

Dobimo

=0.

he
5A—6e—hc/AkBT )\_5e_hc//\kBT ( /\_2>
A=Amaks

kgT
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z reSitvijo

hc . hc
Amaks = 5kaT oziroma Amaks T = bw , by ~ 5kp
Dobili smo Wienov zakon; by je Wienova konstanta. Pri to¢ni izpeljavi dobimo by =
hc/4.965 kg = 2,898-107° m K.

Stefanov zakon. Z vecanjem temperature izsevani tok narasc¢a. Celotno izsevano
gostoto toka j dobimo tako, da prispevke sesStejemo po vseh frekvencah:

. ood] N27Th ®© 3 —hv/kgT _27Th kBT 4/0<> 3
]—/0 dVdVN 2 /0 ve dv—c—2 o ; x“e “dx. (10.3)

Vpeljali smo novo spremenljivko

X—LV
- kgT

Vrednost integrala je 3! = 6 in dobimo

4
N 127tk .

27k
. 4 B
]—UT, wa,

m = 5,670 . 1078 Wl’).’1721<74 .

totnopa o=

Sevanje svetil v vidnem obmoc¢ju. Svetilo, ki seva kot ¢rno telo —na primer Zarnica z
volframovo nitko — oddaja del svetlobnega toka v vidnem obmogju, tj. v intervalu med
A1 = 390 nm in Ay = 700 nm. Ocenimo, kolikSen del svetlobnega toka, ki ga oddaja
svetilo, segreto na temperaturo T, je v vidnem delu spektra. Govorimo o izkoristku
svetila.

0 0.5

AL 1 1.5 2 25 ) [um]

Ay

Slika 77: Svetilo, segreto na temperaturo 2700 K, seva le majhen del energijskega toka v vidnem
obmogdju.
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Razmerje jakosti lahko zapisemo (glej enacbo (10.3)):

1% 1 X2
' ﬂ dv / P e *dx
Aj v dv X1 1 /xz 3 ,—x
=/ 2_ L == x’e *dx,
J / 4 dv / Be ¥y 0w
0o dv 0
pri Cemer je
x—hv—hcl in x—hv—hci
V7 kgT 2 kT Ay 27 kgT 1 kT A
Boltzmannovo konstanto izrazimo v enotah eV /K:
10-23
kg = 1,3806- 10"~ J eV 8617-10°eV/K  in he _ 1,44 - 10 nmK.
1,602-101JK kg

Pri znacilni temperaturi Zarnice, T = 2700 K, velja

x1 =76 in x, = 13,7.

Po krajsem ra¢unu dobimo!”:

%%0,05:5%.

Zarnica torej le manjsi del oddanega energijskega toka seva v podro&ju vidnih fre-
kvenc, 95 % sevanja je v infrarde¢em obmocju; to predstavlja toplotne izgube. Pri visji
temperaturi bi bil izkoristek boljsi, a smo pri volframovih Zarnicah omejeni s tempera-
turo talisc¢a 3695 K.

Izkoristek je celo man;jsi, ¢e upoStevamo, da clovesko oko skoraj ne zaznava va-
lovnih dolZin na mejah vidnega spektra. Najbolj je obc¢utljivo na svetlobo z valovno
dolzino 555 nm v intervalu nekako med 480 nm in 650 nm. Pri ra¢unanju svetlobne
jakosti v tem intervalu lahko integral aproksimiramo kar z vrednostjo integranda pri
555 nm, pomnoZeni s Sirino intervala:

X2 =
/ x>e *dx ~ 7l Ax, x=96, Ax =xh—x} =3.
X

Dobimo

Velja: [x3e *dx = —e (x> +3x% + 6x +6)
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Spekter Sonceve svetlobe.

2.5 : -

UV | Visible! Infrared >
T 2
-E Sunlight without atmospheric absorption
(o]
S. 1.5
“G'; 5778K blackbody
Q
g ! Sunligh level

unlight at sea leve
= 50 ’
E 0.5 Atmospheric
= absorption bands
HO cq

500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500

Wavelength (nm)

Slika 78: Spekter son¢ne svetlobe, ki vpada na vrhnjo plast atmosfere (rumena barva), in spek-
ter na morski gladini (rde¢a barva). Crna krivulja ustreza spektru ¢rnega telesa pri temperaturi
5778 K. Oznaceni so intervali valovnih dolzin v UV, vidnem in infrarde¢em podrodju, in po-
drodja, ker prevladuje absorpcija na ra¢un kisika, vodne pare ali CO, v atmosferi. Na ordinati
je prikazana spektralna gostota dj/dA, na abscisi pa valovna dolzina.
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Solar_spectrum_en.svg

Sevanje zvezd. Z merjenjem spektra in jakosti svetlobe, ki prihaja z zvezd, lahko do-
bimo pomembne podatke. Z merjenjem jakosti svetlobe dolo¢imo celoten izsev zvezde
P, = 4mr?j, &e je r oddaljenost zvezde od Zemlje. Iz valovne dolZine, pri kateri ima
porazdelitev po valovnih dolZzinah vrh, izratunamo temperaturo T, = by /Amaks. 12
dobljene temperature povrsja zvezde izracunamo gostoto svetlobnega toka na povrsju
jz = oT?. Konéno lahko iz celotnega izseva (moci), ki ga oddaja zvezda, P, = 47TR§ Jzs
izra¢unamo Se polmer zvezde R, = \/P,/4mj,. (Velikosti zvezde s teleskopom sicer
ne moremo izmeriti.)

Emisivnost. Realna telesa niso ¢rna, zato je izsevani tok manjsi kot pri idealnem ¢r-
nem telesu. Vpeljemo albedo (odbojnost) a kot razmerje med odbito in vpadno jakostjo

svetlobe:

0 Jodbiti

jvpadni .
Velja a = 1 zabelo, a = 0 za ¢rno teloin 0 < a < 1 za sivo telo. Stefanov zakon potem
zapiSemo kot

j=(1—a)oT*=ecT*.
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Faktor ¢ = 1 — a imenujemo emisivnost in je odvisna od valovne dolZine. Emisivnost za
infrardeco svetlobo je za vec¢ino teles zelo blizu vrednosti 1, zato pri sobni temperaturi
vecina teles seva kot ¢rno telo, izjema so le telesa s kovinskim povrsjem.

O tem se prepricamo s poskusom, pri katerem merimo temperaturo pri ohlajanju
vode v ¢rni, beli in kovinski posodi. Temperatura vode v ¢rni in beli posodi pojema
enako hitro; v kovinski pa pocasneje.

Slika 79: Merjenje temperature pri ohlajanje vode v ¢rni, beli in kovinski posodi. Posode se
ohlajajo s sevanjem in s konvekcijo; oddani energijski tok zaradi konvekcije je pri pri vseh treh
posodah enak.

Toplogredni pojav. Toplogredni pojav ali u¢inek, zaradi katerega se Zemlja segreva
na racun plinov v atmosferi, pojasnimo z odvisnostjo absorpcije 0z. emisivnosti od
valovne dolZine svetlobe.

Povrsje Sonca ima temperaturo priblizno 5800 K, zato ima spekter izsevane sve-
tlobe vrh v vidni svetlobi pri valovni dolZini 550 nm. Atmosfera je za vidno svetlobo
skoraj prozorna in 65 % vpadne svetlobe doseze Zemljino povrsje. Povrsje, segreto na
priblizno 300 K, seva infrardeco svetlobo z vrhom pri 10 ym. Pri teh valovnih dolZinah
pride v atmosferi do zelo mocne absorpcije v tako imenovanih toplogrednih plinih. Al-
bedo atmosfere za infrardeco svetlobo je zato blizu 0, emisivnost pa blizu 1. Priblizno
polovico svetlobe se izseva nazaj na Zemljo, druga polovica pa v vesolje. V ravnovesju
— in seveda Zemlja je v ravnovesju — je izsevan energijski tok v vesolje enak vpa-
dnemu. Tok, ki se vrne nazaj na Zemljo, dodatno segreva povrsje. Ocenimo, koliksna
bi bila temperatura povrsja, ¢e v atmosferi ne bi bilo toplogrednih plinov in bi se vsa
svetloba, ki jo seva povrsje, vrnila v vesolje. Gostota vpadnega toka s Sonca, ki doseZe
povrsje, je jo = 1,0 W/m?, celotni tok pa

Pvpadni = jOS = jO7TR2 ’
R je polmer Zemlje. Zemlja bi sevala energijski tok
Poddani = jS' = 0T*47R?,

kjer je T povpre¢na temperatura povr$ja in je S’ = 47R? njegova povrsina; ker povrsje
seva v infrarde¢em podrocju, smo vzeli 2 = 0. V ravnovesju sta oba tokova enaka,
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Pypadni = Poddani; 0d tod izra¢unamo

T i%zZSSKz—lSOC.

Ce v atmosferi ne bi bilo toplogrednih plinov, bi bilo na Zemlji preklemansko mraz. K
sreci, pa Zeljo dodatno ogreva energijski tok, ki ga sevajo toplogredni plini. Toplogre-
dni plini so zato zelo koristni, ¢e jih seveda ni prevec.

el naﬁ?

65% svetlobe s “na Zemljo

Sonca doseze
zemeljsko po

Slika 80: Toplogredni pojav https://prezi.com/59hf-r-prppg/global-warming/
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10.6 Elektroni v kovini

Obravnavamo elektrone v kovini znotraj kocke z robom /. Stanja elektronov aproksi-
miramo s stanji v neskonéni ravni jami. Stevilo stanj je enako kot pri obravnavi fotonov,
zaprtih v Skatlo. Podobno kot fotoni imajo tudi elektroni dve polarizaciji, zato lahko
kar prepiSemo izraz za Stevilo stanj kot funkcijo valovne vektorja. Namesto valovnega
vektorja bomo obravnavali porazdelitev po kineti¢ni energiji. Velja

P2 K n*k dk

= = , dE = .
2m 2m m

Stevilo stanj v intervalu dE je potem enako

2 3
av =" Vogak=v |2E M 4p —vevan, /™ VEE.
T T n? m2h? h?

Stevilo elektronov je potem

3
dN = dN fep(E,T) = V8V2r | = VE dE.

h? e(E—EF)/kBT +1
H L

E E E E
a) g b) d

dE

Slika 81: Fermi-Diracova porazdelitev pri temperaturi 0 (modra) in pri kon¢ni temperaturi
(rdeca): a) diskretna, b) zvezna.

Za razliko od fotonov je Stevilo elektronov v kovini konstantno pri vseh (dovolj
nizkih) temperaturah. Povezano je s Fermijevo energijo Er, saj v limiti T — 0 elektroni
napolnjujejo vsa stanja do Fermijeve energije. Iz znanega Stevila elektronov torej lahko
dolo¢imo Er. Pri absolutni ni¢li je zasedbeno Stevilo 1, ¢e je energija stanja manjSa od
Er,in O, ¢e je ve¢ja. Zato zados¢a, da integriramo le do Ef:

e EF\/— me 2 3/2 m (8mEp\°>/?
N= [dN=vsvam i [7VEdE=vevan, /i 3B :vg( - ) .

Od tod dobimo
W2 [3N\?/3
Er=— () .
8m (NV)
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Stevilo elektronov v kovini je odvisno od $tevila atomov in $tevila elektronov, ki jih v
kovino prispeva posamezen atom. V bakru, denimo, je drugo od teh Stevil kar ena:

Ng
MCu .

mcuy

N:NCUZMC
u

NA - .OCuV

Tu je Mcy masa kilomola bakra, pc, gostota kovine in N4 Avogadrovo Stevilo (na
kilomol). S podatki za baker dobimo Er = 7 eV. Iz normirane gostote porazdelitve

elektronov
wp) - N 3 [E 0
~ NdE ~ 2Ep\ Ep (e(E-Er)/ksT 4 1)

hitro izra¢unamo povprecno kineti¢no energijo elektronov v limiti T — 0:

E— [T EwE dE= 2 F
= | Ew(E)dE = .

u”u

—A;j—Er

Slika 82: Energijski spekter elektronov v kovini: energija 0 ustreza prostemu elektronu zunaj
kovine s kineti¢no energijo 0, A; je izstopno delo in je enako energiji, potrebni da elektron s
kineti¢no energijo Er ravno Se izbijemo iz kovine. Potencialna energija elektronov v jami je
—(Ai + Ep).



