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Ovdje su m i n cijeli brojevi.

m .
Broj + — = iracionalni broj
n

z=x+1y M
=Vl ®
21
B 1

=1
(&)

z,=2, kada je x;=x, i y;=y,

x=rsin¢
y=rsing

z=r (cos @41 sin ) (12)
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¢ je u II kvadrantu, jer je samo u tom kvadrantu sing >0, a cosp < 0.
129o=~4)3, 9.=60°; =180"—60°=120°
2==c0s 120°-+1 sin 120°.
Prema (15):
2%= cos (120°-5) +1sin (120°-5)= cos 600°+ sin 600°= cos 240°+i sin 240°=

13

= — €08 60°—7sin 60°= — — —1— .
2 2

5431
6. 2=t
—2—1

Brojnik i nazivnik mnozimo s kompleksnim brojem koji je konjugiran s obzirom na
nazivnik, tj. s (—2+1), da nazivnik postane realan:

_ G324  —10-6i+51—3 —13—i 13 1

z

(2D (=241  (—27p—(p 411 5 50

U zadacima 7 do 9 uklj. obavi ralunski i graficki naznalene operacije nad zadanim
kompleksnim brojevima.

7. 2=2z1+2,—2;+2; 28 Z;=-345, z,=5+3i, z,=-8+2i, Zy=—4—4i.

z=z+2,—z3t 2= (—34+5+8—4) + (5+3—-2—4)i=6+2i.

Graficko rjeSenje:

ioy

Slika 2
8  zz, za ;=242 i z,=143i

2yzp= (2420 (1431) =242+ 6i—6=—41 8i.

Oa»mmrc vrijednost 2, -z, odredujemo prema formuli (14), koja kazuje da je argument od
212y Y. arg (2,-2,) =@+ ¢, i da je radijus-vektor produkta Ty-Ta

Prema (12) i (12a):
n=+)4¥4=2)2 =23
2

Ba=5=1; =45

r=+T+9=)10=3.2

= N_\.NnAnom 45°+1 sin 45°)

3 2,=}/10 (cos 71,5°+1 sin 71,5°).

tgpe=—=3;0=71°30

T

Prema (14):

21-2,=4|/5 (cos 116,5°+: sin 116,5°).

Graficka konstrukcija (Vidi sl 3).

P=P TPy - 227

Iz sli¢nosti trokuta slijedi:

odatle:

r=r-r,.

Na isti na¢in analiticki 1 graficki iz-

ra¢unaj:

2,°2y 23 2,=3+471 i z,=-—141.
[—7—1].

Odredi na dva nadina kvocijent kom-
pleksnih  brojeva: z;=-—-541217 i

i.o0.y

A

2,

2= —3—41 i prikazi graficki z,, z, V!
. & !
i—. I
2, "
[}

o . . " !
Racunajuéi s logaritamskim ratuna- — 0 2 rox
lom* na jednu decimalu taéno, dobi- -
vamo: Slika 3
1 2, —5412¢ (—5+412:)(—3+47) 15-36:—20:i—48 —33-—-564 13-29i

—_ = = = = =—-1,3-2.2¢
2, —3-41 (=3-40)(-3+47) 9+16 25

I z,=r (cos ¢, + 1 sin p,).

Prema (12a):

=+ 25+144= |/169=13

* Vidi od istog autora: Logaritamsko ratunalo, izdanje Tchnitke knjige, Zagreb, 1967.
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Graficki prikaz:
10 _
log ﬂu_om_\dua log 12 = 0,107918

10
r=|12=1,282.

13.  lzracunaj i prikazi graficki

Vidi sl. 5.

_\INI~.N.
14, Pokazi da je

sin4 =4 sin ¢ cos ¢ —8 sin® ¢ cos g

cos4 =8 cos* p—8cos?p+1. Slika 5

U tu svrhu razvijamo Moivreovu formulu (16)
(cos@+ ising)?=cosnp-+isinnp po binomnoj formuli [vidi Repetitorij elementarne ma-
tematike, formula (48)], pa dobivamo:

n n
cos np-+1sinnp=cos” p+ A ) vnomxs_ pisin @ + A 5 y cos™ 2 g i?sin? g +
n - . n ., - - . ., .
+A 3 v cos”=32 o 12 sin? 0+A 4 v cos"~*pifsin® @+ ... +7cos @i 1sin"~1p 41" sin" .
Kako je prema (9) i2=—1, ®=— i, 1*= +1 itd., dobivamo

cosnept 1 sinne=cos” g+
n . n . qn . n .
+1 A . vnom:l~ ? m_:e\ﬁ 5 w cos"~2 g sin%p —i A 3 u cos" g m.:uﬁ+Aa v cos"4p sin? 9+ ...

Znamo da su dva kompleksna broja jednaka, kad su im jednaki realni i imaginarni
dijelovi, pa imamo:

n

2

n

nOm:ﬂHnom:elﬁ 4

v cos"=2 g sin? p+ h voom:cﬁe sinfp+ .. ..
n

n n .
sinngp= cos" 1 p sin @ — cos"—2 p sin® @+
? 1 ¢ P ¢ ¢ 5

3 unom‘_!,.emw:mﬁ,f....

Kako je

ny n Ia?l_v. n I:?IC?INV.
A_vlf Auv\ 1.2 va 123 ’

Axv n(n—1)(n—2)(n—3)

= EEW itd., uvritenje n=4 u izvedene formule daje

nOwbeHaomhelal.uno%e sin% ¢ +E cos® @ sin® p=
1.2 1-2.3.4

=c0s* o —6 cos? g sin? p+sin! g =cos* p — 6 cos? (| — cos? ¢) + (1 —cos? p)2.

Nakon uredenja dobivamo:

cos 4 =8 cos* p— 8 cos? o+ 1.

4.3.2

sindp=4cos¥psing— ——
¢ ? P 1323

cos ¢ $in® =4 cos® ¢ sin p—4 cos p sind ¢ =

=4 (1 —sin? @) cos ¢ sin p—4 cos ¢ sin’ g.

Nakon uredenja dobivamo:

sin 4 =4 sin ¢ cos ¢ —8 sin® g cos ¢.

15.  Pomoc¢u gore izvedenih formula za cosng i sinn ¢ pokazi da vrijede relacije:
sin3p=3sinp—4sing

cos 3 p=4 cos® ¢p—3 cos ¢.

2¢
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19.

20.

22

m—1_1 1
Ad b) A= lima,=lim ———— =brojnik dijelimo s nazivnikom Nn:-.ﬂmn:ﬁ_ I||VH~

n>oo | npooco 2271 R fem—1) 2
1
jer -0, kad n-—>oco.
Nn:1~
1 1 1 . a1
Ad ) |A—a,l=|1— ~I~§|~ HN»:I-A@M ii 2 >64
ili
22n-1> 28
pa jé
2n—1>6.
QOdatle je
X 7
2n>7 1 n>—
2
pa je
4 odnos 127
= nosno  a,=—.
D=0 O0noRHo 4T s
Pokus:
127 1 1
=g =|1-—|=—=< -
128 128 64

Clanovi niza a, su binomni koeficijenti. Odredi lim ay,.
n— oo

Iz binomnog reda (155):

Upmmtbmat 20D mm=h-- - @Dl
12 1.2:3---n

vidimo da su ti koeficijenti

m m(m—1) m(m—1)(m—2)

1’ 1.2 1.2-3

pa je

mm—1)(m—2)----- [m—(n—1)]
ap= 3
1.2-3 ..-.. n
dok za n=m+1:
8,=0py4,=0, jer je posljednji faktor brojnika [m—(m+1—1)l=m—m=0.

Kako su i svi slijede¢i faktori brojnika, podevii od a,, jednaki nuli, bit ¢e

lim a,=0.
n—00
Pokazi da ne postoji lim a, za niz
n—»oo
a,=14+(—D"

Za ¢&lanove niza neparnog indeksa

lim ay,_,=1+lim (—1)-1=1-1=0,
n-»00 n—>00 -

a za parnog indeksa

lim a,,=1+km (—1)"=141=2

n—>o n—oo -

Zadani niz ima dvije tacke gomilanja 0 i 2 pa nema limesa.

U zadacima 21 do 24 uklj. odredi grani¢ne vrijednosti zadanih nizova, prethodno napisavsi

21.

22.

njihove opée Clanove.

V5175 Vs Va7,

Vidimo da su:

Zadani niz poprima oblik:

18

IR ENER

Opazamo da su eksponenti korijena parni brojevi i da su eksponenti radikanda za 1
manji od eksponenata korijena, pa su neparni brojevi. Slijedi:

2n
a,= |/ 31,
2n—1 L
lim a,=lim 3 ?* =lim 3 =3,
n—00 n—oo n—>00 -
jer je
1
lim —=0.
n—oc M:

5,35 5,34; 5,344; 5,3444; ...

Clanovi zadanog niza priblizne su uzastopne vrijednosti mje$ovitog periodskog razlomka
&ji je period 4, a pretperiod 3.

23
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26.

27.

28.

29.

30.

26

o [LE3 ST+ +@n=1  2n+l
m :+H _ >

n—» oo

gh prema (55)=

n
14+@2n-1]}-
[1+@n=D) 2 2n+1 n? 2n41 . —3n-1
= lim - = lim — = lim =
n—»co n+1 2 n—oo =+— 2 :|+8NA=+~V
1 s
— I
SR VI 3 e 3
=— — lim = brojnik i nazivnik dijelimo sa n=—— lim =——.
2 psroont+l 2 proo 1 2
14— —
n
i 1 1 1 ~+ +AIC.T-
ol T3t T T |
Trazi se granina vrijednost sume (n—1) &lanova geometrijskog niza ¢&iji je prvi €lan
1 o X
a,= 1, dok je kvocijent niza AHIW. pa prema formuli (57) (v. Repititorij elem. mate-
g1 .
matike, § 13, 2.a) S,=q, ] dobivamo:
q—
H n
—— ] -1
o T
L=liml.— % =" jer je lim| —— | =0 prema (21a).
n— 0o H # n— 0o W
||.|— —_—
3
li ﬁ ! + ! + ! + + ! v
m|—+t—+—+ ... F—
§|_+8 1.2 2.3 3.4 A=|Hu§
. . o1 1 1 1 1 1 1 1 1, . .
Uzmemo li u obzir da je mUMIMv ulauM 3 mHMIM itd., dobivamo:
Le i { 1 1 1 1 _+ +_ 1 _.BT _V_
= ——t =t ==+ . ... —— | =1 —— |=L
:waoﬁ N+N u+u 4 n—1 n N0 n) —

R ENCENY,
lim ———
n— oo ﬁ3+wvm

Znamo da je n!=1.2.3.4..-(n—1)-n, pa svaki ¢lan zadanog razlomka moZemo izra-
ziti sa n!

ol D4 +nln+]) . nle+ D+ 2D+ D]
L=1lim = lim _

w4 1) (1+2) (1+3)  mscenl i+ D+ (1 +3)

.

nt3 . 1
=lim —— = lim =0.
n—>oo A!lTNVABATWU nsoo N+2 —
12224324 L 4l
lim .
n—>00 n?®
nn+1)2n+1)

Zbroj kvadrata prvih n prirodnih brojeva mozemo prikazati u obliku F

pa dobivamo:

DR 1 1 1 1 1 .1
L= lim n(rtH@ntD) 1 Lim —.H. A_+Iv ) AN.TIv”_HI.NH , jer ——0,kad n—>o0o.
n n

7n—>00 6 n® 6 nsoo 6 M n

.

¢

s

R N+l sn+l
3. fim o T
7—>00 3n4 5n
3 \n+1
(2]
L=1i 5 5.5 X 3 \n+1 3\n
- T /3w 1 sm 5 jer prema (21a) | — i|—] —0,kad n»>oo.
n—oo _HA v u— 5 - 5 5 )
571l =1} +1
5
1_5n+2
32.  lim ,ul
nsoo 3—35%
1
Lt LSS 52 ~
= fim T S o . i
i Ty ik ek diimo ¢ 31— lim =525, jer £0
3 1
——0 kad n->oco.
M!—
L n n_
2" —1 V2-1 im}2-1
33, lim = lim e _I-1 0 - Lom
oo L noo 7 " IHIMHP jer je prema Am;v“w_v:Sd\ 2—1.
2741 V2+1 1im}z+1
n—oo
4n+2y n+2
34, lim ’F
nrco ATHI_Tn+1 R ) X
- !
35.  lim E
UL
> cee =
36, lim 4 ) 4
:|v8H+ 1 4 1 R | M
37T + ... +W.

U zadacima 37 do 43 uKklj. traZene limese odredi tako da prije prijelaza na limes

podijeli§ svaki ¢lan brojnika i nazivnika s najviSom potencijom promjenljive n.

3 1
7.k 5a%—3n+1|:n® ulﬂn+m 5 .
. awﬂoa _SuﬂhﬁjHMku jer svi ¢lanovi osim 5 teze k 0, kad n—oo.
n n
I3 2
38, lim E
n—r 0 3

n®41

3
Najvida potencija je <xmﬂau. pa svaki ¢lan zadane funkcije dijelimo sa nZ.

1 2 :
. _\ ~+l+_v
L=lim A m_J_(a+ly
n—>w S i 1
1+

né

—4.

27
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I1. Na isti nadin moZe se kadsto odrediti limes kvocijenta koji sadrZi iracionalne izraze.

I11. Tzraze koji sadrZe iracionalne Clanove moramo prethodno racionalizirati uvodenjem
nove promjenljive, ukoliko uspije sve x izraziti sa tom novom promjenljivom.

Py(x) _— . 0

) kad x—a, a uvritenje x=a daje neodredenost o’ treba

X
m

prethodno brojnik i nazivnik zadane razlomljene racionalne funkcije pokratiti jedan
ili viSe puta s binomom (x—a).

IV. Ako se trazi limes

V. Limes iracionalnih funkcija odreduje se na viSe nacina:
1) uvodenjem nove promjenljive iracionalni izraz se svodi na racionalni,
2) iracionalnost se prenosi iz nazivnika u brojnik, ili obratno, iz brojnika u nazivnik.

Zadaci

U zadacima 45 do 49 uklj. odredi grani¢ne vrijednosti zadanih izraza prema pravilu I.

3 5
2 _ =
4. i 2x3—3x%2—5 |:x® i x X 2 3 5 7 .8 0kad
. mm — =um ——=— er ——, ——, —— 1 ——> —>00,
i SP—Tx+8 i soew. T 8 50 TR T @ Tl mlradx
S5——+— —
x2 X8
5 5 1
_ 2x*45x—1 o TR Te 2
46. lim ——— = brojnik i nazivnik podijelimo sa x2=lim — = —=co0,
x—>00 4x—9 X—+00 4 9 0
x x?
3 1 5
llll_lcl
. 3x3—x45 C . oox o x* xt 0
47. lim ——————= brojnik i nazivnik podijelimo sa x*= lim =—=0.
x>0 2x8—3x—7 o 3 7 2 -
2 xt
(4x2—52 (2x-—-7)*
4252 (2 x—T)F . @ o
48, tim OFTQE=DE ik i nazivnik podijelimo sa x*= lim -
X—>00 8x*—3 x—>00 8 3
x°
Aaxnlm 2 ANxIQVu
. x2 v x 1 5\2 7\° 1
= lim =— lim Allv J2——| |=—=-16-32=64.
XxX—00 w m n—o0 ku x m -
e
2x4+3®(3x—2)*
49. lim——M——. 72
x>0 x5+5 (72]

U zadacima 50 do 54 uklj. odredi granine vrijednosti prema pravilu II.

x® 1
3 —4— 3
. —\.«u+:“x . BB X 1 1
50. lim—— =lim — = 1lim —4+—=0.
X—>00 .x.._..u _“k Xx—00 1 X500 X ku -
14—
x
30

51.
~+w
2 3. x
2. tim Iy o
X—> oo 3 X500 3
u+<ﬂ_"x 1
1+l =
x..u
C VeEri 4=
T Gk £ : -1
x—>00 &
_\ku+xlx
. 5x2—4
54. lim

x>

2o z]

U zadcima 55 do 64 uklj. odredi granine vrijednosti zadanih izraza prema pravilu III

3  ——
1 —1

55, tim JFETD

=0 JT3x—1

0
Uvritenje x=0 daje neodredenost oblika e Stavimo 1+x=¢® i uzmimo u obzir da
t—>1 kad x—0.
(A t+ 1) (-1
L=1lim _H=E EH:B t+1 HM.
=1 8—1 (=D (B+e+1) g B4+l 3

. (x—1)2 . . 0 .
56. lim ——— =(uvritenje x=1 daje o stavimo x=13, pa 71 kad x»1)=

x—>1 3

Jr—2)z+1

Gt I e A G TS
=lim =1 =lim (2 P—32—
o P21 1 @1 P
V-3 . : $ -8
57.  lim ———= (stavimo x=123=¢%; kad x»64, TvEHNVH:B =
X643 nlvw~n|A
Ve-a |
L @2y (e242e4+4) 0 242144 12
=lim =lim =—=3.
2 (—=2)(t+2) -2 t+2 4 -

JTFx—1
8. fim So*1

=(14x=12 odatle x=1*—1, dok je t=}T+x, pa t-»1 kad x—0)=
x>0 x2
t—1 t—1
~Iim ~lim ~lim 1!
=1 (B g (121 g G4+ 12(—1) 0

=00,

31
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34
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sindx ) 0 {3-4xsindx\ _ |4 4x
hm — = uvritenje x=0 daje —=Iim c— =lim | — — =
x—0 Sin 3x 0 xu0\3-4xsin3x) xoo| 3 sin3x
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. sindx
4 TS a1 4
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Xx—00 X x—>o00 1 x ) u—0 U
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. tgax . a tgax . tgax
lim =lm|—- =alim = a (prema zadatku 71).
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x—0 X

X L.x AN
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. 2 1 . 2 1. 2
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2 2
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1] 2 1 1
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2 | xs0 x 2 2
2
X L X . X
2sin?— |:2 sin2— sin—
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2 2

82.

83.

84.
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™

87. lim

3*

1— cos .
lim X lim 2 : 2
x=0 x?

.. sinx—sina
lim
x—+a X—a-

=prema poznatoj trigonometrijskoj formulj [v. Repetitorij elem. mat.,
x+a | x—a
NnOmlN!mza
formula (31)] = lim 2 i rta 2

x>a x—a 1:2

_.N X—a

=cos a-1=cos a.

Na isti nadin izradunaj, uz primjenu trigonometrijske formule 33
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101.

102.

103.

104.

105.

38

lim ([ 2+1—x)

x—++o00

Moramo uzeti posebno:

31— 2 2 — x2
« lim Q\Hmlxvu lim Qx + xv@x +_+xv — lim x24+1—x _
x—+00 x—»+ 00 _\ Nm+—+.& X+ + o0 Hn+~+k

. 1
=lim —— =

1
—=0.
>t @i T4x © =

B) lim @ Hu+_|av"8+oo”\o|n.: )

x——00

im (e 7 V=17

3 3
Ozna¢imo li prvi ¢lan _\Ax+_v» sa a, adrugi _\Cﬁl_vw sa b, dobivamo prema

a®—b®

a*—b*=(a—b) (a®+ab+b?) da je a—b=—
) ( ) j b

. Prema tome:
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X—>00 3
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lim (J—5x+6—x). ﬁ J

[+o0].

{0].

106.

107.

108.

109.

X
lim (1—x) tg Mﬂmcﬁwa:mm x=1 daje neodredenost oblika- 0- 0o, zadanu funkciju tréba
x—1

X
Clkv.mmbm 0
prikazati u obliku razlomka) = lim IHA:S.WS:W x=1 daje oblik Ivu
x—=>1 T 0
oS —
N T
Za-

R l—x . 7mx | —x . 1—x 2 NA %)
=lim -lim sin — = lim -1=1lim =lim—. =
x—1 nomnx x> 1 2 xi_mm: T wX xl_m. nm_ ) x=>1T7 b | )

- = in —(1— Z (11—
5 5732 n 2 X sin 2 (1-x

2 1 2 2
= ————— =prema §6)=—-1=—,

b4 .7 7T T

sin — (1 —x) -
A 2
lim
x>1 7
— (1—x
2 (1—x)

Rijesi isti zadatak na drugi naéin i to pomoc¢u nove promjenljive t, supstituirajuéi 1 —x=t¢,
pri éemu uzmi u obzir da r-»0, kad x—1.

Fy
lim hllxv tg x=(opet imamo neodredenost oblika 0-oco, prelazimo na razlomak)=
a .

2
xlvM
g .
(dJams L
=1lim ||Hﬁwmn_ imamo neodredenost oblika — |=
x COS x 0
x— 5
T
— —x |sinx
h 2 v sin x 1
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z r x> sin ﬁn x b=
= o >z -
5 sin 3 x > 5
™
——x
2
x X x
sin — x-sin — sin —-
x n n . n
lim hz.mmslvﬂza = lim =x lim =x-1=x
n—co n n—> 1 n—oo X n»w X -
" n n
lim (x-ctg 2 x). [a}.
x—0

c. NEODREDENOSTI OBLIKA 1® i NEKIH DRUGIH

Uputa

Pri rjeSavanju neodredenosti navedenog oblika Cesto se sluzimo formulama:

1) 1
lim h_+|v =lim (1 4x)*=e=271828 ... 2)
X

x> 00 x—0
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2 ] . 2x+1 o 2x+1 B
120. lim hx +~wx 131. lim [InQ2x+1)—In(x+2)]=1im (In = prema (87b) =In| lim —— |=

Y [e]. . roroo R xmsc0 X+2
x—>00 \X
52 1
2x x _ .1”
121, lim Alv . {Yel. =In| lim =1n2.
x>0 \2Xx—3 ulvoo_+m
x
1y
122, lim T.T\w . [+90, kad x—++00; 0 kad x— —o0].
x>+ oo X 1
132. lim(l+sinx)*.
123 _.v AX&|N»\+_ x M J x-+0
obm | —— €
x>00 xNIAR+N¥ 133 B «kﬁlmx.*.uvz“u ..
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1 x
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x> x .
125. lim (14cosx)2secx, [e2).
klvw
126. Iim (14 3tgx)ctéx, [e3).

127. lim (sinx)'&x. - L 1 !
x T_m: se da je sin x=——— %

3 Vet |

2

Ix4 2\ [ 3x420 ; 3w
128. lim ﬁfrv nTa R’Jrg = tim—Z% uﬁlv )

xs00 \Ix—7 x> Sx—7

uxu u .
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x> \ 5 5
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x—0 X

>

1 1
=lim —Hl In (1 +RLH 0 -0=limln (I 4+ x)* =[za x=0 dobivamo novu neodredenost |®

x>0 X x—0

a prema (87b) mozemo pisati, uzevi u obzir da je logaritamska funkcija neprekinuta] =

L |
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Slijedi:
s=1,34 t+s,. {(a)
Da odredimo s, uvrstimo u (a) s=43,4 cm i t=20s:

43,4=1,34-20+s,,
a odatle
50=43,4—26,8=16,6 cm.

Trazena jednadiba zadanog jednolikog gibanja glasi:

5=1,34 t416,6.

140. Napon u vodu opada jednoliko (linearno). Na pocetku pokusa napon je iznosio 12
volta, 2 na kraju pokusa, koji je trajao 8 s, pao je do 6,4 volta. Izrazi napon V kao
funkcija vremena ¢ i prikazi ga graficki.

[V=100—0,71].
b. KVADRATNE FUNKCIJE
Formule
T y=a, kn+§nk+be Aqu
2 2
*tpxtg= Axﬁmv — AWV +q. (34)

Zadaci

U zadacima 141 do 147 uklj. konstruiraj grafove zadanih kvadratnih funkcija, prethodno
odredivsi najvecu, odnosno najmanju vrijednost funkcije, tj. koordinate vrha parabole,
te nul-tacke funkcije.

141. y=4x24+4x-3.
Prema (34):

NN T SR
evxx,A\xNvMAv

pa je:
1 2
=4lx+—| —4.
g T Nv

Bududi da je koeficijent od x® pozitivan (4), parabola je otvorena prema gore, pa

funkcija ima najmanju vrijednost y=—4 i to za RHIWV kako se to vidi iz jednadibe
krivulje.
Koordinate vrha
1% lh“ Lu.
2

46

Odredimo nul-tacke funkcije, tj. sjeciSta krivulje s osi X:

Y
y=0; 4x2+4x—3=0
—4+ 16748  —4+8 X
Xy,2= = 1 1
8 8 2
1 3 P
M_"M 5 Rm“lM /w.a
+
Pokus: 2’.
«
xx, ] A_ 3 1 ]
.RQ“ =\l |=— -
2 2\2 2 2
. 1 .
Uvrtenje erIM u y=4x*+4x—3 daje
RIS S
PETETYR TS
Za
x=0 y=-3. Slika 7
Konstuiramo graf zadane funkcije, tj. parabolu kojoj je os simetrije okomita na os X.
Vidi sl. 7.
142. y=6+4+x—x2 (@)
Prema (34):
(x?—x—6) A _VN L ¢
= (x2—x—6)=— | {x—=—] ———
YT 2) 3
h _v~+mm
y=-—|x M : Mv
pa je:
.,<.m+_ 6
(rtvel).

Budu¢i da je u (a) koeficijent od x* ne-
gativan (—1), parabola je otvorena prema
dolje, pa funkcija ima najveéu vrijednost

oL 1
=6— 110 2za xX=—.
Y=o

2
Nul-tacke:
y=0, tj. 6+x—x2=0.
Odatle
Slika 8 xy=—2; x,=3.
Pokus:
rN+Q| 1 )
=g IM
1 1
u€ﬂm+MIMHmM.
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150.

50

Uvritenje u (2) daje 151. U istokralni trokut baze a i visine v upisan je pravokutnik kako je to prikazano na

P=2nr(50-2r),
ih

=—4n7r24+100n 7. (¢)
Plast valjka prikazan je kao kvadratna funkcija polumjera r baze s negativnim koefici-

jentom od r? (—4n), pa ¢e koordinate vrha parabole dati traZene dimenzije valjka, uz
maksimalni plast P,

Iz (¢) slijedi:

25\* 625 . 25\
P=—4x (r2—25r), ili P=—-drn|lr——| — —1|, ili P=—4n Anl .lv + 625 m.
2 4 2
Slijedi:
25

Za r= 3 cm Praxe=625m cm?

Prema (b)
v=50—25=25 cm

Kako je 2r=v, zakljutujemo da od svih valjaka zadanog opsega osnog presjeka najveci
plast ima valjak Ciji je osni presjek kvadrat.

Tijelo se sastoji od uspravnog kruZnog valjka na kojem se nalazi stoZac iste osnovice.
Kut kod vrha sto$ca iznosi 60°, a opseg osnog presjeka tijela 100 cm. Kakav mora
biti polumjer baze valjka, odnosno sto3ca, da plait tijela bude 3$to veéi?
Prema slici 13:
2x+2y+25s=100 60°
ot
x x s/ S
S=———=—=2x, (3 |
sin 30° 1 |
— o I
2 60 i
pa je x 1o
2x+2y+4x=100, |
. |
il y | y
3x+y=>50. (b) “
. I
Kako je plast valjka P,=2xmy, a sto§ca P,=x rs, dobivamo | 152.
s obzirom na (a) i (b): "
P=P+P,=27x(50—-3x)+n x-2x, X X
ili Slika 13

P=—4r(x*—25x).
Prema (34):

ili

25\2
=—4nr TIMV +625 .

Tijelo ima najveéi plait P=625mcm? za x=12,5cm

4

slici 14. Kolika mora biti visina y pravokutnika da njegova povrsina P bude §to veéa?
Prema slici 14:

P=2xy. @ A
Iz sli¢nosti trokuta BED i DCA slijedi: 1
] v-y
(- ﬁ
——x|ix=y:(v—y). vyl
2 g x C X
. t
Odatle: y ! g
(3o “
5 X W—y)=xy, {
2 B¢ a
i 53X 3 a 2%
av a N Slika 14
——vx——ytxy=xy,
2 5 y y=xy
a odatle
a
== (v—y). : (b)
2v
Uvritenje u (a) daje:
a .
P =% G v—y9).
Odatle prema (34):
P a v\2 o2 1 P a A v N+ae
= —_ ] —= ili =——ly—— —.
v Nv 4 P72 v 4
. . . av .. v e s
Pravokutnik ima najveéu povrinu %HM za visinu QHMH polovini visine trokuta.
Pokus: y
v a
QHINJ x=prema ASHM B(0,b) ™~
////Q
v a av ﬁu/ P
P=2.— —=_—, /// Jy
2 4 4 HTiny)
b - /
Na pravcu y=x odredi tatku T tako da 8y~ /
zbroj kvadrata udaljenosti te tacke od ta- 47 d:\
taka 4 (—a, 0), B (0, b) i C (a, 0) bude 7 !
§to manji. g \
3 —i -a a d—
Prema formuli za kvadrat medusobne u- Al-a,0) g Cla,0) X
daljenosti dviju tataka d2=(x, —x,)% +
+ (¥, — )% i slici 15 dobivamo: Slika 15

di+di +d3=[dd]=(x+af 432 (r—a)f -yt 4 x -+ (y = B)P=3x4 32— 2b y £ 202+ 82,
a kako tatka T lezi na pravcu y=x, dobivamo uvrstivii x mjesto y:
[dd)=6x2—2bx+ 2a% 4+ b2,
il
E&ﬂa:kIWv»lwwlvg .
6 36 6
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Na slici 19 vidimo da su apscise sjecista 4 i B x=—1 i x,=2,5 traZena rjedenja
zadane jednadzbe.

y )
15 ~————=—---- (2]
i "
1 X
" I
b [ y
o} |
4 i
i (O
& ! + -
o
> |
1 .
! 0 "t
P\ VAP !
N "
1 — 1
-1 0 1 25 «x
Slika 19 Slika 20
160. x2+x+1=0
x2=—x—1

»n=x% y,=—x—1.

Na slici 20 vidimo da se parabola i pravac ne sijeku, pa nemaju tataka jednakih koordinata.

Slijedi: jednadZba nema realnih rjeSenja.

161. x2—x—2,25=0. [x,=—1,1; x,=2,1].

3
xHHR»HM .

[nema reainih rjedenja}.

162. —4x?+412x—9=0.
163. 3x2—8x+7=0.

c. KUBNE FUNKCIJE

Formula
Opéa kubna funkcija

y=a3x°+a,x*+a x+a,
Zadaci
U zadacima 164 do 169 uklj. konstruiraj grafove zadanih kubnih funkcija.
164. y=— Rlu
2

1 3 .
y(—x)= -3 (—x)*= +xM = —9(x) neparna funkcija, graf je simetri¢an s obzirom na

ishodiste 0.

54

165.

%2
Nul-tagke: y=0; -3= 0; x3=0 %1, 9,3=0 trostruka nul-tatka,

odnosno tacka infleksije. Graf funkcije sijete i dira os X prelazeéi iz konkavnog dijela
u konveksni.

lim y= F oo.

x— 4 00
Izratunajmo nekoliko tadaka:

za x= %1 =F —

Y 2

za x=%2 y=7%4
Vidi sl. 21.

———
——
|
|
I
(B
{
|
|
i
I
|
|
|
1

2Fk--—

y=-%

F g S
N fr——m m e m e —

!
I
"
t
1

Slika 21 Slika 22

y=—x343x2,
Nul-tacke:
y=0; —x343x?=0
—x2(x—3)=0
x;, =0 dvostruka nul-tatka, u kojoj graf funkcije dira os X.
x—3=0, x,=0 jednostruka, graf sijete os X.

Znamo da se za velike |x| polinom vlada kao njegov najvisi ¢lan, pa je
lim y = Iim(—x¥)=+400; lim y = lim (—x%)= —o0,
x—>—00  x—>—00 x—+>+00 x—>+00

Ra¢unamo:

za x=-—2 y=20-
=—1 y=4
x=1 y=2 ’
x=2  y=4
Vidi sl. 22.
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! . x+x—6

174, y=—u—. 176, y="——"_—
T Y=y
Nul-tataka nema, jer je brojnik konstanta. Polovi: y=o00 za (1—x)?=0, odnosno za. RJOLGQ&F xB+x—6=0,1. 28 x;=—3 i x,=2 y=oco kad je (x+2)2=0, tj. x, ,=—2
po! reda.
(I-x)(1—-x)=0, Yy
. J 1 6 e U |y
pa je x; ,=1 pol IT reda. x=1 _+HIM ] T
1 - . .
lim y= lim ——=1.
Z =0 = “ x—+ oo x>+ 0 4 4 — } : \
ax y=L | I+—4— 3 -1 0 1,772 X
. 1 x k.n
lim li ! 0 “ .
y= lm ——=0. t R
x>+ 00 xlvwnooA—IRvu | Za x=0 Q"(M”IWW -
“ 4 2 g- Y24 x-6
Vidi sl. 26. ! =1 lx+2]%
s ! 95110 za x=—1 y=—6,
i
Opisi tok funkcije. !
P cije ¢ " Vidi sl. 28.
! _
175. y= . Opisi tok funkcije.
x*—4 ! _ P ! Slika 28
L 0 1l 2 X
370, jer je brojnik konstanta. Slika 26
x2—~9
. . i 177, y= ———.
y=oo kad je nazivnik x2—4=0, tj. za x,;=2 i x,=—2. To su dva pola I reda. 2—2x—3 . Ly
!
. x=-h
! ; Rastavivii brojnik i nazivnik u li- !
Za x=0 == :M. y=0. nearne faktore dobivamo: ;
X— o0
i
1 o . e o) :
QAI»‘VHH»I&H% (x) — funkciju je parna, pa je njen graf simetri¢an na osi Y. r= (x—=3)(x+1) ’ “
I
. |
Vidi sl. 27. . < © x43 +
Opisi tok funkcije, S T "
i
! Yy | y=0 za x=—3; y=o00 za x=—1. "
i i
! t 1
! I lim y=1. Za x=0 y=3. !
“ku|N XMN“ x>t o |
| ' i
|
1
I . _ Vidi sl. 29., “
_ T ! _
| i
__ ! Slika 29
! ;
~2] ] + + “ _
_ 1 N" 3 X 178, ewa ux+~.
“ " x$—4x43
] ;.
_ y=—5l ! U zadatku 66 pokazali smo da brojnik i nazivnik imaju zajednicki faktor (x—1)%, pa
| x%-4 ' kraéenje daje:
! ) x+2
Slika 27 . Y et 2x43”
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.Nu
1—x2

Kako je eksponent korijena paran, funkcija y definirana je samo za one x za koje je
radikand

185, y=

2
* o
1—x2

=

Nari§imo priblizno graf radikanda y,.
y=0 za x*=0, tj. x, ,=0 dvostruka je nul-tatka.

y=o00 za 1-%%=0, tj x;=—1 i x,=1 dva su pola radikanda y,.
. . 1
im y;= lim ——=—1.
X—+ oo x~>4 00 1 1
: G

y(—x)=y(x)—funkcija y, je parna, pa je graf simetrian s obzirom na os Y.

Na sl. 33 vidimo da je radikand konaan i pozitivan samo za —1<x< +1, pa je zadana
4

funkcija y= ﬁ\. *_ definirana u intervalu: 1 <x<+1.
1—x2? .
186 N\xulfl.a
. y= 2
! [}
I |
- _Xx? !
_ " Y= T-x2 “
| ! 1
AT/ |
" T e T
_® @. @ n
Lw 0 t X ! 1
——}
o . © S o
||||| S 5 A ol el
]
®_ "® | ] i
| | !
| | i
|
| “ \un\.Nl“ -
| 1
1 “ |
| !
! _ 1
Slika 33 Slika 34
. N . x2—4x+4
Zadana funkcija y definirana je u podru&u u kojem je radikand v._nnlm =0.
x2—

Prikazimo graficki y,.
»,=0, kad je x2—4x+4=0, 4. za Xy,0=
=00, kad je x3—2=0, tj. za x,, =+ ) 2= +1,41.

Hm y,=1; za x=0 y,=-—2.
X~ 4o

Na slici 34 vidimo da je zadana funkcija y definirana u podrugjima:

—0<x< — j i _\INANALTS.

62

187. y= =51 6x—=.

Na ovom primjeru pokaZimo kako se odreduje podru¢je definiciie pomoéu sustava
nejednadzbi.
Zadana funkcija y prima realne vrijednosti, ako je radikand:

—x246x—520]-(—1)

x2—6x+5<0,

ili uzevdi' u obzir da su nul-tatke radikanda x,=1 i x,=5:

(x—1) (x—5)<0. (a)

Umnozak dvaju mnozitelja negativan je, kad su mnoZitelji razli¢itog predznaka, pa iz (a)
slijedi:

11 pa je v taj sustav je nespojiv. -

Shijedi da je 1<x<5 podrugje definicije zadane funkcije y.

5
188. y= cmk»+uxlno. ﬁlooAkMIA i MNA+8~ .

2
1
<x<—|.
2

189. y= vulaRIAk» —l

N w

[x=01i l<x<+ o).
<I [0<x <+ o].
x3

192. y=— [—oo<x<0; 0<x< 4 c0].

D. Luéna mjera kuta. Trigonometrijske funkcije

Formule
180°
a=p-arca; p°= =57°296...=57,3° 37
k9
arc a=— : (38)
4

Radijant p=>57°17"45"" = 3438’ =206265"" 39
l=r.arco. ’ (40)

63




|
|

$9

P Lo =ug| F=x ogeF =ug| F="% 7=y w
LT T =2 F="% =7 ez 0= o=% ez
{wWofeunel ypisuwetleSoy s oweuney
BREAU T 0=y 3 2ApS ‘uy | F=x

_ o ) (ns ed ox 1uswindie ewr e(dyunj euepeZ
T T T0=% 3 2(p8 ‘ay=4~"gz (=2 UIs 3l ep OWEUZ "3(I>YUN] SUBPEZ IYEI-[NU owpaIpQ

{4+ =41 [— =« eoeaeid npswzr 33 1ezd[ >{OYUNJ JUEpEZ
B13 ‘1 + 1 |— npawzr 2z3] ewawndie Boufesl Jaloy O[lq ®esSNUIS MSOUPS(LIA  OYEY
‘X sO BU

woltzqo s uednauwits aloyuny jeid of ed x uls=z(x —) uls 3f 13( ‘euied 3f BlOyuUnJ

X uls=4 afyuny Jeid (elnIsuoy

o m
AHI\N Mv EmmH\n“uaox:Euﬁm._m._._m:%.k..»ﬂmam_:uw:

-Ipiooy eu wolizqo s ed ‘g=4« oseaerd wzn ,x so nupowod 7 “EnaDg

.Aw|xmvém+~!«
x 4

L _ 9 £
= ;IAN._IIT .Aﬂlawuwcﬂﬂua
g . - £ ]

T vl dae=(9-7) ore=g=u .qm.Nnm mmuw‘ (C+xg)usg=4

(3 v “p § ‘eluoinaday orp [ :Ipa
BUBIINIISUOY UREN) 'nzej nuidgod 1 porrad ‘nprundwe I1SAIP3IPO oupoyiaid ‘efroyuny
upRluowley yruepez saojerd  pouad uepal ez (ennsuoy PR [0z — 6] EBWIOEPEZ

9}NBWIRW ISIA ZI 10epez [uasalry :uasdv ‘g ¢

4V

102

002

‘661

n

BT
T+ 1 u Rsd =y
: *9
nzej  nixxuny ousoupo ‘powrad ‘nprurdwe ngua n{djuny ez 1paipo uigeu 1St eN 861
xz ! st
[4
= 23 vd
IR Rt

[4 4 4
,A|+lu uis = AWINV,TP»W :SHAW1W S0 —
[ Pox €l 1 x

: :OWeAIqOp (©+,0L7) UIS=X SOO— BUIAI]
noyung-snuis ey zepfud  owiziaze ‘afyuny suepez ¥ nzey nusgod owrIpaipo e

_ k4
up d — | -_—
fe=—=f fuyp=— =g J=
I I 4 =v
. fT T
1(Z6) ewaid owearqop I_.IM $05— =4 mi{qo N N{LYunj nuepez 1saesideN

-3{yuny suepez u nzejy nuidod i [ nOUAYSY ousoupo ‘J pouad ‘p npnujdwe IpaIpO

. L 500 — =A
[—x

Up+ SXSUp— eZ aEf_ F=«€ 1 xuis=4«

{B(UNJ] 3A0JEI3 TARISOS WIOUIBUIPIOOY WIOIST N ISLIEN

‘(elo1q euredsu ([ +¥z) e ‘euted eyeuzo o y7) - FC¢F ‘| F ‘0=¥ of 3p3
T+ fuy7]

3(101urjop e[earsiul 30UalOAIBZ
nytjgo n nezejud oylen{n owszow x Em\ﬁna e{oyunj euepez 3l w0} N J[EAINUL 3] IAS

PU UC—SASUp— BZ fu— SXSUT-— BZ
1x duAnedau ez ®
PN UGS xS up ez 3fep
‘UCSxSug ez ‘(1 ‘niuBipeAy JA ! A n affep
‘usxs(0 ez "1 ‘njuelpeay I L [ n Q€ X uis

‘owrruz oyed ‘Inu yeupsl
ousoupo ‘ueanizod x ufs puejipel 3 2(0Y Bz X duo ez 3l eueluljop e{OMunj euepez

xuts)| =«

sloyuny dfworuyap alpnipod 1paipQ

‘Twy opee=,0¢ o1e-y =1l
*,0€ 1souzi elsafwl yu eutng ynysjeidosd eyijzes
oYe ‘Isoua(fepn RNuqoOsSNpaul NAOYIU f{eundelz] ‘NUelIpUdW WOISI BU 3ZI[ BISAIW BA(T

— ¥ 1
¢¢ BIS uny ocmm1..r,, : |_, - 0LE9 =]
2 TOWRAIQOp UIY (LE9 =Y 1§A9ZN I
qm - .09 803-y = (&) swaid =_Sporei=]
1souz! 1sous({epn euszen (Op) swaid ed
Bles p7
o CSp=—"-"T"—"
4 ¥ B1BS € - ,09€
> Y eleAo3po BIES p PO NUSWIIIA N PIjZey
-a[8ny sutfjuaz Ia(wnjod y I 3(p3
J J
N (&) ‘b 500 y=u

spofered 1afumjod 3( ep owlpia ¢f OIS BN
‘eles € ISOUZI BUUNSI{W W N BUSWSIA eYIjZEeI Oje 7 IsOud(f
-3(fepn nugosnpaw naoyiu f(eungerzj °',09=¢% aurns 1arered (ois eu 3z3] eISA(W BA(T

1oepeZ

v9

L6l

961

S61

v6l

‘€6l



R - . .
Znamo da je sin x=+1 za x= 3 42 kw, a za na$ primjer

sinx®=+1 za x==+ _\ w.+:ﬂ gdie je k=0, 1,2, 3,.. ..

. S 5m
T l -
F“O” H-.»"H‘M”H_VNMM w"—u Ru.n“n_u M‘Nuwo -ﬂﬂ.

/3 L.
sinx?=—1 za x = + ‘_‘ ,Mn+m\~:v gdje je 2=0,1,2,...
I
_\ 3 . _ —\ Im_ .
za k=0: x,,=4 MAHHNL.: 28 k=1: Xu==% 5 3,32

Slika 36

Risemo graf. Vidi sl. 36. (Prikazan je samo dio grafa i to za x >0, za x<<0 graf se do-

biva zrcaljenjem narisanog dijela na osi Y.)

203. Na slidan natin konstruiranoj graf funkcije V.H&HL\M

E. Eksponencijalne funkcije
Zadaci

U zadacima 204 do 208 uklj. konstruiraj grafove zadanih funkcija.

1
204, y=erti,

Kako eksponent ! funkcije ima pol I reda u nul-tatki nazivnika, tj. za
x+1 ]
funkcija y je u toj tatki prekinuta.
Racunamo: lim vy, tj. kad x teZi prema —1 zdesna, a zatim
x—>—1+0

lim y, tj. kad x teZi prema —1 slijeva,
X—>—1—0

66

Dobivamo:

! ]
lim =400 i lm ——=—_oo,
x>»—1+0 x+1 x>—1—0 Xx+1

|
|
1) =
nari§i graf funkcije y= y=e !
x+1 “
1 | &
paje lim et =¢w=0co, |
x—>—140 |
o 1 _
a lim NN+_”NISI.|1|A||O. |
x—-+—1—0 e*

Dalje imamo: za. x=0 y=e¢ i

1
lim e*tl=¢°=]
X—>+ oo

Vidi sl 37.

Flika 37

Vidimo da zadana funkcija ima za x=—1 tatku diskontinuiteta (prekinutosti) druge
vrste, jer limes zdesna ne postoji (vidi § 8,I).

205 y= -~ 1.
2% 4]

Funkcija je definirana za sve x, jer je nazivnik razli&it od nule-za sve x, dok je brojnik
konacan.

Pokazimo da je funkcija prekinuta za x=0. U tu svrhu podijelimo brojnik s nazivnikom,
tj. prikazimo funkciju u obliku:
2

vl
2x41
1 odredimo grani¢ne vrijednosti Y, pustivii da x—»+0, tj. teZi k nuli pozitivnim vrijed-
nostima (zdesna), i da x—~—0, tj, te¥i k nuli negativnim vrijednostima (slijeva).

Dobivamo:
Yy 2
fm [1——— =1_0=1,
1 1 o 3
y= -1 2% 41
1
2%+ 1
jer je lim 2% =oo,
" -1 x>+0
“ ' 7 ; 7 x dok je:
. 2
lim [1— =1-2=—1,
x—+—0 2
1Y 2* 41
Slika 38 - . . <
jer je lim 2* =0,
T x—>—0
. 2 2
Uzevdi jo§ u obzir da je lim _I|_l|| H_!Muov rifemo graf zadane funkcije.
x—>4 o 1
2x +1
Vidi sl. 38.
5o 67
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Uvritenje x,=x,=x u formule adicije daje hiperbolne funkcije dvostrukog kuta: Hiperbola:

sh 2x=2shx ch
2= shx chx istostrana: a=b. Za a=b=1 dobivamo:

ch 2x=ch?x+sh2x (65)
x=cht + (69)
2 thx —oo< t <+ o0,
th 2x=— . y=shi]}
1+ th2x
Iz (61) slijedi: ) . . x=acht
z (61) shj chtx—shixt | raznostrana: g% b: . y—bsht —c0< t <oo. (69a)
i
sh?x=ch®x—1
Uvrstenje u (65) daje:
ch 2x=ch?x+chix—1=2 chx—1, Zadaci
pa je: ch 2t 1 210. Jednadzba zadane krivulje u parametarskom obliku glasi:
ZX T
chix=—" (65)
2 x=2+5cost
i
ch2x+1 . ¢ y=—3+5sinz
sh2x + 1 H\N R
odatle: Koja je to krivulja i leze li tacka T, (5, 1) na toj krivulji?
b2 _ch2x-1 65y : Usporedimo li jednadzbu zadane krivulje s jednadZbom (67a), vidimo da ta jednadiba
shix=—— : (65) predotuje krpZnicu polumjera r=15 sa srediStem u S(2,—3). Uvritenje x=51i y=1u
- zadane jednadibe daje:
Yy
5=2+5cost
G. Funkcije zadane parametarski l1=—3+5sint
Odatle:
x
Formule 3|2
cosl=—
Op¢i oblik: 5
4|+
=x (1 .
x=x () LIS, ’ (66) m::HW
y=y (@)
Kruznica ’ . - 9 16
cos?t+sin?t=—+4+—=1.
+ 25 25
distem u S (0,0): TSt cicom 67
1 ,0): < . . Y - .
5 ore y=rsint Zadana tacka leZi na kruZnici! Vidi sl. 40. Slika 40
) =p+rcost
sa srediStem u S(p, q): *=p i “o << 2m, (67a)
y=g+rsint 211. Koja je krivulja odredena jednad?bama:
Elipsa x=2cost
=acost =2si
sa sredistem u S (0,0): T o<t <om, (68) y=2sint
y=bsint B .
ilesi li tagka T, (2, 3) na toj krivulji?
dist S Pt o (682)
a srediste Q) < . E . .. .-
sa srediStem u S (p, ¢ y=q+bsint [KruZnica r=2; S(0,0); T, ne leZi na to kruZnici]
71
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222.

223.

224.

225.

74

ili, ako oznaCimo kao obi¢no funkciju sa y,.a argument sa x, dobivamo traZenu inver-
znu funkciju u obliku:

y=14 vk+_.

Dobivena funkcija inverzna je s 3
obzirom na zadanu, jer uvrStenje N
(a) u zadanu funkciju daje: N 2

G4 VE) 2G4 VrED)=y. ‘ .

|
]

!

1

1

. I . l
Dok je zadana funkcija jednoznaéna N AN N |
!

|

i

]

'

1

() v +

i definirana za sve x, inverzna je NI > A
funkcija dvoznacna i definirana pre-
ma (b) za x+1 =0, tj. u intervalu
—1=x<+4o0. Vidi sliku 41, na
kojoj je graf inverzne funkcije do-
biven zrcaljenjem grafa zadane funk- INS N \ .
cije na pravcu y=x. N N

vit-1)
Slika 41

y= =+

Odatle: y3=x%+1 pa je:

x=+ 35—1 ili y=4 [x—1.

Dok je zadana funkcija jednozna¢na i definirana za sve x, inverzna je funkcija dvoznatna
i definirana za x*—1>0, tj. za 1<x <+ 0.

1 iy . .. .. x—1
eH_ uz graficki prikaz zadane i inverzne funkcije e"’%
—x x

. g - . 1—x . .
Pokazi analiti¢ki i graficki da se funkcija v.Hl_ n podudara sa svojom inverznom funkcijom.
X
g IR
= . x
Y T+x

y(I+x)=1—x,
ili

.2+vﬁ<‘~+k”°u

odatle:
x(y+D=1-u,
paje . =
-y 1—x
x=—— ili y=——.
1+y T+
Vidi sl. 42.

Pokazi isto analiti¢ki i graficki za

2x—3

funkciju y=—«—. . )
4x—2 Slika 42

B

b. POJEDINE INVERZNE FUNKCIJE

1. Ciklometrijske ili arkus-funkcije

U zadacima 226 do 229 uklj. zadane funkcijé prikaZi u inverznom obliku i odredi pod-

ru¢je definicije tih inverznih funkcija.

Cox—1
226. y=142sin —.
. x+1
x—1 y-—1 -1 —1
Odatle: mmnlﬂ.@|u inverzno: X =arc m_.:ml x4+ 1D
x+1 2 x+1 2
1 . e|_+ . y—1
x—l=xarcsin arc sin .
2 2
Odatle:
. —1
—+w—.nwm=u.|
2
=
) . y—1
1—arcsin
2
ili, ako kao obi¢no argument oznatimo sa x, a funkcija sa y:
1+ Cox—1
arc sin —
2
r= Cox—1
1—arc sin
2

227.

Dok je zadana funkcija definirana za sve x, inverzna funkcija definirana je za:

x—1
I_Mlmlm+r
L o x=1 .
jer je " vrijednost sinusa.
Odatle:
—-2<x—1 <2
+
+1 41 41
pa je:

—1< x <3 podrudje definicije inverzne funkcije.

y=4darcsin | 1—22 |:4
WHEO sin [/ 1—x2.

4
Inverzno:

y

1—x2=sin? = ili x2=1-—sin?

sin WH v 1—x2)2 odatle

-
FNA

y y . x
2—cos? =cos = ili =Cos — .
x2=cos' 4 x 2 y P

75
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1

235. y=arcsin — .

237.

238.

x

Uz pretpostavku da se trazi graf glavne vrijednosti arkus-sinusa (vidi sl. 67 u I dijelu

Repertitorija), dobivamo:

. 1 1
13} eAlxvuwanm:..AllvHImnnmil.
x x
Funkcija je neparna, graf je simetri¢an na ishodiste O.
oo 1
2) Kako je lim —=0, lim arcsin —=0.
x—++o0 X x—>400 X
1
3) Za x| <1 EV_v pa za |x|<1 zadana funkcija nije definirana.
. .1 . b
4) lim arc sin —=arc sin 1=—.
x->1 x 2

Rifemo graf. Vidi sl. 44.

X
oz
z
Slika 44
1
236. y=arccos — .
X
Prema slici 67 zakljuujemo da je za x=1 y=arccos 1 =0, za x=—1 y=arccos(—1)=n
i da funkcija nije definirana za |—|>1, tj.za |x|<1. Osim toga je lim arc cos PHH.
x
Rifemo graf. Vidi sl. 45. ke * 2
Yy
I“‘\VI i Q"SQMM‘
|
| =X
|||||||||||| Ao Y77
|
! ' \.\I.l
]
-1 lo1 X
Slika 45
1 T
y=arc tg— _H:nvm_.uum lim y=40; lim y=4—_|.
x x>+ 00 x—>+0 2
1
y=arc cos H [Graf na sl. 45 pomaknut je uzduZ osi X za 1 nalijevo!].

239.

78

Izvedi teoreme adicije za arkus-funkcije :

arc sin x, + arc sin x,=aresin (x, | 1—x+x, | 1—<9 (12)

arc cos x, -+arc cos x, =arc cos [x; x, — _\ —xHa—x)1. a3
Oznatimo: arcsinx; =y, i arcsinx,=y,. (a)
Znamo: sin (y,+y,)=sin y, cos y, +cos y; sin y,. (b)

1z (a) slijedi:

T—sin?y, = |/ 1 —x}

siny,=x,;, paje cosy;=

siny,=x, paje cosy,= JT—siny, = |/ 1—x}.

Odatle prema (b) sin Q_+anux;\_lxw + <~Ixm.kw. .

. . . 2
pa je y;+y,= prema (a)=arc sin x,+arc sin x,=arc sin (x, < 1—x3 + x, _\ 1—x3).

Na isti naéin izvedi formulu (73)!

2. Logaritamske funkcije

Zadaci

U zadacima 240 do 242 uklj. odredi podrugje definicije zadanih funkcija.

\\ S5x—x2
240. y= |/ log —7

Zadana funkcija ima realne vrijednosti, pa je definirana za one x za koje je radikand:

) S5x—x2 >0
og—— >0.
& 4

Znamo da je logaritamska funkcija pozitivna, odnosno jednaka nuli, ako je argument, u
nasem sludaju:
S5x—x?

>1].4
4

Sx—x2>4 ili Sx—x2—42>0.

Kako su rjeienja te kvadratne jednadibe x;=1 i x,=4, mora biti

— (=D (E—49=0]-(=1 ii x-1DEx—-4H<0.

Produkt je negativan kad su faktori razlititog predznaka, pa ima dvije moguénosti:

I P je x< : ; #bi
I x—1<0 paje x<I nespojiv sistem nejednadibi.
x—42=0 x >4

II x—1>0 paje x>1

x—4<0 paje x<4.

79
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. 249. y=1 i
I x>0 pa je O<x y=Ilog |sinx].

. “OAMAN.
2—-x>0 paje x<2

Uputa: Ci j i ij i .
puta: Budu¢i da je }sinx| >0, funkcija y definirana je za sve x, osim nul-tatak
- a

I x<0

SIn x, tj. za kr, gdje y— — co. Maksimum ima y za Isinx|=1, tj. za NHHAN\«.T: iiznosi 0
. 4 :
2—x<0, pa mm x>2 N

V Nespojiv sustav nejednadzbi.
250. y=Inat
Ocx<2 interval definicije inverzne funkcije.

251 y=log (x~2)+1. :

246. y= | Insin x. |

Funkcija y definirana je za Insinx >0, dok je radikand Insinx definiran za sin x>0, 252. QHWWO«'INV.
a kako je |sinx| <1, zadana je funkcija . definirana samo u pojedinim tatkama, u kojim
je radikand pozitivan i ima vrijednost 1, tj. za:
) T
x= =+ 2k, (k=0, £1, 2, £-. ) 3. Area - funkcije
dok y ima u tim tactkama vrijednost <_: 1=0.
Inverzna funkcija: Zadaci
iz y?=Insin x slijedi:
2 . . _ ‘o 2 - _ - 2 . . . )
eM=sinx 1 xlmnonm_z ey ili y=arcsine® U zadacima 253 i 254 odredi podrudja definicije zadanih funkcija.
a definirana je samo za x=0, paje y=— .
P Y 2 253. y=Arch |[[5—x.
_ Kako je funkcija Arch x definirana 3 ;
— zax =1, u j
247. y=J1—log, (x—1). [y=1+42-%; —oo<x<+ool] » U nasem primjeru mora biti:
. Vs=xtz1p2
U zadacima 248 do 252 uklj. naridi grafove zadanih funkcija, prethodno odredivsi podrudja
definicije tih funkcija. ili S—xiz,
1 —x*=—4j.(=1
2 = .
248. y=log e x?<4 1 ox< 42,
1 TraZen & iniciie- ,
Zadana funkcija definirana je samo za one x za koje je numerus o >0, odnosno o podrudje definicije: —2<x<+2.
sin x
3 —
4sa l+sinx>0 ili za sinx>—1, dakle za sve x, osim za xHM n+2kn, gdje je 254. y=Arth (2x—3). Iz 12x—3| <1 slijedi 1<x<2).
1 ; - .
I, +2,.... U tim je tatkama sinx=—1, pa y—>+co, jer Tsi + co. 255. Izvedi formule za 2broj i razliku area-funkcija.
sin x R
Oznadivsi shy, = i = .
t »=x; i shx,=x, dobivamo 2., _
Nul-tacke funkcije: y=0, kad je numerus ~—— =1, yj. za x=km. prema (62): 2 prema (61) ch®y, —sh?y,=1, odnosno
+sin x
; 1 . chy,= 2y — 2
Minimum dobiva funkcija y za sinx=1, 4. za xnwi\ﬂa Pa i€ Ymin=log — = i analogno: n=Vitshty, = [ 1422
. o - _ (@)
= log 0,5=0,69897-- 1 = —0,30. Vidi sl. 47. . chy,= VTFshiy, = [ 1442,
PR Prema (64) sh(y,£y,)=shy, chy,+chy, shy, i (a) dobivamo:

Ar sh x; 4+ Arsh x,=Ar sh Ax- _\ 1+x3 4 x2 v 1 +xmv .
Prema (64) ch(y,+y,)=chy, chy,tshx;shx, i (a) dobivamo uz' oznaku chy,=x, i

y s ch y,=1, i uzevSi u obzir da je prema (61) shy, = Vehi3,—1 = |/ 511 i shy,= | —15

Y1+y,=Ar ch x 4+ Ar chx,=Arch _”3 x4+ JxE—1) (2 — _L .

f i Y1+y,=Arsh Aﬁ —\ 1+x% +x, |/ H+xwv.

Slika 47

82 & 83
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Kosa asimptota:
y=x—3.

Asimptotu paralelnu s osi Y dobivamo kao nul-tatku nazivnika:

x—3=0 x=3.
. . . L . . x2—6x+3
Asimptota paralelnih s osi X nema, jer je prema (88) a=lim f(x) =lm ——=
X—>00 X 00 x—3
1 6 + 3
X x x2 1
=lim =—=o00.
1 3 0
x x
y
Odredivii nul-tacke funkcije y, tj. odre- B
divii korijene jednadibe x*—6x+3=0 X=3
x,=5,45 1 x,=0,55 i uzeviiu obzir da je
za x=0 y=—1, ridemo graf funkcije. e
Vidi sl. 48. )
9
x24+1
259. y= . 54
Y1
Prema (88b): -2 - Q\ 1 2/3 J x
1
x+— 2
p=lim 2 = lim— = y=2=bred
x—00 X x—>0 H<RN'_
1
1+ =
x—>00 1 . i
H< 1- Slika 48

y—» oo kad nazivnik ﬁ\xmlﬂlvov tj. kad x—>4+1 pa su x=1 i x=—1 asimptote paralel-
ne s osi Y.

Asimptota paralelnih s osi X nema, jer je prema (88) a=lim y=lm
x>0 x—>00

86

Wwwnic pribliznu sliku funkcije wuzevdi u obzir da funkcija nema nul-tadaka (x2+ 170)
i da je parna, pa je simetri¢na s obzirom na os Y,i da nije definirana za |x| <1. Vidi
sl. 49.

x*+1

unn

260. y=

, u+— 1
k= lim > = lim ——= lim ﬁ_+|vu_

x—+00 X x-+ 00 x3 x> X3
ESE D X 1

I=lim —x|=lim —=0.
x>0 \ X2 x>o0 X2

y=x kosa asimptota krivulje.

Za x=0 ima y pol 1l reda, dakle os Y je asimptota.

1
lim y=Ilim Ax.f Mv" oo asimptota paralelnih s osi X nema.
x

x>0 X~
'

Yy
-
y
x3+1
y X
|
14 [
| vE
|
' |
1 RE] x
Slika 49 Slika 50

) . . x+D (@E—x+1) 1 - .
Napidemo li y u obliku: y= =@+ D{l——+—| vidimo da je y=0
x? x  x*
za x= —1. Kasnije, u zadataku 516, pokazat cemo da zadana funkcija ima minimum

3 3 . . .
21,89 za x= | 2=1,26. Ritemo graf. Vidi sl 50.
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265.

90

b= lim 2 =1=k,
x>0 X
y=x+1]:x
1
Y 142
x x
. 1 8
Uvritenje u (a) daje: 1+ —=1——, .
x x°
pa je v
’ 8
l=— pr .
3
8
i l=1lim [ ——]=0
X~>00 .Ra
y=x—kosa asimptota.
\\1
Jz eksplicitnog oblika funkcije |w Q * -
Xmlw INM“
y=—07 ®)
X
slijedi: 1) kako je y=oo0, kad x4=0, c._.ﬁ kwx*clmna
&€ x;534=0 pol IV reda, pa je
os Y asimptota.
2) y=0 kad je x*—-8=0, ftj.
5
x=}/8=1,52 nul-tatka funkcije. Slika 54

Napidemo 1i (b) u obliku
8
%HRIM
. 8
vidjet ¢emo da ¢e graf funkcije leZati ispod asimptote y=x, jer je — <0 za sve x.

Kasnije, u zadatku 517, pokazat éemo da zadana funkcija ima maksimum —2,5 za
x=—2. Vidi sl. 54.
x*4+y°—6xy=0.

.. . N Yoo .
Funkcija je zadana u implicitnom obliku. Da dobijemo jednadzbu u < dijelimo je sa

x", gdje je n zbroj eksponenata od x i y u najviem ¢lanu, u nasem primjeru dijelimo sa x*:

ORI
-4

Odatle:

266.

x
3 3
lim ANV HA lim Wv =hk3=—1,
X—>00 x x—>00 X 1
paje ky=—1.

Uvritenje u y=kx+1 daje:

y=—lx+l| :x

Uvrstenje u (a) daje:

(-t

Nakon kubiranja i uredenja dobivamo:

x
u~ u~n+~u 6 61 N
—_—3 4 ——— = X
x x? au+x x2 _
r B 61 x*+yLbxy=0
3-3 —+—4+6——=0.
x  x2 x
Kad x— o0, ostaje: 3/4+6=0
pa je I=-2
Slika 55
y=—x—2 kosa asimptota.

Uvrstenje y=0 u jednadzbu krivulje, koju smo prethodno podijelili sa x, daje x*=0,
pa je x;,=0 dvostruka nul-tacka funkcije u kojoj graf funkcije dira os X. Na sli¢an
natin dobivamo y, ,=0 pa graf dira i os Y u ishodiStu 0. Graf zadane funkcije poznat
je pod imenom Descartesov list. Vidi sl. 55.

(x+y+1D2=x2+1,

Asimptote ove funkcije odredit ¢emo na drugi nacdin: jednadZbu traZene asimptote
y=kx+1 uvrstimo u zadanu funkciju. Dobivamo:

(x+kx+I4+1)=x2+1.
Nakon kvadriranja: .
X2 RE X212 1+ 2 ka4 2l 2x 4 2 klx+ 2 kx +21=x2+1,
uredimo dobiveni izraz po padaju¢im potencijama x:
(R2+2k) x2+ 21+ 24+ 2kl+2k) x+ (124 21)=0.
Stavimo: R242k=0
i NE+N»+NN+NHO.

Iz prve jednadibe slijedi:

91
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X=X VXY XL+x=A4Yy
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XY+ =EY+4
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U Ty(x;=2): wuvrltenje x,=2 i y’ daje: y;=4.
u Tyx=—3): 3=2:(-3)=-6.

u Ty(x3=0): u.muu.oHoL
272. lzratunaj isto za funkciju y=x3.
[y'=3x%  3=12; y,=27; y;=0}.

273. Odredi koeficijente smjera i priklone kutove tangenata povucenih na parabolu y=x% u

zadanim tatkama i sve prikaZi graficki:

a) u ishodidtu koordinatnog sustava 0(0,0): -
Kako je 3= 2x, tgoy=1tg 0=0, kut op=0

1 , 1
b) u tacki ﬁAR.H m‘v tgoa,=y,=2- MHIm o, =45°.
. V3 , 3
©) ki Tylxy=— - | tgap=ya=2-| - — =—13; «,=180°—60°=120°.
Vidi sl. 57.
Yy

t;

Slika 57

274. U kojim je tatkama kubne parabole y=x? koeficijent smjera tangente jednak 3?
Kako je y’=3x2, dobivamo jednadzbu:
3x2=3,

a odatle je
=1 i x=-—1

Uvritenje u y=x* daje trazene tatke na kubnoj paraboli:

T,(1,1) i T=1, 1.

PrikaZi sve graficki!

275. Zadana je parabola y=x?>—x—6. Odredi uz graficki prikaz:

a) Derivaciju y* u talki apscise x. Rafunamo prema (89):

94

Yy+Ay=(x+A x)*—(x+Ax)—6

y=x2—x—6

Ay=x?4+2x-Ax+Ax*—x—Ax~6—x2+x+6,
ili
Ay=2x-Ax—Ax+Ax%|:Ax

Ay i . Ay
— =2x—1+Ax, paje y'=lm ——=2x—1.
Ax © Ax—0Ax

Da nariSemo parabolu, odredimo njen vrh "V(x,,v,) i nul-tatke. U vrhu tangenta je
paralelna s osi X, pa je

y =tga=2x—1=0.

1 1 1 1 1
QOdatle slijedi : x,=—, a uvritenje x,=— u y daje yy=————6=—6—, pa je
) v =0 )€ Xy 2 y daae y, 2 2 2 p

1 1
v(3-5%)-
il

Za y=0 dobivamo x2—x—6=0, a odatle x,=—2 i x,=3, dok za x=0 dobivamo y= —6.
RiSemo graf. Vidi sl. 58.

b) Jednadibe tangente i normale u tatki T,(x,=—1) parabole. Ratunamo prema (90):

Y=y =y10c—xp).

Uvritenje x,=~—1 u jednadibu parabole daje:

n=1+1-6=—4. Ty(—1, —4).

Uvrstenje x;=—1 u y'=2x—1 daje:
yi=—13, paje  r=y+d4=—3@x+1),
’ 1
a prema (91) n= Q+AHMO«+C“
pa je:
3x—-7 ! uN
t=y=—3x— =y=—x—3—.
y X > n=y 3 3

¢) Odredi jednadZbu tangente koja je paralelna s pravecem p=y=x—35.
Prema (90):

1= y—y;=yi(x—x,).

Kako je t{|p, tangenta i pravac imaju isti koeficijent smjera, tj.:
U
goy=y,=1,

pa je:

t= y—y,=1(x—2x). (@

Treba jo§ odrediti x; i y;, tj. koordinate diraliita D.
Imali smo: y'=2x—1, a u D (x,y):

&HNR.I_H? pa je: x=I.
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B. Racunanje derivacija

a. DERIVIRANJE SUME, PRODUKTA I KVOCIJENTA ALGEBARSKIH FUNKCIJA

Formule

D,x"=n.x""1 (92) vrijedi za sve realne eksponente (126)
Dex=1 (92a) D,C=0 93
i 1 1
D,—=-— (105) D)x = = 127
i x 2 _\‘l dva ista. korijena
1 n_ 1
(128) D,|x=—— (129)
3 n
u,—\xlw n \R:I»
D fu(x) v(0]=w'(x)+v'(x)=u"£v" (94) D, (u-v)=u-v'+v-u’ N
D,(c-v)=cv’ (98) D,uv-w)y=uvw' +uwov'+vwy’ (97a)
e 1
PAnqu 99) UA uvulz\ (102)
v v? c c
c cv’
UAIvHII (103)
v v?

(Na poseban arak prepidi te formule uz oznaku njihovih brojeva.)

Zadaci

U zadacima 280—290 izratunaj derivacije zadanih ».:zrm:w.

14
280. eui\ﬂiﬂi\u.

Prema (98), 127, (105)i (93) dobivamo: ¥ =2-

281 y=|x+———+ —+n.

Da moZemo neposredno upotrijebiti formulu (92) D,x"*=n-x"—! prikazimo prije deriviranja
Clanove zadane funkcije ¥ u obliku potencija s razlomljenim, odnosno negativnim ekspo-~
nentima.

1
y=x4+45x 3 Ikln+lx1u+n.

98

1 -2 s 4 1 1 5
Y=—x fmTx 3 42x% 3 =2 1
4 3 30T N R

2
282, y=3|% — 2}/ + 2% +3 2il g ——s)—_ 6 3
x3

283, \<H§x~+=k+nh.
P+q
2 +
V= magmy= 2R
p+g p+q
284. %Iix» xk_\l l\N .

Vx <I x

Da pojednostavnimo deriviranje, prikazimo zadanu funkciju u drugom obliku:-

-1 11 31 _a
y=mx *4nx-x? 3 _px? i y=mx?+4nx® —_pyx 2
3 +7 Loy 3
Sada derivirajmo: V\IMSR +N=x + mx 2

i konacno:

e!|§_\l+

285. f)=)x(*~)x +1).

Odredi takoder f* za x=4, tj. f'4), i za xmuw“ j. %Tv.
9

z
2

\.Akvﬂxu_\ﬂ|k+ x. ili: f(x)=x IR+~\”

RO L.
x\N,xI — =

2> 2 _\!

f@=— _i\|+im1_|_:M
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298. y

299.

302.

303.

304.

306.

102

a x+ b2

Ccxdar’

Pazi: a, b, ¢ i d su konstante, a D,C=0 (93).

, _(ex+dDa—(ax+b%c ad*—b2c

|

¥ = .
(cx+d2e (¢x+dzye
12+1 - D
S=—— (12— ~1).
Y M(1~1)
M.IPQNICNNIQNL_,._va . 5
3 oy F(E-D(=D+(A~12t=
I 2e(@—1—2—1) . 4 4 ’
- — +21—212= — — 342
3 @1y P41+ 2:-21 3@ 3242041,
1—x3
y=-—.
V=
2
Prema (102): Q‘NI_H.ﬁiu.«JHIW.\H.
Vr Vr
at+b .
y=— (@ i b su konstante!).
x*—1
2
Prema (103): yo2t03x  3@iha
(x®—1)2 (x3—1)2
3 2
,2&”m|\~ +W. Odredi s'(0) i s7(2).
) 3 (=1) 2t 3 2
s(=— —= —1
(5—1)2 + 5 alD~+ 5
3 3 4 51 17
SO=—=; sy@Q="4—=—_=_
25 @ 9 5 45 15
x . . 1—x2 3
Y= - Odredi y'(x), y'(2) 1y°(—1). —_—y —— .
X2+ ’ ) (1422 50 0
— 3 —2v vi4 20345022
vitout] oty
2 __ o _ =
. vi-v+ 2v—1
a*—-3 a?—-3
S 2141
24+ (2++1)2

%

ax+bx? . a+2bx :
SOy ma+bm |’

308. ¥y

_ mxm_+wk|ukwg
T =) (1-2x% ’

A== (1 -2

b. SLOZENE FUNKCIJE, DERIVIRANJE SLOZENIH FUNKCIJA

Formule

Slozena funkcija je funkcija od funkcije.

Ako je y=f(u), a u=q(x), uvritenje daje y=f[p(x)], a to znadi da je y sloiena funkcija
od x.
Derivacija sloZene funkcije y=y(u), gde je u=u(x), glasi:

Vx)=y'(w) w'(x),
ili: (124)
D,y(x)= D, y(u) D, u(x).

Sli¢no se derivira sloZena funkcija: y=y(u), gdje je u=u(v), dok je v=2(x):

D,y (x)=D, y(u) D, u(v)- D, v(x). (124a)

Zadaci
U zadacima 309 do 316 uklj. izratunaj derivacije zadanih slozenih funkcija.
309. I primjer: y=(1—=x2)3.
Zadanu sloZenu funkciju rastavimo u dvije proste funkdije: y=u?, gdje je u=1—x2
Prema (124):

Y'=31(~2x)= —6xut= —6x(1 —x?)2.
II primjer: y=GE—x+1p.

¥ rastavimo u tri proste funkcije: y=1

, u=v%, v=x:—x+1.

1 1
Prema (124a): y'=——5* Qx—|)=
N._\: 23

1 5 -
\W@N,uxa.xmuix D @x—1) =2 Qx- DYGE=—x+1y.

St —xH I QRx—D=

Prakticki se postupa mnogo jednostavnije, i to prema pravilu: ’

Deriviraj pojedine funkcije onim redom kako dolaze, pri ¢emu nakon svakog derivi-
ranja prepidi sve ostalo do kraja, a svakom slijedecom derivacijom mnozi predasnju.

RijeSimo na taj kradi natin oba gore rijeSena primjera.

103




SOl

29 0="0 0+ xx 9= 13fep (Q) n 3fudaigian)
29 0= Mauu + mk 9

ly ‘nfjoa
-opez asdi> nqzpeupa! nferow aype; 3l Seurpiooy ed ‘sdiz eu rzap (W€ ¢'x) 7 Lusieng

(C)) DX ="M+ T x q
10Ww3) 1qop ‘owntpam 1 ' p es 1] owizoupy
s
(r—x) — - Hu?”:«la “ate| ) N afuaigran
( - tep (06
I
ks
R =14 (M) @ nusyenp n e
Ty 29 .
- Ap 4
f— = . x ||I|..~A.
X o9 q q
HWHNHI%; :(e) ewasd of oyey e
.NR|N§\‘.IQI|"NR|NG\—N. |§:|”A. 3P0
X q xg g .
o
(e) X —=
q

‘Myl[Qo wouindIdsys n owsastd asdys nqzpeupaf

(x—x) 10=1—-( =,
1(06) ewa1d oweun)ey

PAmany (%) g REY 1 49 =4 o4 5 24 nsdip> eu duaduel eqzpeupa[ /i

"epaI J[ Bl[natny
eleud3uel 3qzpeupal ez a(i133woss SMMI[BUE S[NULIOS [P3AZL “([YN QZE OP LI BWIOEPEZ [}

v] (1) € patpo fy(x f T—1)=(x)€ -9i¢
€ . Jd=x .
) m|_ - (@ & waipo ¢ 1+x \— =) € SIg
- I -
‘6= £-—=(D,
6=1 ¢ ¢ DA

[4 z
T raf(l+ed) = =0 tag) -z (Ttatae) ==
£ € €

s@tatn)fz
= = qu n
1

()1 Wa1p0 fezt+ata)f =(a)n pig

= +aD T +2+2) ¢ -

m
=X X)) —— =4
T4 ¥ I

vol
X +1 \_
€
%|A««+:H | =q iMyHQqo wodnip
x+1
T =& ¢lg
€
Lt T -2 9f¢
1] £
x¢[ o z =L
v
¥Tr @) = —zos (-xpi_ =4
L SI T I
1(Z6) ewaag
v (T4 §te I—xD=4 :nygqo wosnip n A ounzeyuy
;5 T .

te) 1-xz)

to——=a g
. £

s
-
v G+ D¢ Zye e+ xz +1)
e ¢ 3 3 —t
- I -
v *Yfete-xzfe-z~#pfe *v ¢ -

g -n- 2zl +1)-

4

28T 1 (66) ewolg

T+
€

Sy
) =1 £%
3
@t | otgx ] Go+4%) o0+ g
@T+e)x FoXDTh g PEeX K4 =4
xz NR‘RN.NQ‘TNRS.
’ HLTD 1 (66) Butarg
0 +gX \_
: =& -0i¢
X
. 4 (I +x—,x
eI +x—px) \~ CIRNvM =(I-x2)0 +X—X) G- £ ) \~N”\ﬂ

((p6) 1 (T6) “(LT1) ButaNyg
fI+*¥—ex) | =€ txofwd g1
—_
aleX—1) x9 — ....?va.umxv:mux,uT_v.%xl:mu%

G- )=« Jaafurpd |



318. Jednadiba tangente na parabolu »2=2p x u zadanom dirali$tu D (x5 v)
Prema (90):

1=y -y =y (x—x).
Eksplicitni oblik jednadibe parabole glasi:

y=2px (a)
2
Racunamo: ux"l»‘” ? .
2V2px Vapx
- ) )
Uvrstenje. (a) daje: y==,
y
au D(x; y): %hﬂlﬁn.
pgl

Uvrstenje u (90) daje: Y-y = W?‘be |-v,
N
YN—Yi=px—px,.

Uvrstenje: EWHNB.«_ daje IN=2px,=px—px,
i kona¢no:
t=yy,=p (x+x,).

319. Jednadzba tangente na kruZnicu x®+3?=12 u diraliitu D (x5 y,). [xx,+yy, =771
320. Jednadiba tangente na hiperbolu 52x2—a2y2=g2h? y D (xy;5 yp).

[(B*xx,~—atyy, =a’b?).

c. DERIVIRANJE TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

Formule

1

cos?x

D, sinx=cos x 95) D,tgx= (100)

1
U»kaﬂ!.|m‘ (101)
sin?x

D, cosx= —sinx (96)

Zadaci

U zadacima 321 do 335 uklj. izratunaj derivacije zadanih goniometrijskih funkcija.

321. v=cos’x.

y'=2cosx-(—sinx)=—2sinxcos x= —sin 2 x.

322, y=cosx2.

¥y = —sinx?.2x= —2 xsinx2.

t
323. y=sinat-cos — .
a

. ot 1 t 4 1 t
¥ Hw_:nTHImS —|-—+ cos—.cosat-a=acosarcos— — —sin —sinat.
al) a a a a a
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BT AT e e

tgx
324, y=—.
x.
1 x sin x
x- —tgx-1 - .
i cos? x cos?x  cosx x—sinxcosx
¥ = = = .
x? x2 x2 cos?x
1
325. euluuﬁmuklnmul,x.
, 1 3tg? 1 1 1 sinx 1 . sin? x — cos? x + cos? x
y=731gx - = +1=
3 cos?x cos?x cos*x cos?x cos? x
sin®x—cos*x (1 —cos®x) sin?x—costxsin®x  sin?x(] —cos?x)
cos? x cos® x cos x
sin?xsin?x  sintx
—— =tgix.
cos?x cos? x
sin o o
326. z= +—
o sSin o
acosa—sina  sina—acosa . 1 1
2 = + - =(ecosa—sina)| ——— .
o2 sino o«  sin?a
327. y=sin?(cos 3 x).
¥ =—2sin(cos3x)-cos(cos 3x)sin3x-3=—3sin(2cos 3 x)-sin3x.

328. y=(1+sinZx)%,

"' =4(1+sin?x)®-2sinxcos x=4 (1 +sin2x)3sin 2 x.

1-Vx

1+)x

329. y=cos?

1 1
Vs ) Vs |9+<U~<M —(-Vx)- e

e 14+)x (+)x)

1 _ ~ C(1=Vx
_Iﬁ .N.—\WA_+<R+_I<xv sin NQ

y'=—2cos

= +sin|2 — = —.
1+ /% a+)x)? +V=)Vx
0 sin¢ _H 1 _
330. ul_+n8n. 1+4cost
1 - 4
331. Eﬂnomxlwnomux. . [ —sin®x].

x COS _\ I'+x2
332. y=sin}1+x2. ) T |
—:+R

107




601

(1) Wuxmuu 218+ x 8101 (oL)

(e1n mu.ﬁiuxmau;xa i

@ «x_inx@ e *q g1
sfnuwiIoyg

(4
— =X$0D 2IB+ X UIS 01E
ax

——— — =xs00 21

—— =x urs oJe *Qq

VIIDMNNA (SNMYY) HIMS{ILLIAWOTIID AINVIIAINAQ 2

X Ul

.-mc_ag

..%E_iva;
L ¢

.xvlwx_
y—x¢

.-E;

* {x 810]

Sl S
uk

Xur+1

e =f

et

(xyp—g) U[=«& "¢pe

T(xz—pPui=£ Twg

xuisu=4«4 ‘|pg

XZuls XS0 X{IS X 500 XWS X ;800 xJ1

z i 1 xsod

*(X Uls + X 00 X) X U+ X UIS=X U[ X UIs+ X O3 X Ex+ﬂ

v.uE+:T.. RNEJ_';N
xuf T ox -
—-xug
I

I

x

‘

€

ihiagiyy
I

x8ruf=« "op¢

v xus x =, :(eLg) BWL]

xupxuls x=6 “ory

801
X Uu[ X o
, T (eg) vumasd—g gy S UX DX
I+x—xurx 1+x—Zup-x?%3oy x
nNE._ cupxgBorx x 230] x x #0;
Zul i +x—gup-x%Boyx gy = < =
TP -xBorx 20 —(1-x)—x 0|
1
1(8L) 1 (901) ‘(66) rwAI]
. x*30[ c -
oy e
. €y 30|
xnmo_.x~+ﬂu "Bof xg+5 _.xuxm.xmmﬁ.ﬁnmg.w.uxn «
" ,

1
1(901) 1 (L6) Buraiyg
X B0 x =4 "9gg

‘B{DjUNy yruepez af1oealrap {feuneszt “(pm Gpg op 9gg BUWIDBPRZ )

toepez
X ul=p u[-x “3o[ o ed
X=¢0 [ =xu
aul-*C=pul '€ :apepo a=1cp 1pali[g _
x=1c0 | 1€=x 30| :peuzQ :(eg;) ez zeyo(Jg

(081)

(82)

801

“on)

[0}

xuisg

X u[=v uy-x °Jof
p 9301
I

=q”3o]

1 Y4 24%7 Olmwom w Avﬁv ewaid 3 nJ
x
X MO~ a
w

x
—=xu*q
l

(o)

x
2730[- — =x?3o[*q
l

dfnwio g

VIIDMNNA HIMSWV.LINVOOT AINVIIAIYAQ P

x o
(9),£ paipo mﬂmou +—s00 =4 -ggg
x

4
>Mm8N

*[x 503 (x m1s) 00}

4
Ly ff=q -
_ aw\—axm

(rus)urs =« “geg



Zadaci

U zadacima 346 do 354 uklj. izratunaj derivacije zadanih arkus-funkcija,

arc sin x
346, y=——
arc cos x

Prema (99), (110) i (111):
arc cos x  arc sin x

+

= Jise arc sin x + arc cos x n
y'= = =prema (70)= .
arc cos? x arc cos? x - ! 2 arc cos? x- |[[T—ax®

347. y=x arcsin x+—;|a~ .

i 1 . 2x .
Y =X———+-arcsin x ——————=arc sin x.
flau 2 v_lxs
. sin o sin x X
348. y=arcsin—— (« je konstanta).
1—cos acosx
, 1 (1—cos « cos x) sin & cos x — sin « sin? x cos «
y = . =

sinasinx \2 (1 —cos a cos x)?
1—
1—cos « cos x

sin & cos x—sin @ cos & cos? x—sin & sin? x cos a

sina sinx 2
1— (1 —cos a cos x)? (1 —cos a cos x)

I—cosa cos x

sin & cos x—sin a cos & (cos? x4 sin? x)

S.'I cos o cos x)2—sin? a-sin® x (1 —cosa cos x)
sin o (cos x—cos o)

<_I~ c0s & €08 x +c0s® « cos? x —(1—cos? a) (1—cos?x) (1 —cosa cos x)

sin o (cos x —cos ) sin o

_\Anwa!nOwﬂvu (l1—cosa cosx) 1—cosa cosx

1
349. y=arc tg2— .
X

1
2arctg —
, sarct i 1 1 & x
=-2arctg — - —=— .
¥ & x 1 x? x241
1+— E—
RN
350. y=arcsin(cos x)
, 1 . sin x
Y=—————sinx=——
<HInOm~R Jsin x |
y'=—1 u tatkama u kojima je sin x>0, ¥’=1 u tatkama u kojima je sin x<0,

Yy’ ne postoji u tatkama u kojima je sin x=0, tj. za x=*kr, gdje je k=0, +1, +2,....

110 {

Naridi graf zadane funkcije y. Dobit ¢e$ graf funkcije y=arcsin (sinx) pomaknut za

w naljivo. Vidi sl. 43, uz zadatak 234.
. L
351. y=arcsin(x—1). — .
2x—x2
352. y=arctg x2. _”h .
148 |
2x—1 2]
353. eﬂwnnng%[ . . I_\’ .
j <~ +2x—2x%]
. 1—x 1 1
354. y=arcsin |/ 2| .
T+x A+0V2x0— |
f. DERIVIRANJE EKSPONENCIJALNIH FUNKCIJA
Formule
D,a*=a*Ina (114 D, ex=e* (115)
Zadaci

U zadacima 355 do 366 uklj. izratunaj derivacije zadanih eksponencijalnih funkcija.

355. y=2%
. y'=2%.In2.
x
356. EHA\x.
4*-1—x-4*-In4 4*(1—xInd4) 1—xIn4
y'= *AInd _FA-xind I-xlnd L e,
42x ) &uk 4%
x
357. y=21nx
1
Inx—x-—
x Y (nx-Dh2 =
y'=2%.1n2. - 210%,
In? x In% x
358. y=(2)*".

¥ =2".1n2.3*1n3=25".3%In2.In 3.

359. y=evrosinax,

1 2 edresin2x

2= N
Vican Jia=

.w\" edre sin2x |

i1l
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x—1

377. y=Arsh
T
- 1 G+ —(x—1) 2 - B
7T IV G T -
TAlv _\Iﬁ v (4 4 1)
x+1 x+1
_ 1 2 V2
Vit a1y *+1 TR
Arcthx 1-++2xArcthx’
378. y=——. _ .
1—x* - d=x
. arc sin x >:r«
379. y=arcsinx-Arsh x. _H
i+ _\_Ikm
380. y= x+ ?»IC\wnn:x T«»V:rx

5]
=1

381. y=Arch |[T=a2. ﬁ
V=

i 1
382. y—Arth T+, —| |-§.

142

i. POSEBNA VRSTA DERIVACIJE (LOGARITAMSKO DERIVIRAN]E)

Uputa
Ima li funkcija koju treba derivirati oblik y=[f (O1°®, 1j. nalazi I se x u baziiu
eksponentu zadane funkcije, treba prije deriviranja funkciju logaritmirati po bazi e:

Iny=o (x):In f (x).
1

Sada se derivira pamteéi da ée na lijevoj strani uvijek biti — -3y’, dok je na desnoj
strani derivacija produkta: y
1
Axv
MnoZe¢i lijevu i desnu stranu te jednakosti sa %H_\?zeoc dobivamo traZenu deri-
vaciju y’.
Zadaci

U zadacima 383 do 389 uklj. izratunaj derivacije zadanih funkcija.

383. y=(sin x)cosx,
Iny=cos x-In sin x

114

x x
384, y= .
Y ﬁ_ +xv

385. EHﬂ\.GI. nz.

— x
386. euﬁilv.
X

387, y=x'8x,

9+

1
y

1 1
—-y'=cos x-—
y sin x

+COs x —In sin x-sin x

— -y"=c0s x-ctg x —sin x In sin x } - y=(sinx)cos*

' =(sinx)°°S* (gos x ctg x —sin x In sin x) .

X

Iny=xIn
Y 14+x

=x{ln x—In (1 +x)]

1 1 1 u
— ey = —_——— 4!
y Y xmw 14 x :_+x_u\

() _
= — +In
Y _+xv 1+4x _+av

1
Iny=—2In(x+1).
x

_ \!N __ :‘;k.:v
y y= x k+_| x* Iy

y'=2 Sx;_. 1)2 _,‘ﬂ

x2

1 In (x+ _J

Iny=tgxlnx

1 1 1 :
— -y’ =tgx-—+Inx. ron 4
y x cos? x
=yt ﬂmx Inx .
nOm»x

115
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401, y=10%tex,

.Huox_ux.:u_oA —+tgx
Y cos? x &
1—-x
402. y=e¢ 1*x,
1-x 1 —(14+x)—(1~x) _\.ﬂh 1 —2
V\ull& +x, . ~ =e x, —
T-x (142 ,1/1== 1+x
_ — A 2
2 % T~ (I +x)
e
1-x 1 e tx

- Q+xv_\_lx»H Q+av_\_lx».

403. y=e¢*sinxcosdx.
Iny=xIne+Insinx+3Incosx

1 cosx _sinx
—.y'=l+———3——=I1+ctgx—3gx|.y
y sinx  COsX

y'=e*sinxcos®x(1+ctgx—3 tg x).

Rijesi isti zadatak a da ne logaritmira3 y.

n.nl

404. y=(1g2x)
x
_=QHQWM._=HWN3
1 x 1 2 1
= . ———Intg2x. .
y =4 nnmu tg2x cos?2x g o x
2sin?—
2
1 x cos2x 1 Intg2x
_y'=2ctg— - . —
22 Nomw sin2x cos?2x Lx
2sin?—
2
4 x
Oﬂ ——
1 mN Intg2x
—y =y
sindx x
¥ 2sin?—
2
4 x
ctg—
snm. WN Intg2x
y'=(1g2%) sin4 x X
Nw_nnm.

3
405. EHwnnoOw_:qu .
Neuxl 9 x?

118

406.

407.

408.

409.

410.

411.

412.

413

x x2

1 1
y=V=+1 |_=A|+ _+lv.

=)

.u‘
y=coSs x - —:.Tﬂ:na IE A
: _\ 14sin?x
5
y=x2arctg x> T x?arc tg x>+ 3x .
1+x5 |
1 1 1+4x 1 . . x2
=—Iln———arctgx. .
YTE I 2O |
. .
—pinx : N:.x _nkl__sw
In? x
. 1
EHFO&:CL\_IXNV. —— +2mx .
x 1-x? ]
1
Pokazi da funkcija y=In H zadovoljava jednadzbu:
x
xy' +1=e.
Rat ‘ A
atunamo y’: =— x — .
Y Y a +% 1+x
Uvritenje ¥’ i ¥ u zadanu jednadzbu daje:
I|+ 1 IM:H
14x
. . . In—— 1
Uzevsi u obzir da je: e 1tx — ,
1+4+x
) ] 1
jer logaritmirajudi tu jednakost dobivamo identitet In — =ln—— ,
14+x 14+x
1 1
slijedi —= .
14x 1+4x
Pokazi da funkcija:
arc sin x
y=

Vi—=x

zadovoljava jednadzbu (1—x2)y ' —xy=1.
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423. y=xInx; yUIV)=>?

x®

Q\|M+wkn In X3 v.:HNkATwANITNR_:Rv" 5x+6xIn x;

y”=5+6(1+Inx)=11+6Inx

yIV) = M ) y
x

424, y=x*; y"=?

425.

426.

427.

428.

429.

430.

122

Iny=x.Inx !
1 1

—-y'=x-—+Inx=1+Inx|-y
y X

¥'=x*1+Inx) (a)

1 1
"= —+(1+Inx)-y = prema. (a) =x*- — +(14In )2 ¥ == Ti_ts RL.
x x

f=arctgx; f7(1)=> TL.

2

y=e¥-1; 37 (0)=2 4
ik

QHI_|W yM=? P_
I—x (1—x)8|"
Prema formuli (130) N...A_i (x)=a,-n! sedma derivacija polinoma P; (x)=3 x"— 5 x5 10 x3+

+x—1 glasi P=3.7! Pokasi to!

Pokazi da funkcija:

Yy=cos e*+sin e*
zadovoljava jednadZbu

Y=y +y e*=0..
Ra¢unamo: y'=—e*sin eX+¢* cos £*

”

Y= —¢e®¥ sin X —¢* sin X — 2% cos ¥+ €¥ cos e*.

Mﬁ\awan—ma 5:.&:8&aoEcnirNu.e\ka»Hmwoannnwamsn vrijednosti ¥ u jednadzbu
aje nulu. -

Pokazi da funkcija:
s=A sin (mt+n)+ B cos (mt+n),

gdje su A4, B, m i n konstante, zadovoljava jednadibu:

5" (D) +m?.s(1)=0.

m. DERIVIRANJE FUNKCIJA ZADANIH IMPLICITNO,
TJ. U OBLIKU F (x,y)=0.

Uputa

Trazimo 1i derivaciju y’ funkcije y zadane implicitno, tj. u obliku
F nkv.u\v"Ou va

1) deriviramo po x lijevu stranu jednadzbu (a) pamtedi da je y funkcija od x, a rezultat
deriviranja izjednaujemo s nulom,

2) tako dobivenu jednadzbu rjeSavamo po y’, da dobijemo traZenu derivaciju u obliku
y'=f(xy). (b)
Trazimo li i drugu derivaciju y”, deriviramo jednadZbu (b), opet uzimajuéi u obzir da

je ¥ funkcija od x, a u dobiveni rezultat uvritavamo vrijednost y’ iz (b). Sli¢no se
postupa pri racunanju derivacija treceg i visih redova funkcije F(x,y)=0.

Zadaci
U zadacima 431 do 436 uklj. izratunaj derivacije zadanih implicitnih funkcija.

431, xPy—3x2324 553 —3x+4=0; y'=?
Kako vidimo, prva dva ¢lana predotuju produkt pa ih deriviramo po pravilu produkta
(97), pamteéi da je y funkcija od x; to znali: treba primijeniti pravilo (124) za derivanje
slozenih funkcija.

2y +y-382-3(x22yy +y*2x0)+15y2-y’'—3=0,
By +3x2y—6x2yy' —6xy+15y2y" —3=0.
Odatle: Y (P—6x2y+159)=3—-322y 1 6xy?

_3-3 x2y+6x y?
T B—6xPy+15y2°

’

y

Kako vidimo, ¥’ dobivamo u obliku f (x, y).

432, e*ty=xy; odredi y” u talki T; (2, 3).
ey (1+5")—(xy"+3)=0.
Uvritenje e*ty=xy daje:
xy (1+y)—xy" ~y=0, i xytxyy —xy’ —y=0.

,_Y—xy —y(-D

Odatle: ¥ = -
xy—x x(y—1)

(2)
Sada ralunamo y”:

L (xy=x) (' —xy —y)—(y—xy) (xy'+y—1)
y'= .
(xy—x)?

123
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440.

441.

442.

443.

444,

126

In si . " T S5m
=Insinx u intervalu | —, — |.
Y ! 6’6

1) Zadana funkcija je definirana samo za sin x>0, jednoznacena je 1 neprekinuta, osim
nul-tataka sinx, tj. za x=km (=0, £ 1, +2,...), a te talke leZe izvan zadanog intervala,

1

2) y'=-——-c0s x=ctg X postoji u svakoj tacki zadanog intervala i konalna je.
sin x ,

3) Zadana funkcija ima na krajevima intervala istu vrijednost :

AH i LT _~
Y g)Tmemg Ty

m.a . ~ ..
%!HFmE_uooH_:nOwSoH_sl.
6 2
Funkcija zadovoljava uvjete Rolleova teorema.

E

»'=0 kad je ctg x=0, tj. u tacki RH.M zadanog intervala,

T
y=4%"* y intervalu [0, ] Tu»u u x= MH .

3 . . 3
y= V=373 u intervalu [1, 2], Da, u aul%

2

2—x? L o

Zasto za funkciju y= s u intervalu [—1, 1] ne vrijedi Rolleov teorem, premda je
y(=D=y(D=1?

Nije ispunjena ve¢ prva pretpostavka Rolleova teorema, jer u zatvorenom intervalu
[—1,1] i to za x=0, ima funkcija pol Zetvrtog reda, pa je prekinuta u toj tacki.

Ne racunajuéi derivaciju funkcije:
F@=(x—1 (=2 (x—3) (x—4)

odredi koliko realnih korijena ima jednadZba f’ (x)=0 i navedi intervale u kojim leze ti
korijeni?
Zadana funkcija predofuje polinom &etvrtog stupnja, koji ima 4 nul-tacke: =1, x,=2,

x3=3 i x,=4, pa v intervalima (1,2}, [2,3] i [3, 4] odgovara svim uvjetima Rolleova
teorema. U svakom od tih triju intervala lezi po jedna tatka u kojoj je f (x)=0.

b. LAGRANGEOV TEOREM SREDNIJE VRIJEDNOSTI

Ako je funkcija f(x):
1) jednoznalpa i neprekinuta u zatvorenom intervalu [a, b},

2) ima u svakoj tacki u nutrini tog intervala odredenu konadnu derivaciju,
tada vrijedi za tu funkciju bar u jednoj tatki apscise ¢, koja lezi u nutrini intervala
[a, 8], jednakost:
f®)—f(a)

Ppa A QX (133)

gdje je a<c<b, dok talnije ta tatka apscise ¢ nije odredena.

U drugom obliku ta jednakost glasi:

Ax)—
f(xo+Ax) \Akevﬂ\,n@v (1332)
Ax

gdje je: Xo<E<xp+Ax.

Zadaci

U zadacima 445 do 447 uklj. napi§i teorem srednje vrijednosti za zadane funkcije u

Nuaw:mainnzmzaw,:n pretpostavku da te funkcije odgovaraju uvjetima Lagrangeova
teorema.

445. y=x(1—Inx) u intervalu [a, b].

. . . ! .
Uzevii u obzir da je y'=—x-—+1—Ilnx=—Inx dobivamo prema (133):
x

b(1—Ind)—a(1-1
( :wlwﬁ :&NL:? i a(l—Ina)—b(i—Inb)=(b—a)lnc,

gdje je a<c<b.

446. y=sin3x u intervalu [x,, x,].
Kako je y’=3cos3x, dobivamo:

sin 3 x,—sin 3 x,

=3cos3c, ili mm:uk»lmm:ukpluﬁknlapvgmwnHov
Xg— X

gdje je x, <C<X,.

447. y=arcsin2x u intervalu [x,, x,+A x].

2
y'=————— pa prema (133a) dobivamo:
Ji—4x
arcsin {2 (xo+A x)]—arcsin 2 x, 2
Ax B i—4E ’
ili
2Ax

arcsin [2(x+ A x)] —arcsin 2 x,=

yi-ag

gdje je xg<f<xg+Ax.

U zadacima 448 do 451 uklj. ispitaj da li zadane funkcije u zadanim intervalima odgo-

varaju uvjetima Lagrangeova teorema i odredi vrijednosti ¢, odnosno &, za koje je
teorem ispunjen.

448. f(x)=arcsinx u intervalu [—1, 1].

Zadana funkcija u zadanom intervalu odgovara uvjetima Lagrangeova teorema, jer je
1

1—x?

jednoznacna i neprekinuta, a njena je derivacija f'(x)= odredena i konaéna u
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HN

hi —-.
455. xl:ws =
. e o]
Uvrstenje daje —.
oo
% 2x . = .y e 2
lim —= lim ——=uvritenje daje opet — , deriviramo drugi put= lim axll.
x1'+oomk klv+oomx oo x— + o0
n—2arctgx
456. lim n
x
. . .0
Uzevdi u obzir da 2arctg x—»n kad x-—>occ i da je In 1=0, tj. da imamo oblik Mv ra-
¢unamo:
2
_ T a2 )
lim T annamxﬂ lim t =uredimo=
x—00 1 x—>00 1 1
In|14+— -
x 1 x
1+—
X
2 2 1 . 1
=2 lim o 2 kim 22 2 tim A_+|vnw
x—00 H..T.x» x—>00 2x x—00 2x
a*—b*
457. lim =
XIvOR‘—\—.l.RN
0 a*Ina—binb i
=—=lim =uredimo=
0 xs0 —2x + Ve
2 v_lkn
. (a*lna—b*Inbd) flx»l Ina—Inb I__uM
HMW:w —x+1—x% 1 b
tgx—sinx
458. lim - =
x—0 X—sinx
1
0 cos? xloomx . 1—cos®x
= —=lim =uredimo= lim o
0 x»0 1—cosx x—0 COs%x—cos®x
0 3 cos? x sin x . 3 cos? x _3
= _ —lim - . =lim =3
0 x»0—2cosxsinx+3cos?xsinx x—0 —2 cos x+ 3 cos? x
1—x
459, lim = R
x—1 . TX
] —sin —
2
[ —1
=—=Ilim =00,
0 x> ntx ™ —
COS — —
72
130

|
|
|
]

460.

461.

462.

463.

464.

465.

g*

. arctg2x
lim —— =
x—0 arcsin 5 x

2
144 x2 2 e_lNu 2 2
—lim— T2 2
x—0 5 5 x>0 ~+AR~ W

.xlmix
lim — ., =
x—>o00 X+sinx .
. l—cosx . i . o x
= lim ———— =prema poznatoj goniomertijskoj formuli =lim tg? —, a taj
x—>00 14cOs x X—>00 2

limes ne postoji. Odredimo traZeni limes elementarnim putem:

1 sin x
. x—sinx o . x L
lim ———=brojnik i nazivnik podijelimo sa x= lim —— =1, jer je [sinx|<1.
x+00 X+sinx x—>00 sinx —
14—
x

Taj sluaj nije u proturje¢nosti s L’ Hospitalovim pravilom, jer to pravilo kaze da ako
omjer derivacija tezi k nekom limesu, tom limesu teZi i omjer funkcija, ali obratno
ne vrijedi.

. x4 cos x
m ——
x—o00 X+ 81N X

Pokazi da L’ Hosipitalovo pravilo ne moZemo primijeniti na zadani primjer (omjer

derivacija nema limesa), pa izrafunaj limes na drugi nacin. [1].
ex -

lim — [oo].

X—00 »\m

. chx—1}

lim

. (1.

x—0 1 —cos x

g x
Iim Im|.. [5].
ntg5x

kIvM

1 _
lim E . [cos a}
x—>a In (e¥ —ea)
. x—arctgx _H 1 a
im ——M . i
x—0 x3 3

Rijesi po L’ Hospitalovu pravilu i primjere navedene u zadacima 45 do 96 uklj:
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479.

480.

481,

1 x 1
im | —— . e B
x=1 | Inx x—1 2

1 1 L
lim —-—— 1. [0].
(=0 | SInC t

5 7

lim | ——— . [1].
—0 | X*—1 x7—1|

Rijesi pomocu L’ Hospitalova pravila i zadatke 97 do 109 uklj.

c. NEODREDENI OBLICI 0° 1% i oo

Uputa

Oznacivsi zadanu funkciju sa v logaritmiramo je po bazi e. Na lijevoj strani jednakosti
dobit ¢emo pri prijelazu na limes izraz lim (Iny), koji kasnije piSemo u obliku In (lim y),
uz pretpostavku da je funkcija y neprekinuta [vidi (87b)], dok desnu stranu svodimo na
0 o
oblik — ili —.
0 00

Zadaci

U zadacima 482 do 490 uklj. odredi grani¢ne vrijednosti zadanih funkcija.

482.

483.

134

lim asin x
x—0

Kad x—>0 dobivamo neodredeni oblika 0°. Stavimo: y=xs"* i logaritmiramo:

In y=sinx.In x.

. . Inx —oo .
Imamo oblik 0-(—c0), kad x—»0, ili: Iny= N e kad x—0.
oo
sin x
Prelazimo na limes:
1

. . x ) sinfx 0 . sin 2 x

lim (Iny)=lm ——=—-llm ——=—=—lim ———~— —0,

x>0 x—0 cos x x=0 xcosx O x—0 —Xsin x+ cos x

sin? x

Dobili smo lim(Iny)=0 ili In(limy)=0, jer je Iny=sin x In x neprekinuta funkcija.

x—>0 x—0

Po definiciji logaritma: limy=¢°=1 ili limxSin¥=1,
x—=0 x—>0

1
lim (1 4x%) * .
x>0
1

Kada x—0 dobivamo oblik 1®. Logaritmiramo QHC.TRNVM.“

1 In(1+x% 0
e L i (1 MO
H

— kad x—0.
x 0

2x
lim (tn y)=lim - jim —2*__¢ In(l
»)=lim =lim ~0. n (lim y)= je lim y—e°—
x~>0 x->0 1 x=0 1+x2 m?n,v:..w.w.v Ou pa e “m:o.t ¢ .

484,

485.

486.

1
lim (1 +2%)> =1,

x>0
g X
lim T|w e
x—a a
Kad x-—a dobiva se oblik 1%,
X
L :._—Nll
x )83, X x a
y= —NII— sIny=tg—-1In Nllﬁ , il
a 2a a TX
ctg —
mmn
1 1
x a
=T &:&H 2 2
a
lim (Iny)=ltim — 2 %%y, 2¢ 241 2
x—+a x—a 1 b n xsal2a—x ™ a =w©
. mX 2a
sin®? —
2a
N LI
In(limy)==. Odatle: lim y= lim lev 2a_,-.
xX—>a T x—a x-+a a _—
a X
lim T+|—.
X-»00 X
Kad x—oc0 dobivamo nedredenost oblika 1%,
a \* a
QHATT'V H _seﬂx_nA_+|v.
x x
a
_=ﬁ_+l¥ 0
. . a )
_,BA_DSM__BTE ﬁ_+l&u8.ou=a D i AE L
X—>00 x—>00 x X—>00 0 xsc0 x+a oo

1
x

. a\~*
In(limy)=a; limy=e¢ ; :BTL_.IV =4,

X —>00 X->00 X—00

_ x
Iim ﬁ_civ .
x>+0 x
I

Trazimo limes zdesna, jer funkcija In — nije definirana za x<O0.
x
Imamo oblik co® kad x—+0.

(2]

X

e

oo
_=¥Hk._:ﬁ_:| =————=— kad x—>+0.
o0

®
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Kako je y' <0 za x< —3, odnosno y'>0 za x>3, slijedi:

Zadana funkcija opada u intervalu (—oo, —3) i raste u intervalu (3, 4 00).

x2+2
496. y=——.
(x—2)?

Funkcija a, dakle, i njena derivacija definirane su u otvorenim intervalima (—o0,2) i
(2, 4 00), jer za x=2 ima funkcija pol II reda.

_4(x+D
(x—-2)*

y'=

>

pa je ¥’ <0 u intervalu (—co, —1), jer je u tom intervalu x4+1<0i (x—2)*<0, pa
y opada zZa— oo <x< —1.

U intervalu (—1, 2) 3 >0, jer je u tom intervalu x+1>0, a (x—2)*<0, pa
yraste za —l<x<?2, a y=0 za x=-1.

Konacno u intervalu (2, + o) 3 <0, jersu x+1>0 i (x—2)*>0, pa
funkcija. opada za 2<x<+4oo. Naridi graf funkcije!

497. y=xInx.
Funkcija je definirana samo za x>0.
y'=14+Inx.
Iz y'=1+Inx=0 slijedi Inx= —1, a odatle po definiciji logaritma dobivamo:
x=e" = W .

e

1 . 1
U intervalu on lu ¥ <0, payopadaza O<x<—.
e e

1 ]
U intervalu ﬂlv + oou ¥'>0, pa y raste za —<x<+oo.
e e

Vidi dalje sl. 61, kod zadatka 505.
498. y=1—4x—x% [Dobivene rezultate kontroliraj prema grafu funkcije, koji narisi!]
499, y=x3—3x2+4+4. [Rezultate kontroliraj prema sl. 23, uz zadatak 166.]

1 1 .
500. QHIu. x«+M x2—2x+1. [yraste za —co<cx<—2 1 l<x<+ oo, a opada za —2<x<l.]

501. y=x—e*. [Raste za—oco<x<0 i opada za 0<x <+ co.]

502. y=x+cos x. [Raste za —oc<x< + oc].

503. y=In (x+ av

[Vidi prema (79) funkciju y=Arshx.]
[Raste za —co<x<—11i l<x<+4 oo, a opada za —l<x<+1]

X 3
504. y=3- V=

138

F. Geometrijska primjena derivacija

Formule
Jednadzbe tangente i normale na krivulju y=y (x) u tacki T, (xy 53,) krivulje:
I=y—y31=y (n) (x=x) (90)

1
¥ (x)

n=EY—y=— (x—x,). o1

U tatki T (x,y) krivulie y=y (x):
y S
i
y

N= 151 V17575

duljina tangente

duljina normale

' (134a)
duljina subtangente Sr= m.:v
¥
diljina subnormale Sn=1yy'|-
Zadaci
505. Odredi jednadzbu normale na krivulju
y=xInx
koja je okomita na pravcu p=2x—2y—3=0 i sve prikai graficki.
Ractunamo prema (91):
’ — - ’
y=x-—+Inx=1+Inx. (a)
X
; 5 3o 1
Iz jednadZbe zadanog pravca y=x— — slijedi: 3y'=1, pa je ———=—1,
2 y AN—v

Da odredimo T, (xy,,), uvrstimo u (a) y'=1:
=1+Inx,,
a iz Inx, =0 slijedi da je x,=1, jer je =1.

Uvrtenje x,=1 u jednadzbu krivulje daje ¥,=0, pa je T,(1,0) i prema (91):

n=y=—x+1.
Vidi sl. 61. Pri konstrukciji grafa bio je izratunat lim (xInx)=0 (nadini to!) i odreden
x—>0
. 1 1 .
minimum \KA«lu Iﬂv. (Vidi dalje zadatak 532.)
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S, x2—y2=5 i _ 4

Kako je to pokazano u zadacima 431 do 438 racunamo:

xX*+32—4 x—1=0 x4+y24+23y-9=0
2x+2yy’—4=0 2x4+2yy' +2v'=0

, —x+2
yV=— ..v\“,[\.ﬂ‘
H y y+1
U 4,0,y == u A, (3,-2): p'— & . !
1 173 2=y 1y, 5 c\::LVQNHIMW:mﬂ?ls“ﬁnw.
a,—a
Prematge=—2—""_ dobivamo:
1 +a,a,
11 1
— —
23 3 2
gy =-—— =l tgg=— =]
_+_ — 1 1 :
2 3 1437
Py =45° Pp=45°
510. x*+y?2=8 i e © i
. yt=8ax i y HNIN . Odredimo sjecista tih krivulja.
- s
Iz jednadibe x—8ax —— — > gijedi: x,-0 | x 5%
2a—x ! nlqv
. 1
pa je: n=0 1 y,= ba s
5
Stjecista su: S0,0 i s,[%2, 189
s s

Sada rafunamo koefiicijente j jecisti i
j smjera tangenata u sjeciitima S i S, krivulja:

x*+y2—8ax=0 yoo x®
2a—x
2x+2yy —8a=0 N.v_u\Hmakm!Nau
(Qa—x)?
ydamx P Ba=n
¥ ¥ (2a—x)?
u S00,0: y =00 c oy
1 u S : u\nﬂo
8a 16a 3
uS,[—, —|: y'== .
2175 5 ~ B P u S, %Nﬂq.
a,—a
Prema tgo=—"_1 dobivamo:
I+a,-a,
g gy =o0; g @,=1
9 =90°; Pp=45°
X2y

5t =1 uz graficki prikaz. [¢=90°].

p=arc tg —

. 8
S12: y=x2—2x+4 i y=-—x*+4x+4 uz graficki prikaz. . _“ _m%.

513, y=sinx i y=cosx (0<x<m) uz graficki prikaz. [p=arctg (2 _\.Mv_.

G. Odredivanje ekstremnih vrijednosti funkcije y=f (x)

a. OPCI SLUCAJEVI
Formule i upute

Nuzni uvjet za ekstrem:
¥y =0,

Rjesenja ove jednadibe daju one vrijednosti x samo za koje funkcija y moze imati
ekstrem. .

Dovoljni uvjet za ekstrem:

Ako je prva po redu derivacija funkcije y koja se nije ponidtila u taki apscise x=x,
u kojoj je =0, parnoga reda, funkcija u toj tacki ima ekstrem i to maksimum,
ako je parna derivacija negativna, odnosno minimum, dko je pozitivna.

Ne ponisti li- se u talki apscise x=x,, u kojoj je y’=0, derivacija neparnog reda fun-
kcija u x=x, nema ekstrema, ve¢ ima tacku infleksije s tangentom paralelnom s osi X

Zadaci
U zadacima 514 do 533 uklj. odredi ekstremne vrijednosti zadanih funkcija.
514, y=2x3-3x2+1.

1. korak. Ratunamo y’ i uredimo rezultat:

Y =6x2—6x.

2. korak. Stavimo y’=0 i rije§imo tako dobivenu kvadratnu jednadibu:

6x2—6x=0
6x(x—1)=0
y x=0 Samo u tim tatkama moZe y imati ekstrem, jer je
x,—1 ) samo u tim tatkama tangenta paralelna s osi X;
.=

3. korak. Ratunamo y” i uvritavamo x,=0 i x,=1:
y'=12x—6.
Za x;=0 y=—6<0 funkcija y ima za x,=0 maksimum.
Za x,=1 y,=6>0 ?:_Smm y ima za x,=1 minimum;
4. korak. Da odredimo vrijednosti maksimuma i minimuma, uvrstimo R»u..b ixg=1u

zadanu funkciju y=2x*—3x241.
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1

516. y= =
. X3P +1)2x x*-2x
y= x4 = x4
3_7 3
Iz %nﬁuo slijedi x,=0-1 x,= /2 =1,59.

Rh

Za x,=0 funkcija neme ekstrema, ve¢ ima pol II reda, jer je x,=0 dvostruka nul-
-ta¢ka nazivnika.

”

4x3—-2
Y=

x4

3
¥ Q\INVVO pa funkcija za x,= j ima minimum.
2+1

Ymin= =1,89.
R 2=
V3
Vidi sl. 50, uz zadatak 260.
517. x®—x%y—8=0.
8
QOdatle: euxlxlh
\I_+up
Yy = Y

a iz y'=0 slijedi: x¥=-32, paje x;=-2

160 .
y=——; ¥ (=2<0 y ima maksimum za x,=—2
x

Ymaks= —2,5. Vidi sl. 54 uz zadatak 264.

518. Y=
Ralunamo y’, pa nakon uredenja dobivamo:
x2—12

3 u_\ (x2—4)?

Iz =0 sljedi x*—12=0, paje x,=+2}3

’

y=

2 ‘e ”
vﬂ"!kw y1' >0 za x=2)3, odnosno: y <0 za x»”le.

3 .ﬂ\Ak» —4)2

2)3 .
Slijedi: ea;ulﬁ\lnﬁm Ymexs=— |/3.  Vidi sl. 66.

3

_:M|>

146 ) .

519. y=3x+tgx.
1

cos? x

1 1
'—0; - 2= - _\ 1
y o 3, cos?x 3 cosx= |/ _ T

¥'7#0 u svim tatkama zadane funkcije, pa zadana funkcija ekstrema nema (raste za

sve x!) Nari$i graf funkcije!

y=3+

y

|

|

!

|

|

1

|

I

|

i

I

231 -2] 0 2

|_\,i “
|

I

I

i

|

1

i

Slika 66

520. y=In}1+x*+arc tg x.
Ratunamo y’ i " pa nakon uredenja dobivamo:

_ x+1

1—2x—x2
T 1t

T

Iz y’=0 slijedi x,=—1 dok je " (—1)>0 pa funkcija ima minimum za 2, =—1.

’

y

”

iy

Ymin=In .—\|M+m .

1
x-2Inx-——In%x
, x _2lnx—In%x

y'=

x2 x2
2—6Inx+2In%x
x3

”

"= nakon uredenja =

Iz y'=0 slijedi: Inx(2—Inx)=0, pa je:
In x=0; x=1

N|~=H"Om _D.&"Nu Nn”mu.
Uvrstenje u y” daje:

" (1)=2>0 za x,=1 ima y minimum.
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y=2f@-si =t

535.
10 x—1 .
V\Hm.. 5 1z y'=0 slijedi x=1.
3
=
10 2x+3
YV=——- za x=1 y»'>0
9 3
i
pa funkcija y ima za x;=1 minimum i to yg,=y (1)=—2.
Medutim, za x=0 y’=oco, pa ne postoji u toj tacki, dok je y=1 za x=0. Kako je
funkcija y neprekinuta i odredena za sve x, x,=0 druga je kriticna tatka zadane funk-
cije. Da odredimo kakav ekstrem ima y za x,=0 ratunamo predznak y’ nalijevo i nadesno
1 1 1 ..
od te tacke, npr. za x= I|N: iza x= +M. Dobivamo y’ IME >0, funkcija raste,
1 . R
y 0 <0, funkcija opada. Zakljutak: zadana funkcija ima za x,=0 maksimum i to
Ymake=y (0)=1. Vidi sl. 68.
y y
1A
3 3
y=2Vx3-5{x%+1
mn\«u.‘.\xd
N |||||
|
t |
1
-7 0 X I
4 |
1T “
|
|
0 1 X
Slika 68 Slika 69
536. y=x"+ ,—\Mm.
515 LT - . 15— .
%\HNR.TM_\RH‘. Stavimo y*=0, slijedi x,=0 dok je u\\HN.*.M <x i y7(0)=2>0.
Za x,=0 dobivamo y,=0.
Zadana funkcija definirana je za 0<x< + co, ona monotono raste, jer je ¥'>0, a kako
tacka apscise x,=0 ne lezi u nutrini podrudja definicije funkcije, ve¢ na granici toga
podrudja, funkcija nema ekstremni za x;=0. Vidi sl. 69.
537. v_ﬂx—\_lxw.

150

V2.
— 1
2
intervala definicije funkcije [—1; 1], dok druge dvije leZe na granicama. Naridi graf
funkcije}. g

y'=0za x,=4 %34=+1. Samo su prve dvije take kriti¢ne, jer leZe u nutrini

538.

_ u wu
Qﬂx _\al_. —Hu\asn.e ] HIW Wlovamuuwxu_nwmﬁwawsnamu:wlw_.wg». ﬁ

Uputa

c2

f’

Pokazimo jo§ kako se moZe pojednostavniti odredivanje ekstrema funkcija oblika y=

n
gdje je ¢ konstanta, i oblika y= ¢ (x) uz n prirodan broj.

U prvom slutaju ratunamo ekstreme nazivnika f(x), pri ¢emu uzimamo u obzir da

tatkama u kojima nazivnik ima minimum odgovaraju apscise talaka u kojima funkcija
y ima maksimum, dok maksimumu nazivnika odgovara minimum funkcije.

U drugom slu¢aju podudaraju se krititne tatke radikanda ¢ (x) s kritickim tackama
funkcije y, ukoliko leze u podruju definicije funkcije y.

U zadacima 539 do 545 uklj. odredi ckstremne vrijednosti zadanih funkcija na gore

539.

540.

navedene jednostavne naline.

10

eﬂaaulw&n+mk ’

Odredimo ekstremne vrijednosti nazivnika =4 x*—9 x24+6 x:

w=12x2—18x +6, iz uw'=0 sljedi #,=1 i :»HM.

Funkcija 4 odredena je i neprekinuta za sve x kao i «’, dakle nema drugih kriti¢nih
tacaka.

u”=24 x—18.

Za u;=1 .:%Vov pa je u(l)=min., dok je y(1)=maks.

1 ’ 1 . 1 .
Za :»Hm u, <0 paje u ﬁm_ =maks., dok je y —M_ = min,
10 10
Ymaks= ﬁ”mu QH:.H”M”'.
4

y= [e*—1.
QOdredimo ekstremne vrijednosti radikanda u=e**—1.

w=e"2x; iz u=0 slijedi x,=0.

To je jedina kriti¢na talka radikanda, jer su # i 4’ odredene i neprekinute funkcije za
sve x.

u'=2e"(1+2x2).

Kako je u” (0)>0, funkcija u, pa dakle i y ima minimum u x,=0, jer ta tafka leZi u
nutrini podrudja definicije zadane funkcije y.

Ymin=2y(0)=0

i
H
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550.

551.

154

» 1 .
Uvrstenje o, =90° u wDHIMaN sina daje P, <0, pa je Py =
simalnu povrsinu ima A ABG, ako je & « u § pravi. O¢ito je da od svih upisanih
Cetverokuta maksimalnu povrinu ima kvadrat kome je

r’=maks. Tu mak-

| =

1
Pogyy=4: = 12=27%

Zadan je volumen V cisterne koja ima oblik kruznog valjka. Odredi njene dimenzije uz
uvjet da vanjska povrsina cisterne bude $to manja.

Oznadimo li sa A4 visinu valjka, a sa r polumjer baze, dobit ¢emo da je potpuna povriina
valjaka

S=2rnht+27wre (a)

h i r nisu nezavisne primjenljive, ve¢ su medusobno vezana jednako3éu

V=nrip, (b)
jer prema uvjetu valjak mora imati zadani volumen V.
- |4
Iz (b) slijedi: h=—, ©)
Tr?

14
a uvritenje u (a) daje: S=2 ~l+.a wuﬁ .
r

Sad mozZemo odrediti Smy,, jer smo S prikazali kao funkciju od r.
2V
S'=4nr——:.

re

Iz §’=0 slijedi:

=\ —. (@)

_\ w\.
%wmcnwao m;HNAa._' Mvu mowu.o,wAJvH_NaVovv»mn.wu:numwu\ ™
kg

1z (d) slijedi da je V=2m13 a uvritenje u (c) daje:
h=2r.

Ta jednakost kazuje da cisterna oblika kruznog valjka i bilo kojeg zadanog volumena
ima najmanju povriinu ako je njen osni presjek kvadrat.

Iz okrugla debla promjera d ispili gredu pravokutnog presjeka osnovice b i visine
h. Cvrstoéa grede razmjerna je sa bj% Uz kakve ¢e vrijednosti & i 4 imati &vrstoéa grede
najvecu vrijednost? Vidi sl. 74. )
Oznadivsi &vrstoéu grede sa W=cb 4?, gde je ¢ faktor razmjernosti, i uzevsi u obzir ds
je prema slici 4*=d?—b?%, dobivamo:

W=cbd?—cb3,
a derivacija W po b glasi:
W’ =cd*—3 cb%
1z W’'=0 slijedi: :
az
1= W .

552.

s d . 6cd d
Uvritenje b;=— u W"=_6¢b daje W, =—— <0, pa za b= — postizava &vrsto-

H E B

¢a grede svoj maksimum.

X . d
Uvrstimo i b;=— u A= Var_ b dobivamo

V3

|

. d 2 2
pa je Whas=c- IRnMHMﬁh&u

V3

Iz toga slijedi najpovoljniji omjer osnovice i visine grede:

L

— 3 V3 : Slika 74

Zicu zadane duzine L ijeci va diiela - . . -

presijeci na dva dijela; od jednog napravi kruznicu, a od drugo
kvadrat. Odredi polumjer r kruZnice i stranicu x kvadrata, d j i h likove
bude §to vedi (vidi sl. 75). rass, da zbroj povrsina tih likova

- L “ |
2nr #x
x
x x
X
Slika 75
Prema slici: L=2nr44x (a)
P=rnr24x? ®b)
Derivirajmo P po 7, pamteéi da je prema (a) x=x(r):
P n)=2nr+2x-x(r) (©
L = b3
P =——— j (=
rema (a) x 773 7, pa je x SIIM . (@)
Uvrstenje u (c) daje: P (r)=2nr-2 x.WHn 2r—x). (e)
Iz P'(r)=0 slijedi x=27r, a uvritenje u (a) daje: L=2mr+8r=2(x+4)r.
. L L
Odatle je r=— dok je =2r=
2(n+4) ! T ®

Ratunamo: P”(r)=prema (&)=r[2—x’ (r)]=prema EVM:.N.TW ~0.

155
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555. Odredi dirali$te tangente povuene na elipsu —+—=], koja zatvara s pozitivnim

dijelovima koordinatnih osi trokut najmanje povrSine. Vidi sl. 78.

Owbw&<wm. sa m i n odsjetke 3to ih Cini tangenta na koordinatnim osima, dobivamo
prema slici:

m-n
y Pa=——. (a)

Znamo wnm:mmmvc tangente na elipsu u diraliitu
D (x,,y,) elipse: 18 xx;+ 8yy, =144.

x y
—+—=1, je:
8 18 pa e

X1 N
8 18
x m=— i n=—, (b)
N

O(x,,y,) ili u segmentnom obliku:

)
N
/
®
s

Talka D (x,,y,) lezi na elipsi, dakle:

xw+em|_
8 18
s u 2
a odatle je: u:HM 8—xi (c)

Slika 78
Uvritenje u (b), a zatim u (a) daje:

12 R 48
n= 1 P=

_\ 8—xi x _\ 8—x?
U drugom dijelu predasnjeg poglavlja b. pokazali smo kako se jednostavno odreduju

- .. . hN + g
ekstremi funkcija oblika ® (vidi npr. zadatak 539 i sl). Prema tom nadinu odredimo

kritine tafke nazivnika f (x), u najem sluéaju funkcije u=x _\mlk».
—2x248

]

Iz w'=0 slijedi x,=2, a uvritenje x,=2 u %"=

Dobivamo: w=

2x°—32x4+8x
V=73

minimum. Uvritenje x=2 u (c) daje

daje 4#"(2)<0, pa funk-
48

. x; <wlxw
=3, paje D(2,3) trazeno diraliite tangante, dok je Pp;,=12.

cija u ima za x,=2 maksimum, a P=

556. Odredi visinu uspravnog kruZnog stoica najmanjeg volumena koji je opisan ok

. ; 0 polu-
kugle polumjera R (srediite baze stoica lezi u sreditu kugle). Vidi sl. 79,

1
Prema slici: V=—mnrh
3 (a)
Izrazimo promjenljive velicine » i 4 sa P.
Prema slici: h= .x i r= R .
sin ¢ cos ¢

158

558.

Uvritenje u (a) daje:

1 R?
V=—n— .
3 - singcos2g
c? .
Opet moramo odrediti ekstrem funkcije oblika ™ (vidi zadatak 555); pri Cemu je
X,
0 T
<Pl —.
*=3

Oznativ§i u=sin ¢ cos?g, ratunamo:

u'=cos® ¢ (1—-2tg?q).
Iz w'=0 slijedi:
b3 3

1) cos3p=0, pa je == i =

™
Obje vrijednosti leZe izvan intervala —ov M_ .

V32

5 .

2) 1-21g%9=0, pa je tgo=

Slika 79

1 1
, ratunamo
sin @ sing

Kako je h=R.

=Vitegto=V1+2=V3

h=R}3.

Greda duljine /, oslonjena na dva leaja, opterecena je kontinuirano sa ¢ kg na jedinicu
duljine. Odredi najvecu vrijednost momenta savijanja grede. Vidi sl. 80.

Uzevsi u obzir da je moment sile s obzirom na tacku mnm_:mw umnosku w.:m i kraka i da
je pozitivan pri okretanju u smislu kazaljke na satu, dobivamo prema slici za tatku C
grede udaljene za x od lijevog leZaja:

gx“lax.w+n|~.x. @ o ql
2 2 ¥i c 7
gl T
Deriviramo, pa iz \SwHIQanINo A | B
2 EA m. I
liiedi: ! o
slijedi: xulM. x IIN.L
- 2
Kako je \SHH —g<0, dobivamo prema (a) { gt
2 .
giuﬁ“@lm- . Slika 80

Kako se i otekivalo, taj se maksimalni moment savijanja nalazi u sredini grede.

Od komada zZice duljine d napravi pravokutnik najveée povriine.

d
TA«.»QBH stranice |Q.
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3. korak. Usporedivsi izraCunate vrijednosti funkcije zaklju¢ujemo: :&.ﬁw.n.d S&nm:oﬁ u

intervalu [—4; 4] ima funkcija u krititnoj tacki x,=—1 _. iznosi 40, dok
najmanju vrijednost —41 postizava funkcija na lijevom kraju intervala x= —4.
Vidi sl. 81.

x—1 A

571. y=—— u intervalu 0<x<4.
x+1
Q\H%ﬂo — funkcija nema ekstremnih vrijednosti,
(x+1)?

Funkcija ima najmanju vrijednost —1 na lijevom kraju zadanog intervala i majvecu 0,6

3
yO)=-1, ibnwuob.

na desnom kraju. Vidi sl. 82.

T
572. y=2sin x+cos 2 x u intervalu Tu lg .

162

Slika 82

2

Iz y'=2cos x(1—2sinx)=0 slijedi:

cos x =0, paje RHHH. To nijé kritina talka, jer lezi na kraju intervala,
=\
2
3
. To je krititna taCka, u kojoj je QHM .

1—2sinx=0, paje x,=

o A

. . ™
Na krajevima intervala: y (0)=1 i ¥ —MHH_.

573.

574.

575.

576.

577.

11*

. 3. . . . i
Najvecu vrijednost M ima funkcija u kriti¢noj tacki meN

110 1 ima na krajevima intervala. Vidi sl. 83.
y=e—¥,
y=—e*.2x.
Iz y'=0 slijedi: x;=0, pa je
y(x)=e=1.

1
Drugih kriti¢nih ta¢aka nema, jer su \
¥y i ¥ odredene i neprekinute za sve x.

Budué¢i da interval nije zadan pa iznosi
Citavo podrugje definicije funkcije, 1. 1
—00<x<+ 00, odredimo kakav ekstrem
ima funkcija za x,=0:

y'==2e*(1-2%%.

> a dvije najmanje vrijednosti

y=2sinx +cos 2x

-

Kako je 3" (0)<0, »(0)=1 maksimum ¢
je zadane funkcije. Kako je ¥y(=x)=y(x)
funkcija je parna, pa je njen graf simetri-
¢an s obzirom na os Y, dok je lim e—**=(.

. x>+ 00

a

NI — e o

Slika 83

Zakljutujemo: funkcija ima samo najvecu vrijednost 1 za x=0, dok najmanje vrijednosti

nema. Vidi sl. 84.

Slika 84

y=x'—2x%43 u intervalu [—2, 1], uz grafi¢ki prikaz.

[Najmanja vrijednost y=2 za X,2=+1, najveta 11 za x=—2].

y=x—2Inx u intervalu [1, e].

[Najvec¢a vrijednost y(h=1,

y=Jx(10-x

y=sin 2x—x u intervalu — — <x< » uz grafiki prikaz.

N A
NA

najmanja y (2) =2(1—In2).]

[Najmanja vrijednost ¥ (0)=y (10)=0; najveca y(5)=5].
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583.

Odredi najvecu povrsinu istokranog trokuta kojem je krak k.

kN . b
TS (x)=x _\wslx..,. gdje je x visina trokuta _Hm. za x= IMV
_\ 2

1. Konveksnost i konkavnost krivalja. Tadke infleksije.

Uputa

Krivulja je konveksna spram gore, ako se nalazi ispod bilo koje svoje tangente;
krivulja je konkavna spram gore, ako se nalazi povrh bilo koje svoje tamgente.
Talka inflekcije (obratite) jest tatka u kojoj krivulja prelazi iz konveksnog
dijela u konkavni ili obratno. Krivulja je konveksna u tacki %, krivulje; ako ja y” (%) <0,
odnosno konkavna, ako je y” (x,)>0.

Tagka infleksije odreduje se tako, da se izratuna druga derivacija y” funkcije y, pa se
izjednati s nulom. Rjelenja jednadzbe y”=0 daju one vrijednosti x samo za koje funk-
cija 2"\0& moZe imati tatke infleksije. To je samo nuZni uvjet za tacke
infleksije. Dovoljni uvjet: ako je derivacija funkcije, koja se prva nije ponistila u
tacki x=x; u kojoj je f“(x)=0 neparnog reda, pri ¢emu ako je ta derivacija
neparnog reda pozitivna, krivulja u tacki infleksije prelazi iz konveksnog dijela u kon-
kavni; ako je negativna, krivulja prelazi iz konkavnog dijela u konveksni.

Primedba. Ako je f” (x)=oco ili f”(x) ne postoji, dok je sama funkcija odredena u
tatki x=2x;, racunamo vrijednost f” (x) nalijevo i nadesno od tacke x=x,. Ako su te
vrijednosti f” (x) razli¢itog predznaka, tacka x=x; je tacka infleksije zadane funkcije.

Zadaci

U zadacima 584 do 592 uklj. odredi tatke infleksije i intervale konveksnosti, odnosno kon-

584.

166

kavnosti zadanih funkcija.
y=3x85-5x'+4, Y
Yy=5x*Q3x—4)
¥ =60x2(x—1).

Rafunamo:

y=3x"5x%+4

Stavimo: »"=0 Slijedi: x,,=0 i x=1.

Samo u tim tackama moZe funkcija imati tacke
infleksije.

Ra¢unamo dalje: 3"""=180 x2— 120 x.

Uviitenje  %,,=0 daje "’ (0)=0. _

: 11 _
Radunamo dalje: y(IV)=360 x— 120, 084 -+

YAV (0)= —120. N

1 1

Nije se poniStila u tatki x, ,=0 derivacija &e- 0 14 x
tvrtog, tj. parnog reda, pa funkcija y u 3
Rruuo nema taCke infleksije, ve¢ ima ekstrem
i to maksimum, jer je y'=0 za x,,=0, a Slika 87

»(Y)(0)<0. Krivulja je dakle konveksna u okolidu
%,3=0.

Uvritenje x3=1 u y”’ daje y"’ (1)=60. Nije se poniitila derivacija neparnog reda,

pa funkcija za x;=1 ima tacku infleksije, a kako je y”’(1)>0, krivulja u x3=1 prelazi
iz konveksnog dijela u konkavni.

SUNISUISEpR—

Izralunavsi ordinatu y (1)=2 tatke infleksije I i uzevdi u obzir da iz

4
i Nsﬂﬂvaow je y”

4

3

s

I_Vov pa funkcija y ima minimum u x,=

4
3

¥ =0 slijedi jo3

—; riSemo graf funk-

cije, prethodno izratunavsi jos vrijednosti maksimuma y (0)=4 i minimuma y —l =0,84.
3
Vidi sl. 87.
3
585. y= _\x+N. L —7
y=yx+2
Ratunamo:
1 ap 1 1
= (x+2) T =—.
Y=z &+ 30, _
Vix+2)2 1 x
2
B —
3
9 Vx+2p

Slika 88

Kako je brojnik u izrazu za y” konstantan, y” se nigdje ne poniitava, a za x,=—2 tesi

u beskonatnost, kao i y’, dok je funcija ¥ za x;=—2 odredena i ima vrijednost 0.

Zakljuéak: u talki x,=—2 tangenta je na krivulju paralelna s osi Y, a funkcija ima u
y(—2,0) tatku infleksije, jer je y">0 za x< —2 i y"<0 za x> —2, pri ¢emu graf funk-

cije prelazi iz konkavnog dijela u konveksni. Vidi sl. 88.

1

586, y=——.
YT 1y
Rac B 3 . . 12
afunamo: =1 Y=
T 1
Kako vidimo, y"7#0 za sve x, a za x=—1 ne postoji, pri ¢emu x=—1 ne moZe biti
apscisa tacke infleksije, jer je za x=—1 y=o0, tj. x=—1 pol prvog reda zadane
funkcije. .

Medutim, za x<-—1, npr. za x=-2,
y” <0, pa je graf funkcije konveksan, a
za x> —1, npr. za x=0, y">0, pa je graf
konkavan,

Zakljucak: funkcija u x=—1 prelazi iz
konveksnog dijela u konkavni iako nema
tacke infleksije. Vidi sl. 89.

587. y=x+2arcctg x.

Y

Racunamo:

Y4 hk

y= C+RNVN

Iz y'=0 slijedi x,=—1 i x,=1.

Slika 89

167



691

€ 2X— 6T
(e) Fp.—— =l T X0
x , % P

H(pT1) Bwaid 1palgs x—¢7 f =4 z]

¢eSup wo ¢ susisod eleUipIo pey ‘el esosde e(Ua(rur 3s wourziq
wofoy “sfwd ¢f wourziq s epedo §7=,{+,x nowznn{ s(nsido efoy Ixe BIBUIPIO

*a  *a
‘T=x 3l apepo e ‘{:p = — : — owealqop ‘[:p==%: 'z nyepez ewoid 3 ojey]
x x
[
*a
c— =% :xu[=4( ez
x
I
*a *a T
—= =la :==qez 1(qpzl) ewaig
x z 2X
Xg-—
[
z *x U=« 3{[nALr{ BlRUIPIO
odau 2z1q eind p sesr — =4« 3I([NAILY eJBUIPIO N[0y BZ X 1SOUPA(IIA NUO 1pa1pO

X

=% WL “(6— <DL}

ppyerd 1zeyud aas 1 *a po epaa eind ¢ o 4 eped euiziq Yy n e
“a po epaa mind 9 2 £y n ‘=% %7 n'sf oxe ¥V 1 7 %; exeel SILUIPIOOY 1paI
L L boye ] 1oL L ey 1100y IPaIpO

‘BYRel Budzenl (6— p) T :af ed ‘g—=TC ofep £ n sfumngian

X
o
‘p="x :a( ed ‘nytepez ewsaid WHVIRNH@“ (Qvzi) ewaid apepQ
.-K
‘p—xg=-— of &d Cxp—xp="xTc="
s
H(pT1) euraad owrearqop ‘(1) d=x e (x) f=4« 5{ ep If owenews

astosde
BIseI po 1z1q eind { leurpro iser of fofoy n U7 nyPey 1psIpo (—xp—zx=4A oA eN

1oepeZ
I3y ‘Was=@ =00
’ 7 ywdwow n (3(uezIqn) e(1eINIYE 3 Yop
(sen Ds=@)a
7 juswows n el Blueqid eurziq aypel elueqid Sourrdoaerd nyaersodiard zn 3l epey
@) s=s

1 7 euwswaxa eoyuny oey s nd (1 ‘aype elueqiS eqzpeupal euepez 3f oye ‘asodeN

‘x eluswnsie 1
£ sfjuny susfword euiziq Isfwo fep x od (x) f=4 s(dyuny 4 efDeALISp :1Qeuz 01 e

Ead

1
/

*a
(avzn == =4 JIpafrfs
. P Ipalr

§6S

v6s

“x ausfwiord eurziq=*ao='x
H
£ susfwoid ewrziq=%="¢ 1ol oYey e

Iy e='c
ez it
akNQ. akQ”akQ
‘(bz1) ewaid epel
‘(N o=x 'O 9 eudwala elOyuny x earfjusafwold eusiaezau (x) /=€ n 3 ep I owenews
eloyuny gruszoys efueriansp npiaeld od o) 1 eusfuwrord yaoyiu BUIZiq npawzi
1SOUSIABZ TIIP3IPO owrdzowr epel ‘A 1 x yratfjusfwoid nf{iap npawzi ezaa ejeuzod 3f oy

ud{woid 91 nurziq afnparpo < C=Aqg
‘1 7 nuswala od A B{IDBALISP BPE) €7 BUSWIDIA N0l N B(US(IW £ BUINSA BYIU 35 ONY

s3indn

eloyuny 3fdeArrdp aSnap 1
aa1d afusgedz oYINEWIUN] OUSOUPO ‘OYITTEYIW )

{Je18 1sUBUC [ >X>[— BZ BUABNUOY B ‘00>X> ®Z I
[—>x>00— ez eusyaauoy (z uf ‘[F) ¥Y]

ﬁx.. 4| Sz
| T >x>— — Bz eusysauoy ‘oco4>x>— 1
i [ I

WI>~NH|>H N.—M—
o !

(x4 1) u=«

o

—>X>00— BZ euaeyuoy {([‘g) S¥WL ¢

|

‘€LS PEZ Zn pg IS BU NI[NAL NAOSSNBLD N} IPIA  “x-2=4

‘[Je18 1stBU 7>x>7— BZ BUSYIAUOY ‘00>X>T I —>X>00— BZ BUABNUOY SRWISU [}

[eo>x>1 ez euaeqjuoy ‘I>x>00— ©Z BUS¥2AUOY ([ — ¢])[]

pRyeIs zeud 1 g—xg+x g —xg=4

fe>x>1 ez eusyoauoy ‘o >x>¢ vz 1

[
X X — —gx=AK
[>Xx>o00— ¥z guaRquUOY fg¢=% ez ’[ 1 [=Tx ez Y]] Ets m—+mxo s

‘€97 elepez zn ‘g¢ [S IPIA ‘00 >X>>() BZ BuaBjuoy of ed ‘wnuwrutw
OUSIPBU & ‘0>X>00 — BZ BUSYIAUOY 3f ed ‘wnunsyeur Ups{  po oaslieu ewr eloyuny

B ‘epedio 4 alueungey -(x<Q) s of ud .unm.mnava sl ®d ‘g=x 1pafs 0=, 2]
P13
N <
=41 1| n wnuwurw
u
z

ousoupo ¢ fu —+[— {[—| n wnunsyeur ew efdyuny 0<(]),£ & 0>([—) . 3l ofe)
€

891

768

‘16§

065

‘68¢



596.

598.
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3 .
Prema zadatku: V== kad je y=4, a x=+4 |[25—16=+3.
3 3 . .
Prema (a): -5 lN.@ﬁ pa je vy=2cmfs u 1,3, 4) i —2cmfs u T,(=3, 4).
o i - . I .

Tacka se giba po kubnoj paraboli yenulw. Koja se od njenih koordinata mijenja brze?

vy, , K v, x?
Prema (124 b): ==y  dobivamo: —=-—.

Uy x v, 4

Za |x| <2, taj je omjer <1, pa se ordinata mijenja sporije od apscise za —2<x< 2

Za [x| =2, taj je omjer =1, pa su za x= 42 brzine promjena ordinata i apscisa jed-
nake.

Za |x|>>2 taj je omjer >1, pa se za x<—2 1 x>2 ordinate mijenjaju brZe od apscisa.
Narisi graf funkcije!
Polumjer r kugle raste jednoliko s brzinom wv,=2m/s. Kakyvim brzinama rastu oplosje
i volumen kugle? Kakve su te brzine u momentu kad r postane 10 cm dug?

4 .
Uzevii u obzir da je za kuglu oplosje O=4 %, a volumen V= 3 w73 ratunamo pre-
ma (124):

V=0, =8 nr'r,=8nr-2= 1677 cm?fs

. .
vy=V,=4nr?.r,=45rr%2=8nr2cms.

U momentu kad je r=10 cm:

vo=1670-10 = 160 = cm?/s

v,=8m-100=800 & cm?/s.

Talka se giba po pravcu, pri ¢emu je udaljenost tatke od starta izraZena u metrima
odredena jednadzbom s=22—212+3:—1, gdje je ¢ vrijeme izraZeno u sekundama.
Odredi brzinu i ubrzanje tatke na kraju pete sekunde.

Prema (135) i (136):
Brzina u momentu ¢ : v (f)=s (1)=312—4 t+3.
Ubrzanje u momentu z: a()=v"(t)=s"(t)=61t—4,

a na kraju pete sekunde: v (5)=58m/s; a(5)=26m/s%

Brzina pravocrtnog gibanja tijela razmjerna je s kvadratom iz prevaljenog puta (npr.

pri slobodnom padu v= _\Nwmv. Dokazi da takvo gibanje nastaje pod djelovanjem
stalne sile.

Po Newtonovu zakonu sila koja uzrokuje gibanje razmjerna je s ubrzanjem, tj.:
F=k-s"(1). (@)
Kako je prema uvjetu v=s" ()=2A ﬁ gde je A faktor razmjernosti, dobivamo:

) ) * ® > / » const.
)= =—— 5§ () =——. = —— .
A ¢ 2)s 2)s MeT3

vru
sila F=k. 5 =const.

Uvritenje u (a) daje:

600. Tacka mase m titra uzduz osi X tako da je u momentu ¢ njena udaljenost od polozaja
ravnoteze odredena jednazbom:

x=Ae atcos(at+b).

Odredi brzinu gibanja tatke i silu koja na nj djeluje.

Brzina v=x' ()= —a A e~aifsin (at 4 b) + cos (at +b)].

Ubrzanje v'=x"(1)=2a? A e-atsin(at+b).

Sila. F=m-x" (t1)=2ma®> A e~atsin (a-t-+b).

601. Toclak se Qﬂ.nma tako da je kut zaokreta a razmjeran s kvadratom vremena. Prvi zaok-
ret napravio je to¢ak za 8s. Odredi kutnu brzinu « nakon 32s poslije potetka gibanja.

Prema zadatku: =A%, (a)

gde je A faktor razmjernosti, UvStenje =8 1 a=2r daje:

T
27=Xx-64, a odatle je A=—.
32
R . i
Uvrstenje u (a) daje =12,
32
. . ki
pa je kutna brzina: w=a’ ()= e 1,
7T I
azar=32s: o=—-32=2"7 .
16 s2
. . . . . . . jedinice
602, Zadana je veza u obliku y2=12 x izmedu x i y. x raste jednoliko s brzinom 2———— .
sekunda
Odredi brzinu rasta y za x=3.
jedinice . jedinice
2——u(36)i —2——— u(3;-6)].
sekunda sekunda

603. Stranica kvadrata raste s brzinom v. Odredi brzinu rasta opsega i povriine kvadrata u
momentu kad je stranica kvadrata jednaka a.

4y — 5 2av — |.

cm cm?
s s

604. Ovisnost mnozine Q produkta reakcije o vremenu ¢ odredena je formulom:
Q=a(l+be—m),

Odredi brzinu reakcije.

[m(a—Q)}.

605. Tijelo mase m=3 kg giba se pravocrtno po zakonu:

s=14+14+12,

171
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1

lim wa‘mxwﬂo.ooﬂvoaog L’ Hospitalava pravila =
x—-+0

= (vidi zadatak 474)= + co.
Dakle, u tacki x=0 limes slijeva jednak je nuli, a zdesna -+ oo.

3) Funkcija nije parna, nije neparna i nije periodska.

4) Funkcija nigdje nije negativna, pa ne sijeCe os X, a ni os Y

S) Kako je lim y=-+ o0, 0s Y je asimptota zadane krivulje.
x—+0

1
Drugih asimptota nema, jer je lim Y_ lim a.mﬂuvn.foo.
x—>+00 X x40

1
6) y'=eX(2x—1). Y

1
Iz y'=0 slijedi: x,=—-
2
1

eX(2x2—2 x+1) _;
= 5y >0,

[

Y=
x2

ENGNY
T
I
|

pa je:
1 | .
Y=y 3 HMm.HEE:.:E.: funkcije y.

7) y"#0 za sve x, pa funkcija nema ta-
¢aka infleksije.

[
-
x

}
Da nariSemo graf funkcije izratunajmo -2 - ¢

4 .
jo$ nekoliko tadaka: y (—2)=— =2,42; Slika 51

Ve
1

y(—=1)=—=037 i y (1)=e=2,72. Vidi sl. 91.
e

1
EHM sin 2 x+ cos x.
1) Funkcija je definirana za — oo < x< + oco.
2) Funkcija je neprekinuta za sve x.
3) Periodska funkcije najmanjeg perioda P=2mw, pa ¢emo u daljnjem uzeti u obzir peri-

od od—mn do + . U tim grani¢nim tackama funkcija prima vrijednost y(—m)=y(x)= —1.
4) Za x=0 y=1— presjek s osi Y: (0,1).
1
Za y=0: M.N 5in x cos x+cos x=0 cosx (sin x+1)=0.

™
Slijedi: cos x=0: NHM (2k+1), gdje je k=0, £1, +2,...,

3
sinx=—1: xHIM n+2km.

U intervalu [—mw, +n] leZze samo dvije nul-tacka: R_HW i .JHIH .
2
S) Asimptota paralelnih s osi Y nema, jer je funkcija neprekinuta i odredena za sve x;
nema ni kosih asimptota, jer je k=lim Who, a I=lim (y —0) ne postoji.
x—o0 X 00 ;
6) Izy'=cos 2 x—sin x=0, odnosno 2 sin® x - sinx — 1 =0 slijedi (sin x), = — 1 i (sin @»HW. i
U intervalu [—7, ] leZe rijeSeni = T 3
intervalu [—m, n] leZerijeSenjax;= ——, x,= — i x,=w— —=—=x
JeEmAN =T BT 3 6 6
y’'=—2sin2x—cos x
= ™ 3 5 3 :
| —=|=0; »” =—= | 3<0; y |—==n|=—1V 3>0.
Q_L e_o_ 2 ;T:_ 2V
Slijedi:
T 3= 5 3
Ymaks =Y I@l ”Nl<wwrww min =Y Nq« “|M =—1,3.
3 . . T
Za n=-= raunamo y’'=—4cos2x+sinx 1y’ IMﬁHuﬂo,
R - .
Za x_H\M ima y taku infleksije.
k11 . .. ™ ’
7y —IMHHP pa je tacka infleksije [; —IMuo_ .
. e .o 1
Iz y"=cos x (4sin x+1)=0 slijedi cos x=0 i sin x HIM.
U intervalu [—m, n] leZé samo ova rijeSenja tih jednadzbi:
i T . g
x=— 7’ koje daje ve¢ odredenu tacku I;.  x,= 3 daje Nu—mu oﬁw
T daje I,|——; 0,72 i Vo e 1,[- Y rs —o72
=—— daje ——3 0, i x;=——m daje ——m; —0,72] ..
BETR PN ST 112

RiSemo graf. Vidi sl. 92.

[ Y
>

Slika 92
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Zadaci

U zadacima 617 do 623 uklj. napidi n-ti ¢lan Nwmmnow reda i ispitaj da li je ispujen nuZni

617.

618.

619.

620.

178

uvjet konvergencije reda,

2 4 6

—+—=+—=+...

3 5 17

Opazamo da su u brojnicima ¢lanova reda parni brojevi, a u nazivnicima ﬁ.ﬁug.r a kako
je 21 opéi oblik parnog broja, a (2n—1), odnosno (2 n+1) neparnog broja, pifemo:

) 2n
a1
. . 2 .
Ractunamo: lim #,= lim N =1.
n—o n—>oo N+|
n

NuZni uvjet konvergencije reda nije ispunjen, pa zadani red divergira.

1+ 3 + > + 7 + > +

479 16 25 _
Buduéi da su u brojnicima neparni brojevi, a u nazivnicima kvadrati prirodnih brojeva,
pisemo

2n—1
. M=
) 1
. . 2n—1 n o2
lim #,= lim ———=lim = lim —=0.
n—>» oo n—>co n? n—>o N n—oco N

NuZni uvjet konvergencije ispunjen je, red moZe, ali ne mora konvergirati. Kako je po-
kazano u zadatku 639, zadani red divergira,

1 2 3
Ftutet

n
—_
P (1
1
n o . n
lim u,= lim ———="brojnik i nazivnik dijelimo sa 7%= lim |«Ho.
n—>o n—>oo QTTC« n—8 1
1+—
n
Red moze konvergirati. (Red konvergira, vidi zadatak 640.)
hd 1 1 1
M:wnnnw — =1l.arctg 1+2arctg —+3arctg —+ ...
n=1 n 2 3

1
lim u,= lim —:. arc tg |_ =o00-0=po L’ Hospitalu=
n

n—- o n—o

i 1+ 1 n?
arctg — —
. & n 0 . ne 1
= lim =—=Iim = lim =1.
n—» oo ﬂ o n—o h 7n—- 00 H
il - 14—
n n2 n?

Red divergira.

; 1 1 1
621. cos 1+ cos ——+cos —+ ... lm cos —=1, red divergira|.
2 3 n—> 0o n

2,5 1017 41

622. -+ —+—4+—+... i =
1 8 27 64 Tw:w n L;.
1 3 5 7

623. |N.+M+N+M+.Z [divergira).

U zadacima 624 do mn.m uklj. odredi: 1) nti &an reda (uy), 2) sumu prvih n &anova
reda (S,), 3) dokazi konvergenciju, odnosno divergencija reda i 4) odredi sumu reda ().

624 _+H+_+ ! +
" 1-3 3.5 5.7 9.11

C CNQE u obzir da su 2n—1) i 22+1) gde je n=1,2,3,... dva uzastopna neparna
broja, dobivamo: .

1
@n—1)Q2n+1)°

u,

=

Rastavljanje u, u parcijalne razlomke (vidi tip I neodredenih integrala u dijelu II
Repetitorija) daje

1 1 1
Upy=— |l——m——1.
2 |12n—1 2n+41
2) PrikaZemo li u tom obliku svaki &lan zadanog reda, dobivamo S, u obliku:
1 (1 1 11 1 11 1 1 1 1
Sp== |——=|+=|=—=|+=|—"=|+... .+ = — |,
" NT L N_u L+N 5 q_+ +~_~=s_ ~=+;

Vidimo da se ¢lanovi u zagradama medusobno ukidaju, osim prvog i posljednjeg ¢lana,
tako da ostaje:

1 1
3) lim Sy=— tim [1—— |~ L
n—oo 2 nsoo 2n+1 2
1 - _ . 1

4) S= Mﬂwosmos_ odredeni broj, pa zadani red konvergira i suma mu je Mv tj.
1 N 1 4 1 + + 1 1
— et —F.... — ==
1-3 3.5 5.7 2n-1)2n+1) 2

1 1 1 1

625, — 4+ —4—+——+ ...

1-4 4.7 7-10 10-13

1) Opazamo da je drugi faktor svakog nazivnika vedi za 3 od prvog faktora i da je prvi
faktor nazivnika svakog &lana za 3 veédi od prvog faktora predainjeg &lana, pa je:

1
@Bn=2@n+1)

Up=

12¢ 179
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1 1 1

Zadaci Upy= ————> tji. u,>—, pa zadani red divergira.
U zadacima 629 do 638 uklj. ispitaj konvergenciju zadanih redova pomocu kriterija
usporedivanja. 1 1 1 1
_ _ _ _ 634. M+M+~o+ e +=w+_ + ... Usporedi sa M.:» 5 konvergira.
n=i
. — + + ot ...
QNO ~N+uNu m.Nm ANz'_u.quln ~ ~ |
1 635. I|+,+l+....+l+.: Usporedi s harm. redom; di ira.
Usporedimo zadani red s geometrijskim redom: M+Nu+ + . MST + ... In2 1n3 ' In4 In(rit+1) [Usp rm om; divergira.)
koji konvergira, jer je QHPHIH.A_. : 3 1 1 1 )
) s 2 3 . 636. ::NI“*.T“w T +A.uu+ ce +a+ .. Usporedi sa Mcu: ; konvergira.
. . - n=
Vidimo da su svi Clanovi zadanog reda, _uom.ﬁ\mm od drugoga, manji od pripadnih ¢lanova
konvergentnog geometrijskog reda, pa zadani red konvergira. Isina] |sin2a«] |sin3a| |sin na|
637. 2 + > + 7 + ..+ ” + ... [Konvergira.]
T b .7 . T
630. sin—+sin —+sin—+ ....+sin —+4 ...
2 4 8 big
o — 1, ! Usporedi M konvergi
x - s —t—tF——F.... ...| Usporedi sa ; konvergira.
Usporedimo zadani red s geometrijskim redom: M+.M+ wn+ e +Mm +.ous 1-2.3 2-3-4 3-4.5 :oi._v §+B »
ki3
4 1 — - s .
koji konvergira, jer je ¢ = |HWAT a kako mm\_me_A_x_w zaklju¢ujemo da zadani Uputa
—_ = T . — Spomenimo jo§ w:::m_: oblik w:nm_.:m usporedivanja. Ako su X u, i T v, redovi
2 s pozitivnim ¢lanovima i vo%o: - R .
red konvergira.
konalni lim —=L>0, .
1 1 // . n—oo0 Uy
631. 1+ Ll =t s il
_\l <| j tada oba reda ili istodobno konvergiraju ili _mﬁomovso &<mnw=8=
. (e T e e e
Usporedimo zadani red s divergentnim harmonickim redom: v - )
1 ) Npr. imamo 1i ispitati konvergenciju reda M sin P odredimo poznati:
o=+ =+ ... n=1
2 3 n .
1
1 e . . sin —
Svaki ¢lan :;H_\ll zadanog reda, pocevsi od drugoga, veéi je od pripadnog ¢lana har- i n 150
) - lim = 3
monickog reda, pa zadani red divergira. n= W
e n
1 1 1 1 . —
632, —+—+—+ . —m ... Kako harmonicki red ) — divergira, divergira i zadani red sin —
25 3.6 4.7 (nt1) (n+4) M_ - , M
Clanovi zadanog reda polevii od drugog ¢lana manji su od pripadnih ¢lanova konver- .
gentnog nnaw” : - P (m)
Ima li red oblik 0.¢ % gdje su P, (n) i DMQV polinomi stepena r i s, tada se
7 . bl i
o 1 1 1 1 dani ik . s .\
M_ |»H_+ +3 5 + +wﬂ+ --+> Pa zadani red xonvergira, odredivanje konvergencije, odnosno divergencije reda tog oblika svodi na usporedivanje
a [Vidi (140a)]. =31 :
zadanog reda s redom — gdje 39 a taj red, rwwo znamo, konvergira za
.. N n e e — e e e e
633 ! + ! + ! + N‘ = l,’
L — aV_ a m:\nawﬁu za RN«H
21 32 f.m —_— R
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647.

3 4
~|N+NIN.+Wm+ e
n n+1
::H'@ICs 5 Up= 3
1 —1)2 1 1]2
Lo tim “™_ EH lim :TTIE TIIH gn_.
n—so Uy, n—>00 n°-n n—> 00 n n

tj. neodlu¢no, ali pomocu grani¢nog kriterija usporedivanja moze se lako pokazati da
taj red divergira (vidi zadatak 643).

M § t

0
H—.ﬁ.ﬂ po L’ Hospitalu dobivamo nakon prvog poteza i uredenja=lim

649. M

652.

186

i
327 7T
T T
Up=ntg el H §=+~“n=+~v nWN=+n .
T ™
(n+Dtg ez 1 RPyrs
L = lim =lim |14+ —}-lim ——=
n— oo g n—»oo n n-—>co g
ntg on+1 ﬁmNa,:

N:+»Nm:+n
7> 00 ~M3+n. N=+u_"

Nw3+h u

Ha_wv:wo N?J;NINIAH red konvergira.
-]
371!
o
n=1
3%.al I+ (4 1)!
Up = e a:.*.ufi,:|?+:=+H
=:+ulu=+_.?+3_ nt 3(n+1D)n"  3(m+1)a” 5 n |» 3 1
Uy (EDMT 3pl (b DR b (kD) lntd) _+H n
n
. 1 1 3 3 N
L=31lim =3. = — = ——>1 red divergira.
n—oo 1]” . 1\» [ 2,718.. —
14— lim H:.l
n n—>00 n
1 2 3 4 _(n+1 my 1 )
W+Nln+mlu+mls.+... N.MJ_HWAM?Z.W: HMV red konvergira |.
0
32n+1 9
.w. Zm1 T\NImJ red &<2EHL.
n=0
o0
n! . .
.w. > [L=+o0, red divergira}.
n=1

0
73n
653. M —_—
@n—>5)!
n=3

1
654. —+

ﬂw: +w .
_H==+ 1= a3 ; L=0, red wo:<2m_aL .

3 Cauchyev kriterij

Uputa

Taj se kriterij obi¢no primijenjuje kad u, ima oblik n—te potencije funkcije od n.

Za red s pozitivnim &lanovima:

htutust+ ... Fu .= m U,

n=1
ratunamo: )
S r e
Pt 142
Ako je L<1 red wo:ﬁ»mmnmu

L>1 red divergira,

L=1 neodlu¢no.

Zadaci

U zadacima 654 do 660 uklj. ispitaj konvergenciju zadanih redova pomocu Cauchyeva kriterija.

1 101
m2 st et ms T
1
R!"
In? (n+1)
li ! 0<1 red k i
==llm =U< re onvergira.
oo In(nL 1) £
(o]

1 n 1™ 1 n )" 1 g
L=lim— H ﬁulzalu lim|— | =

nsco 3 n+1 3ns00 |142 M:lvoo 1+—
n
1 li ! ! 1 red k i
= — -lm-——=— e onvergira.
3 oo 1" uNA - £
1+—
n

187
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<o . . Lo e e
Alternirani red konvergira, ako njegovi clanovi po apsolutnoj vrijednosti padaju i teze
k nuli. To je Leibnizov kriterij.

Svojstvo alterniranih redova

Aproksimiramo li sumu alternirana reda pomoc¢u parcijalne sume toga reda, vrdimo gre$ku
koja je po apsolutnoj vrijednosti manja od prvog zanemarenog ¢lana i ima s njim isti
predznak.

To znaCi:

JS=Sul=1S—(@—upt+uz+ .... + (=" uy)| =|R,| <ttpy,.

Zadaci

U zadacima 666 do 670 uklj. ispitaj konvergenciju zadanih redova i odredi s tatno$¢u 0,01
sume tih redova.

Zadani red konvergira, jer je alternirani red, &ji ¢lanovi po apsolultnoj vrijednosti pa-
daju i teze k nuli:

1
lim |u,|=Ilim =0.
n—+oo n—oo _Sw_

Da odredimo sumu S reda s ta¢no3¢u 0,01, moramo pronaéi prvi po redu &lan koji je
po apsolultnoj vrijednosti manji od 0,01, a to je:

11
— = 20,0045<0,01.
IMl=&=516 5
SeSe=1—2 12237 0891001 i ide, jer je u;<0
=S=1——+—=_=0, it iSe, jer je u,<O.
A »te @ +0, o na vile, jer je u,

o0
667 M Dr+ L] Lyl 4 + ci_,_ +
’ ( @3nm? 3 6 o9& jpr ' T ( @2
;H-

Zadani red konvergira po Leibnizu. Odredimo sumu S reda s taéno¥éu 0,01.

Vidimo da je
1
=|—— | =0,007<0,01, pa j
%] 7 144 paje
1 1 1
wnmwuwlnl%LJlNuoEwob_.
® |HN—+H
668. MA|V . [S=0,63].
n!
n=1
669 M - [0,04
: A n (1) "+’ 04t
prn
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670.

671.

(=n?
n41

n=1

[—0,410].

d. REDOVI S POZITIVNIM I NEGATIVNIM CLANOVIMA POREDANIM
BILO KAKO. APSOLUTNO KONVERGENTNI REDOVI. BEZUVJETNO
I UVJETNO KONVERGENTNI REDOVI

Uputa

Zadani red konvergira apsolutno, ako konvergira red apsolutnih vrijednosti nje-
govih ¢lanova. Ako red konvergira apsolutno, on konvergira kako je napisan.

Red konvergira bezuvjetno, ako njegova suma ne ovisi o poretku &lanova reda.
Uvjetno konvergentni red je onaj red kojemu suma ovisi o poretku ¢lanova reda.
Da red konvergira bezuvjetno nuZno je i dovolino da konvergira a psolutno.

Zadaci

U zadacima 666 i 667 dokazali smo da zadani alternirani redovi konvergiraju. PokaZi da
oba reda konvergiraju i bezuvjetno!

1 1 1
Napi$imo red apsolutnih vrijednosti &lanova reda iz zadatka 666: 1 % +a|u s +...
Dobivamo 1 1 1

i usporedimo taj red s konvergentnim redom:

1 1 1 1 b
Mm"—._-mnfu'u.*l&ln,f... (b)
n=1

(vidi zadatak 662).

Bududi da su &lanovi reda (a) pofevii od drugog ¢&lana manji od pripadnih ¢lanova
konvergentnog reda (b), zadani red (a) takoder konvergira, pa alterirani red konvergira
apsolutno, dakle i bezuvjetno.

. 1 1 1
Za alternirani red iz zadatka 667 ul»lml»+w|~| + ... red apsolutnih vrijednosti ¢lanova
toga reda glasi:
11 1 1
—tot st —=+...

1
Usporedenje toga reda s konvergentnim redom m Y vodi do zakljuCka da red apso-
n
n=1
. . . 1 .
lutnih ¢lanova konvergira, pa alternirani red (=12 G konvergira apsolutno,
n

n=1
dakle i bezuvjetno.
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Qdatle slijedi:
—l<2-xt<+1
—2-2 In.
—3< —x2<—1](-D

3> x2> 1

4+

odatle:

V3>x>1

— wARA|_

pa dva otvorena intervala:

|§ARA|H ilacx< <|u

¢ine podrudje _Sscnamnmomn Nwmu..
nog reda. Slika 93 a.&w .m_,m?n.w_
prikaz kvocijenta g=2—x? 1 obaju
podrudja konvergencije zadanog
reda.

oo

1
679. M :O?TNv:.

n=1

Po d’Alembertovu kriteriju dobivamo:

njx+2("

Slika 93

1 1
lim =

L=1lim

Red apsolutnih vrijednosti zadanog reda konvergiraza L=

Qdatle slijedi:

x+2<—1
-2 =2
x<—3
pa su intervali:
—co<x<—3

; ivenih i i ani red m — .
Promotrimo posebno granice dobivenih intervala s obzirom na zadan w2

o

Za x=—3 dobivamo red: m —

n=

a taj red konvergira po Leibnizu.

194

oo (D) [XH217 [ x42] ns

| jx+2p
14—
n

1
Jx+2]

x+2>1
—2-2

RV.I_V

—l<x< + oo

oo

1

n=1

<1, odnosno za |x+2|>1.

H
3
!

oo

1 _+~+_
gty

n=1

Za x=-—1:

a to je harmonitki red koji divergira.
Slijedi: podrugje konvergencije zadanog reda Cine dva intervala:
(=00, =3] i (—1, +o0).

680. prt " [—oo<x<—1; l<x< +o0].

o
681. m (3—x2)" uz graficki prikaz.

n=1

[—2<x<—}2; V2<x<2]

2. Uniformna konvergencija reda funkcija. Weierstrassoy kriterij

Uputa

Red funkcija wonﬁnm:m uniformno (jednoliko) u zatvorenom intervalu [a; 4], ako
apsolutnu vrijednost ostatka reda |R, (x)] mozemo nadiniti po volji malenom, ako

idemo u redu dovoljno daleko, i to za sve x iz tog intervala [a; B).

Weierstrassov kriter ij za uniformnu konvergenciju redova funkcija glasi:

Red kome su ¢lanovi neprekinute funkcije od x u intervalu [a; 8] konvergira uniformno
u tom intervalu [a; 8], ako su za sve x iz toga intervala [a; 4] &lanovi tako dobivenih

redova konstanata manji od pripadnih &lanova jednog drugog reda konstanata, za koji
znamo da konvergira.

Svojstva uniformno konvergentnih redova funkcija:

1) Suma reda koji konvergira uniformno u inrervalu [a; ] neprekinuta je funkcija u
tom intervalu [a; b].
2) Red funkcija smijemo derivirati &lan po ¢lan i suma tako dobivenog reda derivacija

jednaka je derivaciji sume zadanog reda, ako zadani red funkcija i dobiveni red deriva-
cija tih funkcija konvergiraju uniformno.

Zadaci
U zadacima 682 do 686 uklj. odredi podrudja uniformne konvergencije zadanih redova
funkcija.
X sin2x sin3x sinn x
682 sinx+—8+— " 4+ . 4+ —t ...
Nm uw nh
L o . sinn x 1
Kako je [sinx|<x, olito je da za sve x vrijedi nejednazba: —0 <=,
n n

Pa su po apsolutnoj vrijednosti svi &lanovi zadanog reda neprekinutih funkcija manji od
pripadnih ¢lanova reda konstanata:

1 1 1
_+N|~+ulu+...+l+..;

nn
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690.

691.

692.

693.

Znamo da ¢e red apsolutnih vrijednosti, pa dakle i zadani red, konvergirati apsolutno za:

3ix
HI_A__ a divergirati za NHEV_.

V2 V2
—Nu_|x_ <¥N <I~

_\lw <1 slijedi x| Aqu paje xﬂ|w| traZeni radij konvergencije zadanog reda.

oo

2" n!
x2n,
:a

n=1

Za red apsolutnih vrijednosti ¢lanova zadanog reda prema d’Alembertovu kriteriju
dobivamo:

X 7 +1 1 2(n+1),
Lotip P2 @1 PV DU [p040 7 L)
nsoo Uy ()] porce (AH1)PFL.2%11 |x|20 4, o n! (n4-1)n+1
—2 lim ﬁ:?.:v . n".|x|? ~2 lim |x)? Hu_x_u
nsoo L Bl (4 1)-(n4 1) '

n—>c0 "
bl
n

Prema tome, red apsolutnih vrijednosti &lanova zadanog reda, a dakle i

2 1x)2 i sam red,
2
konvergira apsolutno za L= [ <1, a divergira za hHN_a_ -1.
> . -
2 |x|? . i -
Iz . <1 slijedi |x] < E pa je radij konvergencije R= <I~.
oo
27 n!
2n
e [R=oo].
n=1
10x4100x24 . ... +107x"+ ... ﬁh" P%
10

142x3422x0 ... 420 1x2(-Dy Cauchy! xum_.

U zadacima 694 do 700 uklj. odredi interval konvergencije zadanih redova potencija.

694.

198

(—x)"

n1)7
oy 3 <:
Primijenimo d’Alembertov kriterij za red apsolutnih vrijednosti &lanova zadanog reda:
| —x|7+1 3n-1 w\ﬂ i

L=lim 2 ym 1_1x
oo | 3n)m1 x| 3 e 1T 3

Slijedi: red apsolutnih vrijednosti, pa dakle i zadani red, konvergira za hHE < 1, 4.
. . u
za |x| <3, a divergira za |{x|>3. Radij konvergencije R=3.

Ispitajmo konvergenciju reda za x=—3 i x=3.

695.

696.

oo (o]

Uvritenje x=—3 u zadani red daje red pozitivnih brojeva M|m=\n W

L n=1 u=l~§ n= j
koji divergira, jer su ¢lanovi toga reda ve¢i od pripadnih ¢lanova harmonickog reda
o
M W , koji, kako znamo, divergira.
n=1 g
3

Vn

oo
Uvritenje x=3 u zadani red daje m (—1"——, a to je alternirani red koji konvergira

n=1
po Leibnizovu kriteriju.

Slijedi: interval konvergencije zadanog reda jest poluotvoren —3<x<3.

pNERoia
n=0

Posluzimo se opet d’Alembertovim kriterijem:

3 x (n+1)?

L=lim 13 =l =lim |3 x|(*+D*=r’=]im |3 x| 2 +!
n—>o0

n—00 _uk_au n—o00 >

Za |3x|>1 L=oo, aza |3x|<l L=0.

Slijedi: zadani red potencija konvergira za |x|< Wu tj. za IWAxAWu a divergira za
1 . 1

_x_VMv pa je R= 3"

Odredimo jo§ §ta je na krajevime intervala. Uvritenje xHIW u zadani red daje:

(oo}
Y (=D =1—141—14—
n=0
a taj red divergira, jer ¢lanovi niza parcijalnih suma osciliraju izmedu 1 i —1.

oo

b u
CS&S:W xHW a»wn M H=H_+_+w+..£
n=0

i taj red divergira, jer suma reda S—oo.

1 1
Zakljuak: zadani red potencija konvergira u otvorenom intervalu -3 <xX< +M .
oo
(x+8)™
n? ’
n=1
Prema d’Alembertovu kriteriju:
8)3(n+1) n? [
L=lim (xt8) - wn_ul.w_u. lim |—— | = |x+8]%
n-»00 n!:Tuvn (x+ wvuu n—>00 1+ 1
n
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702. f(x) =—. TIPY
COsS x

03. f(x)=sin®x {Uputa: f'(x)=2sinxcosx=sin2x itd.;
703. x)= sin®X.

x? IW&. + IN.xa + ... konvergira za sve x kao red za sinx].
3

U zadacima 704 do 709 uklj. razvij neposredno zadane funkcije u Taylorov red, izraCu-
zadas .
navsi prva tri ¢lana toga reda.

704. f(x)=x°Inx u okolidu tatke x,=1.
Ratunamo prema (146a) i to za x,=1:

fH=1-In1=0
%Sum.Wtsx.wmumctsxﬁ rm=1
fO=x(G+6lnx); (D=5
f=11+6lnx;  f1)=11.

5 11
j 1P (-1 ..
Upvritenje u (146a) daje: ARI_V+MQ [JLEE mﬁa B+

— —2)—(x—2%+ ...}
705 .Ravﬂl—l u okoliu tatke xo=2. [—1+(x—2)
’ 1—-x

= tencijama (x—2).
706. J=x+ 3 po porenc {Uputa: razvij zadanu funkciju u Taylorov red En_.:w (146a),
uzevdi x,=2; 15+15(x—2)+6(x—2)2+...).

707. f(x)=In(x+2) po potencijama (x—1).

_1yn—1 AR|5=
1 1 (x—1* 1 (=1 S ot D M
Tnu.TMAxICIulN + = w vt 3 -

2 33

708. f(x)=e¥* po potencijama (x—1) i odredi interval konvergencije.

oo

TuM “uixIC:w I8AxA+8E
nl

n=0

709 \O&H|_| po potencijama (x+2) i odredi interval konvergencije.

x—4

ad 7
ﬁlw Euw IooAxAu; .
mM. 6"
n=0

202

U zadacima 710 do ﬂ.@ uklj. razvij zadane funkcije u redove potencija, tj. u Taylorov,
onbwmso Zmn. Laurinov red i to neposredno, odnosno pomocu poznatih redova elemen-
tarnih funkcija, i odredi intervale konvergencije tih redova.

: 1
710. f(x)=— po potencijama (x+2).
x

1
Ratunamo prema (146a); fO=—=; f(—2)= IW
x
, 1 , 1!
f ARVH‘_.RINJ \AINVHI.NIN
1 21! .
i =1:2—; (=D = —-—_ .
f@=1 3 =2 5
1 31
f Snl.w.umh f (-2=-3
analogno: §ig @II:_F. f(=2)=— n!
Bno: (*)= n’ ( - 2n+1°
Taylorov red glasi:
ul 1 1! 2! . n! "
I TN AT R e — T T
il
1 1 x+2 (x42)% (x+2)n
e .+ ]
" Nﬁ+ 2 + 72 + + - +

Interval konvergencije toga reda odredimo pomocu d’Alembertova kriterija:

L — lim TTL_;: g f.iﬁ

mow| 201 jxi2p 2
. |x-+2| .
Red konvergira za hH’N‘A_ ili za [x42]<2,
tj. za —2<x+42<+42
-2 =2 -2
—4 < x <0

Posebno ispitajmo red na granicama tog intervala.

Uvritenje x=—4 i x=0 u Taylorov red daje dva reda brojeva:

An _+~ ~+ X ~+H+_+ v

=t =——=+—... i “=+=+=+...],

2 2 2 2 ; 2 2 2

koji divergiraju, jer &lanovi niza parcijalnih suma prvog reda osciliraju, a za drugi red je
lim S,=—co. ’

n—o0

1

Slijedi: Taylorov red za f (x)=— razvijen po potencijama (x+2) konvergira u otvore-
x

nom intervalu: —4<x<0.
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716.

717.

718.

719

720.

206

In(14-x)

flx)= o P potencijama od x.
2 ¥ X -
HU . _ x .
rema (153): _=Q+RVIRIM+ WIM.TI ... konvergira za —1<x<+1.
|~ 1
_+RNC+5| =[prema (155) uz m=—1]=1—x4x2—x34 — . _.

konvergira za —1<x<+1.

Uvrstenje u f(x) daje:

\ARVIHU (1+x) x X3 x4
= I+x = AR|M+W.|M+ .. .v Q|R+R»|Ru+.:v = nakon mnoZenja
. R . 1 1 1
tih redova i uredenja Hxlﬁz.lvaf. T R PV H 1.1
2 tat3) Myttt

konvergira za —1<x<4-1.
f(x)=e*In(1+x) po potencijama od x.

.. R 2 3
[IzmnoZi redoveza e i In(1+x); R+MN,+W+ - .. konvergira za |x| <]]

f(x)=e~*sin x po potenfijama od x.

- s w - .. 3
_HWoa za e~* dobit ¢e¥ iz (147) zamijenivdi x s —x; xlx...+xllth+ I.\laf. ;
3 400 3600 7

|8ARA+8H—.

fx)=In(1+3x+2x% po potencijama od x.

[fx)=In{Q1 +kvA_+Nkvvﬂ_bﬁ+xv+_=C+NRvHMAIC=IHG+Navk|:m IIu.AuﬂA:TP
o) n 2 2
4. Priblizno raéunanje pomocu redova potencija
Zadaci

Izratunaj cos 10° s ta&no3éu 0,0001.

2n ki
-10°=—=0,1745.

Uvritenje x=arc 10°=
360° 18

Uvritenje u Mac Laurinov red za cos x (152) daje:
cos 10°=1 ! 0,17452 ! 4
5% 45 +wl_o.:3 + ...

Znamo da je pogreska, koju &inimo kad sumu konvergentnog alterniranog reda aproksi-

miramo pomocu parcijalne sume, po apsolutnoj vrijednosti j
- . . ve . . <H.u G
Clana i ima s njim isti En&n:ww.v ) yriecnosti mams od prvog zanemarenog

Izra¢unajmo pribliZnu vrijednost tre¢eg Clana reda:

02 _0.0016 0,00007 <0,0001
HTTT T g 0000700000
1
Slijedi: cos _ocwulm.ou:am»Hu —0,0152=0,9848.
To je traZena priblizna vrijednost cos 10° na 0,0001= o taino i to na manje (uz>0!).
721. Izraéunaj sin 10° na 10—3 taéno. [0,17365].
x2  x*
722. Koliko ¢lanova reda: cos x=1 Im+“ﬂl 4... treba uzeti da se
18° izracul 1 tat¢no? S dva &l jer j 1
S izratuna na — tatno? amo prva dva Clana, jer je uz<— |-
Co! 108 1 p 5 JE€r ) .._A_ou

3___
723. Izratunaj /130 na 10—* tatno.

Da mozemo primijeniti binomni red (155):

m(m—1) m(m—1) (m—2)
1 m=1 x2 34+ ..., a
1+x) +mx+ 12 + 123 x4 ()
koji konvergira za —l<x<-+1, napidemo zadani korijen u obliku:
3 1 1
3 3 1—\\|~ 1\ 1)\3
130=}53+5=5|/ 1+—==5{1+—=| =5{1+—] -
o fs=s]f veg=sf1455) =1 +5)
1 . . X 1
xH.NlmAH red konvergira, pa je prema (a) i §HM”
(-3)1 5(5)05)
M\QM_‘T_ _+u 3 _+u 3 3 ~+ _
- 35 1.2 5 1.2:3 AR
m+u 1 4 1
TT 35 3 3t T
1
Kako je 75 =0,00002<10—* prema poznatom svojstvu konvergentnog alterniranog
reda imamo:
_\u:o‘ 5+ ! ! =54-0,0667—0,0009 =5,0658
T35 325 ’ T

3
To je trazena priblizna vrijednost |/130 na 10-¢ taino i to na manje, jer je #,>0

4
724. Izratunaj )17 na 10~% tafno:

-

¢ 4 1 £ .
Tﬂu_\ﬂtnnﬁimvw 26,20,00002; 172 $,=2,0305 na ami.
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