


OF N 0N en 608 SR en

SADRZA]

L ARITMETIKA I ALGEBRA

WAL a4

1.

== N

Optenlto o TAZIOMCHAR uiiniilaininainmioy s sy e s B o s

W) BEICHE PRZMUINGE Zioii ot o iomei e ST e et
by Deciniilint: Fazlomml ro. . onion s Shmes 58 me ooy S5 M e o

¢) Pretvaranje obi¢nog razlomka u decimalni. Periodski decimalni

PRGN ke i b T e s o A A e e el 2
d) Pretvaranje decimalnog razlomka u obifni ...........ccvuunnn

Profirivanie razlornalel oyl ava ol s e b ot wsiy s i 6915
Skradivanje razlomaka. Najvela zajednitka mjera .................

Zbrajanje i oduzimanje razlomaka, Najmanji zajedni¢ki videkratnik

MNnoZénie Sazlomalin .. ool bl e s e s v s T s hate
Dijeljenje - razbornalta: ... v Lol aitsi el i a mes Sk deiag
Proostruld razlofmed ..o iea bl s el Bmim i o b v diii e oaimue i s e

Operaciia s opéim brojevima ., ... 0. eiviheiiiiipeviinsin i e

ol T

5.

Zhtalanie T pOUTIIRHTE , wowimsmsmrsas s s supsmssmesal i o
DEMOTODTE.  ciraiwsinbice oS08 LR B i N b el T B S ST b S S (T
EHIBITORIRE. oo s e s s s s B e s R S SR S A el St
POtenefralie. (o i oiis siembdinosmia s o wa

a) Cijeli pozitivni eksponenti
b) Cijeli negativni eksponenti
Vadenje oTHena .ol in e s i aii s e e e daa s iide e i

3. Potencije s razlomlijenim eksponentima pozilivnim i negativnim .._....
0 BYOIevIONg: oo i s e e A S R o

-
=

:
2

Realni brojevi: racionalni i iracionalni ,.......cooiimiiiinineeaiinns
Imaginarni i kompleksni brojevi ......ooeiiieiiaineririssiiersrnsasans

Rastavljanje polinoma i binoma u mmnoZitelje ................ ... ...
Raclionaliziranje mazlvnolka ... ... iiiiivirmiiiiiiiinniaieinanas

Razmjer (proporcija)
Trojno pravilo
Postoinl radun

Potenclranje binoma, binomni pouéak_: kvadrat trinoma i polinoma ... .
JOERBAEDE. .o vminm s i i e e s s e S ST S0 W

1.
2.

ODER: DIAVIIR! . v savsrpsns A S T s e T S
Linearne jednadzibe

a) Linearna jednadiba s jednom nepoznanicom .......... D
b) Sustav od dvije lincarne jednadibe sa dvije nepoznate ..........
c) Sustav od n linearnih jednadibi sa n nepoznanicama ............

11

11
11
11

12
14

15
15

18
19
21

23
23
24
26

28
29

34
36

38
37

38
38
41
43
45
48
51
51
bl
51
52
55



12.

13.

14.

15.

. Planimeirija

3. Kvadratne jednadZbe
a) Rje$avanje kvadratne jednadZbe
b) Rastavlijanje kvadratne jednadibe u mnoZitelje .................

4. Jednadzbe videg stupnja, koje se svode na kvadratne ..............
a) Bikvadratne jednadZbe
b) Reciprotne ili simetri¢ne jednadZbe
c¢) Binomne jednadZbe

NejednadZbe
1. Pojam i osnovna svojstva nejednadZbi
2. Rjefavanje odredbenih nejednadZbi
a) Opéenito
b) NejednadZbe prvog stupnja sa jednom nepoznanicom
¢) Sustavi nejednadZbi prvog stupnja
d) NejednadZbe drugog stupnja

Nizovi (slijedovi)
1. Aritmeti¢ki niz
2. Geometrijski niz

a) Kona®nl geometrijski niz .
b) Beskonaéni geometrijski niz

PribliZno radfunanje

1, Logaritmiranje
2. Skradéeno mnoZenje
3. Skrafeno dijeljenje

Kamatno-kamatnl rafun
1. SloZene kamate
2. Sada¥nja i konaéna vrijednost glavnice ulofene uz sloZene kamate .
3. Periodske uplate

a) Konaéna { sada%nja vrijednost periodskih uplata ........ eas e

b) Poveéanje glavnice periodskim ulaganjem
4. Otplata duga. Anuiteti
5. Rente

1. Trokut

a) Sukladni trokuti
b) Sliéni trokuti

c) Cetiri znakajne tatke trokuta ..........oeveeverrenenerinaaaarens

d) Povriina trokuta
€) Pravokutni trokut

2. Cetvorokuti

a) Parelelogram
b) Pravokutnik
c) Kvadrat
d) Romb

3. Mnogokuti {poligoni)
alEmeenitomeos o
b) Pravilnl mnogokuti .......... ...

56
56
a9

60
60
81

63

66
66
69

69
69
71
73

76

76
T

77
78

a0

80
88
89

91
91
91
95
95
97
98

§

Wn, Mn wn M R Wn UR R wn MR R

2,

1.
2,

14,

15.

4, KruZniloa  oounusiessersin e e bomisie Vs e disve b eoi be s
2 IEUIOVE U TCPUEIIBE (3o s e v s e w1 B A b e S T
b) Sekanta i tangenta 4
c) Opseg i povriina

Stereometrija (oplodje i obujam)

1: Cavalierijevy StavBK v obvins e s i s i vl e s s

1. Izraunavanje oplodja i cbujma (volumena) geometrijskih tielesa ..
a) Prizma'"
b) Piramida
c¢) Valjak
d) StoZac
¢) PribliZno izraéunavanje obujma krnje piramide i krnjeg stodeca ..
f) Kugla i njezini dijelovi ....

III. GONIOMETRIJA I TRIGONOMETRIJA
Definicija goni trijskih, trig trijskih ili cirkularnih funkecija ..
Prodirenje definicije goniometrijskih funkcija

Predofavanje goniometrijskih funkeija dufinama u jediniénoj kruZnici
Neke vrijednosti goniometrijskih funkcija

Negativni kutovi

. Veza Izmedu goniometrijskih funkecija istog kuta o ........covvvniunnnn
v Prijelag na FEale Kubove | .udun siiuaiv e e s s s e
. Funkcije zbroja kutova (feorem adicije)
. Funkcije razlike kulova
. Funkcije dvosirukog i polovidnog kuta ..............coiiiiinininnnaes

. Zbroj i razlika sinusa i kosinusa predofeni umnodkom .................
. Umnozak sinusa i kosinusa predofen u obliku zbroja i razlike ........ ;
. Izrafunavanje vrijednosti goniometrijskih funkeija iz zadanog kuta ...
. Ratunanje vrijedenosti kuta iz zadane vrijednosii goniometrijske funkcije
. Rjelavanje pravokuinih trokuia

maaretivanie katelta ..coociirainmiisaminn ey e s e SidaEn g
2. Odredivanje hipotenUZE .........cc.ivevrmnunscsrnsnssrresssnorrsanns

Bjefavanje kosokuinibh trokufa ..................c0iiiiiiiiiiiiianiiiis

1. Obi¢ni slufajevi rjedavanja kosokutnih trokuta
a) Sinusov pouéak
b) Kosinusov pouéak
CY THRZENSOY. POUEHY: i inesben s oo ssnn oo siais st rieie s b s s s
d) Primjena sinusova, kosinusova i tangensova pouéka za rjefavanije

kosokutnih trokuta

IV. ANALITICKA GEOMETRIJA U RAVNINI

Koordinatni sustavi i njihova veza

1. Pravokutni koordinatni sustav
2. Polarni koordinatni sustav

121
125

125
127

165
165

166
167




e EEkEEEEEEEESESERE———_—— — —— =

% oo B0R ooe oW

2o ogoe

9.

. JednadZba krivulje

Transformacije pravokutnih koordinata ...................c.ovvuuiinn.,

Translacija koordinatnog sustava duZ osi X.........cooviiiviiiinn.,
Translacija koordinatnog sustava du osi ¥ ....c.cvivivnnnnrinennn.,
Translacija koordinatnog sustava duZ osiju X i Y ....cvvvvvvinnn..
Vrtnja koordinatnog sustava oko ishodifta za kut @ ...............,
Translacija koordinatnog sustava duZ osiju X 1 Y i vrinja za kut « .

Udaljenost dviju talaka
Koordinate talfke koja dijeli zadanu dufinu o zadanom omjeru m:n ..
PIoBtine BOORBEE . ool i i e i s v e R S e

Ll e

Pravac

1. Jednadfbe praveca
a) Eksplicitni oblik jednadZbe Pravea .........coveevvvvnnsrrveansnn
b) Konstrukeija pravea
c) Opéi ill implicitni oblik jednadZbe pravea .....ccovviiievannnnna,
d} Segmentni oblik jednadZfbe pravea .........ccccvviiiinariiiaanean
e) Normalni {li Hesseov oblik jednadZbe pravea ..............c0ennn.
f) Jednadfba praveca kroz zadanu tatku T, (x, ¥,
g) Jednad?ba pravca kroz dvije zadane tatke T, (x,, vy) 1 T: (x4, W)

Taporedoost Gvain PEaVACAT ..o st e il
. Presjecilte dvaiil PLEVEBCR . ..o.cuiiiiiniis ivsesseiinsassiseinssnnes
R EHYT OV TOPAVACE .o i simim e dibs i i e Gl s eaie o
ONcornifnst=AVRIN DIAVEBR i e ek e e s
. Udaljenost tadke 0 DLAVER . .vevivvvunresrnsesssassneessssiiessisss
. Simetrala kuta

TERTINMBIE . oviaiv om0 s 0 B s e A S

DYCIIIICINR, | nccsiasiaimmmmmioss isiiwassss woimiiis) s vaisrsta s b s e s R iy
JedniadZbe KruZnice ......icivvveiiiiinainrienn, R
a) Srediinja jednadZba kruZnice polumjera r ........ovvivinieinnnnnn
b} Opéa: Jednad?ba EruZniee oo viiiies wicosis s s ssimais i

8., -Pravae: ErOEICE e s s ieii s s e i s i

a) PoloZaj pravea spram kruZnice. Uvjetne jednadZbe ..............
b) JednadZbe tangente i normale povuéenih u zadanoj tadki kruZnice
c) JednadZbe tangenta povulenih iz zadane tatke izvan kruZnice ..

4. Popis formula i upute za rje3avanje zadataka u vezi s kruZnicom ..

N B S

e

EHPEE: o oviaibmissi it i s s s s b s

1. Definicija elipse. Kontrukecija Zari%ta i same elipse ..................
2. Linearni i numeri¢ki ekscentricitet elipse. Parametar elipse ,,.......
3. JednadZbe elipse

8) Srediinja jednadZba elipse ............cevvnriniiiininsiienninns
b) Vrina lednadfba elPSe . ... cqueniis e onsses s seiesss o csen i
¢) JednadZba elipse, kojoj je srediite u tadki S, (p, q), a osi su uspo-

redne 8 Koordinatnimn OSIMA .ov.uuessorsones onsosaosssiosassses

TRV A S MENDRR: o s i e R

Rativietna) JednABERR. . o coini el s s s
b) JednadZbe tangente i normale povufenih u zadanoj tatki elipse
¢) Konstrukeija tangente u zadanoj tadki elipse .......... D e

d) Jednadibe tangenata povulenih iz zadane talke izvan elipse ....
e) Konstrukcija tangenata povudenih iz zadane tadke izvan elipse ..

5. Svojstva polare. Konjugirani promjeri elipse. Konstrukcija elipse iz
zadanog para konjugiranih promjera
8. Apolonijevi teoremi

169

169
169

170
170

172
173
177
179
180

180
180
182
184
185
186
180
180

191
192
193
194
185
198

200

200
200
200
201

203

203
207
210

217

220

220
221
222
222
224

225

227

227
228
228
230
233

233
235

7. PribliZna konstrukcija elipse. Polumjeri zakrivijenosti elipse u vrho-
ity s bebaaber o) oL IR NENE U S S

T e e e R U PR e D Vi

1. Definicija hiperbole. Linearni i numeriéki ekscentricitet ,...........
2. Konstrukcija Zaridta hiperbole i hiperbole same. Parametar hiperbole
3. JednadZbe hiperbole i
a) Sredidnja jednadiba hiperbole
e e fy T L T s T oo ) C R IS =

R AVACHUMNBRIDOLA s e R VAT Do e s oee e S s s
a) Asimptote hiperbole i njihova konstrukeija ...................
b) JednadZbe tangente, normale i polare povulenih u zadanoj tacki

A R T i e e N e L N
¢) Konstrukeija tangente u zadanoj taéki hiperbole ................
d) Jednadibe tangenata povulenih iz zadane tadke izvan hiperbole
e) Konstrukcija tangenata povudenih iz taéke izvan hiperbole ... ...

5, Jednadiba istost_rane hiperbole s obzirom na koordinatni sustav, &ije
se osi podudaraju s asimptotama hiperbole .................... ....

6. Popis formula i upute za rjesavanje zadataka u vezi s hiperbolom ..

R

1. Definicija i konstrukecija parabole. Nien iéki

ekscentricitet .............. AR J s param Et?r R,

2, Vrina jednadfba parabole ,..................oen T

3. Pravac | parabola ......

a) JednadZbe tangente, normale i polare povugenih u zadanoj taéki

EATRBOTE ;T e b O o R

b) Konstrukcija tangente u zadanoj tadki parabole

c) Jednadzbejangenata povuéenih iz zadane taéke izvan parabole ..

d) K_onstruk_cua tangenata povudenih iz tadke izvan parabole ......

= e) '.[anmetn parabole konstrukeija parabole kojoj je zadan dijametar

BIBICOUIAS DIBLATE ookt o i o s e s o et ot

f) Konstrukecije parabola pomodu BERHET o o e

g) Plodtina parabole

4. Popis formula i upute za rjedavanje zadataka u vezi s parabolom . ...

12. Opéenito o krivuljama drugog reda ili presjecima stofca ..............
é' gx;sjeci BWONOAT st i ot e

s a jednadZba presjeka stofca u pravokutnim koordmatama .....

3. Redukcija opée jednadzbe krivulja drugog reda

a) Postupak za elipsu i hiperbolu .........
D) EOSMIPHI 28, PALABOIE . .vousninniotn oo b e
4. Opéa jednadiba presjeka stofea u polarnim koordinatama ..........

236
237

239

239
240
241
241
242

243
243

248
247
247
252

252
253

235

255
256
257

257
258
258
262

262
262
263

263

269
268
270
270
270
272

278



I. ARITMETIKA I ALGEBRA

§ 1. RAZLOMCI

1. OPCENITO O RAZLOMCIMA
a) Obiéni razlomeci

£ je pravi razlomak, ako je brojnik e manji od nazivnika b, tj. a < b.
b

Znak < znadi »manji od«

itd. su pravi razlomci.

= =

% R
pr. E) 33

a'\
‘E'je nepravi razlomak, ako je a = b.

Znak - znaci »veéi od«

D & 1 - ]
Pr. 207 5 itd, su nepravi razlomei.
. MjeSoviti broj je zbroj cijelog broja i pravog razlomka, pri
ﬁen:[u se dogovorno ne pife znak + izmedu cijelog i razlomljenog dijela
roja.
_ I\@jeﬁoviﬁ se broj pretvara u nepravi razlomak take da se cijeli broj
pomnozi s nazivnikom, tom umnosku se pribroji brojnik, pa se tako dobi-
veni zbroj podijeli s nazivnikom,

anjcr:s_.=5.,._3_=5 7+3=3§ :
7 7 7
b) Decimalni razlomei
Razlomak kojem je nazivnik jedinica s jednom ili vise nula zove

o dedﬂ}?ll?i razlomak, pa se radi jednostavnosti pise tako da se u broj-
niku odijeli od lijeva na desno »decimalnome tadkom ili zarezom toliko

I



snamenaka, koliko ima nula u nazivniku. U tom sluéaju pisanje nazivnika
postaje nepotrebnim, te se izostavlja. Ima li brojnik manji broj znamenaka
negoli nazivnik nula, znamenke koje nedostaju zamjenjuju se nulama,

Npr.: — =

P 0 0,3
2 03
T R
137
—— =137
10

137

= 0,000137 itd.

Decimalni razlomak ne mijenja svoje vrijednosti ako mu se na kraju
pripisu nule.
7236000 7236

Npr. 72,36 = 72,36000, jer je ——— = —— = T2,36.
T Toodes ~ 100

¢) Pretvaranje obi¢nog razlomka u decimalni. Periodski decimalni razlomei

Obiéni razlomak pretvara se u decimalni tako da
se brojnik podijeli s nazivnikom.

Tu mogu biti tri sluéaja:

1. Nazivnik obi¢nog razlomka sadrfzi samo mnoZitelje 2 i 5
(10 = 2+ 5), odnosno samo 2 ili samo 5.

U tom sludaju dobiva se konaéni decimalni razlomak.

Npr.:
”“]'8 = 0,137
EEI_I'D_U’ ]
110
300 (80 =2-2-2-2-5)
600
400
0
Pamti l 0,5
a . —_——=
2 3
a -
4"‘ ]
> 0,75
4‘—' >
: 0,125
8_ 3

12

2. Ako nazivnik _{Jl?iénog razlomka ne sadrzi mnozitelje 2 i 5, dolazi-
mo dijeljenjem brojnika s nazivnikom do &isto periodskog
beskonatnog decimalnog razlomka.

Primjer:
;=2:3=0,556”.=0,é=0.(6}.

Brojke koje se ponavljaju ¢ine period beskonatnog decimalnog
razlomka, koji se oznafuje tako da se stave tacke iznad svake znamenke
perioda ili samo iznad prve i poslednje znamenke perioda ili se &itav pe-
riod stavi u zagrade. :

30
20

itd,

3. Ako r.'laz'}vnik _obi¢nog razlomka sadrzi osim drugih mnozitelja
t_a.kod-er mnozitelje 2 ili 5, odnosno 2 i 5, dolazimo dijeljenjem brojnika
s nazivnikom do mjeSovitog periodskog beskonaénog de-
cimalnog razlomka,

Primjeri:
1 HPRROEE. . s RRR ; :
. 3—5 = 12:35 = 0,34285714285714 ., . = 0,3428571 = 0,3428571 = 0,3(428571)
120
(B35=5-7 150
100
300
200
250
50
150
100
300
200
250
50
150
itd,

13



2 gﬁ — 97 : 440 = 0,220(454) = 0,220454 = 0,220(454)

(440 =2-2-2-5- 11

d) Pretvaranje decimalnog razlomka u obiéni

Tu mogu biti takoder tri sluaja:

1) Konaéni decimalni razlomak pretvara se u obiéni
tako, da se u brojnik napie zadani decimalni razlomak ispustivi deci-
malnu tacku, a u nazivnik se stavi 1 sa toliko nula, koliko decimalni razlo-
mak ima znamenaka iza decimalne tacke.

Primjeri:
17
1. 0,17 = —
100
s 0,00613 = ol
2 T 100000
3 587 =35 >
: T
. 587
li= —.
100

omak pretvara se u obi¢ni tako da

2) Cisto periodski razl
k broj koji se sastoji od toliko deve-

se u brojnik napise period, a u nazivni
tica, koliko ima znamenaka u periodu.

Primjeri:

- & N
L 03=5=5
9 3
o 37
2 0,37 = —
99
13
3. TO13) =7 55

3) MjeSoviti pe

i toliko nula koliko ima znamenaka ispred perioda.

Primjeri:
) 34-3 31
1. 0,34 = = —
90 9%
o 15438 — 1 154
2 7,15438 = 7 2 =17 = .
99900 99900

Dokaz postupka navedenog pod 2) i 3) vidi dalje, § 13, 2, b).

14

riodski razlomak pretvara se u obiéni
tako da se u brojnik napise razlika izmedu broja to ga &ine sve znamenke
zadanog razlomka, i broja koji se sastoji od znamenaka ispod perioda, a
u nazivnik broj koji ima toliko devetica koliko ima znamenaka u periodu,

2. PROSIRIVANJE RAZLOMAEKA

Vrijednost razlomka se ne mijenja ako i s e
mno%e s istim brojem. 1R mu se brojnik i nazivnik po-
Progirivanje razlomka daje e . e —
i nazivnik, Je mogucnost svodenja dvaju ili viSe razlo-
7
2
-4 8

-4 12’

2
Primjer: Koji od razlom = i i : ij
j j aka 3 1 ima vecu vrijednost? Prodirimo li prvi

(=]

|

2
razlomak sa 4, dobijemo: T

w

8 7 2 7
Kakp je — > —, bitéei — > —
] 2 TR bit ée i 3 > "

Prodirivanjem decimalnih razl ipi
sivanje nula na kraju decimalnog razlomkaz. AREE e peon

Npr. 7,9 = 7,90 = 7,900 = itd.

3. BERACIVANJE RAZLOMAKA. NAJVECA ZAJEDNICKA MJERA

dijele‘i-.nliesd??ﬁ r%ﬂ;}réﬂm{a ';?, r;e ngig'enja ako mu se brojnik i nazivnik po-
e A < vojstvo razlomaka daje moguénost njihova
“ Skratiti razlomak ¢i ijeliti jnik i ivni ji
o mjerzgs:il podijeliti brojnik i nazivnik s njihovom naj-
najvegig':'ec?: zajednic¢ka mjera dvaju ili viSe brojeva jest onaj
A bronI;if: Kojim mozemo sve zadane brojeve podijeliti bez ostatka
il 11‘ nazivnik veéi bx:o_leV{, odredivanje njihove najvece zajed:
L ;e ojom de se brOJn'xk i nazivnik podijeliti da se razlomak
osmnaj r;anoiitel' takok 0, da se ?ba broja napifu jedan uz drugi, pa se trazi
oh Brot. paJ SEO:)IO g;au ;aairz;:s ;ﬂq b 3 Il::;rt:lja\, ’;'r tim mnoziteljem dijele se
2 broja, : ja dok ide. TraZen j jedni
mjera jednaka je umnogku ispisanih mnozitelja. R e

Primjer: Neka se skrati razlomak: —121—
1092
324 , 1092 | 2
2, 546 | 2 Najveca zajednitka mj s
02 He |2 mjera je 2-2-3-7=284
770 %017 924 924 : 84 11

1, 13 1092  1092:84 13

Skraci\? ]|,.
d. i i Vv
]E dﬂclmalﬂlh I‘azlo!‘naka S Udi S€ na bl‘isan|e

nula na kraju razlomka.

Npr.: 3,0050700 = 3,00507.

15




4. ZBRAJANJE I ODUZIMANJE RAZLOMAKA, NATMANJI ZAJEDNICKI
VISEERATNIK

a) Razlomci imaju jednake nazivnike:

a b atbh
—t —= .
c c [
Primjer:
8 5 3+8-—5 11—5 6
ET AR T I T A T 17 17

b) Razlomci imaju razliCite nazivnike:

ad c¢b ad + be
watab = bwd

a c
B

Prije zbrajanja, odnosno oduzimanja, treba razlomke svesti na za-
jedniéki nazivnik, tj treba naéi onaj najmanji broj koji
je djeljiv bez ostatka sa svim naz:vrglmma’zgdanll?
razlomaka. Drugim rijedima, odredivanje zaj edni¢kog nazivnika svodi
se na odredivanje najmanjeg zaj ednic¢kog viéekratn}ka_ za
sve nazivnike razlomaka koji se zbrajaju, odnosno oduzimaju. Taj zajed-
ni¢ki nazivnik (ili najmanji zajednitki vitekratnik nazivnika) dijelimo
redom sa svim nazivnicima, pa brojnik i nazivnik mnozimo s rezultatima
tog dijeljenja, $to je dopuiteno jer se vrijednost razlomka ne n}ijen;!a ako
njegov brojnik i nazivnik pomnozimo s istim brojem. Na taj natin do-
bivamo sve razlomke jednakih nazivnika, pa ih mo%emo zbrajati, odnosno
oduzimati, tj. imamo sluéaj a).

Pri odredivanju zajedni¢kog nazivnika mogu biti tri sludaja:

1. Svi nazivnici zadanih razlomaka nemaju zajedni¢kih mnozitelja;
tada je zajedni¢ki nazivnik jednak umno3ku svih nazivnika.

Prlmjér:
33 15 55

— — —

3 w2 -
;=

5

| =

—
-

Zajedni®ki nazivnik: 5-11-3 = 1685, jer je 165:5 =33, 165 :11 = 15, 165:3 = 55
a3 TS 2085 L 99 105 110 99—105+110_209—-105_104

5733 1115 3.5 165 165 165 165 165 165

Ukoliko je mogude, treba skratiti razlomak dobiven kao rezultat zbrajanja,
odnosno oduzimanja.

__ 2. Svi su nazivnici zadanih razlomaka mali brojevi i imaju zajed-
g;aégke mnozitelje. U tom sludaju treba ispitati ne bi li najveéi nazivnik bio

5 zajednitki nazivnik. Ako to nije, mnoZimo taj najveéi nazivnik sa 2,
3 itd,, dok ne dobijemo traZeni zajednidki nazivnik.
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Primjeri:
l.

Zajednitki nazivnik je 386, jer je36:4=19, 36:12=3, 36:36=1

27421 AT ar—an—11 w—32 -5 5
~36 36 36 36 % 38 " A
2. £ % 13
g B
15 25 B

25 nije zajednidki nazivnik, jer broj 25 nije djeljiv sa 15, 25.2 = 50 takoder, ali
25.3 = 75 je traZeni zajednilki nazivnik, jer je 7T5:15 =15, 75:25=23, 75 (5 =15

35 6 45 —35—6-—45 86 86 11

7515 715 75 =75 Tl

3. Nazivnici zadanih razlomaka veéi su brojevi. U tom sluéaju za-
jedniéki nazivnik ne mozemo odrediti na gore navedeni naéin, ve¢ treba
sve nazivnike rastaviti na proste mnozitelje. U tu syrhu pifemo sve naziv-
nike redom, pa nalazimo onaj prosti mnozitelj koji je sadrzan barem u
dva zadana nazivnika. S tim mnoziteljem dijelimo ta dva nazivnika, a
-cgta-[e prepisujemo. Postupak nastavljamo dok ide. TraZeni zajednicki na-
zwru.k. jednak je umnosku svih ispisanih 'mnozitelja i brojeva preostalih
u pos\ljedn'jem retku.

Primjer:
1155 2975 374
1 7 u —
340 132 1050
340 , 132, 1050 | 2
170 , 66, 525 | 2
85 , 33, 525 | 3
35 ., KL, 175 | %
W, 1Fs 35
Zajednidki nazivnik: 22351711 + 35 = 392700

392700 : 340 = 1155, 392700 : 132 = 2975, 392700 : 1050 = 374
EREr 20825 4114  1155—20825 + 4114 5269 — 20825

392700 392700 ' 392700 392700 T T 392700
- 1555 15556
392700  392700°
Zbra

sefako daJaHJE{, odnosno_ oduz%.manje decimalnih razlomaka wvrsi
ot ic ds:i‘ ti r'azlomm‘pot‘plsuju jedan ispod drugoga, pazeci da desetice
decima]flo _esetlca,_stctlce ispod stotica itd., pri ¢emu se kod oduzimanja

& mjesta koja nedostaju nadopunjuju nulama.

1 B.A 4
Pien: Repetltorij elementarne matematike
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Primjeri:

I 25,635 + 1,08 4+ 0,3 = 5. 5308,02 — 458,586 =
— 25,635 — 5308,0200
1,08 — 74585869
83 4849,4331
27,015 —

3. 5m 8cm + 35¢em—21,8dm + 388 mm = 5,08 m +0,35m—218m + 0,388m =
= 5818 m—2,18m = 3,638 m.

5. MNOZENJE RAZLOMAEKA

Razlomeci se mnoze tako, da se posebno izmnoze brojnici,
a posebno nazivnici, pa se prvi umnoZak podijeli s drugim. Prije mnoZe-
nja vréi se kraéenje.

Primjeri:

3 4
15119 » s 12
725 My s

7 5 =

- |a

a n
P e e T s
b 1

Razlomak se mno%i cijelim brojem, odnosnc{_cijel’i
broj s razlomkom tako, da se s cijelim brojem pomnozl broj-
nik, pa umnozak podijeli s nazivnikom. Prije mnoZenja vrii se kracenje.

Primjeri:
9 ig B3 1
L. Mo— = =31
X o2 2
2 S—
5 10 5 2
A R A R
2. ‘?M 5 53'

MnoZenje decimalnih razlomaka vrdi se bez ob_zi:ra né
poloZaj decimalne talke, pa se u rezultatu odijeli sdesna nalijev?
toliko decimalnih mjesta koliko ih ukupno ima u svim mnoZiteljima.

18

Primjer:
4,36 - 0,0505 = 0,220180 = 0,22018
2+4=6.
Primjedba. Mnozenje decimalnog

tencijom broja 10, tj. brojem koji se

razlomka s po-

5 . : : sastoji od j i
nice i nula (npr. 10°=1000) svodi se na premjeﬁan%e decin]aflgolg

zareza slijeva nadesno za toliko znamenaka, kolik

tenciji broja 10, odnosno jedinica u eksponentu broja 10
Primjer:
2,031 - 10000 = 2,031 - 10* = 20310,
Vidi takoder skraceno mnoZenje, § 14, 2.

6. DIJELJENJE RAZLOMAKA

r.r!g.

Dva se razlomka dijele tako da s
- . - e
kako je zada_x:n, a zatim se pomnozi s reciproéno
razlomka, Prije mnoZenja vréi se kracdenje.

o ima nula u po-

prvi razlomak prepige
m  vrijedno$céu drugog

Primjer:
4 &
2_0_1_5_20'49_16-4!? 28 1
< 6349 615 T8 37 5
9 3 I
-E- n-:i: B =i‘—l-=.- -a_.

: b b I "8 n ben
n'az'i%;ﬁf?:rﬁnseﬁgije'“ cijelim brojem tako da se njegov
Yeater o 0z1 s tim cijelim brojem. Prije mnoZenja vrsi se

Primjer:

2
18
s R
25 25 271 2534 75
7 =
Primjedba, Ako je divi ijeli i
o e - AXo jJe divizor cijel broj, a dividend je djeljiv tim cije-
P Jem, bolje je neposredno podijeliti brojnik tim cjel]obij'ojnim djl{];?-
Primjer:

Polovina o & ;o 8:2 _
9 Tl

ol s
-
e
o) e
ra
]
| oo

2=

4————L————
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7 7 7 7 7
ali lovi — je —; —t ==
lpoovmaodgjclg (9 2 )
a b n+b
7 = g e Ty
b a a

Cijeli broj se dijeli s razlomkom tako da se pomnojj
s reciproénom vrijednoSéu razlomka. Prije mnoZenja vrsi se kraéenje.

Primjer:

8
”"5 =__§2'

Dijeljenje decimalnog razlomka s cijelim bro-
jem pokazat ¢emo na primjerima.

Primjer 1.
6,318:312 = 0,02025 u 6 ide 312 nula puta, piSemo 0 i zarez, u
780 63 ide takoder 0 puta, pifemo 0, u 631 ide
1560 2 puta, pifemo 2, ostatak 7, spuitamo 8 do-
0000 < lje, u 78 ide 0 pufa, pifemo 0, dodajemo
ostatku 0, dijelimo, dobijemo 2 itd.

Ako pri dijeljenju ne dolazimo do svih nula u ostatku ili ako ne
trebamo sve decimale u kvocijentu, zadovoljavamo se pribliznom
vrijednoséu kvocijenta, tj. radunamo s obzirom na potrebni stupanj
taénosti samo na potrebne decimale vise jedna. Tu suvisnu decimalu racu-
namo, da mozemo posljednju pridrzanu znamenku povedati za 1, ako e
ta suviina znamenka, koju odbacujemo, 5 ili veéa od 5, odnosno ostavit
bez promjene, ako je ta znamenka manja od 5. Na taj na&in dobivamd
taéniju pribliznu vrijednost 1 moZemo lako pokazati da je apsolutna po-
greika tako dobivene priblizne vrijednosti manja od polovine posljednje
pridrzane decimale.

Primjer 2: Zadruga je platila 12 komada robe Din 137,50. Koliko je stofl
1 komad? p

Jasno je da ée zadruga radunati vrijednost jednog komada robe na par¥
odnosno na 0,01 dinara tafno.

137,50: 12 = 11,458
17

0 1 komad robe stoji Din 11,46.

100

_Dijelje_nje decimalnog razlomka s potencijof
broja 10 svodi se na premjeitanje decimalne tatkesdesna nalijev!
za toliko znamenaka, koliko ima nula u potenciji broja 10.

Npr.: 12,638 : 10000 = 0,0012638 .

20

Dijeljenje cijelog broja ili decimalnog r

ka s decimalnim razlomkom moZe se svesti na di?elj:nz'el 211-2-
log broja, odnosno decimalnog razlomka s cijelim brojem. To se pontizasv
tako da se dividend i divizor, odnosno brojnik i nazivnik, pomnoze s t -
kvom potencijom broja 10, da nazivnik bude cijeli broj. : o

Primjer:
312,606 : 0,00 = 31260,6 : 9 = 3473,4.

Opéi primjer za racunanje s decimalnim brojevima

: Drvorezac je napravio od 1 kubnog metra (m? i i
stoji drvo utrofeno na 1 igratkuy, ako je m* drva 'pla(tio)zgﬁ ?)115738 SRS o

Uzevéi u obzir da 1 m ima 100 cm i da je prema to 3=
cm = 1000000 em® (kubnih centimetara), ‘u:ralzunajmcn:me 18 e S

1. wvrijednost 1 cm?® drva:
2500 : 1000000 = 0,0025 Din = 0,25 para

2. kolidinu drva utrofenog na 1 igratk
1000000 : 1738 = 5754 cmg‘ =

3. vrijednost drva za 1 igratku:
576,4 . 0,25 = 144 pare = 1,44 Din.

Vidi takoder skraceno dijeljenje. § 14, 3.

7. DYOSTRUKI RAZLOMCI

razie\To szalﬁlomcieksjig?a_ Silli b{'tla‘jnik i nazivnik opet razlomei, ili se
Hen mak ; sam brojniku ili samo u nazivniku, .Takve it
0 svodimo na obicne (jednostruke), ako uzmemo u obzir da ra;fozmo;;]:i

crta (»kroz«) znaéi dijeljenje {-ﬁ- ==k b] :
b

Primjeri:
I; 27 -
125 27 2
di3 2 3 2 8 K 8
3 ns's s 3 147 3
5 e =
2 11=? 12__ 35 _7:35 245 5
2 35 - 1’ 1z ?
i< 2 1
35 —
3
4 3
-s-=-—:3=—3—=}_.
4 4.8 32

Ako L= : i
dvostrak Se u brojniku i nazivniku nalazi zbroj ili razlika razlomaka

se i
razlomak moze rijediti tako da ga proSirimo zajednic¢kim

2]




nazivnikom svih
strukog razlomka.

Primjer:

1 2 3 2
a7 05 \4a 18
7 11'(7 1
-t = _t
12 2 12 20

22

razlomaka koji se nalaze u brojniku i nazivniku dvo.

o
)-50

TR

s
< 50

1 15

+

Z
5
I

-=l

4
8 3.05—24
3 75+ 1143
il

=

35433 68

§ 2. OPERACLJE S OPCIM BROJEVIMA

1. ZBRAJANJE I ODUZIMANJE

a+b=b+a
at+@G+c)=a+b+c
a+(b—c)=a+b—c (1
a—((+c)=a—b—c
a—b—c)=a—b+c
. a+(b—c+d)=at+b—c+d
= g—(b—c+d)=a—b+c—d @
Iz (2) slijedi:

. Uklanjanje zagrada Ako pred zagradom stoji znak plus,
zag,rada. se naprosto izostavi, ako stoji minus, svi se pribrojnici uzimaju
sa suprotnim predznakom, jer je

t(+ta)=+ag; —(—a)=+¢ —(+te)=—a; +(—a)=—c

Primjer: 26x — (Ty — 8x) — [By — (Tx + 3y) + (4= — 5y) — llx] =
=26x— Ty + 8x—8y + (7o + 3y) — (4x —5y) + llz =
=26x—Ty+8x—8y+Tx+3y—dr+ 5y +1llx=
=52r—4x +8y— 15y = 48x — Ty

2. MNOZENJE

a-n=a+a+a+a+ ...+ a(n pribrojnika)

a-b=b-gq a-0=10 ()
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(+a) - (+b) =+ (ab)
(+ ) (—b) = (—a) - (+ b) =—(ab) @
(—a) (—b) =+ (ab)

(a—b+c)-n=un-—bn+cn- . (5)

Iz (5) slijedi:

Algebarski zbroj (polinom), tj. zbroj od vife pozitivnih i
negativnih pribrojnika, mnozi se s brojem tako da se svaki
pribrojnik pomnozi s tim brojem.

@—b+e) (d—N= (a-—b+c)d-{a—b'+ o) f =

gl —Dd + ed—of+ bf—of (32)

To znadi:

Algebarski zbroj mno%i se s algebarskim zbro-
jem tako da se svi ¢lanovi prvog zbroja pomnoze
redom sa svim ¢lanovima drugog zbroja.

(ab) - ¢ = (ac) - b=(bc) " a | (6)

Umno*ak se mnozi s brojem tako da se jedan
mnoZitelj pomno#i s tim brojem.

Primjer: (5a‘-3b)-'?=5-7a-3b=5-7-3-a-b=105ab.

3. DIJELJENJE

a'b—-a
T
(7
0:6=0
a : 0 nema smisla
(+a):(+b)=+ (a:d)
(—a):(—b)=t+(a:b) ,
(+a):(—b)y=(—a):(+ b)=—(a:)) ®
ili o =a. ¢
—b b b
(@+b—cid=(a:d)+ (b:d)—(c:d | o

24

Iz (9) slijedi:

Algebarski se zbroj dijeli s broj
gvak.i_pr-ibrojnik podijeli s tim brE?ifn’T‘ tako da se

Primjer; (15a —9b +3) :(—3) = —5a +3b—1.

(a-b):c=(a:c)-b=(b:c)a (10)

UmnoZak se dijeli s Brojem t ;
zitelj podijeli s tim.brojem? BESId BS LR s

Primjer: (57 86y) : (—12) = —5x .3y = — 15zy.

Dva se polinoma dij i
A el g jele tako da se najprije nii ; .
poredaju po padajuéim ili rastué¢im potencijama jednngpl;HiF;‘J;h?l;L gll-la?ég:

se prvi ¢lan dividenda, odnosno prvi ¢lan ostatka, dijeli uvijeks prvim

¢lanom divizora.

Primjerdi:
Lo (6 — 195 — 4x® + 47x — 30): (2
= (2 —71 = -~
L 66 T 2L £ 155 [= (26— Tx + 5).3f;+ e il

+ 22— 19x% + 47x
+ 22 F T4 Sx[=(2" - Tx + 5)a]

— 12x* 4 42x — 30
1} F 1257 4+ 42x F 30 (=(2x* — Tx + 5)'(—6)]
0

2. (48+b’):(a+b)=az_ab+b,
@ tab=(a+bya]
-_-a’b+b'
X% Fab(=(a + b)(—ab)
+ abt 4
LB LB [=(a+ )b
0
6l

(3x‘—x+?):(;_r+3)=3 11 4 3 11 61

s
2

R el S

25



4. POTENCIRANJE

a) Cijeli pozitivni eksponenti

a"=a-a-a-a---a(n mnositelja).
a = osnovka ili baza
n = eksponent
a” = potencija

I

al=aqa
(__ a)'zn = 4 a_!n (10)

(@a—b)" = (b —a)™
(_ a}!ﬂ+l — _a2p+l . (1]]
(@a— b)Y+ = — (b — g)™n+!

2n — oznaka parna (taka) broja.
(2n + 1) ili (2n — 1) - oznaka neparna (liha) broja

Iz (11) slijedi:

Ako je osnovka pozitivna, potencija je uvijek
pozitivna, a ako je osnovka negativna, potencija je
negativna samo u tom sluéaju kad je e

ksponent ne-
paran (lih).
Primjeri: (24 =12.2.2.2= 16,
(2= (=2 (—=2)- (—2)- (—2) = + 16;
(2f=2.2.2.2.2=232
(—2¥F=(—2). (—2)-(—2 - (—2) - (—2) = —32,

am™ . gt = gmtr : | (12)
To znadi:
.. Potencije istih osnovaka mnose se tako da se
njihovi eksponenti zbroje.
Primjer;
Tt.xt. gt = T = g
an:a"=a™7, zam>r | (13)
To znadi:

Potencije istih osnovaka dijele se tako da se
njihovi eksponenti oduzmu.

26
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Primjer:
ax’:2m3=3:¢’_’=i‘f_‘>
1
Mo . : < r. (13a)
a a’— a"‘" 3 zam ‘
Primjer: 3
s = s e
a” 5 =y (13b)
r o ™ a"':_:a"‘-"":a”:l; zam=rv. ‘
atia -
Primjer:
2
B’ __i_\v—- _—i_\ﬁ— 3 = —
12x7 3 3 3
g | (13¢)

i j di tenciju jednak je
broj dignut na nultu potenci] 1ak j
1 je:rS j‘; a;r::ma (1 éb) n%ﬂta potencija rezultat dijeljenja potencija istih
ognovaka i istih eksponenata.

Npr.: .
(.—2)! =__8= 0 it {"EJS =<__'2)!—-I=(_2)°.——]
(-7 -8 (— 2y
(aby* = a™ . b™. l (14)

Umnozak se potencira tako da se potencira sva-
ki mnozitelj.

an]?;:_ 3)-5-10)* = (—3)3- 5% 10° = (—27) - 125 1000 = —3375000.
i) (13)
b) bm !

Razlomak se potencira tako da se posebno po-
tencira brojnik, a posebno nazivnik

244 28 32
() -5-=

(™l =a™™’ (1aa)

Primjer:
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Potencija se potencira tako da se eksponenti
izmnoZe.

Primjer:
e ﬁx’yz“)‘ P (_ 3)1 c x4 J‘,1.1 cophd = 81x"y‘ 20,

Pazi:Eksponenti senikad ne potenciraju!

b) Cijeli negativni eksponenti

.. Do potencija s negativnim eksponentima dolazimo kada pri dije-
ljenju potencija s istim osnovkama oduzimamo od manjeg vedéi ekspo-
nent, npr.:

sk ili

1
e a

LT

a 1
— = a* = g, dakle a—* = —, odnosno —[ = a—*, ili opcenito;
a a o

1 1
a—"‘:-__;a”"z——- 16
= = (16)

_Potenci‘ja snegativnim eksponentom jednaka je
reciproénoj vrijednosti potencije s pozitivnim
eksponentom.

. To daje moguénost prebacivanja svake potencije iz brojnika u naziv-
nik i obratno, treba samo promijeniti predznak eksponenta.

Primjer: e
2 ¥ st 1
e o e e Sl (oL (2 | 2 : D
3z u—? Itz 3 ﬁy’uz__"Z—‘-3x‘y"“u—"z'
MnoZenje
a™ - qa~T = g™
Eksponenti
- a~™: g =g mtr g-mtr - (17)
se zbrajaju!
G_'" g =g = a—{m+r}

Dijeljenije
Mo g =— amtr
Eksponenti @ e
a ™ gl =grm=r (18)

se oduzimajul!
a™:g " =qgmtr
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Potenciranije
(ﬂ.' b)—m = g™ . " |
(i)'_mzﬁz_bm =(£)m | flg)
b o= g® aj ‘

‘ (20)

(@™ =a™m

Eksponenti (@=m)—r = amr

sal
se mnoze! (@)= = a=m

Pazi: Rezultat radunanja ne smije sadrZavati
potencije s negativnim eksponentima!

Primjer:

[(u + b)—l C—-b'J-—G = <l3 + b)li ciS » 125 (‘: + b)lﬂ cli d-‘

S_d_(::-—b)‘-‘ 53— (a— b’ - (@ — b)® '

5. VADENJE KORIJENA

Ako je zadana vrijednost a potencije x", tj. " = @, tada je osnovka
x jednaka n-tom korijenu iz wvrijednosti potencije g, tj. z = Va, gdie
je a=radikand, a n = eksponent korijena KaZe se da je
vadenje korijena inverzna, tj. suprotna operacija od potenciranja, kao npr.
zbrajanje i oduzimanje, mnoZenje i dijeljenje. Drugim rije€ima:
dizvaditi n-ti korijen iz zadanog broja e znaéi
nac¢i takav broj x, kojega jen-ta potencija, tj. =" jed-
naka zadanom broju a.

Npr.:
[9=1+3, jerje (+3Ff=+9 i (—3F=+9
T/g=2, jer je 23=28
f/ﬁ=i3. jerje (+3t=+81 i (—3)= -8l

|=8=—2, jerje (—28=—8

/—32=—2 jerje (—2P=—32,

ali /—9 ne postoji u realnom podruéju brojeva, jer nema takvog broja
¢iji bi kvadrat bio negativan. S istog razloga nema realnog znacenja

npr. J—8I.

Iz navedenih primjera slijedi:
1. Korijen iz pozitivnog broja moZe se uvijek izvaditi, pri ¢emu je
rezultat dvoznaéan (%) ako je eksponent korijena paran (tak);
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2. Korijen parnog eksponenta iz negativnog broja nema smisla u real-
nom podruéju brojeva, dok je korijen neparnog (lihog) eksponenta iz
negativnog broja realan i ima predznak minus.

Prakti¢ki se najéesée raduna drugi korijen i to najjednostavnije po-
mocu logaritamskog radunala* ili logaritamskih tablica (vidi § 14, 1) ili
tablica kvadrata.

Va=a |
Va=Va |' (21)

(- |
Posljednja jednakost kazuje da se broj a ne mijenja ako iz njega
izvadimo n-ti korijen, a zatim ga dignemo na n-tu potenciju, jer smo time

nad brojem g izvriili redom dvije inverzne (suprotne) operacije.

Npr.:
fm—-x’)g =a*—x2

(22)

Korijen iz potencije vadi se tako da se ekspo-
nent potencije podijeli s eksponentom korijena,

Primjer:

3 12

Ve == .

Vet =15 | (23)

‘Korijen iz umnoika vadi se tako da se korijen
vadi posebno iz svakog mnozitelja. '

Primjer:
3 5 A 10 18
}f3|25 X yT — I,.r's'a xl-u-_yn- = 55 45 4 = 5xty,
Ll n n :
Va V& =Vab (23a)
—_—

* Vidi od istog pisca: »Logaritamsko rafunalo«

i i i 0 ta mnoze se tako a se
Korijenl istih eksp nena T _ k ‘ d
d ngikj:m‘istog korijena izmnoze radikandi.
po Z

Primjer: 3 3
w7z [y = [ 7 = 2205,
@ _Va \ (24)
b Yy
Primjer:

TZm VIS 450y
wa'}m el AL =x

Bt IF—ZS et S5zub’

a (24a)

5 5 x 10 3* 1 »*
E_x"&ﬂv 3@ e =1/ T T e 7l

96 x1* y z1

. |
ﬂl _J Z] 1=V%‘ (24b)

Js6zm52

Primjer:

-"x+J«' 5
Vx—-y i r ‘

n )
l == I / " (25)
am = am = a’ I

ij ij ja ako se ekspo-
Vrijednost korijena se ne mijenja al e
nentir;:]crijena i radikanda pomnoZe ili podijele s

istim brojem.
Primjer:
T - 2 " 402 3 L1017
V16557 28y = VT6iz0y0. [Ty = Y20 2 3 =
& 6

6 —
= [ Tyt = 2 Py =285 30yt

EECE
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Tako je npr. [fa* + b2 %+ a + b, jer je prema (46):

Korijen se potencira tako da se potencira radi- ; :
(@ + b =a® + 2ab + b%, anea® + b?

kand.
i~ Znak ¥ znaéi »razliéit ode
3 3 3 3
1. Zx’y:‘z 2:."_1«'“: z‘x-"ﬁy-“: 2‘-2’x’xy“_y’= ‘ . ‘ =
3zib (33!4‘ 38 28 gt P RAMy Korijeni se mogu zbrajati i Odukzlmdtl tS_Rm:)
I i i i i eksponenti.
3 onda, kad su im jednaki radikandi P
2.ty 3
i -3 T s Primer: B e o
sI7+8)7 =3)7=10)7.

| - [ 4 3 4 3 4
. (iz) - (/=) - ZF=12=)z2-21z.

(27)

Korijen se vadi iz korijena tako da se ekspo-
nenti korijena izmnoze,

| Primjeri:
3 5 5 =
a5 = | (28)
Primjeri:

5 s H

L 3xya )2y = VFEym 2507 = Va2
m m m
n n = " T
|,J' ?
al Za’h al/iz’a”"" an | 27 i
L] mp
- n = 2P gPrtmptl,
I/ szaﬁf+np+1

Pazi: Korijen iz binoma ne moZfemo nikada
izvaditil :
33

3 B. Apsen: Hepetitorij elementarne matematike

2.
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Eksponenti se zbrajaju'

Primjer:

7 5 .8 A 1) L S 42
‘Va_‘- Vu—, D R b W | S V@ = a? Vet
e r m_£
aT:aTza; ¥ | (3
| ‘ § 3. POTENCIJE S RAZLOMLJENIM EKSPONENTIMA Eksponenti se © duzimaju'!
POZITIVNIM I NEGATIVNIM s
| Primjer: . }
E=£=x% -%——laio'—?f-"
Iz (22) slijedi: 1 a -
| | Rk
‘ ' P N ‘ (29) | BT weat BT (33)
Pazi: Nazivnik je eksponent korijena, a brojnik B |
— eksponent radikanda! (i)".’f=£ ! (34)
Primjer: b b?" |
| 3 2 7
(5xy2T)T = V5 d 2t = xz’VlEszy’. AL e e (33)
(1’17)” = an Q.
| a_i:_—L— : ‘- Eksponenti se mnoze:
MT "r—m- (30) Primjer;
a" |a . v A
(x?—)?=x7' S_ .
Primjer: = N
: Vidimo, da se bez obzira na to da li su Eksponent;_c_igeh 111' raz_lo-
4: -1 1 ) : e ; 3 tim
=Xl mijeni, pozitivni ili negativni, mnozenje potencija 3 1sd
POl osnovkama svodi na zbrajanje, dijeljenje—mna odu-
= zimanje, potenciranje — na mnozenje a vadenje —
korijena — na dijeljenje eksponenata. Takoder vr:Jede’.
VaZan je i obrat: bez izuzetka, za potencije s bilo kakvim realnim eksponentom i sva ostala
I i pravila,
= _I= a Primjer:
o m . (30a) 4 e
Fa’" a" % 3 g 31y BYL I I
| a_“'b_? s uTb a 15] 4 atp 2 15
Primjer; 7 e T = - T -
1 1 1 =% & e v &
— = ==y ¥
T Yo e 1 1 1 % 10 16 150
x| V= o7 2 10 bTS p15 75 150 150 B10 (18
= at e T l’ alt
m bl L ad e a2 . e
ahat=a" | (31) el i

| 3 ’ 35




§ 4. O BROJEVIMA

1. REALNI BROJEVI: RACIONALNI I IRACIONALNI

i/? je éijeli broj samo tada, kada je sam radikand ¢ n-ta potencija
cijelog broja. Tako su ]”T . I3, I ciss g VT, T in_'a' R
cijeli brojevi, dok /2, /3 , 5, .. . . Ve, 3. V7, . ..
jeli brojevi. Oni ne mogu biti nij razlomei, jer kvadrat,
nije nikad cijeli broj, niti beskonacni decimalni razlom
dali pretvoriti u obiéne razlomke. Vadenje korijena v
nove vrste brojeva koji se zovu
ostali brojevi, do kojih se dolazi
I potenciranjem brojeva, zovu ra

Npr. Vf je iracionalan broj, koji mozemo samo priblizno izradunati.
Uzmemo li |2 na tri decimale tacno, tj. VE
nego da iracionalni broj |2 lezi izmedu ra
MoZemo naravno raéunajuci daljnje decimale sve vige i vise stezati racio-
nalne granice u kojima lezi 1-’ 2, pa njegovu vrijednost dobiti po volji
tacno, alido prave vrijednosti V2

/ 2 necemo nikada doéi. Iracionalni bro-
jevi prikazuju se prema tome u obliky beskonaénih ali ne periodskih

decimalnih razlomaka. Racionaln; j iracionalni brojevi gine zajedno skup

realnih brojeva. Njihov polozaj mozemo predociti na brojnom
praveu.

nisu ci-
kub itd. razlomka
ci, jer bi se inage
odi nas, dakle, do
iracionalni brojevi, dok se svi
zbrajanjem, oduzimanjem, mnoZenjem
cionalni brojevi.

= 1,414, ne znadi to nista drugo
cionalnih brojeva 1,414 i 1,415,

1

\

]
—_ - -~ +
1 VE 2 3
Brojni pravac

Slika prikazuje konstrukeiju polozaja - iracionalnog broja V2 na
brojnom praveu,

Prinlljetimo jo§ da su broj n=3,14159 ... , broj e=27"71828 . . :
modul Briggsovih logaritama M = 0,43429 . .. itd. takoder iracionalni bro-

jevi, ali njihov poloZaj na brojnom Praveu ne moZemo taéno konstruirati
pomocu Sestara i ravnala,

36

; VI
1 KOMPLEKSNI BROJE
IMAGINARNI : ‘ | N
2, Znamo veé da drugi korijen iz negat:vnog bFOJa r;?;lcapgiﬂ?\?fnzn'ru
- i negativnog broja uv ] arn.
s jer je kvadral pozitivnog i n R e e
e 'Jek ij et vodi do nove vrste brojeva,
rijena op
nas vaden'Je 0.
nih brojeva.
Uzima se ovako: _ B -
=e=iat=n=Jal=T=i|a |

(36)
i = ¥Y—1 = imaginarna jedinica, |
 pri ¢éemu se pretpostavlja da je
= (—1r=—1,
ed=i=—1-1=—i
i = - 2=—1.(—1=+1 | (36a)
P—jhi = 1~ =]

itd.

Algebarski zbroj realnog 1 imaginarnog broja zove se komplek
sni broj. Npr. —3 + 2i, opéenito: a + E‘)z. P
Dva kompleksna broja, ko_j'a se razlikuju sam?{u pxie bzrag ey o
dijela, zovu se konjugirano kompleksn
n_ogs —}—1325 Ii — 3— 2i, opcenito a £ bi | e
Do konjugirano k_t_:mpsl)eksnih brojeva dolazimo rjeSavajuci
tne jednadzbe (vidi § 11. 3). v ) o o
5 n[r‘:]mginarne i kompleksne brojeve ne lln_t,-i.lzeIn:C;;:r:l na nasem broj
-aveu, jer taj sadrzava samo tacke 1<=:L ni ag? 3 L
b pZIa predoéivanje kompleksnih brojeva potrebna je cij
(imaginarna).
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§ 5. RASTAVLJANJE POLINOMA I BINOMA U MNOZITELJE

am + bn — em + bm+a-n-—-cn=(a ot b——cjm+(a +b—c)n=
=(@+b—c)(m+n)

@ —b*=(a + b) (a— b) (37)

a! — bt = (g* + b?) (a* —b?) = (q +b) (a — b) (a® + b?) —r
=.(a—b) (@ + a%b + ab? + bY) |

@R =@+b)@—ab+by | (39)

a* + b* = ne moze se rastaviti u realne mnoZitelje, osim u posebnim slu-
¢ajevima, kada jenpr.b=1:

(38)

at + l=gqgt +1 + 2a® — 202 = (gt + 9g2 4 1) — 2a® = prema (46) =|

=(a®+ 12 —2¢2 = (g2 + lji— ( ]’3@*: prema (37) = ((39,-3}
=@+1+al2)(@+1—g V2 |
a® + bi= (g + b) (@' — a%b + a2p? — gp3 + b | (40)
af + pi — (a® + b?) (a? — a?b? + bi)
itd.
@’ —bd=(a—b) (a? + ab + b2) |' (41)
@ —bS= (g — p) (g -+ a'b + ab? + gp3 + b4 | (42)

af — B — (a® + ba} (a? — b)) = |

=(a+b)(a?—ab + p? (@—5) - (a2 + ab + b2) =
=@—b) (@ + ' + &2 + a2t + apt + ) (42a)
itd.

Pazi: Ako zadani binom, pa dakle i prvi mnoszi-
telj desne strane Predoéduje razliku, svi su ¢lanovi
U drugom mnoziteljuy pozitivni, a ako predoéuje suy-
mu, prvj mnozZitelj désne Strane predocuje sumu, a
U.drugom mnozitelju Predznaci plus i minus slijede
nNaizmjence, Usporedi npr. (41) i (39), (42) i (40) itd.

Primjere vidi § 6.
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§ 6. RACIONALIZIRANJE NAZIVNIKA

Ak(} I g i i j ii az lh izraze
e Il.azlv]u.k Ileko Iazlo a llaclonalan, t} Sad.rZI 1Zr
Z s ] : . :
se Obiéno raciOHHIIZII‘a, tl udega“a se t.ako da
enom, on

% P ivnik dotié-
d korijenol ostizava time da se brojnik i nazivnik -
fgtj ko;-ijem I;J};]fnr;xerﬁggs Siestiijrn zgodno odabranim izrazom. PokaZimo taj
og razlomka pomnc :
:Ogtupak na primjerima:
2 2-)2 __EE=V_2.
1 i e ——r—ad P S
L L
Y WY sVm s B
3+2 V_Z = prema (37) =

1
S A T WY )

§+_2V_§=3+2V5.
9—38 S

1 31{7—2% — = prema (37) =
3V_7+2V?=(3V7+ 25 @3 7—2)5)
3V7—2)5_3V7—2)5
T 63—20 43
= _ a[%%— V_‘] = prema (37) =

B—ve  (5—v3) 75+ 13

diz+yE i +)e 0349 -
T V=  (—a(5+9)

=a”/_b+v_c](v_b+‘:)_

b—c

39
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6. %_—“ir-:
Vb+ Ve

Kako je prema (39

o+e= (18] + (o) = (15 1)

prosirujemo drugim mnozite]

40

|JIC

b—]—-(;

VF—T5+ ]3),
jem zadani razlomak j dobivamo;

§ 7. RAZMJER (PROPORCILJA)

=crg

a@:

|mn

ili:

c:—ls:c_.
o =

Slijedi: ad = be ! (43)
Umnozak vanjskih élanova jednak je umnofku
unutarnjih élanova.

Odatle: a=—

2 (43a)
,ngﬂ !
c |
Svaki vanjski (nutarnji) ¢lan razmjera jednak
je umnosku nutarnjih (vanjskih) é¢lanova kroz sve
ostale vanjske (nutarnje) ¢lanove.

Primjer:
. . 3@t 15
1. Izratunaj = iz oo =P
Jath-8b%d* §a*d?

T 7152 35004

5cd?

labt et x

2. Izralunaj x iz 12a"b¢c =

Predotivii zadani izraz u obliku:

12a’ b2¢ 5cTd? ) ’
—— , dobijemo po istom pravilu:

1 T Yabtox
5¢d?
X = —_—
I6athic
U razmjeru a:b=b:d
b= L’ad = srednja geometrijska proporcionala (44)

ili geometrijska sredina.

4]



Iz ¢ j b= ij
. azmjeraa:b=c:d slijede novi razmjeri:

a:e=bh:d;
bia=d:c r
‘ | an :bn:-'_'c rd /
| ' a b d |
Tt =600
‘ nn || (45)
' (atb):(ctd)=aq:
1M )ifetd)=a:c | § 8. TROJNO PRAVILO
|| | =b:d |
a+Db):(a—b)=
( b):(@—b)=(c + q) (e —d) || Mijenja li se jedna veli¢ina zajedno sa drugom, tada se kaZe da ta

velidina zavisi od druge. Tako npr. put sto ga prevali neko vozilo u odre-

denom razmaku vremena zavisi od brzine tog vozila, ili npr. vrijeme koje

je potrebno da se izvrsi neka radnja ovisi o broju uposlenih radnika. U

| prvom ¢e slucaju prevaljeni put rasti s vremenom, jer ito je veéa brzina

| vozila, to je veéi prevaljeni put. KaZe se: brzina vozila i prevaljeni put su

: { upravno razmjerni (upravno proporcionalni). U drugom de se

sluéaju trajanje rada smanjiti, ako se broj radnika poveda, jer ito je vedi’

Il broj uposlenih radnika, to je kra¢i rok, u kojem ¢e se doticni posao na-

praviti. Kaze se: broj uposlenih radnika i trajanje rada su obratno raz-

| I mjerni (obratno proporcionalni). Ako je zakon medusobne zavisnosti dviju

| I velicina zadan u nekom odredenom sludaju, tada se mogu ratunskim putem

|'| izvesti zakljuéci za sve druge slucajeve koji spadaju pod isti zakon.

Trojno pravilo rjefava zadatke te vrste. Postupak je uvijek isti:

Il na temelju podataka zadanog sludaja prelazi se od mnoZine na jedinicu,
i a zatim za traZeni sluéaj od jedinice na novu mnoZinu.

Ml Jer za sve te jednakosti vrijedi ad = be. Vidi (43)

| 1. UPRAVNI RAZMJER

Primjer:

| :

|I Auto prevaljuje za 2'/» sata 85 km, Koliki ce put prevaliti za 5 sati i 48 minuta?

| " Uzevsi u obzir da su 5 sati 48 minuta == 58 sati (jer je sat = 60 minuta, dakle
6 minuta = 0,1 sat, 48 : 6 = 8), rastavljamo zadatak u tri stavka:

I
| | - za 2,5 sata auto prevaljuje RPN . ' L 4 1
azal sat auto prevaljuje B83:25= 34 km
pa ce za 5,8 sati prevaliti H.58= 187.2 km

Prakti¢ki se postupa krace:

il T O
| 17 R SO OR— O
' S ) 2,5 85

iSe se razmjer; — = —
J S‘S x.‘

| Pa se ratuna x prema (43a);
5,885
o= — = 197,2 km;
By

Po trojnom pravilu vrsi se takoder interpolacija (vidi § 14. 1).

|
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2. OBRATNI RAZMJER

Primjer:

6 radnika naprave posao za 4 dana. Za koliko ée dana napraviti isti posao 8 radnika?
6 radnika trebaju 4 dana
1 radnik treba 4.6 = 24 dana
8 radnika trebaju 24 :8 = 3 dana.

Isto, krade: 6....,.000eevrnnnn., 4
Beoicammtmamn s ool
6 £3
= (Pazi: ne — , ved — — gbratni razmjer!)
6-4
Odatle prema (43a) x = — = 3 dana,

Sli¢no se rjefavaju zadaci za slozeno trojno pravilo.

Primjer: Mjeseéni ratun Elektriéne centrale iznosi Di ¥ j
. i L znosi Din 70.— za 5 Zarulja, koje
dnevno gore 7 sati. Koji ¢e iznos doseéi radun ako 11 Zarulja gore dnevno ¢ isa'tl?me

5 Zarulja dnevno 7 sati ............ 70,00 Din
1 Zarulja dnevno 7 sati 70,00: 5 = 14,00 Din
1 Zarulja dnevno 1 sat 14,00: 7 = 2,00 Din
11 Zarulja dnevno 1 sat 2,00.11 = 22,00 Din
11 Zarulja dnevno 9 sati 2200. 9= 19800 Din
Isto krage: 5.....,.... I 70,00
i b C— L x
70,00- 11-9 ;
&= _5_-7__2 198,00 Din,

44

§ 9. POSTOTNI RACUN

' Trebamo rijesiti pitanje:

| Jedna se cesta uspinje na 500 m duljine za 13 m, a druga na 400 m
' duljine za 10 m. Koja cesta ima veci uspon? ‘ N _

: Da bismo mogli usporediti uspone cesta, moramo ih odrediti za istu
duljinu. Stoga racunamo uspon obiju cesta za 100 m njihove dur)ljjne,
Uspon prve ceste iznosi 13:5 = 2.6 m, a uspon druge ceste 10 :4 =20 m
na 100 m.

Prva cesta ima dakle veéi uspon.

Kazemo: uspon prve ceste iznosi 2,6 posto ili 2,6 procenata i pisemo
2.6%, a uspon druge ceste 2,5%0. e

Postotak (procent) v je dakle broj koji kazuje koliko jedinica
dolazi na svakih 100 jedinica.

U postotnom racunu dolaze uvijek tri velidine: osnovna svota od
koje raéunamo postotke (u naSem primjeru duljina ces_te}, postotni iznos
od osnovne svote (uspon na cjelokupnoj duljini ceste) i _postot_agk ili pro-
cent (uspon na 100 m duljine ceste). Ako su zadane dvije Yellcme, trt_eca
se moze uvijek izracunati. Izratunavanje se vrsi po trojnom pra-
vilu (upravni razmjer, vidi § 8).

Pazi: osnovna svota ¢ini uvijek 100%!

1. Radun postotnog iznosa

Primjer:

Koliko je 15% od 480 Din?
100, &ini 480 Din

°If ¢ — Din
1 ini !
o Cint I

480 !
15%p &ine I?O 15 = 72 Din,

Isto; lerades Y0O%bo oooy inmanmsssmiii 480 Din
5 R A e e x
100 480
—— = — , @ odatle prema (43a)
15 X
480- 13 i
¥ =——— == 72 Din

100 e

I,
LA



Opcéenito:

‘ Postotni iznos = _°SROVNa svota - postotak
100

|‘| 2. Raéun postotka (procenta)

[ P . ; :
‘ ‘ | rimjeri: 1. Koliko posto ¢ine 70 m od 420 m?
| I 420 m é&ine 100%,

160
| . Im éini — 9%
420

: 100 2

| 0 m tine —70 = 162y
| 70 m ¢&ine 0= 16—

i 420 163 %

| Isto, krace:
[
(1 e e 100%/
|' I x
420 100
S = odatle prema (43a)
70+ 100 2
| X= —— = |69
420 B

| |

2. 25 g kuhinjs j j
‘ | - iske soli rastopljeno je 1 30 B vode. Koliko procenata soli sadrzj

32,5 g, dakle

‘I ([ Cjelokupna tezina otopine iznosi 30 + 2.5 =
Vot e et o 100%4

|
|||| | 32,5 g |
| 25 ¢
I; Ei 100 ) 2,5-100
| : T
M 2% ] 32,5
i Opéenito:

|I | postotak = _Postotni iznos - 100
I osnovna svota

| 3. Raéun osnovne svote

| Primjer:

| 24%,

mnoZi Acuéi i
it i e neke tekuéine iznosi 46,86 k.

Kolika je cjelokupna mnozing
| | 24" su 46,86 hl

:| | 1% je 46,86

| | R W hi

|. . 46,86

( | 10%, su i s 100 hl = 195,25 k]
|

|
|

Isto, krace:
B0 avvaniian e sea 46,86
i T T P T
46,86
§—= , odatle prema (43a)
100
46,86 - 100
x = = 195,25 hl,
24
Opdenito:

postotni iznos - 100
postotak ‘

osnovna svota =

Cesto se mjesto procenata (%) upotrebljavaju promili (%). Pro-
mil je broj koji kazuje koliko jedinica dolazi na svakih 1000 jedinica.

Npr. ako se kaZe da uspon Zeljezni¢ke pruge iznosi 15%e, to znadi
da se pruga uspinje za 15 m na 1000 m duljine.
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Taj razvoj glasi:

nn— ]}aﬂ—g b2 ‘;1[:—__”—[ )(n—__ 2) a3+

r—1 g
(@ +by=4" +na ok 12 1+2:3
n@m—1....[n—@—=2)] o (48)
R T N (n—1)
a—1)... [n—(m— lJ]b,,
] L n
§ 10. POTENCIRANJE BINOMA. BINOMNI POUCAK.
KVADRAT TRINOMA I POLINOMA o 54 Ly, SH3 L 548D
(@ Hp b Sa o BB TR P T
+h1E—pt + 2
(e £b) a**2ab+ b | (46) | 5:4:3-21 b5 — ot 4 Sath 4 10a% + 1047 + Sa bt + b5

| o
(ai b)szasi&azb-i-:}ab?iba ’ (47) | |+2+3:4+5
¥ Pl o . 5 L ; v B koeficijente simboli:
Koeficijenti pojedinih ¢lanova razvoja izlaze iz Pascalova trokuta. Radi kradeg pisanja uvedeni su za PaoRne S5 J

Koeficijenti za potenciju n i [ % ] (¢itaj »n nad 1«)
| 0 : g
1 1 1 nln—1) _ [ "] (¢itaj »n nad 2«)
12 2 1-2 2
P d pa=—D0—2) (= itd.
l 4 6 4 l 4 S 1-2:3 3
1 5 10 10 5 1 5
I : = . 13 g : 6 Pri tome rac¢un pokazuje da je:
itd.

n(n— Nr—2)(n—3)....[n—(n— 4] [n_——(u—?»)} =

Svaki koeficijent jednak je zbroju dvaju broi ji stoje lij B Baenres =R
o j Ju dvaju brojeva koji stoje lijevo e e E l; p
[ z ]z "_1—__:l ]

Npr. (a + b)* = at + 4a%b + 6a%b? + 4ab® + bt ~ln—2 12 2
Ako je b negativan, mijenjat ¢e se u desnoj strani naizmjence + i — nin—1Dm—2)(n—3)...n—m—3PNh—@—2)] _ [ " ] s | 8 ]
jer je (—byn = + e i (TR W (n—2):(n—1) —1 Ay
a (—h)Entt = _ pent nln—1ly(n—2)(n—3)..... [n—(n-“Z)Hrf-{”—l)]:{"]= |
Npr.: | [ 25 S DR —— (n—1)n i
(@ —b)* = a® — 5atb + 10092 — 106257 + Sapt — b, e, n\  nlp—Dlr—2 - (n—E—2Dl[r—(k—1] _ [ " l
opéenito: {k]= 1:2:34.......(k— 1)k n— k)

Za razvoj (g + b)n gdje j ijeli itivni j 7
. ( b)n, Je n cijeli pozitivni broj, moze se okazati
gaacgdagalogqo imati (n + 1) &lan, da ée eksponenti od a padati F(;d n clnl ) e
i' e rasti od 0 do n, tako da ¢e zbroj eksponenata u svakom élanu Y B ERALES B ={ : J:( J= =
znositi n, i d;‘ilce koeficijenti &lanova jednako udaljenih od pocetka i . 3123 . ° e 2 =
kraja razvoja biti medusobno jednaki,
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4 B, Apsen: Repetitorlj elementarne matematike
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| |

P azi! Na '|prl}£'. plgem() nazi v nlk (1 T 2 1 a Zatll n
g AT " 3, OanSno . 2 'y i
o ]k 6 : P - 4 . w )
b.t 11.1 ( ] it 5, odnosnﬂ 8 ; } kO f]. ima 18 t 1 bI OJ I'ImGtheI |a kao na-

Sada moZem isati i i
il 0 napisati tzv. binomni pouéak u konanom

(a-}-b)”:a"—f— {?]an_lb-}-[:]aﬂﬁzbz-f-[”]a"_'sbs'f'----

3
. = (48a)
.+[ ]éb ’+["]w“*+&~
2 1
UmnoZak svih cijelih itivni j
o pozitivnih brojeva od 1 do to j
1:2:3.... (n—1)-n oznatuje se simbolom n! (Citaj »n f:f;toroieiiisf

Prema tome:
21=1.2=2 3!1=1-2-.-3=¢6
4!1=1-2-3- 4=24; 5/=1-2-3.4.5=120:
6!=1-2-3-4-5-6=720; 7N=1-2.3-4-5.6-17=5040:
itd.

Kvadrat trinoma i polinoma

(@a+b+c)2=[a+b)+ c]® = prema (46) =
=@+b+2(@+b)-c+ =

=a* + 2ab + b® + 2ac + 2be + ¢ =

=a*+ b* + ¢ + 2ab + 2ac + 2be.
(a+b+c)’=u’+b‘+c’+2ab+2ac+2bc.

Postupajuéi na slidan na&in dobivamo:
@a+b+c+dr=
=a*+ b+ ¢ + @2 + 2ab + 20 + 2ad + 2be + 2bd + 2ecd.

Iz toga vidimo da je kvadra i j
. Z X Je ki t polinoma jednak zbroju k i
Eg)evgimwaﬂ}: ¢lanova i dvostrukih umnozaka svakog é&lana sc;J .wir‘;fl g Sé‘;lh
oji dolaze iz a njega. B
Jasno je da su kvadrati svi i
¢ _ kva vih élanova uvijek itivni
struki umnogci negat:ml, ako je jedan &lan pozitivg,ma mg?oieggtii:;-.
Primjer:
(3ab* — 2a%b — 5a* + 7)* =

= Pa'b! + 4aibr + 250 + 49 12a%? — 30a'b® + 42ab* + 20a%b — 28a%h — 70a?
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§ 11. JEDNADZBE

1. OPCA PRAVILA

Jednadsbu tvore dva matemati¢ka izraza povezana znakom jedna-
kosti, a koju zadovoljavaju samo neke vrijednos ti opéih brojeva.
Nasuprot tome jednakost koju zadovoljavaju bilo koje vrijedno-
sti opéih brojeva zove se identitet, npr. jednakost sin? a + cos?a=1
nije jednadzba ve¢ identitet, jer je zadovoljava svaka vrijednost kuta a.

Korijenom jednadzbe zovemo onu vrijednost nepoznanice koja zado-

voljava tu jednadzbu.
a) Jednadzba ostaje pravilna ako se nad njenom lijevom i desnom

stranom izvrsi ista operacija s istim brojem.

b) Svaki slobodni ¢lan jednadzbe moZe se prenijeti iz jedne strane
jednadzbe na drugu, ako se promijeni predznak tog ¢lana.
2. LINEARNE JEDNADZBE

To su jednadzbe koje sadrZe nepoznanice u prvom stupnju.

a) Linearna jednadZba s jednom nepoznanicom

Jednadzba Korijen (rjesenje)
x+a=1b x=b—a
x—a==~ x=b+a

ax =154 I xr= —

aQ

x T

—=5b x = ab

a

ax =10 x=40

a(x—=5b) =0 o=
b
ax +b=10 | X= — —
a

an
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b) Sustav od 2 linearne jednadibe sa 2 nepoznanice
ax+by=0c (A)
o, + by =¢ (B)

I. Metoda izjednatenja

Iz (A) slijedi: p= 8 ey

Iz (B) slijedi: y=———— (D)

¢ — ax — ax
Odatle: 5 = o 5 ik i bC] —bayy x = chy — abx
I

(ab; — ba,) x =cb, — be,, pa je:

chy—bey
ab;—bal

Uvrstenje te vrijednosti za x u (C) ili (D) daje:

_ac —ca
. ab|—-[‘1(a|“ [
Primjer: I
2x+ Ty =11 (A)
r+bsy= 1T (B)
Iz (Ay: x:ll_._-_?y
2
Iz (B): x= T—35y
& =i JETR
> 3

11 —T7y=14— 10y

Prema (B): T="N—=5; x= 7

2. Metoda uvritenja

Iz (A) slijedi; z= <=2 (g
a
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il

(49)

(49a)

To se uvrsti u (B), pa se dobije jednadzba s jednom nepoznanicom:

c—by

@+ ———+ by = ¢, koja se rjesava po y.

x Se

Primier:

Iz (A):

a

dobije uvrstenjem vrijednosti y u (E).

gxr—5y = — 186 (A)
Wx+3y= 17 (B)
y— 16
2 . (©). Uvrstimou (B):
\— 16 ; o
10-5J —+ 3y =17 )
- -~
=16
Sy —18 43y = (74
o
95y — 80 + 12y = 68 5 ¥ 5 _E —_ -
37y = 148 . ’ 2
Ah + iy
y=4d % ™

Uwrstimo to u (C):

3 Metoda j

_54—16
T8

| =

X 5 x

ednakih koeficijenata

cx+by=c |b
ax+ by=¢ [(—D)

abx + bbyy= c¢b, |_
—apbr—bby=—cb |

(ab, —a,b)x =cb, —c;b

Cb| — bCI
X = ——
Clbl-—hﬂ:|

Mnozeéi prvu jednadzbu sa a;, a drugu sa (—a) dobivamo na sliean

nacin:

Primjer:



Da bismo dobili u obim jednadzbama jednake i na
1 to protivnog predznaka, odredimo najmanji videkratnik koefici
18 (to je 24), pa mnozimo prvu jednadzbu sa 4, a drugu sa — 3.

28x L 24y =116

+ 15x— 24y = — 3p i3

43x == 86

3 =y

Mnozeti prvu jednadibu sa 5, a drugu sa 7, dobivamo na isti na&in:

5
g

=

MoZemo ¥ odrediti i take da u jednu od zadanih jednad#bi uvrstimo =12,

4 Metoda determinanata
axr+by=c¢
a,x + by = ¢,

Izraz u nazivnicima trazenih vrijednosti za = i y, tj.

ab, — ba,
[vidi (49) i (49a)] zove se determinanta z

adanog sustava; simbo-

b .
li¢ki se ona biljezi u obliku :I b, | 1 ako je oznadimo sa A imamo:
A: a bf:ﬂb{w——ba[.
ay 1

Clanovi te determinante s

u koeficijenti od x i v, napisani onim redom
kako slijede u jednadzbama.

+ —|
X
¢l
oje se dobiju

Naéin racunanja determinante vidi se iz sheme:

U brojnicima izraza za z i y takoder su determinante k

iz determinante sustava A = lé & ]

[.ﬂ| bl ]
stupac koji ¢ine koeficijenti od x, sa ¢lanovima de
a za y zamijeni se istim ¢lanovima drugi stupac,

» tako da se za x zamijeni prvi

snih strana jednadzaba,
koji &ine koeficijenti od y.
Prema tome:

¢ b

e by|chy— bey

a b a!n—ba;

a) Ll’l
a c
ar €y QCil-—— cay

}l —_——— e

a b } aby — ba:
ay b|

Za x iy dobili smo opet izraze (49) i (49a).
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jmanje koeficijente uz Y
jenata od y, ti. od 6,

imijer:
Primje ],6:1: + I,B_Y =125 |
2,7x—19y=—68
2,5 1,8
—68 —1.9| 2,5 (=19—08) 68 78 .
=35 18| 36 (—L9)—1LE2T  —1,70
1 2,7 —1,9
36 25
l 2,7 —68 36 (—68)—25-27  —3LB_ o
VRS LE | —11,70 =g
\ 2:1 —1,9

i i se na odre-
d 2 linearne jednadZbe sa 2 nepoznanice svodi se

jssananje sesave ji ijednadzbe predofuju. (Vidi: Analiti¢ka
i : &ta pravaca koji te j

divanje koordinata presjeci
geometrija, §17. 3).

¢) Sustavod n linearnih jednadZbi sa n nepoznanica

a se pomocu jedne od navedenih metoda uklanja

e n— 1} jed-
zadani sustav svodi na sustav od ( e i

RjeSava se tako d

. { se :
]wdgienigoﬁa_n_mla; IE.):poznanicom‘ Taj postupak se ponavlja,
na

dobije jedna jednadZba sa jednom nepoznanicom.

imjer: = i

Primj 1x—2y+ S5e=T \g! 4

i el |
sx—3y—4z=—12]

j u sa 5; 2) prvu sa
Da bismo uklenili z, mnofime 1) prvu jednadibu sa 8, a drug

4, a tretu sa 5:

- 28|
- l2x— 8y +20= +
24x—16y + 402 = 56 + 255—15y —20z=—60 |
35x+20y—40z=15 ——
: 10 37x—23y =
S9x+ 4y =

&) S9x+ 4y= T2
37x—23y=—32|" 4
1357 x + 92y = 1633
148 x —92y = — 128

|+

1505 < = 1505 ; X

-~ -
Uvrstenjex =11 (A) daje; 50 +4y=1
4y =12
y= 3.
zadanu jednadzbu daje:

odatle:

Uvritenje x =1iy =3 uprvu
. 24 — 48 + 40z = 56

40z = 80

z= 2.

Proba: uvrstiz =1, y=3 i z=2u zadane jedandibe!
roba: ;
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3. KVADRATNE JEDNADZBE

a) RjeSavanje kvadratne jednadzbe

1) Opéa kvadratna jednadzba:
ax? + br + =20

korijeni: By 2 ENE — et l;bz L (30)
a

Izraz pod drugim korijenom, tj. b? —4ac = D, zove se diskri-
minanta kvadratne jednadsbe.

Ako je:

D >0, kvadratna jednadzba ima dva realna razlitita korijena Xy i,
(vidi dalje primjer 1).

D =0, kvadratna jednadzba ima dva realna jednaka korijena T, =
(dvostruki korijen, primjer 2).

D <0, kvadratna jednadsba ima par konjugirano kompleksnih korijena,
tj. korijena oblika a* bi, gdje je i— V¥ —1 (vidi § 4. 2 i dalje,
primjer 3).

Primjer 1.
2EF w1 =D

-1:T¥8 —11)3 —
Xy = 4 = — i D=9>0

Primjer 2.

Primjer 3. 4

T2 +5r+3=0
5 —s£35—8 —s5+)—% -
wE T e——— =50 <
) e o ¥5] 59 < 0)
=5 T=15% —s54 ¢ 58
14 = 14 -

Xpyy =

56

gdje je i = ¥ — 1 = imaginarna jedinica:

— 5+ 7681¢

X = ——— = — 0,357 + 0,549 {
e | 14 e ettt
P L SO P R
£ 14 e

2) Nepotpune kvadratne jednadZbe ne rjefavaju se
po formuli 50, ve¢ neposredno, kako slijedi:

a) ar*=20] :a
=0
Ty, =0

B) ax®+ bxr=0
x{ax + b)=10.

ili vis zitelja j ' li kad je posebno
ozak od dva ili vie mnoZitelja Jedv:a}c je nu
svaki I;n;giitelj jednak nuli, ako naravno moZe da bude nula. Imamo,.

dakle:

x, = 0;
ar—t+h==10;
b
A‘z TR e —
a
Primjeri:
511 —3x=10

E(Ex—3) =0

=49

5x—3=10

5x=3 -
3

X 5

Xigp= & [l

3) Kvadratna jednadZba kojoj je koeficijent o
x* jednak 1,
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Cesto se kvadratna jednadzba rjesava tako da se prethodno podijelj
s koeficijentom od 22,

ax* +bx+ec=0|:q

a

3

b c
zovemo: —=p; — =g
a a

pa dobijemo: 2? + pr + g = ¢,

Korijeni: z,,, = — —‘P—i- (_p_)’_q | (51)
2 2 |
Pamti tu formulu rije¢ima: x;,, = polovini koeficijenta od z s pro-
tivnim predznakom + drugi korijen iz kvadrata te polovine i élana bez
Z, napisanog takoder s protivnim predznakom.

Primjeri:
l—z—2x=0:—2

2 2
1 1 1 1 (]
X1y = "?i ,‘é+3=——i e
1 3 1
”“?+:=g
1 3
N R

U tom obliku kvadratne jednadzbe, u kojem je koeficijent od x jed-
nak 1, postoji slijede¢a veza izmedu korijena i koeficijenata jednadZbe:
+ —_ —

II "T"‘Z p (52}

Il'xz___ q

Te jednadibe lako dobivamo na taj nadin da uzevsi iz (51) vrijed-
nosti za x1 i z2 nadinimo x1 + 7 | Zi - x2, pri éemu umnoZak rafunamo

prema (37).
Primjer:
) 7
Napi#i kvadratnu JednadZbu kojoj su korijeni 9 { — T

*+pr+qg=0 (A)

P g
Prema <5zJ:pzﬁ(x,+z,;=__[9+(_j)]=_(9_1)= 2
3 3 3
i
q=l‘:'3:l=9<(-—3-) =_21,
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—

yvritenje u (A) daje:
20
% — ? P2 =10
strane jednadZbe pomnoZimo sa 3:

s bje
T 3 —20x—83=0.

Pokus:
= ?x—ll =0

17
10 100 + 139_1_i) 17
‘"l—?ﬂ: @+21=—:t —"’9 —3:|:3
"1::_3 9 3

7
=

n=93 xm= -

j Z ritelje
b) Rastavljanje kvadratne jednadzbe u mnoz1

alx—x,) (x—x) =10

tu su x, i x, korijeni zadane jednadibe,

i = | (53a)
a za ¥, = x, = T, dobivamo: a{x — x,)* = 0 {
Primjer:
2zt xz—1=0
—14£ i + 8 _ —1£3
xl"z=__'—4__ 4
1
A= =3, Xg= -1
1)

1
2x1+x—1=2(1—~5)(x+[)v

L G g
Na isti na¢in vrsi se rastavljanje u mnozltel]fe' Jedr}zgizii;éi?%asd:?e
nja. Iz navedenog slijedi da, ako je x, jedan od kg{“llif:iic; I D
ta jednadzba djeljiva bez ostatka sa (x — ;). Ta &inj i
POéodivéi jedan od korijena kubne jednadzbe, ézretxil:na i
jena pa moZemo svesti kubnu jednadZbu na kvadratnu.

Primjer: T

7 7 i3 = —1, jer je
KusSanjem odredujemo prvi korijen jednadibe. Taj je x, e
(—1P + 2 {— 1 —B(—=l—b=—1F2 T+ 55— ;
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DU@mOﬂ&mﬁMﬂarmxﬁ=x+lWMWZJk

(P + 22— 52 —6):(x + =t 2—5
it ]

xt—5x
oprd 2
pe- i I

—6x—6
F6xr F6
0
pa rjefavamo kvadratnu jednadzbu:
xttx—f=
.4 | Lo l/2s__ 1. s
St =aRe YU des TR
1 5
=— = =
“ 22
1 5
S atn (R
i 7 2
Korijeni jednad3be jesu :
r=—1
n= 2
Ty,=—3

Zadanu jednadZbu moZemo dakle predoditi u obliku:
(x+ 1) (x—2) (x+3 =0

4. JEDNADZBE VISEG STUPNJA KOJE SE SVODE NA KVADRATNE

a) Bikvadratne jednadibe

Tako se zovu jednadibe Cetvrtog stupnja koje sadrie samo parne
potencije nepoznanice,

Opéi oblik: axt + ba? 4 ¢ =0,

Svodi se na kvadratnu jednadzbu
nadzba poprima oblik:

ay* + by + =1,

Odatle, prema (50): y,,, — —2£ V6" —4ac Vo —dac

tako da se stavi: p? = ¥, pa jed-

aiz 2?=y slijedi: r=— + 5
Prema tome:

I =+ ]*’3"_’_ i 3-'2:_‘!’;_3_’1_
ry= + Ia'ry_zv 3 x‘ = — l.l;-

60

imjer: ;
R 1322 +36=0

=y
Yf—13y +36=10

snroéne ili simetriéne jednadibe
4 Re;‘l:l::c:: ;:vs: jednadzbe u kojimg su j_edn_.gki ili ?roti\f:ciir}lc;:;‘(i)c;jenti
glanova jednako udaljenih od poéetka i kraja lijeve strane ]
Reciproéna jednadzba treceg stupnja ima oblik
ax$ + bx® + bx +a=20,
a rjesava se tako da se spoje ¢lanovi s jednakim ili protivnim koeficijen-

]€ . 5 — 1), Na taj naéin

. izludi zajednicki faktor (x + 1), odnosno (x — rovey
2?:&&511);63;?:;&?3?1 I::lvije jednadzbe, jednu linearnu i jednu kvadratnu
J!

Primjer:
2xt 4+ 3zt —3x—2=10
262 —1) +F3x(z—1)=10

Prema (41):
Z(x—1) (x*+ T+ 1) +3zfz—1 =10
(x—1) 2z*+2zx+2+3x) =0
r—1=0; =1

2t +5x+2=0]:2

x:+.5_x—|=0
2
T 5 3
z E-l-———--——;—
e 16 4 4
5 B e
BT TR 2
5 = B
Bk
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Reciprosg

na jednadzba ¢ety

az! + bxd + cx? + py ta=0

| Obje strane je_dnadibe dijelimo sa %, 8to je dopusteng jer je z?

; x

il ax‘—,*—bx—,'—c-f——b——k—?—

x x*
alx L), ,

3 + X-f--—JTt':O,

I
| ‘t.

=10

(| ili

: 1
stavimo: % 4 — — j !
+= > ¥, tada je kvadrat x* + 24+ —=

X

yZ

b

il et —=y_ g

! Uvrstenje daje kvadratnu jednadzbu:

A 2—2) + +e=0, &j ij

l'l | aly )+ by + = 0, ¢ije korijene 0znatimo sa y, = o Y =

i Tada je: x+—l——:ex i x+—-l——-|3
S x .

i ' i #2—ax+1=9¢;

|||I.I| T — o =012t —Bzr+1=q

| Iz tih jednadzbi dobivamo &etirj korijena zadane jednadzbe

l'. Primjer;
I 61“—-351“+62z’—35z+6‘—‘ol s
I
6x*— 35z + sz—§-5+£=o
l ' F
I
! g [z | |
24— ——35(x-i— —)+62=0
I x 4
X+ — =y
x yl
[ y 1 |
I X+ 24 =
| = ¥ ,x"'\;—\‘_z

ﬁ(y*-—z)——359+52=0
Sy’-35y+50=0

=354 V335 — onn
T 02

fd, Ln

rtog stupnja ima oblif.

+ 0.

1 10 | | 1 5 |
4= = — x T — = x
TR 3 ‘ a2
10 5
x’—--g‘-x+1—- x’—;x+!=(}
5 25 5 25
x;,:=—3—:|: '5"‘1 : x:m=;i 1—6-—5
5 4 5 3
= — + — X34 = — =4 —
Hti = ey SR
=13 Xyo= 2
1 ! 1
B i Ty
L k. : . ; ) i
Opazamo da jex; = — 1 x= — tj, x,, x,, i Ty, T, 5u veciprolni; odatle slijedi
*1 X5,

naziv jednadzbe.

Reciproéna jednadzba petog stupnja svodi se na
jednu linearnu i jednu reciproénu jednadzbu cetvrtog stupnja, i to Itakc‘) da
se spoje ¢lanovi s istim ili protivnim koeficijentima, pa se izluci zajed-
nicki mnozitelj (x + 1), odnosno (x — 1).

Uputa za rjefSavanje reciproénih jednadzbi: Ako
jednadzba ima paran broj élanova, spajamo ¢lanove s istim, odnosno
protivnim koeficijentima (recipro¢ne jednadzbe 3. i 5. stupnja), a ako
je broj élanova neparan, dijelimo jednadibu sa x? (reciproéne jed-
nadzbe 4. stupnja).

¢) Binomane jednadzbe
To su jednadzbe oblika:
¥y ta=0,
koji svodimo na jednostavniji oblik:
4 1=10
1 to tako da jednadzbu podijelimo sa a pa stavimo —‘-:: ="
Odatle je y" = ax", a uvrtenje u zadanu jednadzbu daje:
ax"+a=0
ili: ax"+1D)=0] :a
% +1=0.
Binomne jednad?be rjesavaju se tako da se jednadiba rastavi u
mnozitelje, pri ¢emu treba uvijek drZati na pameti da svaka jed-
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[ nadzba n-tog stupnja ima n korijena realnih ili
(1 komp[eksnih{imaginarnih}.

Navedimo nekoliko primjera:
Lad—1=0
Prema (41): (z — 1) (x* +x + 1) =0

I r—1=0;, x;,=1

||'II x"+x—i—1=0;x9.3=——:la-:|: TI-——1=-?I':i: —%
|
|| xm=-—;-—_‘:%-l’]/7
-1+i]3 —1—i )3
R i
2. 2 + 1 =0, Rjetava se sli¢no.
| 3 —1=0
I Prema (38): (x + 1) (x —1) (x*+1)=0
| T+ 1=0, rn=—1
| r—=1=0, 2y= 3
':;| 2t+1=0 2t=_1 Ty =t P —1=44
||' 4.zt +1=0 o N

| Prema (39a) :(2* +z Y2+ ) (2'—z V2 + 1) = 0

x=+x}’"i+l=0,xl,,=—_—r§:t]/’i—|=_hi :
| 2 4 2 2
-Vaxifz 2

—ik ).
5 = ( 1)
| Na sli¢an nadin dobivana iz

22—z yYi+i1=9¢

|| Xz =
[

ﬁ,_.=—2-(1—;—_ 1.

5. ¥*+1=0p
Prema 40) :(x + 1) (-2t —2+ =0
x+1=0; oy =1
T—2 fxt x4 1=,
Vidi tadku b) istog paragrafa,
6. —1=9,
7. z*+1=0.

To je reciproéna jednadiba.

Rjefava se sli¢no.
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; =gt z isati:
Kako je prema (36a) i* = —1, odnosno 1 1%, mozemo plsa

x* —i?* =0, a odatle prema (37):
(2 +4) (@ —i) =0

mo i iz svake zagrade:

Tzluci : i
i (:ﬂ:—s -4 IJ i (JL— - 1)= 0, ili prema (36a):
i i
o -9
i i
x : .
Stavimo L z = 3, dobivamo:

W+ @—n=20 ii
Pp+r1=0iy'—1=0ate jednadzbe znamo rijeSiti (vidi primjere 1 1 2).
Sest dobivenih vrijednosti za y uvritavamo u x = — iy, jer iz nase supstitucije
= 44, ako u nju prema (36a) uvrstimo i = — i3, slijedi:

'i;: V. aodatle jex’=—iy' i x=—i.
—7

|

B. f—1=0.
Prema (42a) (x® + 1) (z*—1) =0 itd. ks i
j ; tih jednadzbi 3. i 4. stupn
i dba: Samo za korijene opc¢ih jex )
osto ‘i 11;:113::2 ]f(?l‘mule dok se jednadzbe visih stupnjeva ne rri)o%gé:;g:l;igsfli:_i
r?i'eéitJi (Abelov teorem). Medutim, ako te _]vednac;gt{t? imaju broj o
cijjenté mofemo ih na vise nacina pribliZno rijesiti i to po volj
To piti;nje spada u visu matematiku.
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Npr.:
| 4';—-3)—.1‘“;‘7
|

4rt+x>3 +7
111} 5z > 10
|

4) Dvije nejednadzbe istog smisla moZemo zbrajati élan po élan:

I a=h ‘ g a<b ‘
| ||| > d =< d
| § 12. NEJEDNADZBE - Ee—m————
| | ﬂ+c>b+d a—f—ﬂ'{b'l."d ”%
M 1. POJAM I OSNOVNA SVOJSTVA NEJEDNADZBI R
Ml 0 < 2
e Spojimo li dvije velidine izraene brojevima ili slovima znakom > Npr.: < 3 i B —fo“’ J
(veci od) ili znakom < (manji od), dobit éemo nejednadsbu, 3>2 ' Bl ‘ - - : T i | o ’ g
— T = =3 ‘o~
Nejednadzba je broj¢ana ako je izrazena brojevima, npr. 15 > 7 ilj 1= 2= Al - 7 11 X
(il —b5< —3, odnosno a > b ili c < d, ako je izraZena slovima. 10>6 9<14 SLEEY -
Nejednadzba je odredbena ako sadrsi nepoznanice koje se, kao i kod : s Hieni k, tj. ostaje ekvivalentna, ako se od -
it jednadzbi, oznaduju posljednim slovima alfabeta, Npr. 22 — 4 > 10. Nave- ?}dyeé?ggagdzzim? Q;J:ngz z?aan ’ dil-uga nJejednad:iba Eeotinneg ..70
fiti dimo osnovna svojstva nejednadzbi: ;emnieéei a aNz smije se oduzimati ¢lan po lan nejednadzbe istog smisla. ;
I e
|!-'-||!I.' 1) Ako je a>b, tada je b <a; ili ag a<h ‘_ ‘%
|--'I ako je a<b, tada je b >a. c<d c>d e
|::|._." 2) Ako je a>b i b>c, tada je i a>c ili y a—c¢>b—d a—c<b—d
(i ;
[ | ako je a<<b i b <e¢, tada je a< e,
f Npr.:
b Npr. 6<11; 11<15, paje 6<15. - 7> 5| 5>13 |_ _9<_?‘—
||| | ; : . sws o e 3 . §<12 == ol e
I ' 32 szsaq se nejednadzbe ne mijenja ili, kako se kaZe, dobivena ne- i 8> 5 —l4<—11
||| | jednadzba ostaje ekvivalentna sa zadanom ako lijevoj i desnoj strani ne- ==

| jednadzbe dod ili od i i¢i i ; £3 P Tatd
i ¥ < Be K eduancnio iste velitine by 6) Ako obje strane nejednadzbe pomnozimo ili podijelimo s istim

i et 5 pozitivnim brojem, dobit éemo nejednadzbu istog smisla.
| e . a b
I '| = 0Le Tegy Ako je a>b i ¢>0; tada je ac:"b""17>?
I atc>b+ ¢ at o<ch+ ¢
a b
. . = % § e
i Npr.: ) 17 > 10 5.4 Ako je a<b i ¢>0;tada je ac<be i e &
| |. - 2 I
il + 343 £10 £ 10 Npr. 16>12]-]:2
| 20 > 13 15 < 18 32> 24;
14 > 7 = s
| > 5 <—2 5x>10]|:5
I {z navede_r_mg in_jedi da u nejednadzbi, kao i u jednadzbi, mofemo svaki x> 2.
| ¢lan prenijeti s jedne strane na drugu ako mu promijenimo predznak,
| | 67
i 56 1




| (

Mnozimo li ili dijelimo nejednadzbu s negativnim brojem, dobivamo nejed-
nadZbu protivnog smisla,

Ako je a>b i ¢ <0; tada je ac <bc i i<i
Lis <
Ako jea <b i ¢<0; tada je ac > be i i;._b,
L ¢
Npr.:
8>4/. (=2 B>4/:(—9)
—16<—38 —4<—2
—8< —4/.(—2) —8<—4/:(—2)
16> 8 4>2

1
7) Ako je a> b, tada je — < -,

a b

ako jea <b, tadaje—l—:w—bl—.
a

To znadi: uzmemo li reciproénu vrijednost lijeve i desne strane za-
dane nejednadzbe, dobit éemo nejednadzbu protivnog smisla.

Npr.:

;e 1 1 1
>S5 alije - <—; 3<s, alijfe—> —
7 5 3 5

o 1 1 1 1
—ts R o —as=e (=¥ AR e

3 2 4
§ latbtc|=Ta|+|b]+|c|
. ‘To znaéi: apsolutna vrijednost zbroja nije veéa od zbroja apsolutnih
vrijednosti pribrojnika.

Znak jednakosti vrijedi samo u tom sluéaju kad su pribrojnici istog

predznaka,
Npr.:
[5—=T~8|<|5|+| =74+ -8
jer je: I5—-?—3|=|—10|=l0,dokie15|+|—7I—:—.'—S|=5+?+B=20
ali: | —5—7—8|=|—=5|4+|—7|+]-8]
Jerje: | —S5—-7-8|=|-20]=20 i | -S54+ =T7|+| -8|=5+T7+8=20
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2. RIESAVANJE ODREDBENIH NEJEDNADZEBI

a) Opéenito

iiesiti j s i iti i kojim leze vrijed-
esiti nejednadzbu znaéllodrgdm granice u
sti Egpoznanica koje zadovoljavaju zadanu nejednadzbu. Iz navedenog
nl?‘edi da rjefenje nejednadibe ne daje konaénu odreden‘q vr13ed_nost_1:1&-
s-ljz:nan.ice veé odreduje interval u kojem leze trazene vrijednosti doticne
Eoepoznanice' daje dakle viSe vrijednosti nepoznanice.

Npr.: 2r—4< 8; 2xr <8+ 4; 2xr=<<12/:2

x < 6.

jesen]j j dzbe kazuje da nejednadzbu zadovoljavaju sve vri-
jednosﬁge;el?g?ens?er?12ije od 6, rjiaéenja n}ejednadibe leze dakle u intervalu
od — oo do 6 iskljudivsi granice, tj. — o <x<6.

irj ju nejednadzbi postupamo na isti na¢in kao pri rjesa-
vanjtuIgdrr;]aecfiagifnSSjediie Elanovepnejegr}adibe prenosimo iz jedne stﬁe
na drugu s protivnim predznakom. obje strane qe;ednad?be_ mnoZimo
s istim brojem, pri ¢emu pazimo da se pri mnoZenju negativnim brojem
znak nejednadzbe mijenja u protivni.

b) Nejednadzbe prvog stupnja sa jednom nepoznanicom

Opéi oblik:
ax +6=0 ili ax+b6<0

1z ax + b > 0 slijedi ax >— b. Taj izraz dijelinmo sa @, pri ¢emu mogu biti
dva sludaja:

b
ako je g > 0 x}—i,dokiex(——— za a < 0.

a a
Primjeri:
= 4x—1

1 J‘__31—;—[_ x 20 6

| 2 3

fr—8r—3—8xr+2<0
—1lz<<1/:(—11)

i : |

¥z —_——

11

2, mxr+5>3x+m+4

mr—3x>m—1

zm—3>m—1/:m—3)
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Prema svojstvu 6: za m — 3 > 0, odnosno m > 3: =i

> —
m—3
za m — 3 < 0, odnosno m <3; :|:<———-m__]
m—73
zam=23 i O nema rjes
=3 — == a rjeSenja, j
; m—3 0 ne moZemo éfjeﬂaé.s e
S X
oy +m >2a/.-(@—b)=(a+Db) (a—p)
a) Za a®*—b2>0
z(a—b) + = (a + b) > 2a (a® — by
ili: 2e02> 2q (a?—1b%/:2a
uza>0 z>a'—b' ako jea(al—bY >0
b) Za a (a*—bY)< 0, = < gt — bt
'©) Za a =0 nema rjedenja, jer je St 0
7 =
4, x+a—-&+x+b-—-n

a b
iy 2xtab—0 +artab—at
ak >0

;. Z@tb) +2ab—(a'+ 41
ab >0+ ab

Uz pretpostaviku da je ab > 0, dobivameo:

z(a+b)+ 20b — (gt + b3} >0
ii: z(@+b)>—2ab+ (a*+ b3 /:(a + b)
uz pretpostavku da je (a + b) > 0, dobivamo:
(a— byt .

53 ath @ sbfatp>o

(a —by2

*S aws ™ G+ <o

Zaa+ b=
aTb=0jazt0p + 0 nejednadsba vrijedi za s

5. |
i e Sl i Ve x tlza—oo <2 < + oo,
= S +———.‘5 >0/-6
6.1:—9:—-3——8.:-!—2-1—11:)0
1M — 172 —1 >0
—1

> 0 nema smisla, nejednadzba nema rjefenja
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Rijesi nejednadZbe:
mr +4>2x+m?
[z}m+2 zam>2 x<m+2zam<2 zam=2 nema rjesenjal

3
—x+ 5 <—4x+ =
2 8

<]

o, == =0
6 4 24
4
x> 3]
S{x—2v_ 3—x 3x
s ST 4

[—oe<x< +o9]

¢) Sustavi nejednadzbi prvog stupnja

Rijesiti sustav nejednadzbi znaéi odrediti vrijednosti nepoznanica
koje zadovoljavaju sve zadane nejednadzbe sustava.

Kako se rjesavaju ti sustavi pokazimo na primjerima.

Primjeri:

Treba odrediti vrijednosti nepoznanice x koje zadovoljavaju obje nejednadzbe
zadanih sustava.

45 r — 6> 6x + 1 dr—16>3x—1
39x>1 x> 15
7

o =
34

=)

Obje nejednadibe sustava zadovoljavaju vrijednosti @ > 15

4+ 3 2 ne smijemo mnoziti nejednadzbu sa 3(3x —5), da se rije-

"3'3:5’3’ = '3_ zimo nazivnika, jer ne znamo predznake {3x — 5),

o MmEOrEe—10 gy B—1
> 36x—5 30x—95
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Razlomak je pozitivan 1, Kad sy pozitivni brojnik nazivnik, tj. kad je

1
18x — 1> 0, Paje x> —
18 5
Shijedi x>3-
3Jx—5>0, paje x>T

- Kad su brojnik i nazivnik negativni, tj, kad je
. 1
13.-:—1{0, pa je th-s

5 18
Ix—5<0, pa je x<-3—

—2rt3 g
d—sx -3
—2e+3 1 SRR | e
e el L 34— 59

Razlomak je negativan:

Odatle:

<0

1) kad je brojnik pozitivan, a nazivnik negativan:

tj. kad je —Hx+ 135>0, paje Hx—13 <0 i)

— il
4 i

- d—Se <0 il —--S——:—_\->G pPaje x>

2) kad je brojnik negativan, a nazivnik pozitivan:

. 13 . 13
ti. kad je —lx+13<p il x—-l-—lb-l), pa je ,v‘;vl—]

slijedi

v
E
v
|

| A
-

i1 4—5r=0

s 4 ’

ili ——+x<0, paje x < —
5 ]

Posljednja dva rezultata sy nespojiva, pa sustav nema riedenja.

Rijedi zadane sustave nejednadzbi:

x <2x 1
21

3
4x+3>2x—-?

[ 1 = iip
ST
4 2r]

2 x—|

3
T - i,
x—2 5

11
[.r)l;x(.—
8
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d) Nejednadzbe drugog stupnja

i oblik: h
T ax? + bz + ¢ <0, odnosnoax®+ bx + ¢ >0.

iielivii nejednadzbu sa a, uz promjenu znak_a nejednakosti na protivni,
P}?;h;:l;v:egatjivan, dobivamo nejednadzbe u obliku
a

2+ pr+qg>0
+ px+ q<0, odnosno x
ol [vidi formulu (51)].
i i ko da
dva ¢lana tih nejednadzbi nadopunimo na potpun kvadrat i to tako
Prva dva

i icij d .
ibrojimo i oduzmemo kvadrat polovine koeficijenta o
pri

Dobivamo: ) » Y 2} "
s [p]“ (,&]‘;q{o odn. x=+px+["2"] ‘[j] g
2o+ || — ‘ :
2 : :
pY _ (2 dn. [x+ ? “’[1] e
ili: [x+—2-] «-:[‘2-] R IR T 4 N

L L 4 =g
S— i —| —4q i
Uvedimo oznaku: x| z 1 { ]

2 2
pa je: 2% <, odnosno 2* > m
a odatle slijedi: ; i
- ; = L Eieee—na =
—m<x—';—£<;+m odn; x—|—2>m 5
Primjeri:
1. Txt—13x—2<0/:7
13 2
R L R <
x - x - 0
2
x—ES—E?——— <0
14 196 7
134* 225
(x "TE) =19 e
R =
x—E=z; 2—22=m, pa je Lm=j;1—4,
Ozna&imo: 0 5
2<m
15 13 15
e — — < + -
B 14
13 13 1_3_'
i 14 14
I - a9
ST x < 4
7
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3xt+2x+15>0/:3
5'.
1
TTE—13x—2<0 23 vrijednosti = iz intervala od — ] do + 2, iskljugivsi x’+—§‘ *+5=0
granice 1). 1 B
: i R
- Tat—13x 23>0/ 7 ili: (" 3 9
5 13 2 0 2 (x " i).} -4_;
ey o iliz 3 = i &iod
’ ’ . i j ednost x, pa je veti o
¢i da je kvadrat binoma pozitivan za bﬁg;;‘”;‘er" J& zadovoliavaju vrited-
13\ 225 13 225 225 15 e i nejednadzba je identitna,
=] et ey e B A o PR ilo kojeg = %=
(x 14) 7 196 * ~ 14 om 196 = 196~ * 14 ?:o:ti z iz intervala — oo < x
13 15| 6. iR R R 0
x——:-—J»M,pa je 14x > 28 5
14 14 B 2x+ ‘E <0
2> 12
- T 5 0
13 15 = e |) — i
X——<——I 14, paje ldx<—2 ili: ( 3
14 14| : %
.v~:—-_r- pa je: ("‘_]){_-3—.
: 7 ;

Za sye x 2. Nejedna a T en)a. £ itiv velié biti manja od
dnadib nema JE§ nja, Jer pozilivna eli¢ina ne moie

7 J

= a sve - — ~

negativne.
3. -—-2:c’—-2x+144>0;’:(—2}
: 2<0 ( =L e
x4 X — = z - — —_——— -
x-rz 4 =
14 289 1 289 17
(x+~2—) &T Xt —=3; m=—4—; lrn?zi?
17 17
= <X — < —
2 2
i 1 1
2 2 2
==l i x < 4+ 8

e Nejednadibu zadovoljavajy vrijednosti z koje leze izmedu — g L + 8, isklju-
¢ivii granice.

4, —-2x’-—2z+144<0f:(—-2}
*tr_m>)
eyl ( r)* 289
ili: X+ —] =7
2 4
datta: i | 17 ;
odatle x—.—Eb-z— Paje x = 8§
i 17
1 x+—é—'7‘——— Paje x = —9

-—2.1"—-2:.:-!-144<Uzasve:<—~9isvex>8,
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| § 13. N1ZoVI (SLIJEDOVT)
| ' | |
(b |

1. ARITMETICKI NIz

. al,a,+d,al+2d,al+3d, ...... y @+ (n—1)a
| d — diferencija aritmetigk

0g niza, a; — prvi &lan niza, n — broj &lanova
niza.

n-ti &lan niza: @& =a, + (n—1)4 [
|

(54)
Primjer: Neka se izrauna 13. &la

n aritm. niza 3,10, 17, 24. . ST
[ | Kako je 2,=3 d=10—-3=

17— 10 =itq,

=% a n= 13, dobivamo prema (54):
| a, =3+ @131 .7
|

=3+12.7 ==_§1,

'Ii'|||'.'I Zbroj prvih n &lanova niza:
|
|
_|!. i Sl gk - ! (55)
‘ H | ili ako uvrstimo (54): B

.,|!. Sn=21[2a| +(n—1)d) f (55a)
.i|l| il

||-| Spojime li élanove zadanog niza predznacima
| Il

1. Neka se izraduna zbroj prvih n prirodnih
|

1+24+344+
|

+ ti. eijelih pozitivnih brojeva:
.|| I To je aritm, red kojemu je a,

..... +|’n-—-1} + n.
Gr=n | p=g

_-=I,

n
| Prema (55): 8, = 7 (1 + my; APr. Sy = 50-10] = 5050,
|
2. Neka se izradung zbroj prvih n neparnih (lihih) brojeva, tj,
i

1+3+5+474

I+ (n—1).27.
Opet je to aritm. red kojemu je a,

='—1.d=2,anzn.
n
| Prema (550 Sy = 7 214+ @m— 1)'2]=—:-‘2u=n’,‘ npr. §;5 = 10? = 109,

il 76

—

—12...
3. Koliki je S, za 21, 10, — 1,
d=10—121 = — 11,

9 = 7
= = [42—88] = —207.
(55a): S =3[2-21 FH—n—1= 5t
Prema e g

2. GEOMETRIJSKI NiZ

a) Konacni geometrijski niz

n—1
a, aq, ag* ag’ .. .,aq

' ij . niza
@ _ % _ % _ yyocijent geometr. ni
i ay as dn—1 "
p— n—1
n-ti ¢lan niza: a, =aq

Zbroj prvih n ¢lanova niza:

: —1 (57)
n=4a

Primjeri:
1. 17,21, 63, 180, e g
=7 g=21:7T=63:21 = jtd. = 3.
a=1,
: g, =T 3% = 45927.
Prema (56) 9. &lan niza (n = 9) : g, 7

¥—1_ 7282 .

Prema (57) zbroj 5 ¢lanova niza m=5n8=1 3 —1 2 oA
1 L1 __i,...
2 L=gx T -F F TR
1 1
ql._—_-_.-2-:i="'E'

5. ¢lan niza:

Zbroj 6 ¢lanova niza:

i +, dobit ¢emo
ometrij i edznacima il
Snoii ié v trijskog niza pre s T
DOPI0 3 clanﬁ(}k; jgeered konadan, tj. on ima konacan broj nov
geometrijski red.

Vv c a (57 )‘
T njego a se suma SJI racuna prem {
]
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| b) Beskona¢ni geometrijski niz
|

Prema (58):
il o 37 1 w1 A,
| P - o O =6 T T w0 W %
ll retpostavimo da geometrijski niz ima beskonaéno mnogo &lanoy ~Too 100
| | . tj. ima oblik: = e “h -
15 438 438 438 - 58
| atag+tagr+ ... ... + ag"t + agr + ggntt 4 T T T T T PR
| :
‘| ‘ |IIIII Njegovu sumu S za kVOCl[Jel'lt reda g, koji je po apsolutnoj vrijednosti mg- 438 I b 08§ o aaetd s
. 1 0 -4 =‘")=H“ 1 e
f i nji od 1 (| ¢ < | 1) (npr. o itd.), tj. le#i izmedu — 1 i + 1, lako (a 0 e Ll 1“'%:
| dobivamo iz (57), ak i i i
| _ o0 iz (57), 0 uzmemo u obzir da g" tesi k nuli ( g"—0), kad » t
|‘ tezi k beskonaénosti (ﬂ.-_-'- ), tj. kad n prima vrijednosti koje su vece 438 10° 15 e =i} e Tt
| od svakog ma kako velikog broja. To vrijedi naravno samo ugz uviet da T o1 tie T wae-n loraer =h
||i'| je |g| <1, je za [ ¢| > 1 (npr. 2, —3itd) q"> * = kad n—> o, Iz (57) I
I dobivamo dakle kad n~ o, a | q | < 1: 15000 + 438 —15 IAB=D s,
l =T 99900 20700
S=a
. . g—1
i ili:
{
| S=—"— 1 [g]<i. (58)
I
| | Primjeri:
i Lo B :
| | 1 | —_—
il 3T Tt
I
‘ ll a=|] y g=e— ..l_
|_| | Prema (58): |
i
. Sel__1_3
I 14 —!- -4— 4
E |
lif
: iy Sk 3 :
ti.: V=i S e '
|| i R 4
.l 2. Pretvoriti periodske decimalne razlomke 0,37; i '?,154.'55 u obiéne,
a) 0,37 moZemo Disati u obliku beskonadnog geometrijskog reda
| 035 3 . W 37
1 "™ 100 * 70000 * Tooo00g +
]
| kojemu je a=¥- i g= L
| 00 100 w
|
| 78 .
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§ 14. PRIBLIZNO RACUNANJE

1. LOGARITMIRANJE

Znamo da je a™ @’ = ghtr vidi (12)

antigr=ar— vidi (13)

(a™)r =qm- vidi (15a)

Va® = gn vidi (22),
tj. mnoZenje potencija s istim osnovkama svodi se na zbrajanje, dije-
ljenje — na oduzimanje, potenciranje — na mnozZenje, a koi‘jenovanje -~
na dijeljenje eksponenata, tj. pri raéunanju s potencijama vréi se prijelaz
na nizi stupanj rad¢unske operacije.

Odavno se nametnulo pitanje ne bi li se dala navedena svojstva

j nostavnjenje i ubrzanj

s brojevima. Zadaca je bila rijesena éim je uspjelo prikazati brojeve kao
potencije jedne te iste osnovke

Prikazemo 1i npr. niz brojeva kao potencije osnovke 2:

20— 27 =128

2l=172 28 =956

=4 2 =512

2P2=38 21 = 1024

24 =16 211 — 2048

2 =32 212 = 4096

26 =64 itd.,
rr.méentlo kod ra¢unanja svestj mnoZenje na zbrajanje, dijeljenje na odu-
Zlmanje itd.

80

Npr.:

ici 4.98 —09i — prema tablici 4096
16 - 256 = prema tablici =2*'-

— 910 .96 — 2¢ — prema tablici 18

o " = (24)}=12!* = prema tablici 4096
lfiﬁs R ) = 52m =2? = prema tablici 4.
1024 = 1

s ) - « - i
]\]E.VE‘]EILU !.a}.)hcu potellcl a Za 0sn 'u'ku Z MmMoZemao pIihazatl W Je
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dnostavnijem obliku:

» 2
5 ag) Eksponent za osnovku 2,
Broj, t];;:cl{;?ednost sp d. Iogaritam
PO
0
1 1
2 2
g 3
4
16 ‘ 5
32 6
64 7 itd.
128 id.

I k\«'a 5 ah a ZoV tal)ll{: l() ar ltal[la Za 0sno Vku 2 |EI e.ks one
t hc Z e 23 g 1 p n lltl
a e

nose u tom slugaju ime logaritma.

je eksponent s kojim treba

Prema tome, logaritam Ggadiiais

bi
potencirati osnovku da se do

s log, 81 =4, Jer je 3* = 81
1 1

s 3, jer je S =—=—"—7"
1 = ¢ 125
S BTT

I() a 0, a[lt a mo SlI.V t1 ukCI|E. Iieka ie Ladana pOteIl-
- 2
Ze se atitt 1 dr

; - b= |¢. Znamo
: ‘ku b, dobivamo: b= Jc. 4
— amo li odatle osnov s __ e AR
. diife c'aRa%l 1;«mjx'sna prva inverzna °Pe‘-"'f"°”a.p°te?m32m od ¢ po
veé¢ da je vadenj isemo m = log,c, a to znati da je m c?gar —red g
L Ekipogeg;rﬁ;n?ranje je dakle druga inverzna operacija po
osnovki b. Lo L
. itma jasno slijedi: ‘ Ll 5 e
1z poyma Egar:irt?wji broj, b + 1, moZemo 1zabrdalt-;1 z?moi?j%giﬁ;?svaki
. 5 da' ks t1 I;1}10013111{1; potencija za tu usnovku,u k(;gjemu je logaritam
broge\ge prl}taz;titii osnovka logaritamskog Zustava,
roj moze ) -1 ierie bt =0:;
Esn?wke jednak 1, tj. logsb = 1, Jer Je

cija b™

6§ B. Apsen: Re titort] elementarn matematik 81
is] e
Sen’ 13  ele tarne
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2. da negativne brojeve ne mozemo logaritmirati, jer potencirajuci
pozitivnu osnovku dobivamo uvijek pozitivan broj.

Prakticki se upotrebljavaju za racunanje dekadski loga-
ritmi, koji se takoder zovu obié&ni ili Briggsovi, tj. logaritmj
s osnovkom 10, i to s razloga koji ée se vidjeti kasnije. U tablicama dekad-
skih logaritama navedeni su dakle logaritmi, tj. eksponenti kojima treba
potencirati osnovku 10 da se dobiju brojevi od 1 do npr. 10000.

Otvorimo li logaritamske tablice, npr. prvu stranicu tablice I loga-
ritamskih tablica dr J. Majcena, naéi éemo u stupcu oznadenom sa N
(Numerus = broj) niz brojeva, a medu njima npr. 2, a kraj njega u stupcy
oznacenom sa L (Logaritam) 0,30103. To znaéi da je log,, 2= 0,30103 ili
da je 10930103 — 9 pMalg dalje ¢itamo da je log,,20 = 1,30103 ili da je
101'30198 = 20. U stupcima pod L navedeni su dakle logaritmi, tj, eksponenti
za osnovku 10, a u stupeima pod N vrijednosti potencija osnovke 10.
Tako npr. vidimo da je 10"%4 — 90, Na slijede¢im stranicama navedene
su samo decimalne znamenke logaritama, tj. njihove mantise, dok
cijeli dijelovi ili tzv. karakteristike moramo napisati sami (npr. u
log 20 =1,30103 karakteristika je 1, a mantisa 0,30103) prema slijedeéim
pravilima:

Iz log 1 =0, jer je 100 =1
log 10=1, L 10t=10
log 100 = 2, . 100 =100
log 1000 = 3, L. 100 = 1000

itd.

slijedi, da karakteristika logaritma cijelog broja ili
nepravog decimalnog razlomka sadrzi toliko pozi-
tivnih jedinica, koliko ima znamenaka u cijelom
dijelu broja, manje jedan. Npr. log 25,63 ima karakteristiku
2—1 =1, jer broj lezi izmedu 10 i 100, a iz gornje tablice vidimo da njegov
logaritam mora imati vrijednost izmedu 11 2, tj. log 2563 =1 + mantisa,
koja se vadi iz tablice I: Briggsovi logaritmi,

Iz log 1 =10, jer je 10°=1
log 0,1 =—1, iy 10-T==10q
log 0,01 = — 3, N 1 T T
10® 10
log 0,001 =3, w M= 2 1 = 0,001
10° 1000
itd.

slijedi da karakteristika logaritma Pravog decimal-
nNog razlomka sadrzi toliko negativnih jedinica,
koliko ima nula oko decimalne tadke razlomka,
raéunajuéi i nuly ispred nje Mantisa je pri tome uvijek
pozitivna,
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arakteristiku — 2 i pozitivnu mantisu, jer je

e s e pa vrijednost njegovog logaritma mora prema

' St A i i. log, 0,03158 = — 1 — mantisa,
bro]0,0315_ zati izmedu — 1 1 —2, tj. log. 0, o !
.go'rnjoj tabl;(:llikizzc?(t)lci;zrxrﬂ) li desnoj strani te jednakosti jedinicu, dobivamo
a oduzmem

. 003158 =(—1—1) + (1 —mantisa) =—2 + mantisa,
],Og ¥

Pr inliefi:
i 1
log 2,563 = {(,40875 log 730000 = 5,35332
g 4 ¥

= 2,75005*
log 0,2563 = 0,40875—1 log 562,4 2
ij ke
: i ¢i da prve dvije znamen
i re¢e znamenke mantise zna oive : i
t'znike;;sﬂizﬁi 1;1‘1 spod retka u kojem leZe posljednje tri zna
mantise
- i8 cetiri nule na
mant Ima li broj koji se logaritmira vise od r_:eh:"le :x;a(ﬁeingc: t(i g s
j in , t
¢ i ju broja se ne brOJe)lrpora' se : by o
pocet'l:u Ziﬁsderfnf u tablici odrediti trazeni logaritam. Interpolaci]
l\?rgé??oagojnom pravilu. PokaZimo je na primjeru.

Trazi se log 1224,58.

tablice vadimo: . . SR
iz a12124——3-{]8’1"?8 i radunamo razliku toga logaritma 1 slijedeceg
08 e

+ e - ageul
t ]-0 1225 308814 Ia tzv. tabllcna Iazllka 1Znosli u I
J g ]

i jesta.
j iedinica petog decimalnog mjes ] -
e :amo 1i broj za 1, povecat ce se njegov Ioga_
i oliko ¢e se povecali njegov loga

Sada diskutiramo: P .
po trojnom pravilu

ritam za 36 jedinica petog
ritam, ako broj povecamo za

miesta; za k
]0.58? Postupamo dakle

(vidi § 8):
Losn 5 @ s 36
0,58 T
—-l—— = ﬁ, odatle
0,58 x

r =36 - 0,58 = 20,88 = 21 jedinica petog mjesta.
Taj rezultat interpolacije pribrojimo log 1224:.

log 1224,58 = 3,08778
+21

3,08798.

) ; senja tabliéne razli : tes pro
kRemléﬁ::erTS:aoznaJedeni su u malim tablicama P. P. (partes propo
menxkom n

i iéni ikama.
cionales), koje su gore oznacene tabliénim razl

§*

ke s petom ili petom i Sestomn zna-

r-
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Izradunajmo na3 logaritam pomoéu P. P.:

Kako je tabli®na razlika nadeg logaritma 36, vadimo trafene umnoike iz one
tablice P, P, koja je gore oznatena sa 36. Za 5 dobivamo 180 a za 6 Citamo : 28,8,
all pribrajamo izvadenom logaritmu samo 2,88, tj. deset Puta manje, jer je brojka g
na $estom mjestu zadanog numerusa, Pri zbrajanju logaritma i vrijednosti tih
umnoZaka nikada ne zbrajamo njihova decimalna mjesta, ve¢ pribrajamo samo ko-
rekeiju (u nafem primjeru 1), jer kada radimo s logaritamskim tablicama od 5 deci-
mala, nema smisla radunati 6, 7. itd, decimalu mantise, jer nije sigurna.

Ratunamo dakle ovako:

1
log 1224,58 = 3,08778
18,0
s
3,08799,

Svaka rad¢unska operacija izvréena logaritamskim putem zavriava se
antilogaritmiranjem, tj. vadenjem numerusa prema dobivenom
logaritmu, pri déemu se opet interpolira. Navedimo primjer:

log @ = 0,18175; a=2

NajbliZa mantisa u tablicama je 0,18156, kojoj odgovara numerus
1,519, a tabli¢na razlika je 28. Radunamo razliku izmedu nade i te najblize
mantise, koja u nasem sludaju iznosi 19 jedinica petog mjesta, pa diskuti-
ramo: povedamo li mantisu za 28, numerus ée se povedati za 1; za koliko
de se povedati numerus, ako mantisu povedamo za 19:

28 ¢ vaa ., 1

18 & sn o -

§= —]-, odatle

19 x

¥ =£= 0,68
28

_ Te dvije znamenke pripi$imo zdesna numerusu 1,519 uzetom iz
tablica. Dobijemo trazeni numerus: a=1,51968.

Jasno

Je da i sada mo¥emo inter laciju ubrzati i olakfati upotre-
bom tablica P, P, il L ape

Na$ primjer:

. Od zadanog logaritma 0,18175 oduzimamo najblizu manju mantisu 0,18158,
ojoj odgovara numerus 1,519. Dobijemo 19. Kako je tabli®na razlika 28, traZimo u
desnom stupcu one tablice P. P, koja je gore oznafena sa 28,

8 numerusa, povedavamo 2,2 deset puta
i traZimo za 22 y desnom stupeu iste tablice P, P, najbliZl manji ili veéi broj. '1‘1; je

22,4, kojemu u lijevom stupeu odgovara 8. Tu brojku opet pripisujemo numerusu sa

desnog kraja i dobijemno 1,51968, Daljnje znamenke Numerusa nema smisla ratunati,
jer veé 3esta znamenka nije sigurna,
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#unamo dakle ovako:
A log @ = 0,18175 a=1,51968.
— 56
19
— 16,8

22
— 22,4

ste osnovke, pravila za ratu-

Kako su logaritmi brojeva eksponenti i s

nanje s potencijama iste osnovke vrijede za oy
1) logaritam umnoika jednak je zbroju log
ma mnoZitelja:
]og(a-b-c)=10ga+10gb+lugc

j j ici loga-
2) logaritam razlomka Jed'nak‘kjae- razlici g
ritma brojnika i logaritma nazivnika:

log [—3—] = loga—logh

j j ku ekspo-
3)logaritam potencije jednak je umnosku

nenta ilogaritma osnovke:
log (@ =m-log a

j i di-
am korijena jednak je logaritmu ra

4)logarit:jen0m s eksponentom korijena:

kanda podije

% loga _ 1 :
logﬁ= = pai= loga

po ! S

Sada Iuoie:no aza tO logarltm imaju predno t

k tl za§ dek&dskl

pl ema svima Ostallnl IOga'I]'tmnSkun Su"Sta'una' IH. px Ed'nOSt se Sa’StOJ]' )
e asem 1 ka k g 1 ga.l‘l a e 1' UJa

tom d e allt Sa de dS Q 0 tnl ne mije ako se U numer usu

mijenja poloZaj decimalne tadke.

Pokazimo to na primjeru:
log 2= 0,30103 - :
log 20 = log (10 - 2)=1log 10 +log 2=1+ 0,30103 = 1,3010

= 03
log 200'= log (100 - 2) =1log 100 + log 2= 2 4 0,30103 = 2,301

— = log 2 l.og
ng 0,02 10 I
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D ;

. moguzl:lgat‘predno‘st dt.ekadsklh logaritama veé¢ je navedena

2. ta}mosd i odre:.ilvan]a karakteristike prema broju znamenl l{:
y a tablice dekadskih logaritama brojeva sadrie saami

sastoji se
, odnosng
i manti

OperaClJes]_g se,

ari i 2
AtSiti e vmats garitmima vrie se obitnim putem, ali treba

a) da se s negativni -
ativnim logaritmi
£ mima postu z .
m = : P a kao ;
antisa tokom radunanja mora ostati pozitivna g S Ulsioudan; | gy

Primjer:
o 0035108 4
085672 &
log = = log a—log b
] N. T, '
+1 e
: g,gsgws 0,54541 —2 I L
,85672 —0,93284 11 11 =58 4
41
x ] 0,040980 0,61257 —2 [I—II "

b) da karakteristik
dodaj : Istika mora ostati i nakon dijelienia eii
Jemo negativnoj karakteristici toliko negati\ii-leiﬁ?éjc;'li rﬁg:lg.a ?e tu svrhu
mozZemo

podijeliti bez ostatka. jsti .
e , isti bro Fitivrih Gedin: ; 1
se vrijednost logaritma ne pmrg"i?:nil ivnih jedinica pribrajamo mantisi, da

Primjer:
;
x = |/0,0112308 =

/I
Va

1
lng x-_—_?_ log a

N. | &
38 49
! / s s 3,12 —4
,0112308 0,05041 —2 I 41 18
X
0,526612 0,72149 — | 1:7 =t
2

Imamo li rédom ;
od 2
hove kolo garitme. uzeti nekoliko 1

Kologaritm
. om nekog broj ;
n ;
I8gove reciprodne Vrijged::(?gfj-namvamo logaritam

ogaritama, mo%emo pribrojiti nji-

col = l -
0g a log—a——lc)g 1—log a =

0 —log a=—log a.

5 pro

s

bije tako da se karakteristici logaritma dodaje
pa se karakteristika povecana na taj naéin napise
antise pife se njena dopuna do 1.

Kologaritam se do
jedna pozitivna jedinica,
tivnim predznakom, a mjesto m

Npr.:
log 35,86 = 1,55461, a colog 35,86 = 0,44539 — 2

log 0,00194 = 0,28780 — 3, a colog 0,00194 = 2,71220.

Pisemo li negativne logaritme i kologaritme u takvom obliku da je
na kraju —10 (taj naéin prikazivanja negativnih logaritama nalazimo

obiéno u tablici legaritama goniometrijskih funkcija), tada je kologaritam

dopuna do 10 dotic¢nog logaritma, pri ¢emu kologaritam ima na kraju
__ 10, ako je logaritam pozitivan.
Npr.:
log 35,86 = 1,55461, a colog 35,86 = 8,44539 — 10
log 0,00194 = 7,28780 — 10, a colog 0,00194 = 2,71220.

o 11i do 10 pise se uvijek slijeva nadesno i to tako da se za

(Dopuna d
svaku znamenku pise njena dopuna do 9, a za posljednju do 10.)
Primjer:
_ 0,0701 @
= 41,583 - 0,00021856 b ¢
log = log a — log b—1log ¢ =log a + colog b + colog ¢
: 88 45
N. L, i Col. 3,3 12
a 0,0701 0,84572—2 1 91 57
b 41,583 0,38109 —2 11 _i;
¢ 0,00021856 3,66043 11 T
x 7,71333 | es8nae—4 1+ 11+11 =8
| ossm4 l ia
Logaritmi su uz rijetke iznimke (log 100 = 2, log 0,1 =—1 itd.) ira-

cionalni brojevi, tj. decimalni neperiodski razlomei, koji imaju beskonaéno
mnogo decimala, Stoga je logaritamski radun priblizan i njegova je ta¢nost
to veda, §to su taénije izracunati logaritmi. Prema broju znamenaka u
brojevima i taénosti koja se trazi od rezultata racunske operacije, uzimaju
se pri logaritamskom ra¢unanju ili logaritamske tablice od 5 decimala
(npr. Majcenove) ili od 6 decimala (npr. Dolezalove) ili od 7 decimala
(Vega) itd. Logaritamsko raéunalo zapravo je logaritamska tablica od 3
decimale.*) Logaritmiranje trigonometrijskih funkcija vidi dalje u IIL

§11112.
# Vidi od istog pisca: Logaritamsko ratunalo
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| 2. SKRACENO MNOZENJE

0,05621343
| | i i i i :
(il |h| - t'I;rEit:)a Izratunati umnoZak decimalnih razlomaka a i b na n deoi. -i?%%:'_
| ' 5
' Ispod pPrvog mnozitelja a pis ‘s . 112427
o _ pisemo zdesna nalijevo drugi < A1
‘ Il 21tell_b, tako da njegove jedinice dodu ispod (n + l)—Jve decimal% T\?c? 233?3
i mno:t}tel_!a a. Na}_mn toga mnoZimo podevsi od kra jnje desne bgojkg W
i mnozij:elje_n b. Pri mnoZenju uzimamo korekeije (vidi primjer 1). Trazen;j ?
[ll i | umnozak ima (n + 1) decimala, ali zajaméenih samo n. ; 7,06217
| ¥

.||||I . | Primjer 1,

0,05621343 « 125,63123 = 7,0622 na 4 dec. taéno,
| || | €-n na tri decimale ta¢no,

|
|'|||' n=3 a+1=4 e =2718281828 . . .

i ENJE
g 2,71828 T = 3,1415926 3. SKRACENO DIJELJ
95,1413 . | -
I s ; . i decimalnih razlomaka a 1 b na n
81;42 —+ [3:8 =24, korekcija 2;3-2=¢ i korekeija 2 daju zadnju brojiu 8] Treba izratunati kvocijent
| 1205!? - [1:2=72, korekcija 0; 1-8=g korekeija 0 daje zadnju brojku 8] itd. fala tacno. i ) tradenoid kvoijent
I 27 Najprije se odredi polozaj decimalnog zareza u dobije kvocijent na
| 14 i broj znamenaka m koje treba izratunati da Si{ I?m?lioga se uzme:
I I T O i korekeije 2 daje 2], :1 degimaia tatno (m = broj tataka, vidi primjere). Na s
| - rek-
ik e — 1. u divizoru b (m + 1) znamenaka, a (m + 2)-ga prepiSe radi ko
i e-m = 8,540 na tri decimale tafno, i zenj
I . cije pri mnoZenju.
il [ Smisao korekeija koje se uzimaju pri mnogen
|

. il a, kori-
ju i usteda rada primje- 9. u dividendu a toliko znamenaka da bude veci od divizor

! gg$n?£é;1iei{racen°g mnoZenja najbolje se vidi ako se mnoZenje izvrsi girajuéi posljednju pridrzanu MR SHRREngR ljednj
5 : : o &
| b 3 Tk s B svakog oduzimanja brise poslje nj
| LI Sada se dijeli, ptl 1kcemdL; ssee n?ik:l)jl; clijelig ostatak s preostalim zna-
I znamenka divizora tako, da s o b o
| divizora. Pri mnoZenju uzimaju se korekcije.
I 8 menkama divi . s S
I ;gﬂ Odredeni kvocijent ima (n + 1) decimala, ali zajam
il 9140
| II 46452 -
(il 8,53972 JEE e
. . 3 dec. taino.
Il Primjer 2. nie=31415026...: 2,718218...na
| 0,057553543 . 0,00511 na 6 decimala taéno, n=3: m=4 m+1=5
| n=6n+1=1
I
| £ 010'5;!?333 31416:2){$3s = 1,155
I 4233 HE
2878 [s1s
78 156
| - 2? wié= 1,156 na 3 dec. tatno.
Il 0,0002942
0;05?553543'0,005| 1 = 0,000294 na 6 dec. taéno.
| i Primjer 2.
Primjer 3.;

853,97 : 7 na tri decimale tagno.
0,05621343 . 125,63123 na 4 decimale ta&no,

n=3 m=6m+t1="T
.|| R=4; mt1=5
1l

89
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90

8539700 3 =
2sests = 2718200

57401
25985
853
225

5

—1

853,97 :7 = 271,827 na 3 dec, tadno,

Primjer 3.

|
- na 4 decimale taénog.

R=4m=4m+1=35

100000 ; 2 =
18452 1t 9,36788
2143

240

23

: = 0,3679 na 4 decimale tatno,

Primjer 4.
0,00788918 : 2,11221 na 4 decimale tadno
n=4 m=2, m+1=3
789:21f, =0
o : = 0,00373

7
1

0,00788918:2,11221 = 0,0037 na 4 dec. taéno

§ 15. KAMATNO — KAMATNI RACUN

1. SLOZENE KAMATE

Ulozimo li u banku npr. 100 din. uz 49/, imat ¢emo na kraju godine
4 din. kamata. Ako tih 4 din. ne podignemo krajem godine, banka ¢e na
kraju slijedeée godine racunati kamate od 104 din, tj. dat ¢e nam osim
kamata od glavnice jos i kamate od kamata. Ako se, dakle, kamate ne po-
dizu, ve¢ priklapaju glavnici, pa se daljnje kamate ratunaju ne samo od
glavnice veé i od naraslih kamata, kaze se da je glavnica u lozena
uz slozene kamate.

2. SADASNJA I KONACNA VRIJEDNOST GLAVNICE ULOZENE UZ SLOZENE
KAMATE

Rijesimo zadatak: Na koju de svotu narasti glavnica g din, uloZena uz
p%/o slozenih kamata?

Na kraju 1. godine imat ¢emao (vidi § 9):g + _Ifﬁp =

P
= 1+ — U E]
gl 100 £°4q

gdjejeq=1+%—kamatni faktor. (59)

; : : o g9 P
Na kraju 2. godine bit ce: 4 2L 0 f = | il Lo
a kraju 2. godin g+ d gq[ - 100J

bl

= prema (59) = gq ¢ = 9q*

g q
100

p= gq’[l + —L]= gg® itd.

Na kraju 3. godine: gg® +
ju 3. godine: ggq s

Konaéne na kraju n-te godine imat ¢e ulozena glavnica g vrijednost:
ga=99" (60)
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Tu je
9 = uloZena glavnica

— v
g=d+ ____IUO — kamatni faktor

7. = broj godina.
Iz formule (60) mozemo dalje izradunati:
1. ul i ili |
oZenu glavnicu g ili, kako se kaze, sadagn ju vrijed
nest

glavnice, ako znamo k :
: 3 onaé i F
kamatni faktor q il kamatnjak pf.lu vrijednost glavnice g,, broj godina 7 j

P &n 1
e, TR Ly
q q" : (60a)

2. kamatni faktor S
= q ili kam : ; .
P =100 (g — 1)}, ako znamo Gm i 7, jer izaiﬁﬂ)as]ti;':gé?:k P [iz (59) imamo

=1t
g

a odatle: g ]/E
I (60b)

3. broj godin
slozeni a n u toku kojih i ;
oZenih kamata narasla do konagne Vl"i,]{f.*tInJ:::—lstig ?V?L‘?ig (gf)(;z:f?? duiz P
ny ijedi:

¢ = é"”_ 3
al itmiranj ’
ogaritmiranje daje: n log g=1logg —log g, a odatl
n ] e
n — 108 g —1log g
logg

- Da bi smo m
Je nesto preinaéiti,

Kamatni faktor (59) g =
)g=1+ 100 primit ée sada oblik:

qi=1+4+_2 :
m - 100 (61)
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gdje je m broj koji pokazuje koliko se puta u toku godine vrsi ukamaciva-
oie ulozene glavnice, jer ako je npr. glavnica ulozena uz 4%, a kamate se
se priklapaju glavnici polugodiénje, kamatnjak za po godine bit ce

290, jer se kamate priklapaju glavnici dva puta u godini, a ako

m 2
se ukamadivanje vr8i svaka 3 mjeseca, kamatnjak za 3 mjeseca = o go-
4 :
dine iznosi {_: — — = 1%, jer se kamate priklapaju glavnici 12 mjes.:
3 mjes. = 4 puta godisnje itd. Ozna¢imo li opéenito 2 = Py, primit ée
m

formula (61) oblik:
Pi (61a)

.
gdjejep, =——-
p, se zove relativni kamatnjak, dok jeq, relativni ka-

matni faktor.
Uzmemo li dalje u obzir da ¢e u toku n godina broj ukamadivanja

iznositi m - n, gdje je m broj ukamaéivanja u jednoj godini, primit ¢e for-
mula (60) oblik
gn=9" 4" (62)

gdje je g, = kona¢na vrijednost glavnice nakon n godina,

g = sadainja vrijednost glavnice,

g =1+ AR P _ relativni kamatni faktor,

m - 100 100

m = broj ukamacdivanja u 1 godini,
n == broj godina.

Iz (62) slijedi:
Bn (62a)

™

g:

To je sadagnja vrijednost glavnice, koja dospijeva nakon n godina uz
p%0 i m ukamadéivanja u godini.
Primjeri:

1. Netko uloii u banku din, 10000.—, Na koji ¢e iznos narasti ta glavnica za 10
godina uz kamatnjak 6% godifnje, ako se kamate priklapaju glavnici

a) godiinje,
b) polugodiinje,
c) svaka 4 mjeseca?

Zadano: g = 10000; »n =10, p = 6.
93
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Traii se: g,,.

P 6
g = — =14 -— = 1,06.
a) Prema (59) qg=1-+ 106 R 1%

= g-gq"= 10000 . 1,06%,

Dobiveni jzraz mozemo neposredno logaritmirati, pa tako dobijemo trazenu VIi-
jednost za g,,. Jednostavnije i brie doéi éemo do te vrijednosti ako imamo Pri ruej
tablicu u kojoj su izradunate vrijednosti gqn za niz vrijednost{ kamatnjaka D i broja
godina n. Takva se tablica nalazj npr. u logaritamskim tablicama dr Majcena (tablicy
XI*). Iz nje vadimo PO argumentima p = 6% j n = 10: gt = 1,790848, pa

@10 = 10000 . 1,790848 = 17908.48 dip.
208,48 din.

Kad glavnica g ne bi bila okrugao broj,
umnoZak logaritamskim putem

Prema (60): 1o

kao u nagem slutaju, ratunalj bismg taj

b) m=2,m-n‘—‘2v10=20.
Prema {(6la):

=1+ — = 1,03,
L] T 00

Prema (62):
G0 = 10000 . 1,03™,

Vrijednost zg 1,08% vadimo

iz tablice XI PO argumentima p, = 3%, | n = 20
pa dobivamao: ;
G0 = 10000 . 1,806111 = 18061,11 din,

=

0 m=12:4=3;: m.n=3.10 =30,

Prema (61a)
P 6 .
Pi= "; = el =2%. i
2
=1+ — = 1,02,
QI' ={iF 100
Prema (621:

10 = 10000 . 1,020 = 10000 -
(vrijednost 1,811362 izvadena je iz tabice XI

2. Kolika je sadainija vrijednost duga
nakon 5 godina uz 442% i

a) godidnje ukamaéivanje,
b) éetvngodiénje ukamaéivanje?

1,811362 = 18113,62 din,
e qin.
PO argumentima p =2 i p = 30},
od 10000 din. koji bi se morao platiti

—_——

*} U novom izdan

) ) ju Nakladnog zavoda Hrvatske, Zagreb 1948, ta je tablica
izostavljena, a umetnuta je tablica VI, Logaritmj kamatnih faktora, Mnogo su op-
sirnije kamatne tablice koje je dr Viadimir v ranié¢ prilogio svojoj knjizi »Osnovi
financijske i aktuarske matematiker, Zagreb 1946,
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= 10000, n =75, p= 45

8) 9n L 140085 = 1,045,
=1+ 10
Prema (60a): g 10000 _ _1__s )
£~ T 10ae 1,085

] 5 T ogari-
V ednost opet mozemao uzetj iz tablice. U Majcenovim logar
rij n s

v i = 8o in=2>5
ma i i entirma p = 4,5%

to je tablica XIL* Iz nje adimo po argum

im tablica

tamskim i

1,045%

g = 10000 - 0,802451 = B024,51 din.

= 0,802451.

Dobivamo:
b}m=4im'“=20‘

Prema (61a):

= E = E = |,[25%

Py o

B s DS
LT 100
Prema (62a): " :
&= _nl;! = 3’01125‘20
. : g = 1 w]—%, traZenu
& te vrijednosti: F za q = 1,125% 3
ici isu izratuna
Kako u tablici XII nisu

biw: itamskim putem:
vrijednost g dobivamo logar i
log 10000 — 20 log 1.01125 = log 10000
log 1,01125 = 0,00486
colog 1,01125 = 0,98514 — 1
20 colog 1,01125 = 19,90280 — 20 } I

log g =

log 10000 = 4,00000%
Y& & = 23,90280 — 20
= 390280

g = 7994,67 din.
g = 1¥=aai Q1.

3. PERIODSKE UPLATE

1
a. Ktlna{‘,‘na 1 Sadasn a vIl edn{]s‘ er“)dsklh u ata

R esl dat k 'Je‘ e k]‘()z T 71)(11113 k gncei f:.\-'ake go—

31 mo Za ax. k(} ula 22

dlne SU()tLl T UZ pU IU Sloﬁerﬂh ka-"lata 1 gOIdISIIJF.‘ uka]nacl\-dll’E. Ilta se
k ’ 1( nacna IJI\z'f'lledrl\‘.)st tl‘h pEI 1UdSk-lh- Uplata na k &) u n te

koh. a e (8]

godine?

] fa! i OSTDVUEHE.
i j ica e takoder 1z
) U novom izdanju ta tablic )
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Sastavimo krizaljku, oznadivii rednim brojem podetak svaka
godine i napisavsi ispod svake godine ulozenu svoty r,

Pocetak 1. god. 2, god. 3. god.... (n—1) god. n god. (n+ 1) god,
T r T T T

Iz krizaljke vidimo da je prva uplata r lezala (n —1) godinu, jer je
izmedu kraja 1. godine i kraja n-te godine proteklo (n —1) godina, pa ée
ta prva uplata narasti prema (60) na r g™1, Druga uplata leZala je jednu
godinu manje, pa ée narasti na r - q"*. Treda — na r- g™* itd. pretpo-
slednja — na r - g, jer Je lezala samo jednu godinu, i konadno posljednja
uplata r ostala je bez promjene, jer je bila uloZena na dan obracuna, tj. na
kraju n-te godine [ili na podetku (n -I- 1)-ve god.].

Prema tome konaé¢na vrijednost svih periodskih uplata na krajuy
n-te godine bit ée:

s =T gt gt L +rqg4r
ili;
S,,=r{1+q+q?+.‘._ ..... + gt gl

U zagradama je geometrijski red kojemu je prvi élan q = 1, kvoei-
jent g = q, a broj godina n =mn,

Prema (57) imamo:

i
S rL, -
g—1

d eg=1 ;
REERNYG

To je konac¢na vrijednost periodskih uplata r na k raju n-te go-
dine uz ulaganje koncem svake godine. Istu formulu (63) dobivamo
za konaénu vrijednost periodskih uplata na poéetku n-te godine, ako
se ulaganje vrsi poéetkom svake godine (sastavi kriZaljku).

Ako hodemo da odredimo konaény vrijednost periodskih uplata r
opet na kraju n-te godine, ali uz ulaganje na podetku svake
godine, moramo uzeti u obzir da ¢e sada prva uplatd lezati n godina (sa-
stavi krizaljkul), druga (n —1) godinu itd, a posljednja jednu godinu,
Ponovivai isty diskusiju dobit éemo-

LIRS T trg* 4 rq
ili:
Shy=rq(1+q+......., Tt
i prema (57):
. g—1
S n=Trg——Hn_ .
. = (63a)

To je konaéna vrijednost periodskih y

J Platar na kraju n-te go-
dine uzulaganje podetkom godine.
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Vraniéa (vidi opasku na str.

r, koje s

na potetku 1. godine,

= postoje posebne tablice. U tablicama dr
g—
84) to je tabl IIL . .
kolika ;e sadadnja vrijednostt perlodcsllgh eupci:ﬁi
S, na kraju n-te godine,
o Sf ’ 0; nr§3§2£§ uloZiti na kraji.x 1. godine, r.sdru:us;‘:njcjrl E.S";
odi bismo imali S,, odnosno S'; na kraju n-te godine?

Uzevéi u obzir da bi svota S, odnosno S’ lezala (n — 1), odnosno n
zevsi :
godina, dobit éemo prema (60a):

I za vrijednosti ¢

Rijesimo jo3 pitanje,

im rije¢ima koju sv

§==> (64)
.=
St (64a)
7
P
je ] = 1"
gdje Jje q 100 |
i u
To je sadafnja vrijednost periodskih uplata na kraj
o je
n-te godine,

b) Poveéanje glavnice periodskim ulaganjem o
! godine glavnicu g uz p%o Slozenl
dalje poc¢etkom svake slijedece

aJUCl 1 pocetak (”" 1 ve Od ne kI a] n te)! U.!.aze ]05
godlne racun ) g 1 (
n aSt ce ale n-ie g 1 g g p { } Q q s
S\c‘otu T, ar k[ 1958 £ Od ne 1a\-'lllca rema ED na *

G & yrijed-
e r , pa ¢e konacna
a periodske uplate r prema (63) na -

j ine 1 siti:
nost glavnice i periedskih uplata krajem n-te godine 1zno

Ako netko uloZi poée:flkomA prve
kamata i godisnje ukamacivanle, a

pijp B (64a)
Se=g @ +Tr —1
P
gdje jeg=1+— =
i : ij t biti:
a ako se svota r oduzima glavnici g, konaé¢na ¢e vrijednos
q ,-_q"_'__l 2 (64a)
Sn=¢ e

s i 3 1 . 1 ] x E ]
. . W g ..E w
. 1
sve naélne pOd kﬂ]lma se ulaze 1 pOdlZe novac. Stoga se pr ePOIUCU 1e a se

) .
z 1 h 'Eadatak& l 7 fOIII]ulaIIla (63) (it] (‘543, .Vel
p]i rievsdvaui'll 5 :IZ-EI].].. c ﬂe 5iUZ1

. ) .{)[.t]na {elala 0 edina svota do mﬂmentd
1Z k(]‘e e 1asno Vidi kohko .]e g i y p J

obra¢una.

Primjedba. Nij
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Primjer:

| Netko uloZi 30000 din. pa potetkom iduéih 4 godina uveéava svoj ulog svakij
| put za 2500 din., dok krajem 6, 8 i 10. godine podie po 1500 din. Kolika je njegova
Imovina na kraju 12. godine? (p = 4%, godifnje ukamadéivanje.)

| g = 30000; r=2500; r,=1500; q=1+ %=1,04.
| I|
‘ |', Potetak 1. god. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8 9. 10. 11. 12. 13.
| a b B S T =Ty =T =Ty
| | Sp=g-q*trgt +rq" + r¢* + rg —rigt—r,¢' —riq
ili:
‘ | Se=g-q*+rqg* 1+q+qg+g)—rq 1+ q*+ q¥.
| Prema (57):
| - | =1
‘ I Si==.§"ql'+?’4"q‘ —’lhq:j_
g— — 1
‘ T = g.q'=30000. 1,04 = 30000 . 1,601032 = 48030,96 din,
(Tablica XI)
|
= 1,04¢— 1 0,169859
= = 2500 - 1,04" - = 2500 - 1,368569 -
| A0 e 0,04 0,04
.fq'_' 1500 - 1,081600 - 2253319
E =P - 1 .
HE—1 0,081600
| ¥ i z ratunat ¢éemo logaritamskim putem:
i log 2500 =3,39794
Il log 1,368569 = 0,13627 .,
| log 0,169859 = 0,23009 —1 [ T
| colog 0,04 = 1,39794
log y =4,16224
| y = 14529,00
| log 1500 = 3,17609
, log 1,081600 = 0,03407
log 0,265319 = 0,42377 — 1
colog 0,081600 = 1,08831
log z = 3,72224
z = 527525

| Sp=x+y—z=5728411 Sy = 57284,71 din.

4. OTPLATA DUGA. ANUITETI

Veéi dugovi ili zajmovi sklopljeni na duZzi otplatni rok otplaéuju
se obi¢no tako da se u izvjesnim vremenskim razmacima, npr. na koncu
svake godine, uplacuju isti iznosi, koji se zovu anuiteti.

Jednim dijelom anuiteta isplaéuju se kamati, dok drugi dio (tako-
zvana otplatna kvota) ide na amortizaciju (podmirenje) duga.

| Zadatak glasi dakle ovako: Zajam od g din. treba otplatiti u n anu-
I iteta (u n godina) koncem svake godine uz kamatnjak p®/a godisnje. Koliki
| je svaki anuitet a?
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e
prema (63) na a =

otplacen, mora biti:

Za n godina narast ¢e prema (60) dug ¢ na g - q* gdje je g=1+

a konaéna vrijednost uplacenih anuiteta na kraju n-te godine
]

—

100 |
Da bude zajam koncem n-te godine potpuno

—1

gq=a (65)
g—1
Izteformule amortizacije duga dobivamo:
- _ 4= 652)
1) vrijednost anuiteta; a= —1 (

2) broj godinan, u toku kojih ce se otplatiti dug g uz zadani

anuitet a. .
Da odredimo n mnozimo formulu (65) sa (g — 1):

g q"(g—1)=aq"—a

ili: aq" —gq" (q—1) =g,
ili: *le—gl@g—N=qa
Odatle:
a
1 =D
a logaritmiranje daje
; nlog g=loga—log [a—g(g—1)
log a — log [a —g(g—1)] (65b)

pa je: o5

na str. 84) nalazi se posebna
Camnld)

—1

U tablicama dr Vranica (vidi opasku

tablica V, u kojoj su izradunate vrijednosti izraza

Za svaki vedi dugorotni zajam sastavlja se .sz' otplatna osno-
v a, u kojoj je posebno za svaku godinu navedeno:

1) iznos I ispla¢enih kamata,

2) otplatna kvota K 1

3) ostatak duga L, gdje je

£
=—"9
100
odnosno
L .y m=w—l L=g—K
100
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Primjer.

Netko Zeli kupiti kuéu u vrijednosti od 300000 din. U tu svrhu posudi taj novac
od banke, koja traZi 4% kamata i da joj dug namiri u jednakim godidnjim obrocima
kroz 12 godina. Kolika je godiinja otplata?

g = 300000; p= 4%; q=1+]%0~—— 1,0d;n = 12,

Uvrstenje u formulu (65a) daje:

stk 1,0412 . 0,04
a = 300000 _1,—0447—_1
Iz tablice XI (Majcen) vadimo: 1,04!* = 1,601032.
Dakle:
300000 - 1,601032 - 0,04
a=
0,601032
log 0,601032 = 0,77890 — 1
log 300000 = 5,47712
log 1,601032 = 0,20440 4
log 0,04 = 0,60206 — 2
colog 0,601032 = 0,22110
log a = 4,50468
a = 31965,40 din.
5. RENTE

Novéani iznos §to ga netko prima uz izvjesne uvjete i u izvjesnim
vremenskim razmacima, npr. podetkom ili krajem svake godine, zove se
renta. Renta se moZe steéi ili ulotkom, koji se plati jednom za uvijek
(miza), ili periodskim uplatama (premijama).

Da bismo izveli opéu jednadzbu rente za prvi sludaj, rije$imo zadatak:

Koju svotu S (mizu) moramo uloziti da kroz n godina primamo na
kraju svake godine rentu r (p%o godi¥nje)?

Vrijednosti mize S na kraju n-te godine iznosi prema (60) S - q",

gdje je g=1 + _lg_(} Rente su periodske isplate, pa moZemo

lako prema formuli za periodske uplate (63) napisati kona¢nu vrijednost
isplacenih renta na kraju n-te godine. Ona iznosi:

g —1

r—

¢—1
Obje izratunate vrijednosti moraju biti jednake:

q'=1
g—1

To jeopéa jednadibaraduna rente.
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T 4z

1z (66) slijedi:
1) vrijednost rente koja dospijeva kroz n godina na kraju
svake godine:

) r=Sq" ¢g—1) , (66a)
g —1

2) miza ili sadadnja vrijednost rente:

§ o =t S (66b)
¢ (g—1
3) broj godina n u toku kojih se ispla¢uje renta 7 na kraju svake
godine:
u=Ia:\g r—log [r—S(¢g— DI (66¢)
log g

Ako se renta r ispladuje pocetkom svake godine, jednadzba (66)

prima oblik:

—_

gperag (67)
g—1
i a odatle je
a) vrijednost rente:
—1fn . ]
- e— 1"
F—1

b) miza ili sadadnja vrijednost rente s obzirom na poéetak n-te
godine:
¢ —1

e

U tablicama dr Vraniéa (vidi opasku na str. 84) nalazi se tablica

V za vrijednosti g a—n i tablica IV za vrijednosti e .
J 7 — ¢ @—1)

Primjeri:

1. Netko je uloZio 3000 din, da bi mogao nakon 30 godina dobivati rentu koja
ée trajati 15 godina, a pofet ¢e krajem 31 godine, Kolika je renta ako se ratuna 5%
godisnje?
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Konaéna vrijednost periodskih uplata r na kraju 30. godine:
Prema (66) imamo, uzevéi u obzir da je Sqr = 3000. 1,0545
|

b w4 ogry =
e ; Sl R G el B
188 % Rablioa, e = s < r. Q0 F1q® + gt + rg® + rg' + 1q rg® (
' 0= R
. k Y P 1Y i e ey
natna vrijednost uloZene svote na kraju 30 + 15 = 45, godine, dok jeg= 1 + o = = premi D r!® s,

| = 1,05% | ol gt — 1 gt —1
If = 105, dalje je r. Sh—m———  jor s & rentne isplate vriile kroz

ll q—1 0,05

j 63al:
i kraju 30. godine prema (
posljednjih 15 godina na kraju svake godine: e ;

=5 ¢ —
1,05 _ | : |
| 3000 - 1,054 — ;.

& w =N q
005
i
I |||
I

Kako je 8"a = 8, imamo
Odatle dobivamo:
|

gl n L_l {
T q ] = ¢ — |
3000 + 1,05% - 0,05
. - 1,078928 i
Odatle: Pt (@t —1) (g— 1
i gdje je 1,078928 = 1,05% — 1 = 5078025 __ (Majcen, Tabl, XI). ST
[ = o 5 5 tablice XI (Majcen} daje:
o !ID.;BMS = gﬂiﬂl)g Uvritenje numeritkih vrijednosti uz pripomot tablice
45 1lmr 11:]5 —0.:5;55 800 - 1,423312 - 1,563304 - 0.04
og 1, =0, = 7 39
| log 2000 = 347712 i 4 0:169838 < 0263
| log 0,05 = 0,69897 — 2 =.,23009 — 1
i colog 1,078928 = 0,96701 — | log 0,169859 — 042377 — 1
| log 0,265319 =
[ log r = 3,09665 = 260309
i . log 800 = 0.15330
.'|| T =1249.26 din, log 1.423312 — b 16604
£27,<0 din =1
. log 1,563304 L o
il 2, Netko Zeli da osigura sebij godidnju rentu od 1000 din, koju ée podizati kroz log 0,04 = D'ggggf ’
i 10 godina svrietkom svake godine. Koliku ¢e svotu morati poloZiti y banku, ako je > colog 0,169859 E 0'5,.523
I kamatnjak 4%/ godignje? colog 0,265318 =0 3
| = 3,1986
Prema (66b): log 7,
' Loar — | | = 1579,89 din,
-_ . T -
8= 1000 T TO0T ekt
|
il ili:
l. 5 1000 - 0,480244 g
e —, ATt , !
' 1480244 0,04 (Maicen, tabl. X1)
. log 1000 = 3,00000
Il log 0,480244 = 0,68146 — 1
colog 1,480244 = 0,82967 — 1
colog 0,04 = 1,39794
log § = 3,90007
[ § = 8111 din,
—_— ain
3. Otac ulosi Za svoju kéer na njen rodendan, pa ondg nakon 4, 8, 12, 16 | 20
godina svaldi put po 800 din, Koliku godisnju rentu moe kéi ufivat; kroz 6 godina
nakon navriene 24. godine (p = 49/ godisnje)?
P
r= 800 ; q=—-l+m= 1,0d; r, =2
P& L woll 28 4 5., 9. Woohe: Bonse Bose 34 95 99,000 190 51 103
T T ) T r T fl '."I !‘I
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II. GEOMETRIJA

§1. PLANIMETRIJA

1. TROKUT

Elementi su mu stranice g, b, ¢, i kutovi q, f, ¥.
a+ B+ y=180°

| ' Vanjski kut
p=o0oTy.

| Ako jea 2 b, tada jea = f.

a + b>c, a odatle slijedi: > c¢—b i b>c—a, gdje je ¢ najveca stra-
nica trokuta.
a) Sukladni trokuti

|
' Dva su trokuta A,B,C, i A,B,C, sukladna: (A 4,B,Cy 2 & 4;B,Cy),
tj. podudaraju se u svim pripadnim stranicama i kutovima,

Ca
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1) ako se podudaraju u jedn
C1 = Ca oy =a,. i =By;

¥y

2) ako se_padudaraju u dvije stranice i kutu medu njima:
by =b. ¢, = Ca 1y = qy; .
3) ako se podudaraju u dvije stranice i
@ = @y, by = bs, i a, = u,, ako jea; > b, 0dn. a, >b
4) ako se podudaraju u sve tri stranice:
Q) =0y by = by ¢; =g,

2

j stranici i dva kuta uz tu stranicy

kutu nasuprot vecoj od njih;

===

Plostine sliénih trokuta odnose se kao kvadrati homolognih

ctanica, tj.

Py _a'_ b _ ot

P at b ot

¢) Cetiri znacajne tacke trokuta

U jednom trokutu sijeku se u jednoj tacki:
1) simetrale stranica (srediste trokutu opisane kruZnice);

|
| ||| 2) simetrale nutarnjih kutova (srediste trokutu upisane kruznice);
il b) Sliéni trokuti 3) visine, odnosno njihova produZenja (ortocentar);
X : i i jaj kuta sa sredinama su-
! kulov?}’eadggg t;f:)iﬂ-ll.lté i’ldﬁ;}i' siu A, B.g C, slit‘:na‘ (A4, B C, ~ Ay B, Gy, t E protni‘i’}l iﬁiﬂ:’:: ' %éi?;gi}ngijfl)i] etzgi?nai:!:llid v:hgtri tgiajela; onaj do stranice
Il logni kutovi), a homologne Slranicgosttoi?‘;n}:uf;:tlgﬁ ;iru.gﬂg trokufga (homo- jednak je treéini tezinice. . . .
mjeru (razmjerne su): Samo u istostraniénom trokutu padaju sve Cetiri tatke zajedno.
| “1:02-f’|=ﬁg-‘r1=?2ia,:b,:c[=a__.:b::c

d) Povriina trokuta

; abe
= C—zgsvs{s—a)-(s—b)'{s—c)=p‘::z

(2s=a+b+c, p— polumjer upisane kruznice,

‘Il ' 8: . r — polumjer opisane kruznice).
I | . sl 3 (Vidi takoder: Goniometrija i trigonometrija, § 15).
|1 | .
| | '|'| 1) kad se podudaraju u dva kuta e) Pravokutni trokut
I
I || o) =a,, fi; =f,: 1) Pitagorin poucak (Sl 4): ¢
2) kad su dvije stranice j :
| i 3 ; L Jednoga razmjerne sa dvij i ot = g? + bt |
I i kad su im kutovi. koje zatvaraju te dvije stranice, jéfien:}crie-lmce drugoga : v 2
l a,:b,=aq, b e ' Kvadrat hipotenuze jednak l
3) Kad su dvii I R T W je zbroju kvadrata kateta. s 4
. vije stranice jednoga 1 . g % ; A
I kad su kutovi s ga razmjerne sa dvije stranice d q o
‘:)L | e stranicama. jednaki: R Odatle: c
a; - = - . —r T
PO T b o =gy pri Gemu e o, >, iy > by o=VE=F b=fo—a. .4

4) kad ‘anice j i
| ) Su stranice jednoga razmjerne sa stranicama drugoga:

il a,:by e, =gq, iby ey 2) Euklidovi pouéci (sl. 4):

p:v=w:q, odatle v=V¥pq

: |~ visine, simetrale stranica i kutova, opsezi itd. c:a=a:p, odatle a=Vcp
| 4 & ™ a b ‘
| [ | Tako Jje npr, v— = :‘ = zl_ itd. c:b=hb:q, odatle b= Veq, tj.:
2 ,: 2
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d) Romb (istostraniéni paralelogram)

tov_i Jjednaki, dijagonale d,
stoje okomito jedna na dru
ljaju kutove romba.

Visina na hi j
: potenuzu je srednja
odrezaka hipotenuze, a svaka katetaJ

‘ : geometrijska proporcionala izmeq
1zmedu ¢itave hipotenuze j

Je srednja geometrij :
odreska hipotenuze % e kr;{f;lfﬁ proporciona],
2. CETVEROKUTI -

Zbroi . E
e fo] nutarnjih kutova izngg;

a) Paralelogram

Suprotne su strani

o nice uspo

:1 _Jednake, suprotni kutovyi Jl'aec;‘:_:;:?
1Jagonale raspolavl jaju jedna drugu »

Plogtina P= g - (osnovka pu-

SL 5 ta visina).
b) Pravokutnik 2
- . -
. et
e Szp;o}tne su stranice usporedne i jed- e /-"/’
nake.} V1 kutovi pravi, dijagonale 4 jed- 2 d :)(‘~ 8
//' T a
o =<
A b i =
Plostina P=g¢ . p, = ]
- Sl &
A .
o i ¢) Kvadrat (i iéni
\-\_Of/ rat (istostraniéni pravokutnik)
a : ice j
P % : Jednake, medusobno okomite i :
. - eira-
s s, spoljavaju kutove kvadrata, -
= s Plodtina P=¢q2 j p=— 9"
SL 7 |

Sve su stranice Jjednake, suprotnj ku-

i dy nejednake,
g0] 1 raspolay-

Ploﬁtina P=g. v i P';dl.d!

(pelovica umnogka dijagonala).

108

B

¢) Trapez
. Samo su dvije suprot

njica S,
poredna

ne stranice a i b (osnovke) usporedne. Sred-
tj. duzina koja spaja sredine neusporednih stranica (krakova), us-
je s osnovkama i jednaka

.-njih'ovom poluzbroju, tj.

a-+b
2

§ = .

wla+h) ..
e |

Plostina P=

f) Deltoid
Po dvije susjedne stranice su jedna‘ke, dijago-
nale d, i d, stoje okomito jedna na drugoj.
di - da

Ploétina P = T

Sl 10

g) Tetivni etverokut
To je ¢etverokut kojemu se kruZnica moze

opisati. ' o o
Srediste O se nalazi u sjecistu simetrala

s stranica. _ - - }
Suprotni su kutovi suplemetni jer Je

njihov zbroj 180°, tj. @ +y=180° i gt b=

= 180°. =
(Pravokutnik 1 kvadrat su takoder tetivni

éetverokuti).

SL 11

h) Tangentni Eetverokut
Teme cetverokutu kruznica se moze

upisati. : T ‘
Srediste O se nalazi u sjecidtu sime-

trala s kutova. _
Zbroj dviju suprotnih stranica jed-
nak je zbroju drugih dviju stranica, tj.
at+c=b+d
(Kvadrat i romb su takoder tangent-
ni detvorokuti).
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3. MNOGOKUTI (POLIGONI)

a) Opéenito

. n(n—3) :
Broj dija; laD=———+— ].r—
] dijagona > = ‘: o r Dls=

(n = broj stranica mnogokuta).

Zbroj nutarnjih kutova
S=(n—2)- 180°.

kazana je konstruk-

Y :. i
i odnosno desetero-

b) Pravilni mnogokuti
j,ae.terokuta,

To su mmnogokuti u kojima su sve stranice i svi kutovi jednaki.

Svakom se pravilnom mnogokutu moZe kruznica opisati i upisati, Sl 15
& . . (n—2)-180° P g
Nutarnji kut iznosi —(—)— , gdje je n — broj stranica mno-
n
gokuta,
Oznaka: \ 4) Sesterokut
a — stranica pravilnog mnogokuta 2
r — polumjer opisane kruZnice o0 a=r=-p V3
¢ — polumjer upisane kruZnice |
v — visina TS gy OF =2 3:2'9'1/?
P — plodtina 1| = T2 2
DI
1) Trokut sl 16

a=rV§= 29]/?; P=2p

”z%vi=§§=395-¢=20  Osmerokut

S

a-—-rF 2‘—'1[_5 = ZP(W]

=2q (V2 + y=2rV2 =8¢ (V¥2—1)

Deseterokut

a=L(V?—1)=2—:Vm

2

P E‘fv—s,ju_zﬁ:E‘; 0 — 235 = 2?‘1[25— 1oy
2 4

=]
=]
=]

P
s,
2) Kvadrat /

a=rV§=29
P= a'=2rt=49p% Sl 14
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a) Kutovi u kruZnici

tg Obodni kut « je polovica sredidnjeg
kuta 8 koji lezi nad istim lukom.

Slijedi: 1) Obodni kut nad polukru-

Znicom (ili nad promjerom) je pravi,

2) Obodni kutovi nad istim lukom
jednaki su.

Kut y medu tangentom i tetivom
jednak je obodnom kutu a, koji lezi nad
lukom izmedu tangente i tetive,

g

T==—:.

2

AP :CP=DP:BP
il |

Okrenemo 1i sekantu
bit de:

| ‘ Uvrstenje daje:

il || To znadéi:

Sl 18

(vidi sl. 18).

CP oko tatke P tako da zauzme poloZaj PT,

CP=PT

DP = PT,

AP :PT = PT : BP

Odrezak tangente je srednja

: geometrijska proporcionala izmedu
titave sekante i njenog vanjskog odlreska.

| 112
|

¢) Opseg i povrsina

1. Opseg kruga:
O=2ra=dn

rrp®
9. Duzina kruznog luka s = _1_!3?
(B-sredisnji kut).
d?

3. Ploitina kruga P=rfn =

T < o

Sl 20

Primjer:

1,97 kg?
1. Ploitina:
P=P, + 2P, +4P;
P,=(60—2.05) .48

Kolika je teZina telitne plode (sl. 21), ako 1 dm? teti

4. Plostina kruznog vijenca (sl. 19)
P=nart—nri=a(?—rf

rref® s
5. Plo§tina isjetka P, = =—

3600 2
(sl. 20).
: ris—8+tv
6. Plodtina odsjecka Py =—-—-2—-——
(sl. 20).
(t — tetiva

v — visina odsjecka).

—50.48=240 dm?
=10.38= 38 .

9Py =2.05.(48—2-05) =10.38= 3

4P, = .05 =314.025 = 079 .

P = — 28,58 dm?

2. Tetina:

G=P.y=2850.197 = 563 kg.

3§ B, Apsen: Repetitorl) elementarne matematike
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a) Prizma (sl. 23)

1. Kosa i uspravna prizma:

| 0=2B+ P

LH m | TR 5

\ ' ||| | § 2. STEREOMETRIJA (OPLOSJE I OBUJAM) i /.

‘ [ ‘ il | 1. CAVALIERIJEV STAVAK E /_/ ¢
L Stvenie chuima v se e temelin Cavalierijevog e
osnovke Jednakih patind) | Jemebe. visoe My iodnake omnovke (3 e

osnovkama tjelesa sijede oba tijela u presjecima jednakih plogtina. Sl 23 S1. 24

Sve prizme jednakih osnovaka i jednakih visina imaju isti obujam

i /
| A f
| I o prikazuje dvije — B-.v (osnovka puta visina).
/é\ [y piramide jednakog obuj- N ¢
< | YN i \ ma, Jer je: 9. Uspravna prizma (bridovi stoje okomito na osnovkama)
| i ’ ' ! T 1 e ‘
ulll ~-*’j-_ ' 4 ‘Eﬂ_ By=B, i P=o0-v ({o— opseg osnovke)
| A : 32 ;
| | ! il \ -4 ~ H= a) Pravokutni paralelepiped (sl. 24)
| = 0 =2 (ab + ac + bc); V =abe
' b) Kocka
| O=6a% V=a
Sl 22
2. IZRACUNAVANJE OPLOSJA I OBUJMA (VOLUMENA) B} Eipmidda
|I II e T TIRLEEA 1. Uspravna i kosa piramida
| 0 O=B+P
z n a : . . 3 = 3 . .
! - Sve piramide jednakih osnovaka i visina imaju isti obujam
.|| g——opll;;ﬁJe. tj. zbroj povréina svih- medainjih ploha tijeha. B 1 : -
— Pobocje, tj. zbroj i i o y =2— |— osnovke puta visina|.
za obla tijela). & 4 ro] poviSiina boénih ploha tijela (plagt 3 [ 3
i B — plostina osnovke 9. Uspravna piramida (svi su pobo¢ni bridovi jednaki, noziste visine
%8, c....bridovi pada u srediite kruznice opisane oko osnovke) (sl. 25).
V — obujam (volumen) tijela I
| v — visina tijela s
| (0 — opseg osnovke, u — visina poboéke).

| 114 -
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Sl 25

3. Krnja piramida (sl. 26)
O=Bi+B+pP;, v=21 /
i 1+ B2 + P; V—-B(B|+l.8131+32).
. Pravilni t j
1 tetraedar (omeden je sa 4 sukladna istostraniéna trokut )
a

O=a'|/3; V=;1V7.

c) Valjak ?
1. Uspravni i kosi valjak
V=1t =g E:‘D
4

(r — polumjer, d ;
, d — promjer os;
2. Uspravni valjak (sl. 27) snovke),

P= 2 Ty == :'Tdv;

O =2rn(r + v)

7
i(sL. 29), ako je specifina teZina Ce- ‘—"21—'—'--—“ —X+RB|I 8
lik

‘gpec. tefina,

3. Valjkasta cijev (sl. 28)

d,* d3?
V:‘rc—l—z.l——-ﬂ.-:_:—v=’if

(dt —ds")

Primjer: v, g
Kolika je tefina Zelitnog svornika -

a y = 7,887 Svornik se sastoji
dva valjka 1 jednog kvadratiénog =

stupiéa.
Tetina G =V .y = obujam puta L._ 150 75

Kako 1 cm?® vode tefi 1 g (felika Sl. 28

7,85 g), 1 dm? (1 litra) vode — 1 kg

(Zelika 7,85 kg), a 1 m?® vode — 1 tona (Eelika 7,85 t), ratunat ¢emo obujam V u dm?,
da dobijemo tragenu tefinu svornika G u kg. Prema tome sve dimenzije koje su na
slici oznatene u mm dijelimo sa 100, da bismo dobili dm.

1. Obujam
V=V + V"tV
dz 0,3* <
V,=ﬁ-—4—b-1=ﬁ 7 1,3 = 0,092 dm
d 1 0,52
Vi=n— vy =n—0,2= 0,03 ,
4 4
Vy= B vy = 02¢: 0,15 = 0,006 ,,
V= = O,tJ? dm*‘
2, Teiina
G=V.y=0137-185~ 1,075 kg = Ll kg
d) StoZac
1. Uspravni i kosi stoZac
rry
V =y
3

2. Uspravni stozac (sl. 30).
P=rns (s= stranica stosca = |+ *)

O=f:'\:(f+ 5).

3. Krnji stozac

a) Uspravni i kosi krnji stozac
V= %(31 + VBiB: + B;}=?(f1’ + 14t = %(dll + dy da+ dy®)
(d, i dg — promjeri osnovaka).
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b) Uspravnij krnji stozac (sl. 31)
P=(r + Ty) 1s
O=nx [t + r2+ (ry + 1) 5).

81 31

e) Priblizno izraéunavanje obujma krnje piramide j krnjeg stoica

Za mnoge tehnicke svrhe posve je dovolj iblizno j j
‘ Jno priblizno izratunavanje
obujma. Tako se moze obujam krnje piramide il i i
iRl j Je piramide ili stoca raéunati po pri-
V= B, - v, (a)
gdje je:
BB+ B
2

Za krnji stozac moZe se uzeti da je B, = nd?, _z —@'—i_‘@'_ .
4 4 4

. w' ]
V=Tgtd, + dyr, .

118
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Primjer: | )
i j edra je 300 mm =
i j vedra u | (sl. 32, gornji promjer v
gﬁk;u;e dﬁ?f Légg rﬁ‘::',: Erg.z dm, a visina je 260 mm = 2,6 dm duga).
= 3,0 ;

ormy =27 t +d,d, + d;*) imamo:
1. Po tatnoj formuli V= Iz(d‘ (s + dy

M&,z‘ + 2,2 . 3,0+ 3,09 = 13,92 dm? (1).

V=

12
2. Po pribliZnoj formuli (b):
M (2,2 + 3,0)*= 13,82 dm? (1).
g 6 Rl LB LU LS

1

PribliZna vrijednost obujma ne raw_likujgi :? bitno od taéne

vrijednosti. To se wvidi iz apsolutne“pagre 4 g

Apsolutna pogreika = talna :vruednost — pribliZna S1. 32
jednost = 13,92 — 13,82 = 0,10 dm?,

0s p:lbl.iinog rezultata iz relativne ili rocentualne pmg:e&ke.
o8 bﬂlje se vidi taénost 1 i 1 1 B 1
Ji

apsolutna pogredka 0,1 — 0.007.

e taéna vrijednost 13,92

= = 0,7%s = The.
Procentualna pogreska = relativna pogredka . 100% = 0,007 . 100%/e "

f) Kugla i njezini dijelovi
1. Kugla |

4
e U e oo D
O =4 Ritn = Dx; = 3th = T

R — polumjer, D — promjer kugle)

‘\‘ ;

53 =y T TR

Sl 33
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2. Kuglin pojas (sloj) (sl 33a)
P=2Rnyp

¥ S
73 Br*+3r2+ v?)

| | ‘
| (ry 17y — polum jeri osnovnih krugova sloja)
a),

| 3. i i
! i Kuglina kapica (kalota, kuglin od

sjedak
P-*—-_ZR::U:(T’-I-QQ):I )(51'33&}

III. GONIOMETRIJA I TRIGONOMETRIJA

mod
V="rp__ . _Tv
I | 3 ( R ‘EJ) = —E_ (3?.2 4 wg) v .
il | | § 1. DEFINICIJA GONIOMETRIJSKIH, TRIGONOMETRIJSKIH
i (r — polumjer osnovnog kruga kapice) ILI CIRKULARNIH FUNKCIJA
. ice
7. Kuglin isj - i
Jecak (sl 33b) U pravokutnom trokutu ABC s katetama a i b, hipotenuzom ¢ i silja-

tim kutom a zovu se omjeri:

1 2
il [ V= '3" RaTI'U
. 8
Primjer:
A Koliko m?
e fzvedbur | 'OO¢ ZAPrema spremifte (sl 34) | koliko mt 1ima 2 #
(1 treba za pjpvu
| ' 2400 1. Zapremina: % &
(L1 Vi + V. b
I
| T d} S
g i L TSR 2,4 sl. 35
Il T T(ﬁ’ﬂ"_*)=“££ 48 =
\ &
| S - 207 m @ _ kateta nasuprot kutu __ . (invs Q)
'll"'l" ________ v, - i‘—!-'-D' - e hipotenuza
| 2 6 @’ 24 =36m b k
| | b _ katetauzkut _ o
{1 V=125 =—————=cosa (kosinusa)
[l .3 m3 € hipotenuza
Sl 34
_ kateta nasuprot kutu _ tga (tangenso)

| 2. Potrebno je lima: e
| e : b kateta uz kut
1+ Py b kateta uz kut

a

c

b

= =ctga kotangens a
kateta nasuprot kutu £ v . )

! P = = . - -
| 1= ndv =x-24 (60— 19 K240 48 =362t
. e IT1

| Il P, 1 1
2 =Dl hipotenuza
| 2 7 24 x=gome ) — UPOIeNZ8  _ seca  (sekans a)
l P =452m: kateta uz kut
| e T c hipotenuza
atunato je pomogy TogarHatisks —= o =coseca (kosekans a).
€ ratunala na 1 m?, odnosno 1 mt tadm a  kateta nasuprot kutu

| Iz gornjih definicija slijedi:
1) da su svi ti omjeri funkcije samo kuta a, jer njihova
vrijednost ovisi jedino o tom kutu, a to je istaknuto u njihovom nazivu;

| i 120 |
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2) da su te funkcije omjeri duZina, dakle &isti (

Y g : 1

brejevi, pa je npr. 10 m - sin 30°= 10 m —2—
= 5 m?;

3) da je sin a< 1

nja od hipotenuze. (Znak < znagi *manji od«, znak > zna&i sveéi od«);

4) da tg a i ctg a mogu primiti svaku konaénu vrijednost od 0 do ma

kako velikog broja, jer omjer kateta moze biti kakavgod;

‘_

5) da je ctg a =

sy SeC o = > COSCC:::_ v
g a COS o sin o

Primjeri:
1) Zadan je pravokutan trokut kojemu su katete a = 3 cm,
izratunaju vrijednosti svih goniometrijskih funkeija
Po Pitagorinu poudku:
c=Va*+b*=yY9+16=5cm.

Po definiciji goniometrijskih funkcija:

b =4 cm, Neka se
kutova a i § toga trokuta,

i 2 0,6 i i 0,8
51 e v | nf= — =y,
na 3 sin r
4 3
osa= —=08 cosf= —=04
5 5
t = i =0.T 4 = 4
a=3em Eo = —4—— o i gB- —3'—1,33
4 k]
Ctguz —1"—_ 1,33 Ctgﬁ'; —z = 0,75
- _ 3
T secq = -:1——1,25 secf= 3 = 1,67
SL 36 5 5
coseca = 3 1,67 cosec fi = i+ = 1,25.

Vidimo da je  sin a = cos B
cos a =sin B
tg a=rctg B itd.
akakosuaifp
zaklju¢ujemo:
ako su dva kuta ko
ciji drugog kuta.

Npr.:

komplementni kutovi, jer je njihov zbroj a + § = 90°,

mplementna, funkcija jednog kuta jednaka je kofunk-

sin 30° = cos 609

ctg 450 =tg 450

€08 (45% — a) = sin [90 — (45° — q)] = sin (45° + o)
Primjetimo da su dva kuta suplementna ako je njihov zbroj 1800,

2) Neka se izradunaju vrijednosti

goniometrijskih funkeija:
8) kuta o = 459,

122

neimenovani)

=35m, dok je 10m - -:—ll—m-:.

 Cosa <1, seca>1, coseca> 1, jer je kateta ma-

1z pravokutnog istokraénog trokuta

1. po Pitagorinu poutku:

= VaFa=V@=dl2 )
9, po definiciji goniometrijskih funkcija

i) Stoda B=300iy= 609,

Visina v istostranitnog trik;léaa is
trokuta sa 3iljatim kutovima B
prema sl. 38.:

Sl 38
al a"’T
| e a'l__i.= 2
S
L
sin 60° = a 2
a
T q
c05w='a_=_2-
REs
@ =
2
a
2 ! _E
60° = ==
cig av_3- 3 3
2

kateta a slijedi:

\“’65,

s s tud
ica a dijeli taj troku
E.vm=m(§f3. Iz lijevog (ili desnog)

a
sl 37

va pravokutna
trokuta slijedi

-5“160 2cm
ol
sl 39
a
2 1
Fodla S S
4T
2 3
cos 307 = = _T
a
2 1 ﬁ
= =7="3
BETNE ¢
2
a3
2
cg 30° = = =VI
2
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Opet vidimo da je
sin 30° = cos 60°
cos 30° = sin 60° itd.

3) Neka se konstruiraju kutovi a, ako je:

. 4
4 &) Sie = —,
!

PORU, s RO W
hipotenuza 7 7 km T m

4 2cm |

e itd.

_?cm=3,5m-,

&7cm

Za konstrukeiju kuta o uzet éemo omjer i nari
sat ¢emo pravokutni trok by "
= ut katete 2 em i

asuprot katete duge 2 em le#i traZeni k:.lth iup((}%f!rcli?zs? 33:3) s

b) tga =235,
o i v PR, B
o kateta uz « A e
_ 47 em 47 em
Sl 40 - g Ml 49y,

§ 2. PROSIRENJE DEFINICIJE GONIOMETRIJSKIH FUNKCIJA

PREDOCIVANJE GONIOMETRIJSKIH FUNKCIJA DUZINAMA U
JEDINICNOJ KRUZNICI

Opis slike 41:

Iz pravokutnih trokuta OAB, OCD i OEF u jedini¢noj kruznici (OC =
— OB = OE = 1) slijedi:

D

sin a3=£‘i=BA g W S R D)
OB ocC ocC
F

cOos ml=9-i{-=0,4 cotg al=E-=EF cosec a1=2—=OF
OB OE OE

tj. u jedini&noj kruznici predotene su goniometrijske funkcije Siljatog kuta
« ovako:

1) sin @, duzinom okomice BA spustene iz presjeciSta B kraka OK,
jediniéne kruznice na vodoravni polumjer OC;

2) cos «; projekeijom OA polumjera OB na vodoravni polumjer 0ocC;

3) tg «, odsjetkom CD tangente povucene na kruznicu u desnom kraju
C vodoravnog polumjera OC;

4) ctg «, odsjetkom 'EF tangente povucene na kruZnicu u gornjem
kraju E vertikalnog polumjera OE.

5) sec a, udaljenoséu OD kraja D odsjetka CD = tg a od sredista O
kruznice.

6) cosec a, udaljenoicu OF kraja F odsje¢ka EF =cig a od sredista O
kruznice, .
Kako se vidi iz slike 41, oba promjera, vodoravni CC' i vertikalni EE',
dijele krug u ¢etiri jednaka dijela, koji se zovu kva dranti. Ako je kut
izmedu 0° i 90°, kaZe se da je u prvom kvadrantu, izmedu 90° i 180° u dru-
gom, izmedu 180° i 270° u trecem, @ izmedu 270° i 360° u Cetvrtom kva-
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fgee s

b Clgeox, clgaty £ ctoa, e
L4

oy
¥
&
+ol
c
+ - ot
o]
2
K

SL 41

Viti 1i se pomitni
drugi (OK,), treq; (o0, Frok OK, dalj i
) 2) i (O i : e, prelazeé
nosti a,, a, a, kojj(mg{sgdl éEtmf (OK,) kvadrant }l;lif (f k\fadranta (OK,) u
cija (vidi L. 41). Bovaraju druge vrijednosti gontometrijsigh ferp-
Sto se tige ijskih funk-
predz i =
dogovorno da su: naka tih funkeija u razliitim kvadrantima uzi
W ; Zlma se

1) sinait i
ga poziti i
:ggoravnog promjera CC’, a 1‘Pmnel,
Oravnog promjera. ‘ .

ako su duzine koj

ativni, ako s e ih predoduju iznad

U te duZine ispod tog
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2)cosa ictga poz itivni su, ako duzine koje ih predotuju, leze
desno od vertikalnog promjera EE', inade su negativni,

Prema tome su predznaci pojedinih funkcija u razli¢itim kvadra-
tima ovi:
tgax ctgal

sinot

Sl 42

Povedamo li koji god kut, npr. a;, za 1807, 3609 540° 720° itd. po-
navljat ée se vrijednosti tangensa i kotangensa ve¢ kod povecanja kuta
za 180° a vrijednosti sinusa i kosinusa tek kod povecanja kuta za 360°. Iz
toga slijedi da su goniometrijske funkcije periodske fun kcije,
pri éemu sinus i kosinus imaju najmanji period P = 360° a tangens i ko-
tangens P = 180° (vidi sl 41).

Npr.:
sin 3750 = sin (360° + 159 = sin 15° sin (360° + 309 = sin 30° = /s

-
cos 7708 = cos (2 360° + 50 = €08 50°  coe (2. 3600 4+ 459 = cos 45° = lz_l

tg (180° + 60%) = tg 60° = |3

ctg (5180 + 459 = ctg 45° = |

tg 200° = tg (180° + 20% = tg 20°
ctg 610° = ctg (3.180° + 70% = ctg 70°

NEKE VRIJEDNOSTI GONIOMETRIJSKIH FUNKCIJA
i goniometrijskih funk-

Na slici 41 mogu se jasno razabrati vrijednosti
cija za kutove 0, 90% 1809, 270° i 360°. Te vrijednosti navedene su u tablici
koja slijedi, u nju su ukljucene i vrijednosti funkcija za kutove 45° 3_{]“,
60% koje se dobivaju iz istokragnog pravokutnog trokuta i iz istostranié-

nog trokuta (vidi primjere 1.1 2. na strani 123).
Kut | o | 300 | aso | s00 | 900 | 180° | 270° | 360° | P | A
Fke. ‘ !
sin 0 i K_E E 1 0 —1 0 360° raste
2 2 2
cos 1 E E _l— 0 —1 0 | 360° | pada
2 2 2
g 0 E 1 V3 4+oo| 0 | Feo| 0 | 180° | raste
3
13 . | .
cig L 0o 1 1= 0 T o 0 —oo | 180 pada
-+ V? :
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Prema slici;
cos (=]
cos 80° =
cos 1800 =
cos 270° =g
cos 360° =
128

Ostale vrijednosti goniometrijskih funkcija vade se iz tablice »Pri-
rodne vrijednosti goniometrijskih funkcija« (vidi npr. tablicu II u Loga-
ritamskim tablicama dr I. Majcena)

Prakticki su od najveée vaznosti osnov
skih funkcija, jer se vrlo &esto upotrebljavaju
pamte pomocu slika 43a, 43b, 44a i 44b,

ne vrijednosti goniometrij-
. Te se vrijednosti najlakse

Prema slici:
sin 0'=g
sin 90°=1
sin 1800 =9
sin 2700 = 1
sin 360° =0

i i zitivni kad su
tj. sinus i tangens po il
tivni kad su ispod ‘honzoréltalémg apgoe S]n % 2
odnosng o s i cotangens pozitivni su kad s
- C': 51.151 ;l evo od vertikalnog promjera.

vidimo da su funkcije bez »cos,

jznad,
ﬁ;nkcije S »CO«%,
negativni kad su n

3

Prema slicl:

tg 00=0
tg 45°=1
tg 900 = T o
tg 180° =0
tg 2700 = oo
tg 3600 =0
2 &
— _ﬁ //
/’
-2
————— ]
o

Prema slici:
ctg 0°= + oo
ctg 46°=1
ctg 90°=10
ctg 180° = ¥ =
ctg 2700 =10
ctg 360° = — o0

Sl 44b

atematike
§ B. Apsen: Repetitorl] elementarne
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Oznaka # =, npr. kod funkcije tangens za o = 9¢°
raste li kut « u prvom kvadrantu sve veéma

znaéi samo to, da
prema 90°, tanges « raste k
ma kako velik
u i dolazi li sve
0, da moze pre-

pozitivnim vri
pozitivni broj,
blize kutu 9g°,
masiti svaki, ma

jednostima tako da moze pre
a umanjuje li se kut a u drugom kvadrant
tg a raste k negativnim vrijednostima tak
kako velik negativni broj,

masiti svaki,

§ 3. NEGATIVNI KUTOVI

ctg (=ex) clge
Es)
o
7 < cosa |
1 jCosi-o) I
|

Vrti li se pomiéni

kutovi se smatraju negativnim

Prema slici 45 je:

sin (—a)=—sina

cos (—a)= cosu

g

ig

5

krak OK u smjeru okre;tar!ja kazaljke na satuy,
(u geodeziji pozitivnim).

(—a)=—1tga
ctg (—a)=—cigua

tgf~o)




il | i § 4. VEZA IZMEDPU GONIOMETRLI.
JSKI
( i FUNKCIJA ISTOG KUTA « a

| 8
II"|I' Iz pravokutnog trokuta 4BC (slika 46) slijedi:
| | | I ( sin o = —f—
| It a (K) i kvadrirajmo i
A 6o Zbrojima
¥ il <

(v ) c P a® 4+ b2
o SL 48 sinfa + costa="T2

R 11 ct
s | a kako je po Pitagorinu poudku ¢ = gt + pe
| 1

dobiva se:
U SIDEG+COSZG=1_

| Odatle: sina=12* V] _gog24 ¥
| cosa=7=)] _gin2, e
i : (2b)

‘ | | Iz istog pravokutnog trokuta ABC (slika 46)
|

I a iz jednakosti (K) slijedi:

‘ imameo: tga= i
{ b
i “|||I|| a=rc Sin&

I

L b=¢ cosa } Uvritenje daje tga = sin o

il e 3
|II L Na sli¢an se nadin dobiva: ctg @ = cos o
il UmnoZak formula (3) ; z S
i || Odatle: (3) i (4) daje: tga ctga=1, )
| "'i.'| tg o= 1
i ctg « (5a)
]|! I.' Clg o = _._I._ ( b
i ] e 5b)
(! Mnozeﬂ)ﬁ'm formula: Cg ¥
l:, | .I SeC o= —_
i | b
II .|| i CO5 o == A—b-
: | <
| Izlazi: ey

i seca-cosg=1,

(6)

odatle: sec o =

Na slican nadin se dobiva: ey 1 . o
sin o

Podijelimo 1i formulu (2) sa cos® ¢, dobivamo:

ili s obzirom na (6):

tgfa 4+ 1=
& cos? a

= secta=1+ tg¥a (8)
cos® o

Dioba formule (2) sa sin® « daje:

1+ ctgfa=— ili s obzirom na (7)
sin® o
1

sin® a

= cosecta =1+ ctg*a. (9)

Te formule dobivamo i iz sl. 41:

sin o
A OAB: sinfa, + costa; =1; tgo, =

itd.

cos o

A OCD: 1+ tg?e, = sec?q;; A OEF: 1 + ctg?a; = cosec’ a;.
Pomoéu tih formula moZe se svih Sest goniorqetrijskih funkecija izra-
ziti pomoc¢u jedne funkcije kako pokazuje ova tablica:

sin « coS o tg = clg o seC o cosec a
: tga 1 secta—1 1
sin a Vl—cos'ac Vl+t5’¢ V’l_Hﬁgaa == cosec &
1 clg « 1 cosec? a—1
cos @ | |T—sin*« itwe |Vltaga e S
. 1 1
S T —cos®
Sl b SR O it —1
s V1T =sin* cos clg e Vsecta cosecta—1
V1T=sin® « 1
AT =Tl ‘_—_;-—CEE— - Vmscc‘u—l
L sin a V1T—cos*x ga secta—1
1 1 - VT+ctg*a cosec o
il ' T=sin"a cos« T+t olg o cosecta—1
1 141 secx
cosec o . L R Pl-{-ctg'g o
sin « Vl—coslm ga secta—1

Izvedi za vjeZbu sve te izraze!
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§ 5. PRELAZ NA SILJATE KUTOVE

Pravilo prelaza:

1. Predznak Odreduje se za pojedine funkeije u razli¢itim kva-
drantima prema shemi predznaka ng sl. 42 (vidi takoder sl. 43a, 43b, 445
i 44b),

2. Funkecija ili kofunkcija. Ako se zadani kut mogze pre-
do¢iti u obliky (90° * a9 j1j (2700 + af), gdje je of Siljati kut, funkei ja
Se mijenja u kofy nkciju, tj. sinus prelazi u kosinus, kosinug
u sinus, tangens y kotangens i kotangens u tangens, a predoéi I se zadani
kut u obliky (180° £ o9) j]i (3600 % ), funkcija ostaje ista,

Prema tome:
sin (90°F %) = + €os g
€os (90° T o® = + s5in ¢
tg (900 ¥ 0% =1 ctga
ctg (900 F of) = + tg a

sin (180° x ) = 4 sing
cos (180° T—l‘:(“};—--—cosq
tg (180° F al) = Figa
Ctg (1800 F U,o) =z ctga

sin (2700 a%) = — o5 ¢
cos (270° ¢ &’) = Fsing
tg (270°=F o) = + ctg o
ctg (270°F of) — + tga

sin (360° ¥ ul)) = ¥ sing
cos (360° ¥ o) = cos a
tg (360° 7 o0 = Figa

ctg (360° ¥ o9 = Fetgu

Kako se vidi, navedeng pravilo vrijedi i zg
ku;ove, tj. za kutove ¢ B, éiji je zbroj a + g = ggo.
= sin (90° — % = cos B, cos a =cos (90° — g0y = sin g itd.

Primjer;i:

sin 150° = gjp (90° 4 609 =  cps 60° = 1/,

€os 210° = cgs (1800 +30% = _cos 300 = __ 32
tg 3300 = tg (2700 + 680Y) = ctg 60° = — 31
cig 135° = ctg (900 + 450 = __ tg 45"= _ 4

sin 101° = gin (907 + 179 = 1 cos 11
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79 = — cos 17
cos 163° = cos (180Y — 17°) st
v = cos (180Y + 36" = —¢
cos 218" = ¢ tg 35°
3050 = tg (270° + 357 = —¢
14:4 h e 42°

tg 318" =tg (360°—42°) = —1g

e 1 &1 npr.:
se vriti na dva natina, 4804991 — — 1,130
g tg (2700 + 48°42'21" ) = — tg 4804221
=

- 39" = — 1,139
ctg 3184221 ter (3607 — 41°17'39") = — ctg 41°17'39
= clg T

91"
ctg 318%42°2 o
Obi¢no se vréi prvi prelaz, da se izbj

i sekunda.

j inuta
gne prerafunavanje minu
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§ 6. FUNKCIJE ZBROJA KUTOVA (TEOREM ADICIJE)

S1. 47
Prema slici 47:

Losin (a 4+ B) = AB = AC + CB= AC + DE
AC = AD cos a; AD = sin B;
DE = OD sin a; OD = cog B.
sin (a + B) = gin cosB + cosa sinp ' (10)

2. cos (a + ﬁ}=OB=:OE-—BE=OE—CD
OF = OD cos q; OD = cos g;
CD = AD sin o AD = sin g,

€os (o + B) = cos o cosB — sin a sin B, (11)

Uvritenje daje:

Uvrstenje daje:

Prema (3) mozemo pisati;

tg(a+ﬁ)=sin(“+m= — (10)1_(“):__ sinacosﬁ-#c?sexs.inﬁ.
cos::cosﬁ—smasm,e

g (x + ) = H—h—‘]g_“t;‘fgg ;
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; in: : i
Na sli¢an nai os (& + B)  cos « cos B —sin asin
C =

ctg («+ P) = sin (« 4 B)  sin o« cos  + cos .:x sin B o
jnik i ivnik desne strane podijelimo sa sina sinp,
Brojnik i naziv e | -
ag (8= cigf +cga

U fOInlu]i (10) {11) (12) 1 (13) uwstimo (—' B) Im FeSb() “ UZeVgil u
’ 1

i 2 (] bivamo: ' i
obzir formult- (1) .do(a i ﬁ) = sin a cos ﬁ —Cos 51';1 5 (15)
S’I; (a—p)=-cosa cosP + sina sinf
co — ;
ga—1gh 16)
® = = 1 +tgatgh
(17)

crgactgp + | -
ctg (@—B) = ctgp —ciga
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Prema formuli (2) mozemo pisati:
|
| |

i = sini— + cos? = a druga formula sustava (22) glasi:
Il I 2
. @ g & i odnosno razlika tih formula, daje:
I cos o = co§t — — sin? _2_ Zbroj, 0
(A | 2
LRI |
'| e 1 +c05u=20052‘§' &)
il § 8. FUNKCLJ
;\. | £l E DVOSTRUKOG 1 POLOVICNOG KuTA a e
i 0 u formule (1 : ; = = 2 sin? —.
! I| I I . 2€u(_?}é i:;)a 2102) 1 (13) uvrstimo B=gq, imat bt 1 —cos =2 sin*—
= s a
! 1 110} cos 2 g = cos? g —sin? o {18) L
| i tg 2 215 (9 Odatle slijedi:
i i glda= 'l_;_t‘g'}: (20) ' .o ][ 1—cosa (25)
Il | 2 - sin = Bl ==
M etg 2 a = -Et_g_f_f_}_'
iy 2ctg « 1) a_ 4 |[1+cose (26)
If | | Pomoéu tih for: ] s & , ) oS —= -—2——
(e I| G it mula za dvostruki kut mozemo izracunati sin 3 a, 2
” i i 25), dobivamo:
M | . Npr. slm 3 @=sin (2a+a)= prema (10)=5in 2¢ - cos g+ cos 2 wexl Podijelimo li formulu (25) s (26), odnosno (26) s (25)
U =< sin a cos? g +gj 2 i . : . a=
|I I S (1 e :IE]COS.{IS Slnsq- 3 sina COSza-—Smsa:_—_prema (2)2 @ n |— cos5 & (27)
| |'|II' In® @) — sin a=3sina—4siniq tg_z._ S
) Sin 3 a = 3 sin q — 4 sin?
! ||||' | : . 4—dainte (18a) b 1+ cosa (28)
{ Na slidan nagin dobiva se: cig ?: g e
A cos 3ag= 3
| | (I Izvedi to! a=4cos* ¢ — 3 cos o (19a) 3) i (24) 2 a miesto o, imamo:
R | " Cu ule (23) i o : :
Ll Ako stavimo u formule (18) do (21) % _ . Uvrstimo li u formule ( :
] , Umijesto a, dobivamo: 1+ cos2a=2costa
1 |||I| Sina:=2 Sini-cgs._a__ 1—‘C0523= 2(:0520'.
L 2
b | 2 Odatle: 5 29)
I|' cosa = cos? X __ gz & sina=i|" I —cos 2«
il 2 2 2
! |
| 0s 2e
| 2g % ’ cos o = —————I+;
| tgam— 2 -
| b—gt— Odatle dobivamo dijeljenjem:
| 2
il .| _ ] —cos 2a
|! I} Ctgt-s--—] tgx o j: 1 + cos 2o (29?1)
|
l Ctgu::———-—__;____ : ] + cos 2a
||| 2 C{g-—z_ clga = £ _.l_—-—-CTtS_ﬂ
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| Primjer;:

i 1 i —
) sin 750 = gip (30° + 45% = prema (10) = sin 300

proms i ugz— 1 V3, 13 V3. F3on
2 2 73 =),

= C0s (30° + 450 = = -
| | | It 45%) = prema (11) = cos 300 . cos 45° — sin 300 . 5
| B : : Pz + Sin 450 =

I 2 2 T2 T ==

- €08 45° 4 ¢ps 300

- sin 450 =

(A R 2) cos 750

i Pokus prema (2):
. . § 9 ZBROJ I RAZLIKA SINUSA I KOSINUSA

(A S‘)‘n'?ﬁ“—}- » L 2 .
| cos? 750 = 2
16 B+2)3+ I+ = B—2)7 4 1§ = PREDOCENA UMNOSKOM

i = _ - Ovaj nacin prikazivanja sinusa i kosinusa prikladan je za logarit-
il 8(4+2p3+4'_2l’3J‘——-I. Erinie J P J P ] g

3) sin 15° = gin (gge

—45%) = :
) = prema (14) = sin goo Prema formulama (10) i (14) imamo:

cos 45° —cps 600 . sin 450 =

313 1 ¥ N
| =L % 2 V_E = £ —r .
. 32 2 7 ga=1 sin (x + y)=sin x-cosy + cosx : siny
| Pokus: . . x
(i sin (x—y) =sinx - cosy —cos x : sin y.
il )
gl Sin 159 = cos 750 = . : SR
".l i PTema primjery g) = E;E(V?—Il Stawmo:a:—i—y=a;x—y=fﬂ,tadajex=miﬁs ay= 5 B-
M|
|_ Il 300 Uvrstimo to u gornje formule, pa ih zbrojimo, a nakon toga odu-
i . l 4) cos 15° = ccs—i- = prema (26) = I + cos 300 L zmemao.
| R Dobi
obivamo;

Ifl cos 15° = gip 750 = X
il brema primjery 1) = V—Z_ L3
| = ' % Y I & T —
Iift Pokazi da b 4 (V3 + 1) sina + sin f = 2 sin P cos—B (30)
A St oba rezultata identiena (kvadriraji) 2
i -
(il
| ; :
5 . [« Sy il 3 Pi—
sin a — sin f§ = 2 cos ZBSm_{E‘ (31)

Postupajuéi na sliéan naéin s formulama (11) i (15) dobit ¢emo:

|
cosa + cosﬁ=2cos§+2‘—'a-c03$ (32)

Py
cosu-—cos{j.——-—ZsinmtBsinxl}H. (33)

Formule (30) do (33) uklj. upotrebljavaju se kada treba transformi-
rati izraze u kojima dolazi zbroj ili razlika trigonometrijskih funkeija, u
izraze, u kojima te funkeije dolaze u obliku umnoska, da se npr. omo-
- guci logaritmiranje.
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Al
o
B
'l'u Il _I § 10. UMNOZAK
i | SINUSA I KOSINU
| ‘ “ |I | U OBLIKU ZBROJA I RAZ?“?KEREDOCEN

| ‘ | acinimo li zbroj, pa razliku formula (10) i (14)

| ; . dobit ¢emo;
| '|||'|" :;:faig+Sm{uﬁm=“i““cosﬁ 0
e = —sin(@—f)=2 i
i b cos a sin . (34)
l. li ||!I sinacosﬁ:i[sin(u+5}+ ]
| 4 S. .
i 2 B8 (35)
I : 1
I cos a sin f = —|[si .
| V‘ \ s =) (@)
| Postupajuéi na sli¢ o]
([ an nacin s formulama (11) i (15 i
| ) dobit ¢ :
€os a cos fi _—__]_ cos (a + It cemo:
2 o B) + cos (a — BJJ (37)
sin i = ..l_
asin f§ > [cos (& —B) — cos (« + ﬁ}] (38)

§ 11. I1ZRACUNAVANJE VRIJEDNOSTI GONIOMETRIJSKIH
FUNKCIJA IZ ZADANOG KUTA

To se vrii pomoéu tablica. U tu svrhu nam sluzi ili tablica prirod-
nih vrijednosti goniometrijskih funkcija ili tablica logaritama tih vrijed-
nosti. U prvoj su tablici navedene vrijednosti funkcija u veéim razma-
cima, gesto tek svakih 10’ (vidi npr. dr Majcen, Logaritamske tablice,
tablica IT), te interpolacija nije jednostavna i ne vodi do taénih vrijednosti.
Zato se obiéno rat¢unaju vrijednosti goniometrijskih funkcija logaritamskim
putem pomocu tablice logaritama tih funkcija, u kojoj su vrijednosti loga-
ritama navedene u mnogo uzim razmacima, npr. u Majcenovim logaritam-

skim tablicama (tablica III, za svaku minutu 1').

Sadr#i li zadani kut sekunde, mora se interpolirati. Interpolacija
se vrii po trojnom pravily, pri éemu se rezultat interpolacije kod sinusa
i tangensa dodaje, a kod kosinusa i kotangensa oduzima, jer prve
dvije funkcije rastu, a druge dvije padaju u I kvadrantu (vidi § 2).

Primjeri:

1. cos 143"24'38" =7
cos 1430 24" 38" = cos (90° + 53% 24’ 38") = — sin 53°24'38" (v. §5).

Iz tablice I i IIT vadimo:

log sin 53°24' = 9,90462 —10, i iz stupca D 1", koji daje promjenu logaritma sinusa
pri poveéanju kuta za 1", vadimo 0,16 (jedinica petog decimalnog mijesta). Stoga:
poveéa li se kut za 1", logaritam sinusa ¢e se poveéati za 0,16; da se izratuna za
koliko ¢e se povecati ta) logaritam, ako se kut poveéa za 387, pisemo:

1", ,..016 1 16
; =2 paz=016-38=608=6
ere Ty basls gp= Ty IR

To pribrajamo (sinus jel): 9.90462 —10
+ 6

E————

9,90468 — 10
Dakle: log sin 53?24'38” = 9,90468 —10 = 0,00468 — L.
17 tablice I »Logaritmi brojevas dobivamo antilogaritmirajuéi:
sin 53'24'38" = 0,80293, a dakle:

cos 143°24'38" = — 0,80293.
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2. ctg 213°53'17" = 7

clg 213%3'17" = ct

£ (180° + 33%3'17") =
Tablica V: log ctg 33953 i : 1 33053.””
DIT"=046.17=1982- g

" Pamti!
Jednost izvag

log ctg 33%53"17"
: 7" =10,17284 —
Tablica I: ctg 2130531 7" 284 —10

—8

+ 1,48883.

Kad traziz 1o

enu iz stupea

= 10,17292 — 19,

oduzima

garitam trjgonometrijske f

D1” sa brojem s

ekunda za

(vidi § 35),
D 1" = 0,45;

mo (ctg!)

= 0,17284,

unkeije, uvij
danog kma?ek

MOozi vy,
§ 12. RACUNANJE VRLJ EDNOSTI KUTA IZ
ZADANE VRIJEDNOSTI GONIOMETRIJSKE FUNKCIJE

Radunanje vrijednosti kuta iz zadane vrijednosti goniometrijske
funkcije vrsi se takoder pomocu tablice logaritama goniometrijskih funk-
cija (npr. Majcen tabl. III). Kako se vidi iz slika 48 do 55, jednoj zadanoj
vrijednosti funkcije odgovaraju uvijek dvije vrijednosti kuta.

a) sina= + a, gdje je a zadana vrijednost. a="7?

“z/‘ ff
+0 +a +a +a
o 1 0| 1=

1 0 ~ &,
=g\t -a -a
1 e
a) b)
Sl 48 Sl 49

a, se dobije logaritamskim putem, a a; = 180° — a,, jer je prema sl. 481 § 5.

sin @, = sin (180° —a;) = sing; = a.

a,) sina=—a; a="7

singg=+a
@, se dobije logaritamskim putem, a @, = 180° + ap; 0, =360° — ap,
jer je prema slici 491 § 5: -
sin o, = sin oy = — .
b) cos a = + g; a="
145
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B i :
+ Se dobije logaritamskim putem, a a, = 3600
3 g = o cll-[l

COS @ = cos o, = ¢, (Vidj s]. 50).

jer je

a

SI1, 50
bl) Cos @ = — g; g

Cos o, = +a

s v . . ] . 0
aa se d0b1|'e logal lta.nsklnl puteﬂl, aa = 180 —"uo dok e u, = 180 o
1 » J 2
0

JEr je cos a, = cos % = —a. (Vidi sl 51)

C} tga= + a; "
(A
ar
0
a)
31, 52
Sl 53

@, se dobij
ol 59). 1je log, putem, a g, = 1800 4+ o,
1y Jer je tg o ==

c,) tog—
|J' ga_.__a; o
fgay=+4

146

8o =a (Vidi

bije log. putem, a o= 180" — ap, dok je @, = 360° —a,, jer je

oy se do v s
g, =g =—0 (Vidi sl. 53).
d) ctga= + a; a="71
+a -a
o

51, 54 Sl 55

a, se dobije log. putem, a 0= 180° + a, jer je citga,=ciga = @

(Vidi sl. 54).

d,) ctga=-—a; a=7

i «, se dobije log. putem, a &, = 180° — a,, dok je o= 360°—a, jer je
ctga, =ctg o, = —0a. (Vidi sl. 55).

Iz navedenog slijedi:
le3i u II kvadrant

kut u III kvadrant
(360° —ap), gdje je a

Kut, koji uw ra¢unamo prema
formuli (180° — ap), u—prema (180° + o)y
a kut u IV kvadrantu—prema kut

u I kvadrantu,

Primjeri:
1. sina = 0,56877; =7

Logaritmiranje pomotu tablice I daje:

log sina = 0,75484 —1= 9,75424 — 10.
1i#i manji logaritam (9,75478—10),

sinusa, kad se kut poveta za 1%,
bli¢ne vri-

U tablici III nalazimo u stupcu log sin najb
a koje ¢e

vadimo pripadni kut 34939 i promjenu logaritma
ovdje D1" = 0,31, pa ratunamo razliku izmedu nadeg logaritma i uzete ta
demo broj sekunda z

jednosti (ovdje 16 jedinica petog dec. mjesta). Da na

porasti kut kad se njegov log sin poveta za 16, postavimo razmjer:
p31:16=1:x,
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a odatle:

r=—— =51 8" = 59"

0,31
Dakle pr :
. bremga a) @, = 34°39'52" ay = 180° — g, =
- COsa = — 0,67885; Cos o, = -+ S
1 Tablica I: g s
0g Cos ay = log 0,67885 = 0,83178—1 = g 83178
i 8 —10.
— 74
Tablica V: ‘ .
kut: 470 15' D 1" =0p,23; —i—-=I?4' b
0,23 W= 17",

— 17"
——t
a, =47°14 43"
prema b,) a; = 1800 — @, = 1320 45" 177
o, = 1800 = 5
oo o 80 + o, = 2270 14 43",

Primjedba: Ak
: 0 se prem ;
a uvjetima zadatka =
trazi samo i
pri-

blizna vrijednost k
& VI L kuta, vadimo je j i
metrijskih funkeija (npr. Majc;n,J; lﬁ f?bhce prirodnih vrijednosti gonio

Primjer:

t82¢=1,132; i

(20); =480 30°: (
- i (2e)y=180° + 48937 —
ay =240 157; = 1140 157, 0" = 228°30", odatle

§ 13. RIJESAVANJE PRAVOKUTNIH TROKUTA

1. ODREDPIVANJE KATETA

Iz definicije goniometrijskih funkcija (vidi § 1) slijedi:
a .
sina=—c— , odatle a=c-sina

cos ﬂ =-% i odatle a = ¢ cos Bl tj‘

a=c-sina=c-cosf
: . (39)
sliéno: b=c:-sinf=c-cosa. Sl 56
Kateta je jednaka hipotenuzi pomno%enoj sa sinusom
kuta nasuprot toj kateti ili sa kosinusom kuta uz katetu.
Buduéi da je po definiciji (§ 1):
tg m=—a~,izlazi a=b'1g « a=b-tg a=b-ctg P
i (40)

ctg ﬁ=—:-, izlazi a=b-ctg B, tj.| sli&no je b=a"1g p=a-ctg a.
a tangensom

Kateta je jednaka drugoj kateti pomnoZenoj s
kateti ili sa kotangensom kuta uz tu katetu

kuta nasuprot trafenoj

2. ODREDIVANJE HIPOTENUZE

Iz formula (39) slijedi: L & @
sin o« cos [ @n
b b

sin f cos &

ednaka kateti razdijeljenoj sa sinusom ku-
m kuta uz tu katetu.

c=

Hipotenuza je j
ta nasuprot toj kateti ili sa kosinuso
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vila, pri éemy dri na pameti ovo-
I ako u ra¢un ulazj
A Cije sinusa j kosinusa;
A tangensa ilj kotangensa,

hipoten uza, mogu
ako hipotenuza n e ula

Nasuprotni kut trazi funkei

je bez »coc

Pamti gore navedens tri pra.

doéi u obzir samo funj.
zi, dolaze samo funkcije

v8 prileiedi sy »CO«,

' €= 457,0 9,73224 -
i a = 3240 |5- 2,65992
(R B = 57°19 45" 9,92520—
| i a = 246,69
[

2,39216
2,58512

- e b = 384,70
I i

10

10

(I 2) Zadane: g = 9,82;

@ = 63721 45"

‘I|'|I'| C ‘

a
|

a=938>

0,99211
x = 63°2] 45~ 9,95127—10
B = 260 33 157 9,70034— 19
¢ = 10,986

b= 49755 1,04084
0,69245

11
111

—

4,65649

2 = 47, 54.
1 c=585; a *
3) Zadano: ¢ 58 a
‘ sina = &
c a B=90"—=
/4 b=c-sin B
- b 7
= . 1,677?2
1,767
¢ = 58,5 e 2
548—10
a= 47=541 207 sin § S
a =542l
T 90990— 10
_‘B_‘_?_Sls;;l_w_, sin o ?’5(3)354
b= 34, b A
———
. b= 18947,
4) Zadano: a = 23214; _a
o=
B =90 —= :
c A a 5
o %= sin @
b
4,36575 11
4,59048 111
e i
o = 30047 47" | o ¢
o2 1Y 9,77527—10 1 -1
Ipem T b
¢ = 45341
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§ 14. RIESAVANJE KOSOKUTIH TROKUTA

1. OBICNI SLUCAJ
EVI RIJESAVANJA
KOSOKUTNIH T
ROKUTA
Uglavnom se sluzimo sa tri poucka:

a) Sinusov pouéak
.. Iz pravokutni
slijedi da je Visinth trokuta ADB i BpC
Vp=¢- S.i.n a

Vs=ga-siny.

Odatle: ;

ili ¢ eesing==g-siny
g c
sino  sin y
ili:
Sl 57 - "
®
== ili —_—— _
¢ siny i a:c=sina:siny

Pomodu visi
U visine v, dobiva se na isti nadin:

2 b
siny s
ili: ¥ sin {3
£ _ siny i
b sing W e:b=siny:sing,
Prema tome je:
a b -

ili:
(42)

a:b:¢c=si i
b.c—-s:nu:smﬁ:sirn,r

supro

kuta

ginusov poudak glasi:
U svakom se trokutu stran

tnih kutova.
rijednost stalnog omijera i

iceodnose kao sinusi

zmedu stranice trokuta i

tj. vrijednost omjera (42), opisemo oko zadanog tro-
opisane kruznice O lezi u sjeci§tu simetrala

CD i spojimo D sa B. (Vidi sl 58).

Da odredimo Vv
njoj suprotnog kuta,
ABC kruznicu (srediSte
povuéemo promjer

stranical),
4 CBD = 90°, < BDC = a (vidi: Geometrija § 1, 4).

1z pravokutnog A CBD slijedi:
a=2rsinao
(43)

Sli¢no se dokazuje:
b=2rsinf

c=2rsiny.

Odatle slijedi:
a b c

=27, (44)

sina sinp siny

tj. omjer stranice { sinusa suprotnog kuta
jednak je promjeru oko trokuta opisane

kruznice.
9) Polumjer kruZnice opisane oko

trokuta:

e __ b - @
2sinx 2sinf  2siny

¥ =

b) Kosinusov pouéak

Prema slici 57 imamo:
a2 =v?, + (b— )% gdie je AD=mp, a takoder:
vl = ct—p
Ako to uvrstimo, imamo:
a? = ¢t — p? + b2 —2bp +p2, ili @ — b2+ c?—2bp,
ali prema slici:
p=c¢-Cosq, dakle
a2="b*+ ¢? —2be-cosa
Sliéno: pt=ct + at—2ca: cos f§
ct=a+ B¢ —2ab-cosy

(46)
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| i
| Kosinusov poudak glasi;

dr i
| | | kiaut:; dr?glh dviju stranica s
b l!:na_z_ak tih stranica
0]1 one zatvaraju, '

Ako je jedan kut u trokutu, npr. B

|

a . s P
: i Pa prema drugoj formuli gornjeg sustava ggﬁﬁ%ﬁ? je cos B = cos 90° = ¢
| 0: y
| b = o2 + ﬂ!,

ato je Pitagorin poudak.
c) Tangensov poutak

| VT
| :
i Prema sinusovom poudku ijedi:

i
|l A | a sin
| —_—= % ¥
b sinp’ &to se moZe pisati u obliku:
a+b sina-+sing

i A Ee—— ili s obzirom na formule (30) i (31):

I e =
'4” ;| a+b i ZB-msugs
| | =
il it a—b 3
| |'-.|II 2C°sa+ﬂ‘3iﬂa_ﬁ
ll' '|_ a odatle: g
| i
[

| =p

| a+éb - 2

I a—b  _a—p
. 1

Il . 2

I B+xy

i Sli¢no: By » 2

. Binn
L . tgﬂ—T (47)
:| 2
| Y+«
y iij_.m 2
i TE glz=
‘. | 2
| Tangensov poudak glasi:

i Omjer zbroja i

H ' | Ja i razli i

i iednak je omjeru tangzerlx:: i
| e suprotnih kutova. pol

ju stranica t

: rokut
u - a
zbroja i polurazli-

| 154

| Kvadra '
t stranice trokuta jednak je zbroju k
u Vi

manjenom
] za dvost
Pomnozen sa kosinusgt:

kosinusova 1 tangensova poucka za rjeSavanje

d) Primjena sinusova,
kosokutnih trokuta

Sinusov poutak upotrebljava se za izratunavanje trokuta, u

kojim je zadano:
a) jedna stranica i dva kuta (vidi dalje primjer 1) ili

b) dvije stranice i kut koji lezi nasuprot jednoj od tih stranica (vidi

primjer 2).
Kosi

dvije stranice i kut izmedu njih. N

za logaritmiranje, feS¢e se primijenjuje tangensov po ué

se u tom slu¢aju daje ovaj oblik:

nusov poutak primjenjuje se ako su u trokutu zadane

o kako je kosinusov puéak nezgodan
ak, kome

Kako je: o+ + y=180° to je: m-; ﬂ: 900___;_ , a
g %E = ﬁg% . To se uvrsti u prvu formulu sustava (47) i izrauna:
b
a—Db)ctg—
g a—f : ; 2 (47a)
2 a-+b

Iz te formule odredi se vrijednost —B,a da se izradunaju kutovi

a i P, ta se vrijednost najprije doda, a zatim oduzme 0d = '; 4 90"—-—; 4
Konaéno se po sinusovom pouéku odredi stranica c (vidi primjer 3).
e sve tri

nadina da se rijesi trokut u kojemu su poznat

Postoji vise
v formula za taj slu¢aj.

stranice a, b, ¢. Izvedimo jedan susta

B

U zadani trokut ABC upi-
gemo kruZnicu. Simetrale kuto-
va trokuta sijeku se u sredistu
O upisane kruZnice, &ji je po-
lumjer oznafen sa g, i dijele
trokut u tri para :pravokutnih
sukladnih trokuta.

Iz tih trokuta prema slici
59 slijedi:

Sl 59
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@ _p

tg ?-—_—Z

gl
2 1 (a)

ot

a kako je prema slici: L4 ty=a
Lh+to= ~t (b)

h+o=c
2 (t+t,+t)=a+ b+
b4 ¢
Bt =t ot
2 s 2 5 (c)
gdje je s oznaka poluopsega trokuta,
Oduzme li redom od (c) jednakosti (b), dobit éemo:

t:=s“—a

dobivamo:

ta,=s—b
t3'=s-—c,

a njihovo uvritenje u (a) daje

s—0b

=

s

7
| w|w SRS
Il

Da bismo odredili : i
it e BOC,IC hr?ilggt ¢emo plodtinu P trokuta ABC kao zbroj

P20 bp cp_  atbie
LT Y e e T ()

Odatle:

p=—

5

Uvrstimo lj ovamo Heronovu formuly za plodtinu trokuta:

P = Vs(s—a)(s—b)(s—c)s

dobit ¢emo:
V_s(s—-a)(S'—b)(s_'C) =
prEEE ‘

Tako smo dobili trazeni sust_av
su zadane sve tri stranice a, b i ¢:

GG—a) (s—b) (s—9)

formula za rjeSavanje trokuia u kojem

g
2 s—a
e (48)
i
Tu je s= a—j'—%i—c = poluopseg trokuta,

—Vhw — polumjer trokutu upisane kruZnice.
i 5

(Vidi primjer 4)

Primjeri:

1) Zadano: c¢=5374 m; a=

a1 42", B = 19042 24",

&'
y d ¢ sina g -sinp
= in ¥’ siny
el
2,73030 1II
9,95001—10
o= 37015 42" 5
B = 79° 42 24" 2,78029 1—II=1I
- 0 eqf fE” . v
x B = 11658067 e 641t
y= 6300154
ot AL sinp 9,99295—10 v
b= 593260 a 2,56238 11 + 1V
b 2,77324 Inr+v
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2) Zadano: b =263,08 m; c= 21540 m: [ = 70°14' 42" oE
_--_'_'-‘-—
= c-sinf
3 =
in Yy 7 - bsina
a=180°— (@B + ) o
b= 263,09 e 2,33325 1
&= 21540 sin B 9,97366—10 11
8 = 709 14" 42
RN SR ¢ sinf 12,30691— =
Y=5024 18" b zaoo 0 | Tt
Bty= I;E“ 39 00" sin y 9,3868] —~10 I —v
w— 5931 2,4201
;uoz—_ﬁm_ sin & 9,9%406{;-— 10 v\;
_— b sinx 2,35475
; ; V+VIi=V
sin f§ 9,97366— 10 VIII .
a 2,38109 VII — VIII
3) Zadane: «=2033,9 m; b=11231; vy =T2015'20",
Y
- (@a—56)-cg 3
g =
2 a+ b
ct-i—ﬂzgon_l _a-siny
2 2 sin o
a=2033,9 a—b 2,95942
b= 11231 g -
> 10,13670—10 1
a+ &= 31 =
= 9?;,2 Brojnik 13,09612—10 I+ II=III
= X a+b 3,49927
T = 72°.15" 20" -
¥
— = 36°07" 40 e=f
2 L 9,59685—10 0r—1v
«+ B ¢ 3,30833 v
. o ¢ A "
== 58050 . 9,97883— 10 vi
a—p iy
— 21933 55* Brojnik 13,28716—10 V4 VI=VII
sin o 9,98582—10 VIII
@ = 75% 26 15*
[
= 3,30134 VII — VIII
¥ = 72° 15" 20"
¢ = 20014 m

'4) Zadano:

s—a= 74,2
s—b=112,1
s—c = 123,2

Pokus: 309,5 =5

e
e

a=2353m; b= 1974 m;

e

h
“D 1
=1

® ®
= Rl R
I
(2]
|
-

2 3704736
2
-E =27 10" 17"
2
Y _ 20207
2

Pokus: 90° 00° 00"

«= 7535 12°
B = 54°20° 34"
v = 50° 04’ 14"

]
-
| |
o

¢ = 186,3 m.

= G—a) (-0 (s—c¢

a+4+b+e
2

=

Pokus: (s—a)+(—B+—e)=*

5

Brojnik

1,87040
2,04961
2,09061

I
6,01062 [+ I+ HI=1V
2,49066 v

)4
1I
11

| B e
: 3,51996 IV—V=VI
g 1,75998 VI: 2=V
. T (e caial =
= 9,88958— 10 VII—1
2

g —i— 9,71037—10 VII—1I
tg —'2': 9,66937—10 VI — 111

il

Ako je u trokutu zadan j
drugih dviju stranica (npr. ¥,
prvom ili drugom

Prema (42):

a _sina
¢ _-siny
b sinf
¢ siny

2. SloZeni slucajevi rjeSavanja trokuta.

edan kut, jedna stranic
e, at b=l ili a—

Mollwel

Mollweideove jednadZbe

deovom jed

a+ b sin o + sin P
- s

C

siny

nadibom.

a i zbroj ili razlika
b =d), sluzimo se
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odatle prema (30) i (22):

+b zsinq.;ﬂcgsm_ﬁ
2 2
c = s 4 kako jeﬁ_@zgou_l’ 4 jg:
2 sin-L cos L 2
2
) sin s B =c05l,
2 2
dobivamo: -
COS-l fc()snt B
a+b 3
c
sinL cos—L
2
ili: =
' cos & B
a+t+b = 3
T (49
: sin—I )

Toje prva Mollweideova jednadziba.

Sli¢éno:
bt cos E:?_I
¢
= itd,
a % (v 4
sin—

Na sli¢an nain, oduzimajuéi od prve j 7
. : ; jednadzbe sust 3
jednadzbu, dobiva se druga Mollweideova jednaagai éai:dlugu

4 a:-—|3
s
a—bu_ 0 2
- (50)
: cos L
2
Sli¢no:
b :sinﬁl'_?:'Y
i
= itd.
a
cos —

Primjedbe:

1) Prva Mollweideova jednadsba j
1) : upotrebljava se takod =
Sno rjesavanje trokuta, koji su rijeseni po sinugsovom pouc’:ﬁcuﬁrf{z:dsﬁ:?)kge

160

y . »
t u kojem je zadana jedna stranica i dva kuta, neposredno rjesav
ku £

jednadzbi.

trokut
i sz) Mollweideove jednadzbe

mozemo primijeniti i na drjeéax}r:_mje
4 A
i utima, npr. ako je zadana nip
oy B d (;Pbiju kateta trokuta.

Y A
jesin%scos-;-—smfls

Joreni dataka o pra : na
f;%i\f;;}:: izazbroj a + b=1ili razlika e —b=

Kako je u tom slucaju y = 90° pa

| ; 5 figsrit
—cos 45" = V2 - -_V]‘_E, Mollweideove jednadzbe za pravokutni troku
= 5

primaju oblik:

. a—f (49a)
T_ﬁws 2
a=b_ yzan=L. (50a)

c

11 B. Apsen: Repetitori] elementarnt matematike
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§ 15. PLOSTINA TROKUTA

Plostina se trokuta odreduje kako slijedi:

s

1 . s :
1) Kako je plostina trokuta P -——-? b vy a vy=a-siny (vidi sl. 57)

dobiva se:
|
P=—absiny
2
g I :
Sli¢no; P——--Z—bc sin & (51)
P I casin
=—ca
2
To znaéi:

Plostina trokuta jednaka je polovini umnoska
dvijustranicaisinusa kuta izmedu njih.

: + sin )
2) Uvrstenje b==—"L (sinusov poucak) u prvu formulu (51) daje:
sin «
j a® -sinfBsiny _ @ -sinfisiny
2sin & 2 sin (B + )
2, o : 2 . ’
Sliéno: p=tsinysine  #-sinysna 52)
2sin 2sin (y + &)
P ce'sinc:sinﬁ = Cz'Sinasinﬁ
2siny 2sin (a + B)

3) Ako su zadane stranice trokuta
Heronovoj formuli:

P=VsG—a) c—b) =g (53)

» njegova se plodtina raduna po

a+b+4 ¢
: .

gdje je: s=

gdje je r polumjer

gdje je o

4) Iz trece jednad?be sustava (43) slijedi:

2? 3
ab(.'

T 4]

kruénlce Oplsa[le Oko tIOkuta
p él-‘lle §_ 1 .
Tem fo[lllull (d} Ieda g a {Vldl St.I. 156} l“lal sSmo Uel’:
}
[)Oluull T t.rokutu uplsane kl uznice, prl éEmu Ie pl ema (48
€

B —¢ sy (55a)
=cs—a)-tg%=(s—b>tg7—<s ) ®

a s je poluopseg toga trokuta:

a+b‘|"""_
2
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[v. ANALITICKA GEOMETRIJA U RAVNINI

§ 1. KOORDINATNI SUSTAVI I NJIHOVA VEZA

1. PRAVOKUTNI KOORDINATNI SUSTAV

+y
____ft_for.y«)
Bixa Y _ |
T —\ |
I | s
| Y, |
1 % |
| |
| |
-x \ X2 It (- —
%3 |0 X4 l||
|
[ LA |
Y. |
e D06, )
|
B el
I C(Xj,gaJ i
-4
s1. 60

Pravokuini koordinatni sustav odreden je:
1) apscisnom osi ili osi x,

2) ordinatnom osi ili osi ¥,

3) presjecistem pod kutom od 9

sustava O (origo),
4) orijentacijom koordinatnog sustava. tj. smislom koji je protivan
okretanju kazaljke na satu. To je najkrac¢i put po kojem o0s + &

prelazi u os + Y.

0" tih osi ili ishodistem koordinatnog
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primijenjuje u geodeziji
osi x i iznad osi y imaj

2.

166

(U geodeziji koordinatna os, koja je na sl

. 60 oznadena sa + Y,

; ; nogj
pa koordinatni sustay

oznaku + z, a os + r oznaena je sa +y, img

obratnu orijentaciju.)

Polozaj tacke u ravnini jednoznaéno
ljenost tagke od osi Y tj. apscisa x, i uda
natay. riysupravokutne koordinate tacke,

Tatke koje leze nadesno od osi Y imaju pozitivne
apscise (tatke 4 i D), a one koje leze nalijevo imaju nega-
tivne apscise (tacke B i C). Tadke koje leze iznad osi Imajy
Pozitivne ordinate (tacke 4 i B), a one ispod nje imaju nega-
tivne ordinate (tacke C i D). Iz toga slijedi shema predznaka
obiju koordinata u pojedinim kvadrantima,

Jje odreden kad je poznata udg.
ljenost tadke od osi x, tj. ordi.

Predznak
Kvadrant
x ¥
I + -
11 - %
III - —_
w + ==

(Navedena shema predznaka vrijedi i za koordinatni sustav koji se

, jer se tamo uzima da tacke, koje leze nadesno od
U pozitivne apscise i pozitivne ordinate,)

POLARNI KOORDINATNI SUSTAYV

_Biw,r,)

SL 61
On je zadan:

1) polom O,
2) polarnom osi Oz.

j j den kad je poznata uda-
7aj tad -avnini jednoznaéno je odreder 1] oo
PO]O(;?] t:c{ljkgotllalat‘j!.mrl'-lad%j-vektor r, i kut koji radij-vektor
Jjenost ta (?S:L tj. amplituda ili polarni kut L i e s
gpolamor.r‘l , uvijek je pozitivan 1 moze prxlind il
Radij-vektor r lituda ¢ smatra se pozitivnom a.t ko
T ‘d?u —;o? j?e 3}l:ur;l'lclujti\.ran smislu vcxl'lnje kazzél‘]rlginr;ataséa{c iu;:-avnine o
u smis Cprofivan SRR L - o
o gy kutova @, koji se raz j
T e beskonaéno mnogo kutova @, T
S radl]—v:e k'tl:rog' 3360“‘ Radi jednostavnosti ummal]l.; rsi eobi( o iu:_p
- ‘ncli?'lcé)%fik?o?é leze izmedu 0 i 360° @ i7 su po
vrije

nate tatke.

" DINATA
AVOKUTNIH KOOR
U POLARNIH I PR
3. VEZA IZMED

Iz slike 62 slijedi:
Y
Gl e "
I' ‘ y=r-sing
ly
|
|
ul l - Obrnuti prelaz.
na s . ‘
i -y Prema toj slici imamo:
Sl 62
g 9 = _—
. : (2)
r=+V &+
ili prema (1): sy
r = .
cos ¢ sin g

= i1 slici ili
Gy dredujemo ili prema 5
; lezi trazeni kut ¢ o . licu na str. 165).
Kvadrant u ko];;ganih koordinata x 1 Y (wdl. tabou.; oredunatl Do
g predz_na(:l:é?j vektor 7 uvijek pozitivan, mozem
Kako je radij-

formuli; | x| |»] : (2a)

e sin go

CO8 o

by

Sl. 63
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gdje je @, pripadni kut u I kvadrantu, a
koordinata tacke.

Primjer 1:

Zadane su polarne koordinate tatke A (p = 203°35' 05"

. T = 421,63 m).
Treba izratunati pravokutne koordinate

te tatke (sl, 63)!

e = 230°35° 05 r=1421,63 m
X=r-cos @ y=r-sin g
cos @ —cos 23" 35 05" n 9,96213—10 I
r 421,63 2,62493 IT1
sin ¢ — sin 23°35° 05" n 9,60217—10 IT
X — 386,42 m 2,58706 I+ 111
» — 168,69 m 2,22710 III + 11

| x| i || apsolutne vrijednost;

1. TR.

Rimski brojevi u krajnjem desnom stupcu tablice pokazuju redoslijed rafunanja,

i

L R R
Qm
- Vi

51, 64

<

\ §
\
[
a6
\
\
\
w1
n
\
\
|
\
\
\
N | S

Primjer 2:

Zadane su pravokutne koordinate tatke B (x = 863,08

m, y=—19351 m).
Treba izratunati polarne koordinate te tadke {s1. 64)!

i x = 863,08 m y=—193,5] m
' ' | y oo [ 1 ]
' I gp= — y= —
¥ i 1 | | x COS @9 5in g,
,‘i +10  —10
| y — 193,51 n2,28670 I
| sin g, sin 12038 14° 9,34000—10 \Y
i cos g cos 12938 147 9,98935—10 VI
Q11111 x 863,08 2,93605 I
VA1) 9,35065—1 I-T1I
% 120 38" 14* WAl =
p-= 360 -, 3479 21" 46" v
r 884,50 m 2,94670 I—V, [1—VI

ATA
2 TRANSFORMACLIE PRAVOKUTNIH KOORDIN
§ 2.

lorY!
TAVA XOY DUZ OSI X U POLOZAJ X
sUS

Neka sux Y

: koordinatni sustav
Y, a : : 5 A s obzirom na
X0 Y koordinate iste tacke b

" ] %
koordinate tacke A s obzirom na koordinatni susta
oor

Prema slici 65: O' (a, 0),
r=x +t a \ 3)

y S y’.
(Odatle:
r=x — @ \ (3a)
'— y

Sl 65

Y
TRAN XOY DUZ OSI
CIJA ZA DUZINU b KOORDINATNOG SUSTAVA
2. SLA

U POLOZAJ X'OY'

ici 66: O' (0, b), , leig
Prema slici 60: $, (x4
' Yl
==z 4 Iy :
A & A et —j. :
Y=Y I
b e =
Odatle: 0 * e
=z (4a) sl. 66
y' — 'y — b

UZINU a 1
Uz 0S1 X ZA D

STAVA X0Y D

RDINATNOG SU

T jeva 11 2)
2 TRANSLACHA i b U POLOZAJY X'0'Y' (sastavljanje sluéaje

s1 ¥ ZA DUZINU -
g Prema slici 67:

Alx,yl
y Y 0' (a, b),
Ir = o +a (5)
y — ‘y' + b
|
11b il Odatle:
a . 1 L ¥ = =8 (5a)
ol i y=1y—b
31, 67
169



1. VRTNJA KOORDINATNOG SUSTAVA XOY OKO ISHODISTA O ZA KUT ,
H | U POLOZAJ X'0'Y

Y
| | Traze se koordinate z j y tacke A s obzirom na koordinatni Sustay
I : XOY, ako su poznate koordinate = i y' iste tadke A4 s obzirom na koordi-
i | natni sustav X'0Y’, koji je zaokrenut prema prvome za kut «.
Prema slici 68:
|:‘ =0D—BD=0D—EC
'N y=BE + EA=CD + £4
| '| || ol
|'-! | T==z'cosa—y' sina ’ Sl. 69
|
i | y=z'sil‘1&+y COs a, I=a+x'-c05(1'—'yl'sinﬂ \ (7)
(i |||| Iz tog sustava lako se dobiju formule za ' 1y izrazene pomocu —b+ 2 sinat+y -cosa
|| ' | « 1y, ako se sustav (6) rijesi po 2’ i y' (najzgodnije metodom determinanata) y=

‘ bl ili ako se mjesto a uvrsti (— q): 4 s obzirom na jednadzbe (5a) i (6a) imamo: ‘ "
| £= (x—a)cosa+ (y—Db)sina \ i
(6a)

; '"=x:.cosa+y-cosa
”W ‘ ‘= (x—a)sina + (y—Dd)cosa

| Y=—z- sina+y- cosa y
il

Sl 68

5. TRANSLACIJA KOORDINA
_'||| I DUZ OSI Y ZA DUZINU
|| | OKO ISHODISTA O’ U POL

TNOG SUSTAVA XOY DUz OS_I X ZA DUZINU a
b I VRTNJA TOGA NOVOG SUSTAVA ZA KUT [
0ZAJ X0y (sastavljanje sluéajeva 3 i 4)

|- Uzmemo i treéi pomocni koordinatni sustav X'0'Y", tada s obzirom
. |'.‘._“ na jednadzbe (5) i (6) dobivamo prema slici 69:
|

171
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§ 3. UDALJENOST DVIJU TACAKA

Y
| Bixg, )
|
| Al ik 2 'J
= N - . I
+ d | |52
1Y, |
r i i
y Pt % | :
omf . * } ¢ X
2

Lc:‘_:’_'_ﬂ;;’—é b

+

SL 70

p e
rema sliei 70 imamo po Pitagorinom poucku:

=+ V@ —aF T Gy

Poseban sluéaj:

Udalj s

jenost tacke A (x,, y,) od ishodista O (0, 0):
&= VEETr

Primjer:

A(—4, —5; B@ —%

(vidi sl. 70),

(8)

(Ba)

d-= = e -
43¢+ (=5+ 4f= Va9 + 1 =50 = 17.071

§ 4. KOORDINATE TACKE KOJA DIJELI ZADANU DUZINU

U ZADANOM OMJERU m:n

Zzadano: A (xy, ¥r); B @ i), CA :CB=m 1

Trazi se: C(z, Y).

1z sliénosti pravokutnih trokuta slijedi prema slici 71:

x—x _m ; 2N gl
xg—X n y2—3¥ n
m
Oznatimo 1 zadani omjer min = T" s 1, dobivamo odatle:
n
X2 " A
i x:_x‘.‘*'?“— ; y__,J’1+ 3’2‘ )
1 4+ A 1+
o -
gdje Je: o
173



Poseban sluéaj.
_m | 1

Tacka C (z, y) raspolavlja duzinu AB, tj, A :
n

Uvritenje A=1 u (9) daje:

2
(10)

To znaéi:
Koordinate taéke koja raspolavlja zadanu d u-
Zzinu aritmeti¢ke su sredine koordinata krajnjih

tacdaka te duzine.
Traze li se koordinate tadke C, koja lezi na produZenju dufine 4B,

a dijeli je u omjeru 2 =" iy vana, treba u formulama (9) uzeti 1 s ne-

m C'A

gativnim predznakom, pri ¢emu ) — :
n C'B

Pazi! Pri postavljanju omjera Z= uvijek polazi od trazene
n

tacke.
c4a 71
Npr.za 4(1,2),B (5, 4ir= -C_é = 3 dobivamo prema (9) za koordinate tadke

C’ uzevsi — A mjesto A:

1 : 5
2 8
x—*———_j;——-_
| —cn
3
PR
: 5.5
H= Ay

Da pokazemo primjenu formule (10), rijesit ¢emo vaZan zadatak:

Neka se odrede koordinate teZista T trokuta, kojemu su vrhovi

A (xy, ), B (3-'2,- y)icC (z, Ys)-

174

] P | dl'
I t[ok a, p . B sa sre
|ezl§t8 I dI e].l. LEZl§tllCu, tj. spojnicu Vrha ut npr
S su rotne Stt anice th u omjeru 1 . 2 Ia.éu a d t tI anice
nﬂm ?

Dakle prema slici 72:

A Xy, el

8(*’1 .9’2']

sl 72

AS=GSB i TS:TC=1:2, paje A= —

Prema (10) koordinate tatke S glase:

x:-———__x1+x2: J*‘:=yl—;y2,
3 5 .
a prema (9) koordinate teziste T jesu:
1
5T amtm
C i 3
I e
* 2
L
¥+ 23’1 _2y:+y3.
B T
= Lo
2

(b)

175



Uvrstenje izraza (a) u (b) daje:

i Sl

X, =
’ |
I i
y=2rtrtys
¢ 3 . (11

Koordi

% nate tejsg

sredine > ezista tr :

koordinata vrhOVaoéiougtaatJesu aritmetick
Npr. za A(—2, 4), rokuta. &

trokut): B(—4, —6), C(5 —3), (vidi sl
s (vidi sliku 72 koja predouje fa; § 5. PLOSTINA TROKUTA
j
R —2+5—4 . 1
3 g | Trazi se plostina P trokuta kome su vrhovi A (x4, ¥y)» B (X2 Yy) 1
o 4—3—6 s ; C (3 Ya)-
3 =] = Iz slike 73 vidimo:

p = pl. trapeza AA'C'C + pl. trapeza cc'B'B — pl. trapeza AA'B'B=
1 1 1

=-i'(3’1 + y3) (s — %) + E(J’a + 32) (Xz-*xa)--?(yl + 32) (2 — %)

Nakon uredenja te jednakosti dobivamo:

1
P =“i' [zy (g — yy) + 2 (s — y,) + 23 (U1 — Y]

N ili:
2P=ux; (Yo — yy) T o (ya— yy) T Ts (ys— Ys) (12)

mula trokut u pozitivnom smislu

Obilazimo li kod primjene ovih for
dobit ¢emo za P pozitivnu vri-

(protiv kazaljke na satu, plodtina lijevo),
jednost, inace negativnu.

Promijenimo L smisao obilaZenja trokuta,
trokuta negativnu yrijednost.

Radi pokusa plostina trokuta se ratun
trokut obilazi u negativnom smislu (u smis
mjenu sliéne formule:

2P=1y,(x— xy) + Yo (@3 — z,) + ys (@1 —Ls)

I u tom sludaju dobivamo za plogtinu P trokuta pozitivou vrijednost.
Ako tri tacke A (T yy), B (s ys) 1 C(Zs yg) leZe na istorn pravcy,
tada je ploatina trokuta P = 0, tj: prema (12):

dobit ¢emo Za plostinu

a jo§ jednom 1 to tako da se
lu kazaljke na satu), uz pri-

(12a)

zy (Ys— ys) T Te (Ys— yy) T T (¥4 —yy) =0

Uredimo li tu jednadzbu, dobit ¢emo u jednostavnijem obliku uvijet
da tri tatke leZze na ijstom pravcus

yo—N1_Ta % (13
yi—MN *3—*

. 12 B. Apsen: Repetitori] elementarne matematike 177
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Primjer:

Kolika j i
(vidi sL. 72). je plostina trokuta kome su vrhovi 4 (—

Prema (12): !

2P=——2(—8+3}
— 4 (—3—q) =
o 2 +5(4+6)—-ﬁ+28+5:]=84
2P=4(5+4) —

5+ 4 3(—4+2)——6(——2-—-5)=36+b‘+42—84
P = 42 kv. jedinice,

§ 6. JEDNADZBA KRIVULJE

1. Svaka funkecija od dvije promijenljive x i ¥, eksplicitna y = f (x)
ili implicitna F (z, y) = 0, predouje krivulju u ravnini XY. Izraz y = f(x)
ili F(x, y) =0 zove se tada jednadzba krivulje

2. Koordinate bilo koje tatke krivulje ili opée taéke krivulje T
oznaéuju se obitno sa x iy, a za oznadivanje posebnih tadaka pridjeljuju
se x i y indeksi, npr. Ty (24, vy, T (x5 o) itd. Sve Sto vrijedi za opéu tacku
yrijedi i za posebnu, ali obratno ne mora vrijediti.

3. Jednadzba krivulje analitidki je izraz svojstava opée tatke krivulje,
odnosno njenih koordinata.

4, Tagka T, (xy, ¥y) leZi na krivulji y=f (z) ili F (x, ) = 0, kad je
Y, =f () i F (x5, ¥1) = 0, tj. kad koordinate tatke T, zadovoljavaju jed-
nadzbu krivulje.

5. Krivulja prolazi ishodistem koordinatnog sustava ako u njenoj
jednad?bi nema ¢lana slobodnog od x i y, jer samo u tom sluéaju koordi-
nate ishodista (0, 0) mogu zadovoljavati jednadZbu krivulje.

6. Zajednitka rjeSenja sustava jednadzbi F, (x, yy=01iF, (z,y) =10
daju koordinate presjecista krivulja koje su predocene tim jednadZbama,
jer presjeciste pripada jednoj i drugoj krivulji.

7. Kako jednadzba osi X glasi y = 0, a jednadzba osi Y z =10 dobit
¢e se apscise presjeciita krivulje s osi X, ako se u njenu jednadzbu y=f (x)
ili F (x, y) =0 uvrsti za y vrijednost 0, dok uvrSenje x = 0 daje ordinate
presjecista krivulje s osi ¥.
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§ 7. PRAVAC

1. JEDNADZEBE PRAVCA
a) Eksplicitni oblik jednadZbe pravea

Napisati jednadbu pravca znadi napisati relaciju koja vese koordi-
nate r i y opce tacke T pravea s onim, ¢ime je pravac odreden.

Smjer pravea u ravnini odreden je kutom o, $to ga pravac zatvara
S pozitivnim smislom osi X, a njegov polozaj — odsjetkom OB = b, &to
ga pravac sije¢e na osi Y (vidi sL 74).

Prema tome:

Zadano: a, b.

TraZi se: jednadzba pravea,

Neka je T (z, y) bilo koja ta¢ka na zadanom praveu, Iz pravokutnog
trokuta BCT slijedi prema slici 74;

Yy—b=uzx iggq
a odatle uz oznaku:
tga=a
dobivamo traZenuy jednadZbu pravea y eksplicitnom obliky:
y=axr+b ' (14)
@=1tga je koeficijent Smjera ili gradijent Praveca, tj

tangens kuta, §to Ea pravac zatvara g Pozitivnim
smislom osi X. Kut o se mijenja od 0 do 1800

180

negativan prema

k n 031 Y pGthlVaIl pte“la go[e
a ] ]

dolje.

by

<,
W .
: .3
. <
Y=p
¥
< .‘Oa

ima pozitivni koeficijent smjt:erai
iy=o * 2
u, dok pravi tgu, B

sbe je odsjeca

b,

= + by
ici 75 pravac y=aq; %
N sl C; kut I::;” lezi u I kvaqdf‘?.ntte kst
| al—”rlg imaju negativne koeficijen
= s 8

e kutovi a, 1 oy leZe u IT kvadrantu. -
i Ako pravac prolazi kroz ishodiste
0 pr:
je b =0, pa je prema (14) =
y=ax

slici 76) tade

i iste.
jednadzba pravca kroz ishodi

g 15 o
i icalilll kvadranta ima jednadZbu
Raspolovnl N

Y=
jer j a=tg45' =1,
jer je: .
i { IV kvadranta:
a raspolovnica II'1 P
y=—=
k™, — idi sl. 76).
tm?—gmm+%%=—awﬁ——1 (vidi
g =1g =




Jednadzba osi X glasi:

yzer (15(‘)
jer jea=0,atg0=0, pa je prema (15) 0 - z = (.

Da dobijemo jednadsibu osi Y, napi$imo (15) u obliku z =2~ .

a
Sl 76
Za os Yjea=t390°=°°,paje
= (15d)

jednadzba osi Y.

b) Konstrukeija pravca

Pomocu poznatog koeficijenta smjera q i odsje¢ka b moze se pravac
jednostavno konstruirati, ako se njegova jednadzba prikaze u eksplicitnom
obliku y =gaz + p.

Na o0s Y nanese se naime odsjedak »b« pozitivni prema gore, a nega-
tivni prema dolje; iz tako dobivene tacke na osi Y ide se u smjeru osi X
nadesno za 1, paseu smjeru osi Y nanese koeficijent smjera a: pozi-
tivni prema gore, a negativni prema dolje. Spojnica krajnih taéaka nane-
senih duZina b i a daje trazeni pravac, kako se to vidi na sl. 77,

182

Dokaz konstrukeije:
1z slike 77 slijedi: .
1) Odsjetak na osiY jeb.

@ _ . — koeficijent smjera pravea.
2) tga=""

sL 17

| Udllo l [:Dstup'j.l;l takﬂ da se
. e . Fl :

.era a Fazlomak! Zg

nazlvlllk Oda, dOkSE bIO’Iilk nanosi

dznak razlomka.

Ako je koeficijent sm
nadesno ne ide za 1, ‘veé iair =
u smjeru osi Y, uzevsi u 0Dz

Primjer:
arigu pravei:

Neka se n : S

TR

Pas v sgxrt+yt+2=20

Pyov e .2::-—31;-—12=0

Py v 3z+Ty=10

= =_1;b,=5
pravac Py 08y = tg oy i

pravac Py U eksplicitnom obliku

a,=tga,=—-3; br=—2

2
- —a
ravac Py 4 eksplicitnom obliku ¥ 3
p :

2 =k
ﬂ3=tga,= _:," i ba

18



Il
‘ || pravac p;: u eksplicitnom obliky y = — ix
5

_ 3
g, =tgog,=— — :p, =
4 7 b, =10 Vidi sl. 78.

l ‘ |||| S1. 78

| c) Opé¢i ili implicitni obli jednadZbe prav
lik ca

| Svaka jednadzba koja sadri x

| | vac % .
[ u ravnini XY 1y u F
|. | ni . Prema tome je: Y u prvom stupnju, predoéuje pra-

I
H‘ Ax+ By -+ C=0
(16)

I opéiilii ici
111l implicitni oblik jednad#be
. r
Posebni sludajevi (vidi sl 79): e

1 A — I j + —_ =
) 0 ada ]e B‘y C 0 ili y C at
B ' o Je pla“ac uSpOl’E-

dan s osi X i udaljen od nje za — =
s Npr. y = 3,

' 2) B=0. i

Il ) UTada]eAx—{-c_oﬂiI C
~— —,atoje

A J& pravac uspore-

dan s osi ¥ i udali
jen od nje za — __C_
4 Npr.z=2.

0. Tada ]e Ax By 0 ili Y=—— x at
B t 0 ie Pravac ko ji

smjera

olazi ishodistem koordinatnog sustava i kojemu je koeficijent

T
; A
tge=" g -
Npr. ¥ = 5%
L, .
i 1
& /
]
x
[
0l -2

N\

SL 79

=0 ili y=0,atoje jednadzba osi X

4) A=01i C=0. Tada je By
z=0atoje jednadzba osi Y.

5 B=0 1 C =0, Tada je Ax=10 ili

ednadibe pravcana eks-

¢eg oblika j
adibaA:r+By+C=0

Prelaz od op
%i se tako da se jedn

plicitni oblik vr

rijedi po ¥:
e == -{—;- x - eksplicitni oblik,
e . A
koeficijent smjera @ = tga=— i
c (16a)
odsjecak na osi ¥ b=— _B_
(Primjer vidi na str, 187 1 188).
d) Segmentni oblik jednadZbe pravea

Smijer i polozaj pravea U ravnini jednozna¢no je odreden segmen-
tima m i n, tj. odsje€cima na osima XiY.

185



Uvrstimo li u jednadzbu (14) y=azr+b

b=n
i
o e=tga=1tg (180 —a) = —tg o' —
~
=—2 (vidi sliku 80),
n nt X
o dobit éemo:
2 X =—-ix+ nfin
a m \ m
=4+ 2= (17)
Sl 80 m n

Znacajno je za taj oblik da je slobodni ¢lan + 1 na desnoj strani ‘

ida iy imaju takoder predznak +, dok segmenti m i n mogu biti i

negativni. |
Prelaz od opéeg oblika na segmentni vrd se tako da

se jednadZba Ar + By + C=0 podijeli sa—C, pa se recipro¢ne vrijed-

nosti tako dobivenih koeficijenata od z i y napisu u obliku nazivnika:

x y
gt —g=!
A B :
(5)
me= —
A
17
c (17a)
n=——
B

(Primjer vidi na str. 187).

€) Normalni ili Hesseoy oblik jednadzbe pravea

Sn}jer i poloZaj pravea u ravnini Jednoznaéno je odreden duzinom
P okc_mnce (normale) spustene na pravac iz ishodiSta i kutom g, §to ta
okomica zatvara sa + osi X (vidi sl. 81),

Iz te slike slijedi:

. »

m= ,
cos @ sin ¢

Uvrstimo li to u jednadzbu (17) - 4+ 2 — |
i

dobit emo:

a to

cos ?x+___31ntpy=ljfp
P P

x cos 9 +y sin p—p=0,

;e normalni ili Hesseov oblik jedn
]

adZbe pravca.

~
p i@ suuvijek pozitivni
pa se mijenjaju:
pod0do + =
¢ od 0 do 360°.

sl. 81

: i tako da
i a normalni vrdi se
Prelaz od opéeg oblika n J A% + B%, pri ¢emu predznak

i + B +C=0pqdijelisa:|: P
s:e Jﬁagingﬁofgena rr?{ora biti protivan predznaku od C, 1]
tog

Ax+By+C_

AR

B s e
ili: et Iy AP %
normalni oblik jednadZbe pravca.
Odatle slijedi prema (18):
A
S T e
£ (18b)
sin g = W
C

PEETE B

i i 4 ka sing 1 cos@
Iz predznaka koeficijenata od x 1 %, t]. 12 predzna

idi jem lezi @: . . B

vidi se kvadrant u ko]eml .y I kvadrantu, oba minus — UQIZH’ Hiamat

R e + u IV kvadrantu (vidi sl 42).

: —, kosinus
kosinus — u II, sinus —,
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Primjer:
Zadana je opéa jednadzba pravca 3,5x + 2,8y + 57 =10,
Neka se napife:

1) Eksplicitna jednadZba tog pravea i odredi njegov koeficijent smjera odsje-
fak na osi ¥ i kut koji taj pravac zatvara sa + osi X.

2) Segmentna jednadZba pravea i odrede oba segmenta m i n.

3 Normalna jednadiba pravea i odredi dufina normale p i kut ¢ koji

normala
zatvara sa + osi X.
Za 1) JednadZba zadanog pravea u eksplicitnom obliku
Radunamo y:
ol L 1 = — 1,250 2,036
y_-—z,sx—-z,s i y= 7% x—2
3,5
Koef, smjera: a=tgua=— S 1,250.
5.7
Odsjetak na osi ¥: b= — — =_—2036
2,8
Kut pravea sa + osi X:
[4] 3,5 0,54407 I
| B| 2,8 0,44716 11
log tg 0,09691 I—1I
A 51920 26" 10,09691 —10
o= 180° — &, 1289 397 34~
o = 128" 39’ 34,
—— e b
(Vidi sl. 82),
|4| znaéi sapsolutna vrijednost broja As, tj, vrijednost broja A bez obzira na
predznak. Npr. | +3 | =3, | —3 =3,

Za 2) Segmentni oblik jednadzbe zadanog pravea:
3,5:+2,8y+5.‘?=0} v= 8,7

3,5 2,8
=yl St
ili:
X
qeat
A7 =57
35 28

fli: e y

—_
— 1,629 > 2,036

= 1,628 — 45U
m=—1,629
n=—1,629

n = —2,036.

n =—2,036

(Vidi sL 82).

7a 3) Normalni oblik:
35x+ 28y +57=0

C = + 5,7, dakle dijelimo jednadibu pravea sa:

b=n
_VaEFB=-5"ar-
=—) 1235 + 7,84=—|2009=—4482. \
Dobijemo normalni oblik:
L5+ 28y + 57 _ -
— 4,482
35 w8 ST _p il —0781x—0625 —1,212=0.
i =2 ¥ T a2’ o
= o8
Delde:  @VFT e
pma B = BUENE
BT =

Kako je cos 0 0, kut leZi u III kvadrantu.
ki L] < ne o 4 Li¢] i
] 1 &l

o gl costp = 0,61 + 0,39 = 1.

Polus: sin?
,Si?— =—1272; P= 1,272.
p=— 7482 S
Kut ¢ normale p 5+ osi x:!
+10,54407 " I
3,5
. 8 1044716 11
2,
Y - 0,65147 111
A* + B? 4,482
1-111
0,89260—1 oo
£o% e 0,79569—1
sin o 9,89260—10
Po 38° 397 35° 9,79569—10
=180+ 9 218°39"35"
@ = 218039’ 35"
e

(vidi sl 82).

189



f) JednadZba pravca kroz zadanu tacku T (x, y,)
11

Pravac y =ax + b prolazi zadanom tatkom T
1

ordinate ta¢ke T, (=1, ), dakle ko-

moraju zadovoljavati jednadzbu pravea, tj

Yy=ax; + b.

Ako odredimo b iz te jednadzbe i

Jethadin, gtk ek ey uvrstimo tu vrijednost za b u prvu

jednadZbu pravea koji prolazi tadkom

T1 (‘rtl yl}:
y—y=a (z—x,). ' (19)
o
Tlx,)
i
| Yo
|
ol / i ™ .
Sl 83

Koeficijent smj n
1 Jeéra pravca a ostaj j j ¢k
- 5 hedbee] bire tJre eoqreden, jer kroz jednu tacku

predotuje jednadsba (19) pramen zraka kroz taé}lc):c'in‘lj?:l jj;(})m\}?'ill'jéi?o;;
1 (%1, yy). Vidi sl. 83,

7 w i
g) Jednadiba pravea kroz dvije zadane tacke To@y, ) i Te (2, y)
ATy Yy 2 Ty, Ys

_,.4(

o
Sl 84
Pravac prolazi tack
€] om T, (x,, d i i %
(19) y —y, = a(z— ). Ali prema diei ge, - "€V Jednadzba ima oblik

Koeﬁcijent SijI‘a a=1g « :y—zt__y!
J.'z e X.']_ '
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Uvrétenje u (19) daje jednadZbu pravca kroz dvije tacke:

P Ye—N (x—x)) (20)

Xg— X
ili ako tu jednadzbu podijelimo sa y, — ¥1*

My P (20a)
Xg—X; Y2—MN

2) USPOREDNOST DVAJYU PRAVACA

Koeficijent smjera pravca odreduje njegov smijer;
stoga su dva pravca usporedna ako sunjihovi koefi-
cijenti smjera jednaki

a) U eksplicitnom obliku:

Pravei y =aqx + b 1 ¥y =aZ + b, su usporedni, kad je a;= 0y
jer je tada tg «, = tg a, pa je a; = 0,

Primjer:
Kako glasi jednadiba pravcea, koji prolazi tatkom Ty (8, —5), a usporedan je
s praveem 2x + 3y +5=10. = i
Zadani pravac u eksplicitnom obliku: ¥y = — —_j—x-? .
Koeficijent smjera trafenog pravca = koeficijent smjera zadanog pravea =
2
=g = — e
3

Prema (19) dobijemo: 9
y+5=—-§(x—6)-

Odatle:

y=-§x_| i iy 3=0

b) U implicitnom obliku:
Pravei Az + Biy +C;=0 1 Asx + By + C;=10 su usporedni,

kad je: —ii—l= —é [vidi (16a)]
B] 82
ili:
A A
B, B
ili: A, A, =B, : By
Tako su npr. x —3y +8=10 i 92— 6y — 7= 0 usporedni pravei,
jer je o .
—3 —6
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¢) Unormalnom obliku:

Pravei x - cosqy + ¥ - singy—p; =01 x - cosg, + y - sin g— p,= g
su usporedni, kad je g; = gy ili Gy =@, + 180°, ol

PrikaZi to na slici!

3. PRESJECISTE DVAJU PRAVACA p, i 1,

Py A+ By+C=0
Py Agx + By + C,=0.

Presjeciste P (x,, y,) tih pravaca leZi i na praveu p, i na pravcu yo
pa koordinate presjeciSta x, i y; moraju zadovoljavati obje jednadzbe, on e
su dakle korijeni sustava, koji ¢ine obje jednadibe
pravaca. RjeSavanje sustava i primjere vidi: Aritmetika i algebra,
§ 11., 2b).

Naravno vrijedi i obrat: rijesiti dvije linearne jednadbe sa dvije
nepoznanice znaé¢i odrediti koordinate presjeci§ta pravaca, koje te jed-
nadzbe predocuju.

Primjer.
Neka se grafitki rijesi sustav:
2z +Ty=11
xt+5iy="T.
U eksplicitnom obliku:
o Y
y = —7x —,—7 ..... D
el @
Y = ? o —5‘ ----- Pz,
i i - 11 7
pri ¢emu je 5 1,65 5 = ,4
Y

~
'Inﬁ‘-.
74

Iz slike 85 slijedi:

=2
Numeri¢ko rjelenje: 7
] 2 Mm_. .57 35
Lz (@) slijfedl: ——*+ =73 s

—10x+55=—"Tz+ 49

ili: . 3z=6; === 2
2 1
Iz (a) slijedic y=— 2+ =1

y=1

-

4. KUT DVAJU PRAVACA
Py . Yy =0ay fo ol ¥+ b:

Ds y=a2I+b2-

Sl. 86

Prema slici 86:
Vanjski kut trokuta
ili:
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odatle:

N gy=—>DXRT"BH
[vidi goniom. formulu (16)] I+@® o g o
a kako je:
tg oy =
bit ée: 1= 0y 8 lgay=a,
gy =—2"%
l+a-q : (21)

.. Dva pravea koja i 3
koji su su 0ja se sijeku Cine zapravo S g o
ée se vrijtﬂﬁgﬁ? Lr?i'hgiul:a ko je tg ' =g (lsudﬂ‘:a_ },T,[;t_i_ WLy (pdi sLoag
Kako se pod kutom dvaiju tangensa dobivenih iz (21) samo g;P g hove:
toga kuta ra¢unamo iz éog{ravac.—,l razumije obi¢no $iljati ku? B
znak. Ukoliko se tra%i tupi ivene 'vrlgednostj tangensa bez ob Y, vrijednost
L tupi kut ', npr. tupi kut trokuta taoj szér?cuj:adpllz;?d-
i obiva

iz y'= 180° — v,
Primjer:
Koji kut zatvaraju pravei Piidr—2y—4=9

Pe:2x+3y—13=07

y 3
Pl- y=3x—-2, ﬂ|=—5—
2]
) 2
P2 )'=‘_“x+2| ay= :
e 3 3 LY
acunamo prema (21);
_2 5
T
te 4,_—,..____i =.___i?=4':5
{3 3 4 ’
2 3

log tg y = 0,67669 = 10,67669 — 10
W= T8%6" 41",
Da smo trazili kut Y' imali bismo:
Y= 180" — v = 101°53'19".
5. OKOMITOST DVAJU PRAVACA

Sijeku li se d
tg Y = oo. Prema Va pravca pod pravim k ;
> - to : utom, tad o
Jednak nuli, jer su unll;i u formuli (21) mora biti u to?njesl L o
ojniku konaéne vrijednosti. Dobiva :Cl::'{]uk;lazwnﬂ{
2 € dakle:
ili: 1+a]-a2=0 .
a, = !
2= — — , odnosno: g, s
a; Py . 22)
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hovi

bno okomita ako su nji-

Dva su pravea meduso
reciproéni i protivnog

koeficijenti smjera
predznaka.
| Alko su jednadzbe

A1z+Biy+C1=0 i

pravaca zadane u opéem obliku:
A,x+ Byy +C=0, tada prema (16a):

a = -—“il;

B,

Ay
i ag=——":

B,

Uvrétenje u (22) daje:
_A_B
B. A
ili:
(22a)

A,A, + BB, =0.

To je uvjet okomitosti dvaju pravaca, ¢ije su

jednadzbe zadane u opéem obliku

Primjer:
Kako glasi jednadZba pravea koji prolazi tatkom A (1, —2), a stoji okomito na
pravcu srxr—5y+4=07 o .

; 4 )
U eksplicitnom obliku: =3 et =" paje &=

= — .

HIM

1
Koeficijent smjera traZenog pravcea . =
1

5
1;+2’=—“3- (x—"T

Prema (19):
odatle:
5 b L I
y=——=x+ = ili 5x+3y—29—0.
3 3 —_—
Primjedba: Ako su pravci medusobno usporedni, Y == 0, pa jel
a—a; =10 ili a=0a,, 2

tg =0, dakle u formuli (21) mora biti brojnik

to smo veé imali.
6. UDALJENOST TACKE OD PRAVCA

Tra%i se udaljenosa 8 tagke T,
izvu¢en punom crtom:

(x,, y,) od praveca @ koji je na slici 87

xcosq@ ysing—p=20.
Jednadzba pomoénog pravca b koji prolazi tatkom T,, i usporedan
je s pravcem a, glasi:

rcosg + ysing— (@ + 5 =10

(na sl. 87 pravac b narisan je crtkano).
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Tac¢ka T (z,, y,) lezi na tom praveu, dakle:
xycosg + yy sing — (p + 8) =0,
a odatle je:
b=uxcos9 + y,sing—p.

g Yy
~
~
a \\
~
6// me”y,}
N
. /4
/ ~N
P,\_F . \\ z
o ~
Sl 87

Da smo tadku T, uzeli na onoj strani pravea na kojoj lezi ishodiste O
koordinatnog sustava, dobili bismo:

d=— (x, cosp + y, sin g — p).
Prema tome opéenito:

8= % (z,cos ¢ +y, sin g — p). (23)

ste koordinate tadke Tyidobivenoj za vrijednosti
promijeni predznak, ako je negativna,

Pozitivna vrijednost § znadj dakle, da zadana tatka 251
ishodiste O koordinatnog sustava leze na razli¢itim stranama pravea, dok
negativna vrijednost pokazuje da obje tatke T, i O lefe na istoj
strani pravca. '

Primjedba: pu jednadzbi x cos ¢ + ysing—p =10 daje nepo-
sredno udaljenost ishodista od pravea (vidi sl. 87).

196

s o, =By
Primjer 3,2, Tall, Dy Ta—4 D T =3

Meka se odrede udaljenosti tafaka T,

(i 88).
_ o Pupe (Vidi sl
T, (7,0) od pravea y = — 7%

3
LD /I |
v 4

3z+4y—12=0

Prema (18a) normalni oblik:

Ix+4y—12 o

gl S
< datdyo12_,
5
Prema (23):
Za tatku T; 3, 2): 33442-12_
e e
81—-1' 5
Za tagku T (1, 1) 3old4cl—=12
hme——5

Za tatku Ty (—4 20 3 (—dy+42-12 16,0
fm=— 35 3

Zatatku Te=L = 4512 =1
I(=-n+a=9H-12

8= - 5
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Za tatku T, (7, 0):

1. SIMETRALA KUTA

Sl 89

I:
II:

Zadane su jednadsbe dvaju pravaca I i II u normalnom obliky:
xcos g, + ysing, —p, =0
T cos @, + ysing, —p, =0,

Traze se jednadzbe simetrala s,
(vidi sl. 89).

Kako su sve tacke simetrale kuta jednako
togua kuta, bit ée za b

1 udaljene od krakova
ilo koju tacky T (z, y) simetrale

1 s, kutova $to ik zatvaraju ti pravei

T
6, =8, a prema (23);
8, = — (x cos ¢ + ysin g, —p)
(—, jer tagke T i O leze na istoj strani pravea I) i
9 = — (x cos ¢2 + ysin P2 —p)

(— s istog razloga).
Uvritenje u 3, = 8, daje jednadzbu simetrale g:
xcoscpt+ysincp,-—p,—(rcos%+ysinq92-—p2)={}. (24)
Na isti nac¢in za bilo koju tacku T (z, Y) simetrale s,:

By = b,

prema (23;; _ 4+ Greosgy + yoin e —2)

ca i
i O lefe na razli¢itim stranama prav
.‘ Tl l . PR -
g $, = —(xcosq, T ysSINPe pg)-metrale .
- :15 -'=:a‘dajejednadzbu 51’ ymr -

y . +s sing,—py) + (xcosegy T ySInG— e

: Yy 1

(x cos Py

rav-
ih Sinedva pEAY,
" 1a kutova 5tol a napisu
Jednadibe Slknée';r:lsae jednadz_t;’ee por;::mu, a °n§:
b J ._."I.l se ta y Py najpr]_ 2 trale ono
0-:111101‘!1 obliku, E:jes 3ednad2bukzlor€'§inatn°g R
e. Oduzima ¢ leti ishodiste
- ojeg
a unutar

unamo b b (24} 1 (24&) kBEf‘lCliE'IltE S“lleta Slllletla}\a 8§ 1 8q Hld’et
h z F
IZI‘BE i

dakle
éem i ii i predznaka,
.h koeficijenti smjera reciproéni 1 protivnog
. £
gemo da su

L Sy Lse
EIW&( ) gine pravei:
i n ¥
i ti jednadibe simetrala kutova &to ih &1 .
Treba napisati Je }
- i ) dane pravcee
- S i [:) (vidi sliku 89, koja prikazuje za
6=
11: Sxz—12y+2 . A
F Prelazimo na normalni oblik s
| =9 =
> 4+ 4y—15=0 | :+VA+B V
. 1: 3z —

144_-:——‘3-
+a26=0 | NFTE - - T
11: 5;.5_121;' -

4 -
I Sxboy-3=0 B
5 5 1
5 Py g
e =
4 12 3ia0=0]-65
3 3 i e
- ?.v+!—3&+53' 13
4 12 3-2=0] 65
3 5 — Yy —y—
2 —q\—l_3x+5' 13

—65=0

. gg¢ + 251 + 52y — 60y — 6 _
S¢1 5x+5zy+5w—325'0
g 39x—2

65
i gy
= il a1
ili:  s: 64z 8y 8977 T a2
-9 M y=-g*tip
; 14z + 112y —325 = —_—
%yl

. = -8
Koeficijent smjera s¢: &

= .I_. , dakle 5 1 5
Koeficijent smjera sz: G2~ — g
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§ 8. KRUZNICA
1, DEFINICIJA

. Kruznica je geometrijsko mjesto tadaka u rav-
nini jednako udaljenih od zadane &vrste tadke koja

Se zove sredifte kruZnice.

Udaljenost svake tatke krusnice od njena sredista S jest polumjer

(radij) kruznice r (vidi sl 90).
2. JEDNADZBE KRUZNICE
a) SrediSnja jednad#ba kruZnice polumjera r

Zamislimo koordinatni sustav poloZen kroz srediSte kru¥nice polu-
mjera r. Tada za bilo koju tatku T (x, y) kruZnice vrijedi prema slici 90

po Pitagorinu poucku jednadzba:

y
Ttx,y)
% y
o X : :
SL 90
T+ oyt = (25)

koja znagi da.je kvadrat udaljenosti svake tadke od ishodista jednak 72
Odatle se dobije eksplicitni oblik jednadZbe kruznice:

(25a)

Predznak plus daje gornju, a predznak minus donju polukruznicu.

Poseban sludaj;
mjer r=1,

200

Jedini¢éna kruZnica, tj. kruznica kojoj je polu-

si..3% =1 {25b}
5) i (25a) slijediza T 2 —1
B (20 # Y (25¢)

N
- - : : zha
. kr;:l?'miece polumjera r ima koordinate p i g, jednadz
diste S kruzn

(26)
—qr="r,
@—pf+ y—9 =" ica prema (25)

p) Opéa Jedn
Ako sre Syt
kruznice prima oblik:

: i tav

: a koordinatnl susty < " o

3‘°“’dnsad°ggler$§'f y?=r° gdje je =P
]

ol %

Sl 9

bni sluéajevi: B o
11:‘;351::1(0 jep=20, srediste S leZi na osl X

2+ y—qr="

0. sredidte S lezi na osi X:

—prty=1" .
=g S pada u ishodiste,

i se dobiva
pa ;
igq= diste
j =0igq=0, sre
3) Ako je p . -
sredién)ja jednadzba kruZnice (-25) . &
Ako je p= % r, kruZnica diraos ¥:
! zFrt—a
— + ¢ kruZnica dira o8 X:
—pt+FR="n . .
’ i - +(21{ kruZnica dira obje koordinate osl
i T1 q = oh

xFert@F ph=at,

)2= e,
5) Ako je ¢

8) Ako je p=

g % I
i sve te posebne polozaje kruznice

Naris

201




7) Ako je p—
prolazi ishodistem:

(T—71) 4 2=
ili:

YP=2rx— a2

x
SE&r,0) 0 5150 A

Sl 92

To je

vrsna jednadzba kruznice
sl. 92).

8) Sli¢an slucaj dobije se ako je:

B =—r ig=10;
YVP=—2rp— g2
(lijeva kruznica na slici 92).
Izvedemo i operacije nazna¢ene y formuli (26), dobit c¢emo:
2 + y'~'~—2px——-2qy Tt e = 0,
a ako oznaéimo: -
—p=D
p! i q2___ = Fr
primit ée opéa Jednadiba kruznice oblik:
r?+y’+2Dx+2Ey+F=0. (28)
. Imali zadangv Jjednadzba drugog stupnja u r i y oblik (28), ona pre-
do¢uje kruznicu Cije se koordinate srediSta p i ¢ i polumjer r odreduju
tako da se é¢lanovi sa T 1 clanovi sa y nadopune na potpune kvadrate.
Na taj nacin svedi se jednadzba (28) na oblik (26). (Vidi takoder § 12, 2).
Nadapun]avanje S€ vrsi tako da se lijevo
dodaju kvadrati polovine koefi
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(27a)

T 1g=0, sredifte kruznice le3i na osi X, a kruznig,

(27}

{desna kruiniCa na

- Primjeri:

—12=0

oyt —dx+by—1

% :;:!—ﬁz+g=+ﬁy=12 o
(@t—dx+ 20+ @+ 6y +3) =12
(x—2) + (y +3)2=25
p=2; q=—3 r= 5 B

2 3I’+3y’+6:c—12y—13—l}f.

13
x4+ 2z + y‘—4y=?

13
H=—+1+4
(::'+2:\:+1=)+(y‘—4y+2'] 3

28
(x+ 1+ (y—2}’=—3-

28 28-3=@=_'z_m
p=—1, g=12, TZV?= ——'3_3 3 3-

* =12

3. 4+t 4y ~
(:c+0)‘+(‘y+4y+2’)—12+4
{x-}-l})=+(y+2)‘=16
p=0,g=—2 r=4

3. PRAVAC I KRUZNICA

a I 0, O‘ia] P Vv spra ruznice. UU etne ednadibe
) I ravca p mk VA i | ]

g & - & = .z
Kako se vial av k ZNnicl zauzlmah JEdall
d 1Z Sllke 93, p‘r ac moze prema Tuzn

od slijedeéih poloZaja:

z

-
%

-
=

normala

:; DJUSCUD]
.‘rl-\ b
Wb

Sl 93
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1) ili pravac sije¢e kruznicu u dvjema tatkama,
2) ili dira kruznicu y Jjednoj tagki, |
3) ili prolazi izvan kruznice.

Rjesimo 1j, dakle, sustav jednadzbi koji sadéinjavaju jednadzba kry.
Znice 2 + y? =42 JednadZba praves Y =kx + I, dobit éemo:

za sluéaj 1) dva para rjefenja x,, Yz iz, ys, koja odgovaraju Presjeei.
Stima T, i T;
za slucaj 2) jedan par rjesenja ,,
tangente, i
za slucaj 3) par konjugirano kompleksnih rjeSenja (vidi sl 93).
r’+y"‘=7‘.1.k g 1 :
y=rkx + M koordinate presjecista pravea i

—kit PRI =R
Fg=———— g

1+

Yy, koji odgovara diralisty 2

RjeSenje sustava {
kruznice glase:

nije zadano

cem z— 2V —

» a to je samo take moguce, da je izraz pod korije-
j i za x,, jednak nuli, tj,

—UI=0, pa je:

B=1r2(1 4 k2.

— %)

To jeuvjet koji mora zadovoljiti Pravac.y=kr+i

odnosno njegov koeficijent Smjera k i odsjeéak [ na o
©si Y da bude tangentom kruZnice sa sredidtem uy
ishudiétu:r*-ky’-:r‘.

U tom sluéaju, tj. za D=
kil .

(29)

0, daju izrazj (a) koordinate diralista T,
i =kx; + ! ili uzevsi U obzir da je
1+ A2 M 1 J

X =—

r2
prema (29) 1 +k?=-—1z- dobivamo koordinate diralista

Ponovivsi ista razm,

5 r atranja i istj postupak koji smo navelj kod izvoda
uvjetne jednadzbe (29), d

olazimo do jednadzbe:

(—kp+q—Dr=re (s 4 4y

e Pravacy=kz+ltangenta na kruznicuy:
E—p) + g —qp=re,

Kc_ordinate diralista tangente odredujemo tako da zajedno rijegimo
za[:{.anu Jednadzby kruZnice j dobivenu jednadzhy tangente. Formule (29a)
Vrijede samo za kruZnicy sa srediftem u O (0,0)!

kojajeuvjet da j
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i J p } l } a.} r1ma,
etne Ed“adibe (29) i (30 Iu‘ 'ﬂi jenjuju se u Evim Slué evim

. dirali&te trazene tangente.

. s redne s prav-
Primijeri: ¢ + y* = 6 povuku tangente k:r.l:tsa\f uspo
9 Neka se na lim?}gé\;xkonrﬁinate diralita tih tang
3 6= 0 o
- =k +1.
tangente: ¥

= ( slijedi:
1z £ —2y — 6= 0 slij — X _3, odatle:
Y=3

ente.
a k= l = koeficijent smjera tang
koeficijent smjera prave 2

= k) daje:
t = § u uvjetnu jednadzbu (29) I* = (1 + kY

1.
Uvrdtenje k= — 17 1\ 30
1==6(!+‘]=E’

4
EG
Ly
mk=— i l=% 2
paiz Y=k =1 2
dobivamo: 2.5
= V0 z—ay )30 =0 trazene jednadZbe
Yz g tangenata.
g -
: By gy YB=o
= 2 2

i juéi
ili rjeSavaju
ili iz formula (292) il tangente,
dobivamo ili iz snice i jednadzba
Diralista 1.‘"u"‘g-efnamtav1:iatjm jednadzba k}“?zi‘éﬁaki nuli, jer 'm,}gen::
Sustay Tedn e om0 da diskriminanta mora bii jednaka mull, ot FEERCE
pri éemu_ pamtimo éa d'l:dnu zajednitku ta‘?k.uhnadzbi tangente.
ima s kruZnicom ;?1? ?;;olgreéku u izratunatoj je
D % 0 moramo tra

Primijenimo taj drugi naéin.

_i-q-———lm u P +yt=8 daje
Uvrstenje: *=at 2
=2 £+-——mx+ e
4 2

st +21/30x +6=0/:5
D o Bg
P45 [Datg

1 30 30
Ha= ?]Fja = 25 25
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I
Diskriminanta D = 0!

)30
Yy=——,
5
| i ,+],"30_-_],330 P30_2
2 10 3 e
| (I 4 V
I = -5— 30 .
| Diraliite m 2
prve tan —
I|| || eente T, —s—, ?L"_Sﬁ)
| ]{_‘
Na isti . y l‘
a isti nafin dobivamo diraliite druge tangente T, —32 =
1 30 —-—5- 30).

Mogli bism isati .

| nanj 0 napisati koordinate dirali
I ja, sam . 5 3 raliita T, d F
nania, o, nalul Koot aiuits T, pre ngone o ok it
nate razlikuju samo u predznacima. | ¢ DrOTIera kruznice nj?hm:r?hsesiag:itj'u
. » i-

PrikaZi grafi¢ki zadane kruZnice i tangente!

|' 2, Neka se na kruZni
i Pravac S & Tiy-+ 2uz=n‘;cu a*+y*—2x—6y—6=0 povuku tangente okomit
i omite

v=kx+1L

k=% 1=17

Jednadiba tangente:

e
| Izx*+y—2x—6y—6=0 slijedi:
(xr*—2x+1 ?
III | = )+(y—-6y+9}—‘=ﬁ+1+9
i (x—1+y—ar=1
= 16.
Dakle: p=1, gq=3, r* = 18§

||
| Iz 242 —17 = ili o %

|| II - 7 imamo:
| Koeficijent smjera Vi - 2—-4 e — = —
: I j pravea k, ?.atangentek : :
| | | I &y 24°
| Uvritenje p=1, g= 3, =16 | k=— -—7

o7 u uvjetnu jednadzbu {30)

|
(—kp+ g—D*=1(l + k? daje:

Il
| 7
pilas e 49
( 24 "J *‘6(1+1)
576

odatle: Mﬂ 16-625
I 576 - 576
1113
T9—241=+14.95
iliz - 79 F 100
2 24 s pa je:
==~ LI L
24 g° AT

Uvritenjeuy =k =z 4 1 daje konatno:

7 7

—— = il Tz 24 +21=90
4 24JL 8 ey = — TraZene
jednadZbe
tangenata.

& -+ 172 ili Tx+ 24 179 0
——x+—ili Tx — 170 =
2% Y

W= 24

Odredi koordinate diralista tangenata i prika?i grafidki gitav zadatak!

b) Jednadzbe tangente i normale povuéenih u zadanoj tadki kruZnice

1) na kruznicu 22+ =1
da su nam poznate koordinate iy, dira-
cu u toj tagki Ty U tu

Uzmimo sada obrnuto,
k=tga i od-

lista T,, a traZimo jednadzbu tangente na kruZni
syrhu raéunamo iz izraza (29a) kooficijent smjera tangente

sjecak I na osi Y.
Podijelivéi jednadzbe sustava (29a) dobivamo!
]

h=——

B
a iz druge jednadzbe slijedi: (31)

Uvritenje tih izraza u jednadzbu y = kx + 1 daje trazenu jed-
nadzbu tangente na krufnicu Z+yr=7r: u zadano]
tacki Ty(xy, ¥ kruzZnice:
%4 A
D o
besi | Bt
ili xz + Yy, =1 (32)
Normala kruznice jest pravac koji je u di;aliétu 91{0:_11‘11 na
tangentu, dakle ¢e prema (22) i (31) njen koeficijent smjera u isto] tacki

L1

kruznice T, (zy, y¥y) biti k=
*1

Uvritenje tog izraza u formulu (19) daje:

Fe==DM :ﬂ{x'—xl)s
!
jednadZbu normale na

a odatle, uklonivsi zagrade, dobivamo 1 T
w tacki T, (zy, y) kruznice:

kruznicu =1t

P I (33)
Xy
ili:
' yx, —xy; = 0. (33a)
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| Iz jedn
[ kOOrdinaJt adzbe normale vidimo da je

|: | | ishodiétu,
: f diraliste,
I _— I2310 Jednadzbe tan
1 (@y, y;) kruZnice mozemo doéi i drugi
u

nog sustav : to prava o : i
3 a to smo i oéekivali za ls:ru(:anl;':f:)el1 If;;‘l?ci? zjleISthiite

srediste

[§]

jer se norma Zni
la kruZnice podudara s polumjerom
povuéenim
u

gente i normale na kruznicy 22 + Yyt =1t
=7

‘ ' nadzba pravea kro
; z tacku T i
hmb%ﬂ&mm=}%ﬂﬂﬂmw_%=a@ e

[ i
||‘ |!|| 90°% a odatle je:
Il a=tg g= )
' I'|.| || gil tg(90°+“)=-—ctgg‘=,__x_1'
I B 51 (31)

o . :
Uvritenje daje: y —y, =— M1
il l : b3 (E—z) -y,
(1R LLAR
1At yyi__ylgz_"ml-f—x! |
,ll‘:. it s 1 |

.||| . g XXy “:-}5’1 =x? + 3,2

' T -

-t || igr_:aélia T, (x1, vy) leili na?s’?,}’:r:’rf,' (32)

i i % =7 daje 7, + g2 =2 12521:)(:15' b, isitale o
ormala prolazi ishodiéter;:, daklz v;('jl 1na sl 84,

prema (22) i (31) k = _..__1_=;3’_1 - . Jena _Jednadiba glasi y =kz, a

a x; vritenje daje:

== Ty i y-.__—'ylu I

(33)

e

.kruhlif-‘e Tilxy =3 >0

Primjer:

Treba mnapisati jednadZbe tangente i normale na krugnicu z* + ¢ =25 u tagki

Uvritenje ;=3 U zadanu jednadZbu kruZnice daje: 9+ y*=25, odatle

:;t,_,=-i4. yy =4 paje Ty (3 4

Prema (32):
3x+4y—25=0
ili: trafene jednadZbe
3 25 tangente.
y=——x+ =
4
Prema (33):
4
y==x
-——-—-3 trafene jednadibe
normale.

ili:
Jy—dx=10
9) na kruznicu (x—p) + (y—qPF=r%

Jednad?ba tangente na tu krugnicu u tadki Ty (X, Ys) kruZnice lako
se dobije iz jednadZbe (32), ako zamislimo da je koordinatni sustav tran-
slacijom prenesen u srediste kruznice S (p, Q)- S obzirom na formule (5a)

imamo:
w—mm—m+w—mmem=ﬁ (34
r jednadibe x* + y*=1% oduzmi p, a od svakog ¥
oduzmi ¢q.

To je, dakle, jednadzba tangente na kruznicu (z—pF+t
+ y—qP=1"s diralidtem u tatki Ty (3 Ya)-
Njen koeficijent smjera je prema (31):
L= (343)

E=— ;

»n—4

S obzirom na (22) bit ¢e koeficijent smj

tj. od svakog

era normale u taski Ty (24 Y1)

p=22"19 1 jednadzba ¢e normale glasiti prema (19):

n—2p
y—p=B" L x—=). €D)

xl.—

Primjer:
Treba napisati jednadibe tangente i normale na kruZnicu
u tatki Ty (10, 9),

=54 490 + 4

r + y‘—-l-i::—éy——ﬁ# 0

(z?—1l4x +40) + (WP —4v + 4)
(.1:—'?)*+ (v—2¢ = 58
p= q=2; =258
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¥y =kx + I, mozemo u tu je

Prema (34):

(x—17 (10—17) + (v—2) (9—2) =58
3x—21+Ty—14=158
3x+Ty—983=0 traZzena jednadzba tangente,
Prema (35):

9-2
y—9= =
B —10)

-
y=9=2@~10

o ges cme g
T—3y—43=0 traZena jednad?ba normale.

¢) JednadZbe tangenata povucenih iz zadane tacke izvan kruZnice

1) na kruZnicu af + 32 =2,

Rijesimo sada pitanj 3
pitanje, kako ¢emo napisati j 5
A pisati jednads
? iz zadane tac‘keJ hadzbe tangenata po-

vucenih na kruznicu x2 + 32 =1

kruznice (vidi sl. 95). P (xy, yy) koja lezi izvan

Plxg, )
pot

1%, %)

r? (X, i g:}

SL 85

I na¢in: pomoduy uvjetne jednadzbe.

Pretpostavimo li da

trazene jednadzbe ta
s ngenata imaj :
dnadzbu uvrstiti koord%nate ax o

£ yo taék& P,

.or ta tacka leZi na objema tangentama. Kao drugu jednadzbu uzmimo
uvjetnu jednadZzbu (29).

Na taj naéin dobivamo sustav jednadzbi:

=+ 1

Yo =l xp
r=r2(1+ k),

iz kojeg mozemo izradunati traZene veli¢ine k i L Druga jednadZba tog
sustava je kvadratna, pa ¢emo dobiti po dvije vrijednosti za koeficijent
smjera k i za odsjecak , koje uvrstimo u jednadzbu y =kx + 1, pa ¢emo
imati jednadzbe obiju tangenata.

(36)

II naéin: pomoéu polare.

Polazi se od jednadibe tangente xx; + yy, =1r* (32), da se odrede
koordinate diralista T, i T,. Buduéi da diralista leze na kruznici % + y* =
— 12, a tatka P (x,, ¥,) leZi na tangentama, dobivamo sustav jednadzbi:

2 2
x®+ Y T 37)
-l T o

iz kojih ¢éemo dobiti po dvije vrijednosti za Z i yy, tj- koordinate diralista
T, (x;, ¥y) i T; (%2, ¥s). Uvritenje tih vrijednosti u jednadzbu (32) daje jed-
nadzbe traZzenih tangenata.

Druga jednadzba sustava (37) je linearna i predoduje pravac koji
prolazi kroz oba diralidta T; i Ty, jer su koordinate tih diralista korijeni
sustava (37). Taj pravac Ty T, kojemu je jednadzba

zx + Yoy =17 (37a)

zove se polara tatke P s obzirom na kruznicu, atatka P
je pol za pravac T T, (VidisL 95).

Prema tome jednadZzbe tangenata na krunicu z® + y* =12 iz tacke
P dobiju se tako da se napiSe prema (37a) jednadzba polare, pa se odrede
presjeciita polare s kruznicom, tj. koordinate diralidta obiju tangenata,
koje se uvrste u jednadzbu (32) xx + gy, =12

Spomenimo jos: :

a) da polara postoji i u tom slucaju kad pol P lezi unutar kruZnice,
jer uvritenje koordinata tog pola u jednadzbu polare (37a) daje realan
pravac, ali polara u tom slu¢aju ne sijeée kruZnicu, nego prolazi izvan nje,
pa kruznica nema realnih tangenata iz pola B;

b) da je polara za pol, koji le#i na kru#nici, tangenta kruZnice u polu,

jer je tada jednadzba polare (37a) istovetna s jednadzbom tangente (32);
¢) da je pravac PO, koji spaja pol P sa sredidtem kruZnice O, okomit

na polari, jer je jednadzba tog pravca prema (20): y= J:’

L

x 1l

ry..;— yx, =0, pa je koeficijent smjera tog pravca recipro¢an i protivnog

predznaka s obzirom na koeficijent smjera polare, koji je prema (37a) =
Yo

(Vidi dalje primjer 1).




2) Na kruznicu (x—p)®+ (y—q)2=1%

Na isti nadin dolazi se do jednadzbi
nicu (x—p): + (y—q)t=
(vidi sl. 96).

tangenata povuéenih na krusz.
* iz tatke P (zy, y,) koja lezi izvan kruznice

Telx.4y)

Plxo. o) %

|
o
SL 96

I naéin: pomocu uvjetne jednadzbe,

Iz sustava koji ¢ini jednadzba

tangenata y = kx + I, u koju se uvrste
koordinate x;, vy,

tacke P, i uvjetna jednadzba (30), tj. iz sustava

Yo= gk T 1 (38)
(—kpt+q—IP=1r(1+ky)
racunaju se koeficijenti smjera ky i ky i odsjeéei na osi Y 1, i l, traZenih
tangenata,

IT nadin: pomoéu polare,
Napiée'se jednadiba polar e, koja ée sada prema jednadzbi

(37a), a s obzirom na formule (5a), glasiti:
@—p) E—p)+ @—q) y—g =1,
pa se odrede sjeciita polare s kruZnicom, t
i T, (x; ¥,), koje se uvrste u jedna
@E—p) (@& —p) + @y —q

Primjeri:

(39)

j- koordinate dirali§ta T, (x,, y,)
dzbu tangente (34):

)(¥1—q) =r* (vidi dalje primjer 2).

Primjer 1.

Treba napisati jednadibe ta

ngenata povudenih na krunicu E+ =29 iz
tatke P (7, —3) i odrediti koordin

ate diralidta tih tangenata {sl. M)!
212

- =9

1 nadin. t=y=kx+1 k=7 1=1
Prema (36): —3="Tk+1
1*=29(1+ K%

Iz prve jednadZbe:
l=—"1Tk—3. (a)
Uvritenje u drugu jednadZbu daje:

Tk —3)t=20(1 + kY
i E}Qk’+42k+9=29+29k’

1li: 20k? + 42k —20=0/:20
K+ 21k—1=0
ey = — 1,05 Y1,1025 + 1= —1,05E 145
k= 0,4; ky=—25.
[, =—28—3=—58
1, = 17,5—3=145.

Prema (a):

Uvritenje u y = kx +1 daje:

traZene jednadibe
tangenata t; i t,

y=04x—58
YmNEr D

y=_2,5:+14.5

-

ili u implicitnom obliku:

2z—5y—28=0

———————

5r+2y—20=0

—

[ a (29a):
Koordinate diraliita tangenata odredime ovog puta pomotu formula (

krt
= _f_
Y"'
= T v
i = i i=—58
U tu svrhu uvrstimo u prvu od tih formula k=104 i 1
Dobivamo: -
Uvritenje 11 =29 i I1=—538 u drugu formulu sustava (29a) daje:
Yy = —5.

Dakle T,(2,—5) je diraliste tangente t,.

i = = 14,5, dobivamo:
Na isti naéin uvrstivii u (29a) k= —25 i rr=29, 1=1
=5 i = 2.
Dakle T,(5,2) je diraliste tangente t,.

P i afitki).

— j0j je taj primjer prikazan gr . v _
Wldlcfl' 9: : udi(;.i;t]a T, i T, mozemo takoder dobiti riedavajuéi zajedno jed
Koordinate di 1

j ta.
nad#bu zadane kruznice i izratunate jednadZbe tangena
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II nadin, ¢t =ax, + yy, = rt. T
? =7

JednadZba polare s obzirom na pol P (7, — 3) glasi pr (37a)
3 ema (37a):

Tz—3y—29=0_
Y

2

PI7-3)

T(2-5)

SL 97

Koordinate dirali$ta T, i T, dobit éemo iz sustava:
Tx—3y=129 o
x4+ yt=29
Iz prve jednadZbe slijedi:
1
v= ; (7T x— 29). (a)
Uvritenje u d_rugu jednadZbu daje:

1
2
T+ S (lz—20)r=20/.9

2 Bx? + 49 x* — 406 = + 841 = 261
ili: 58x*—406x +580=0/:58
*—Tx+ 10=0

7
g & .4—9_.;0..?
= — 4
2 4 2

=9 —s

()

Prema (a) h=—5 Y:=2
Dakle: 0 — 5); Ty(5 2).
Prema (32)
2’:‘_._.__5”_-——2-9—3—9— jednadZbe tangenata t; ity
5x+2y—20=0 (Vidi sL 97)
Primjer 2.
krufnicu af +y*—6z +

nadibe tangenata povugenih na
ti koordinate diralista tih tangenata!

=7+9+4

Treba napisati jed:
+ay—"T= 0 iz tatke P (6, 2) i odredi

(;c'-—-ﬁ:x:+9)+(y*+&y+4)
(x—3 + @+ 2= 20
p=3; q=—2; 2= 20
1, natin: t=y=kz+l1
2=6k+1

Prema (38):
(—3k——2-—1)' =20 (1 + K.

Iz 1. jednadibe slijedi:
1=—86k+2 (a)

Uvritenje u 2. jednadzbu daje:
(—3k—2+ 6k—2t=2001+Kk9

i: @k—49= 20 (1 + k%
ili: ok —24k + 16 =20 + 20 Kk*
ili: nkr+28k+4=0

Odatle:
B — 24 £ l!'S'fﬁ — 176 —24 420
= .__—————-_____- = ——
1,2 22 22
k b by = —2
- 11 . ] -
Uvrétenje u (a) daje:
34
L= ﬁ 5 ly= 14
Dakle:
2 e 34
=T =TT trafene jednadZbe
e tangenata.

ili u implicitnom obliku:
gx+11y—34=0
9x+y—14=0

ili koo:l*dinate diralista x,

njenu jenadibu ¥y = — % - o —?}u jednadzbu zadane kruZnice x* + ¥ —

— 0 i rijesimo tako dobi

Da bismo odred i y, prve tangente, uvrstimo

—fx+Aay—T venu kvadratnu jednadzbu. Bu-
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duéi da tangenta ima s kruni : e “
diskriminanta D = Znicom samo jednu zajednidku tadku,

' bit ¢

Konaéno dobivamo:

19
Xy =—0

dok uvrstenje te vrijednosti za Z; u jednadzbu tangente daje:

5 12
1 5 .
Na isti nadin i : it
Dt odredujemo koordinate diralista druge tangente, |
Xg =7
Y =0.
2. nadin:

IS@—p (@ —pP+y—q (y,—aq) =1t
JednadZba polare prema (39) glasi:

(6 —3) —3) +(2+2 (v +2)=20 |
ili: 3x—9+4y+8=19 |
ili: 3x+4y—21=0 jednadZba polare za pol P (6, 2),
Koordinate diralista

Ty i T, dobit éemo iz sustava:
dx+4y—21=09
P —Bxrtday—7=0
Iz 1. jednadzbe slijedi:

X 4 7
s L
3'J'- 1

(a)
Uvritenje u 2. jednadZbu daje:

4 z &
ili: _f_ﬁys_s_ﬁy+49+ : ,
? 2 Virey—a2t4i—-1r=05/.3%
Iﬁy!_.lﬁay+gy:+?2y+36y='}
251 —60y =0.

5u(By—12) =0,

ilj:
ili:

Odatle: Yy, =0
| =
Sy—12=9
12
‘Ll, =§'
Uvrstenje u (a) daje:
19
=17 Ty= —,
5

19 12
T, (71,00 i Ts (3—.?]_

Diralista:

amo:
;i?:niﬂz :{i . x—3 0—3+@wt+2 0+ 2)=20.
Odatle: 4p—12 + 2y +4=120
ili: 4r+2y—28=0/:2
9x +y—14=0.

12
e =20
s =+ 1)
Tangenta 1I: (x—3 (-; 3) + &+ )( 5
s 12, M _ o
ey 4 =205
Qdatle: 3 =z + 3 y¥

4z + 22y—88=10/:2
ox + 11y —34 =0,

EZIL S
4. POPIS FORMULA I UPUTE ZA RIESAVANJE ZADATAEA U V
" KRUZNICOM

j j asi:
1. Zadana kruZnica ima sredigte u ishodiStu (0,0), pa njena jednadzba g
. 2+ yr=r

a) Zadano je diraligte Ty (x4, Y1) tangente

1. Jednadzba tangente:

zz, T Yh= T

% [
; . e
B ¢ M M

1
ot e
y==tx odn.y .
*y

i 1,
gdiejek koeficijent smjera tangente jzradunate prema

9. Jednadzba normale:

b) Diraliste tangente nije zadano.

1. JednadZba tangente: y=kx+1l

Nepoznanice kil odreduju se -
j j p=12 (1 + k) i
iz uvietne jednadgbe: I* =1* ( :
g i jog jedne jednadzbe, koju treba napisati prema onome ito
je u zadatku zadano.

ta mora biti
i datku zadano da traZena tangen . _
o 3?311; g ;rzic:m y = 3z —5, druga ]edne:dzba bi gﬁgﬁ
1;:59_01': s? ako bi trebala da bude okomita na taj pravac,

1
jednadzba bi bila k= —-—3—).
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2. Koordinate diralista (xy, ) tangente
mogu se odrediti na dva nacina:

1) Pomoéu formula:
kr®

X = —

!
»2

M=

I

u koje se za k i [ uyrste vrijednosti izradunate prema 1.

2) rijeSe se zajedno jednadzba zadane kruznice i jednadZba tan-
gente izratunate prema 1. Kao kontrola ta¢nosti raduna sluzj
¢injenica da pri odredivanju x,, odnosno Yy, izraz pod kori-
jenom, tj diskriminanta D, mora biti nula. Druga koordinata
diralifta dobiva se uvritenjem vrijednosti dobivene za x
odnosnoy, u jednadzbu tangente,

3. Jednadzbanormale u diralitu(z, yy):
1
y_ylz_Z(x_x‘l)J

gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadsbe tangente
izratunate prema 1.

4. Jednadzba polare:
T + Yoy =1%,
gdje su x, i y, koordinate pola.

Rijesi 1i se sustav od jednadibe polare i jednadzbe kruznice, do-
biju se koordinate diralista tangenata na kruznicu iz pola P. Dalje
se postupa kako je pokazano pod I A, pa se i na taj nagin mogu

odrediti jednadibe tangenata na krusnicu iz zadane tatke P izvan
kruzZnice,

II. Zadana kruZnica ima srediste u tacki S (p, q), pa njena jednadzha glasi:
@®—pP+ @y —qr=r
A) Zadano je diraliste Ty (xy, ;) tangente
1. Jednadzba tangente:
E—p) E—p +@y—q) @, —q) =1

2. Jednadiba normale udiralidtu (z,y,):
1
Y—yr=——(r— %),
I k( 1)

gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadzbe tangente
izratunate prema 1.
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p) Diraliste tangente nije zadano

1. JednadZba tangente:
y=kx+1L
Nepoznanice ki 1 odreduju se
1) iz uvjetne jednadzbe:
— =21+ k) i
(—kp+g—1D r .
2) iz jos jedne jednadzbe, koju treba napisati prema onome 3to
je IJ.l zadatku zadano.
duju se
9 Koordinate diralidta (x,v;) tangente odredu]

tak.cl da se Zatedllo rijese ;Ed a ba al e led d b
§ I d.z Z daﬂe kruﬁ'ﬂlc 1 naazpa
tall = te lzraéu.nate prEma 1. Kontm].u I‘aéuna 1 dr. (Vldl pod I
g T

B2, 2). |
3. Jednadzba normaleu diralistu (zg, Y1)
| 1
p—yy =——(x — %),
A k
uzet iz jednadzbe tangente

gdje je k koeficijent smjera tangente,
izradunate prema 1.

4 Jednadziba polare: b
@—p @—D+ @H— W—D=T"

gdje su g 1Yo koordinate pola.

j Zni dobiju
j 7 i jednadZbe kruZznice,
od jednadzbe polare i ] m
it 1 la P. Dalje se postupgnicu el

Rijefi i se ;
i iralita tangenata iz po
iz&oxg{c)i(;n;tefu;iﬁ se dobgiju jednadzbe tangenata na

tadke P izvan kruZnice.
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‘ § 9. ELIPSA
|

| | 1. DEFINICIJA ELIPSE. KONSTRUKCIYA ZARISTA I SAME ELIPSE

»
(1ot

| Elipsa je geometrijsko mjesto tadaka u ravnini
B 1 za koje je zbroj udaljenosti ilizbroj radij-vek-
il tora 7, i r, od dvije &vrste tatke — Zaridta (fokusa

‘I| il Fy i F, stalani jednak velikoj osi elipse 2a.
| B Za svaku tadku elipse vrijedi dakle jednadsba:
i r, +1r,=2a
||i | (vidi sl. 98).
it Iz definicije elipse slijedi:
| 1. Konstrukcija zarista elipse F, i F, i
' | 2. konstrukcija elipse same,

ako su zadane obje osi elipse: velika 2¢ i mala 2b.

R A
| 4
[ ]
£
| PR el S
a
|
| 8

Sl 98
I : » .
\ Uzmemo L u $estilo duzinu velike

i Igt?l:nj:lgj kraja C ili donjeg kraja D mal
v

| C i D elipse od Zarista F, i F, mora biti 2a,
elipse.

Imajuci oba zarista eli
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poluosi elipse @, pa opitemo iz
e osi elipse luk, presjeéi ée taj
| ku os AB u traZenim Zari§tima Fy i F,, jer zbroj udaljenosti tadaka
kao i za svaku drugu tacku

pse Fy i F,, lako moZemo konstruirati koliko
god hoéemo tagaka elipse. Podijelimo i veliku os elipse AB=2a u dva

ji (vidi i opis li iz svakog Zarita lukove
o AKAiKKiB fg; vsglgéi(‘é:adlsgl}:ig?&l:o?rgmuent?ékama Ty Tas Tyl Ty, kole
sy lipsi, jer ie za svaku od tih tacaka
r, +,=AK + KB =2a:
Na isti nagin konstruiraju se daljnje tatke elipse.

pripadaju e

LIPSE
2, LINEARNI I NUMERICKI EKSCENTRICITET ELIPSE, PARAMETAR E

D

Sl 99

i ili i lipse O zove se linearni
j 3aridta F, ili F, od sredista e e S ;
ks ctidglgir;o; Ete t elillase i oznaduje se slovom e (vidi sL 99)
e

Iz pravokuinog trokuta COF, slijedi po Pitagorinu poucku:

= (a1

linearni ekscentricitet o 58 AU mEriEks
velika poluos

e
Kvocijent e

ekscentricitet elipse i oznaduje se slovom &.

Prema tome s obzirom na (41) moZemo pisati:

V& =¢ (42)

]
a

E=

a|a

pri demu je uvijek: (422)

(e je ka-

£ <1 za elipsu,
- jni ij ii od nazivnika a
jer j i = — brojnik e uvijek manji
jer je u izrazu e = rojn: j vnika
teta, a je hipotenuza u pravokutnom dt;::uu:. C‘Oﬂ)i) P—— -
bj luosi elipse je e, tj. a=Db, R .
EMCug?usrgegali __1-10 a=2", pa je prema (41) linearni ekscentricitet e
idki ekscentricitet
s g=0 za kruZnicu. (43)
i M' N’ #ariste elip
iva MN ili M' N’ povuéena kroz :
na ve?ii?.lv%s AB zove se parametar elipse,
oznaduje sa 2p.

se F, ili F, okomito
a njegova se duZzina
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Iz pravokutnog trokuta F, F; M (vidi sl, 99) slijedi po Pitagori
pouckuy, ako se uzme u obzir da je: R
FIM+F,M=r +r,=p+ r,=2a, pa je ro=F, M =2a—p;

p? = (2a — p)® — (2¢)%.
- va:stimo li ovamo formulu (41), te uredivsi tako dobivenu jednadzhy
rijesimo je po p, dobit éemo izraz za poluparametar elipse: '

b!
B (44)

3. JEDNADZBE ELIPSE

a) SrediSnja jednadZba elipse

Uzmemo li takav koordinatni sustav da se os X podudara sa veli-
kom osi elipse 2a, a os Y sa malom osi 2b (sl. 100), dobit éemo prema (40)
i (8) jednadzbu koja vrijedi za svaku ta¢ku elipse T (z, y):

Vc+er+32+ Je—=°F + 5 = 2a.

Ako drugi él:a:u} lijeve strane prenesemo na desnu stranu, kvadri-
ramo tako dobiveni izraz i uredimo, ponovno kvadriramo i uvrstimo for-
mulu (41), dobit ¢emo:

Bx?+ayt=a2p? (45)
- To je sredi$nja ili osna jednadzba elipse, koju mo-
zemo takoder pisati i u drugim oblicima:
1) Podijelimo li jednadibu (45) s ab?, dobijemo:
x2 a8
— ==,
3 (45a)

A -60) a

Sl 100

2) Rijesimo li jednadzbu (45) po y, dobit ¢ = ’
elipse u eksplicitnom obliku: o ¢emo sredidnju jednadzbu

Vi

hlq-

£ (45b)
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Primjer:
Treba izrad

4zt gyt = 25!
4x?
25

li: o

2525

4

Iz usporedenja dobivenog izra

unati osi, linearni i numeritki ekscent

4xt + Oyt =25/:25

5
25; a_—-—2—=2,5

ricitet i parametar elipse

za s jednadZbom (45a) slijedi:
2a=75.

Prema (41):

Prema (42): 1,86

Prema (44):

Poseban sluéaj:
Ako je b>a,

lezenaosi Y,

a*

P=—b'-

Primier. o 56/

& 9
- — =1
2759
a=2; b=3
c=Ja—d=)5=224
2,24
:=__—=0,5
quH
Py = L3
- op = 2,67
(vidi sl. 101)

tj. ako je velika poluos elipse b, a mala a,

[
pajee=Vbt—a’e="">

7ari§ta elipse

v

SL 101
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b) Vrina jednadiba elipse

SL 102

Izvrsimo li translacij
. : ; ju koordin Y
elipsa ima jednadzbu oblika (45): il bt e

b*x’? + gf y'? = g2 p?

u polozaj X OY tako. da i ;
; e , da ishodiste k i
vrfh Ellps? (vidi sl. 102) bit ce x'=xtio_rdmatn?g sustava dode u lijevi
prima oblik: 2, a y =y, te jednadiba elipse
b?(x —a)? + a?y? = g? pe
ili: :
b*r*—2btaz + bt
i T+ a b!‘-r*a!yz:azbgl:az
14
»= 2—5— X —-_bfxl
a P
a kako je prema (44)
poluparametar =£’i :
P =—-, dobivamo:

y!=2px__..f_ 2.
g (46)

To je vrina jednadiba elipse
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o) Jednadiba elipse kojoj je srediite u tacki S (p, q), a osi su usporedne

s Kkoordinatnim osima

Y g
b
a a x?
§
b
q
[
|
|
| X
o e
51103

Izvréimo li translaciju elipse duZ osi X za duzinu p, a isto tako i duz
a elipse s obzirom na koordinatni

osi Y za duzinu g, glasit ée jednadzb

é.ustav Xs8sY %;— +yT: — 1, a s obzirom na koordinatni sustav XOY
[vidi formule (5a) i sl. 1031:
e =
& - L — 9" _ @7
ili: b2(x—p)P +at(y— q)t =a®b? (47a)
Tu su a i b poluosi elipse,a pig koordinate njena sredista S.
Izvedemo li operacije naznaene u formuli (47a), dobit ¢emo:
bex? + a2yt —2bpxr—2aiqy + (b%p* + a%q® —a?b?) =0,
a ako oznadimo:
b2=A
at=C
—btp=D
—aq=E
b2p? + a?q? — albt=F
primit ¢e jednadzba elipse prikazane na sl. 103 oblik:
A+ Cy?+2Dx+2Ey+ F=0.

15 B. Apsen: Repetitori] elementarne matematike
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Ima li, dakle, jednadzba dru
dotuje gore prikaza

g0g stepena u z j y oblik (48), ona
takoder § 12, 2).

nu elipsu, ako su koeficijenti

Sl 104
Primjer:

Treba narisati elipsu:

9z* + 25y — 361 + 300y + 711 =0,

Zadanu jednadzbu elipse moZemo napisati i ovako;

9 (x*—4x) + 925 W+ 12y) = — 711,
Nadopunjavanje ha potpune kvadrate izraza u zagradama daje:
9(x*—dg+ 4) + 25 (y*
ili: 9(x—2
ilj:

+12y+36)=-—711 +9'4+25-36
)2+ 25 (y + 6) =35 + 900 — 771
8 (x—2)t + Wy +62= 225/ : 225
L= Gt
25 9
Iz usporedenja s jednadfbom (47) slijedi:

SI. 104 prikazuje zadany elipsu.

B
AiC istog predznaka (VEE}

4. PRAVAC 1 ELIPSA s
: : zba e sje¢i elipsu b*x

a) Uvietoa jednacZ snice, pravac y=kz +1 n-loczieos-]icaléki F‘:JS biti tan-
Kao i kod krgzn: tackama ili je dirabl qh]etat;:a%ta. Prema tome Ce

Py =o't u‘l?vrlgrr:;ati s elipsom ?aéedpléklstava

gentom ehp}if:, _:_ 1 biti tangenta, ako rjesenja su

pravac Yy = b2z? + a2y? = a2b?

Y= kx +1

ito

Sl 105
NES :
S (kla® + ab| K*a® + b ) )
w5 1ot L b
: (b4 F kab [%2a? + b° —B)
Y= 2

EKa®+ b AL

e i, Stoga je:
imaiu diskriminantu koja je jednaka nuli g %

imaju diskr i sy Al

(49)
ili:

12 = k¥a® + b* wr+1 tangenta

j ac y=

jetna jednadibza,g da je prav
ulv.] el dn tangira elipsu
3 1pT znadi: pravac y =K -{-_I' e;{ % v Ko g
koefi 'j?ent smjera k pravca 1 odsjeca - gy
oellcl 0] | | | .

P saju daju jednadzbe (a) koordinate diralita T (%

U tom slugaju daju jec vl
s obzirom na (b) i (49) primaju 0

= a?b?, ako
bzt + a¥y? =a’b’, 3
dovoljavaju jednadzbu

ha? (49a)
=T
b‘Z
By ':T'
227
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_ Kao u sluéaju kruznice pomocu uvjetne jednadzbe (49) odreduje se
jednadzba tangente na elipsu u tim slutajevima, kad diraliite tangente
nije zadano, pri ¢emu se koordinate diraliita odreduju ili iz (49a) ili iz

sustava jednadzbi, §to ga é&ine jednadZba traZene tangente i jednadzba
zadane elipse.

b) Jednadzbe tangente i normale povuéenih u zadanoj ta¢ki elipse

Iz (49a) slijedi:

O S
a aty,
2
i ! =-b—,
Y
pri ¢emu se drugi izraz za k dobije iz prvog tako, da se u nj uvrsti
bZ
M

Uvrstenje tih izraza u jednadibu y=kx + 1 daje jednadzbu
tangente u zadanoj ta¢ki T, (z,y,) elipse b%? + a?y? = a?b?:

b2 b?
y= __sﬁ gt
ay Y1
ili: bixx, + alyy, = a%b? (50)
pri éemu je:
bix,
P i (50a)
atx,

koeficijent smjera te tangente,
Normala elipse je okomita na tangenti u diraligtu T, (zy, y,). Dakle
prema (22) i (50a) njezin ée koeficijent smjera biti:

= SN

_ble
a jednadzba normale u taéki T, (z, Y, elipse b2%® +
+ a%y® = a®b? prema (19) ée glasiti:

@’y
B, s (51)

3

V===

¢) Konstrukcija tangente u zadanoj taéki elipse
% Tangentu u zadanoj tagki T, elipse moZemo konstruirati na dva
naéina:

2
1. nain. Uvrstimo i u (50) y =0, dobit éemo z= -2, 2 to je od-

*1
sjecak na osi X, koji &ni tangenta povudena u tadki T, (xy, y,) elipse.
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i niti i iralita T,, niti mala
j i j ne ulazi niti ordinata y, diralista T, .
e lirazliz:ecd;ie‘ij?taj odsjeak isti za sva .<_:11ralx§ta'1§te api,clsge.;cé
Poluos vi Elip'se zadane velike poluosi g, da.kl_e iza lgruznicu po. udm:lk -
;t?e:ajz kruznica poseban slucaj elipsei, kojoj f‘zut ::é:ntpt? 1(131531 J:l nl 08}'
2 i i i T Zni olumjera 1. 106),
§ e 1 i kniﬁnﬂf S%ojniga tatke M i zadanog diralista

tag
ieéi e ta tangenta os X u
Ef:!l jest traZena tangenta elipse.
9. na¢in. Konstruk
j jski kut ra
raspolavlja vanjski e
SFT,M=<MT M (vidi sl, 108).

cija tangente osniva se na Ejenorn svoistvu da
dij-vektora povucenih u diraliste, tj.

b
Sl 106
Primjer: ” . « b
. i i — —-3) elipse —
Treba napisati jednadZbe tangente i normale u tatki Ty ( 3 26
- ;
L,
& at = 36; bt = 25.
Prema (50);
25-31-.1:—36 i y=3ﬁ-25;’:12
5
10x — 9y — 75 =0,
10 B trafene jednadibe
icitnom obliku: Y=g *—7% G enita
a u eksplicitn 9 9
SUP ML 2
ili: y=11llx— 8.33.
9 24)
Prema (51): y+ 3=—ﬁ(x )
a odatle: y=—089x+ 1,32 jednadiba normale
: oy=—08=z+ 132
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ili u opéem obliku:

9x 4+ 10y — 13,2 = 0.

d) JednadZbe tangenata povuéenih iz zadane tacke izvan elipse

JednadZzbe tangenata povutenih iz tatke P (0s ¥o)
b*x? + a?y® = a?b? dobiju se sliéno kao kod krusnice.

Plxg ol

Qrx'yY

Sl 107

1. naéin. Koeficijenti smjera k, i k, i odsjecei 1, i I, na osi Y trazenih
tangenata y =l + 1, i y =k + l; su rjeenja sustava jednadzbi:

Yo=kxy + 1
F= I + b7 (52)

u kome je druga jednadzba uvjetna (49),
(vidi sL 107).

2. naé¢in. Napise se jednadéba polare, koja za elipsu glasi:

a x i yp su koordinate pola P

bixyx + afy.y = ab?, (53)
pa se odreduju koordinate diralista ql

Ty, ¥) i T, (2, y,) iz sustava sto ga
¢ine jednadzbe polare i elipse: v e

bizex + a’yy = a2,
bix? + a?y? = g2p2, s

Uv‘rétenje tako odredenih koordinata diralista u jednadzbu tangente (50)
daje traZene jednadzbe tangenata.

Primjer:

Treba napisati jednadzbe tangenata

povutenih na elipsu 9x* + 25y2 = 225 iz
tacke P (3; 7,4) i odrediti koordinate dirali§ta

tih tangenata (vidi sl. 108).
1, natin. Kako je 225 =25 .9 = a*b?, slijedi a®=25; b*=g,

na elipsy

prema (52):

14= 8k +1,
P=25k+ 1.
1z prve jednadibe slijedi:
1=—3k+ 74 (a)

yvritenje u drugu jednadZbu daje:
oKt — 44,4k + 5476 =9 4 25Kk%,

ili: 16k® + 44,4k — 45,76 = 0,
ili: 4kt + 11,1k — 11,44 = 0.
je: o
e v — 11,1 & 123,21 + 183,04
W s hiees e SR
k].i aa E
— 11,1 £ 17,5
) e i
ili: ki = g
e Ky = 0,8 k; =— 8,575
= ,125.
Prema (8): I, = 5: L 18

i = je:
Uvritenje tih vrijednosti u y = kx 4+ 1 daj

y=08x+5 traietnzgi:r?afiidzbe
————— .
y = —3575x + 18,125 ?

tangenata, primje-~
ismo odredili koordinate diralifta T (f::}l:"tgﬁlé :T, (s Yo
njuj err]i:afgrimﬂe (492). U tu syrhu uvrstimo u te

za tangentu: y =08z + 5:
k =08;1=75;
gt =25 b*=19;
tangentu: y = —3575x + 18,125;
za 4
Kk =—3575; 1= 18,125;
a2 =125 =29
Dobivamo: X
za prvu tangentu: %=
9 -
yl 5 ?
143
* x D —
za drugu tangentu: 1= 759
72
= s
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T 9 143 7
Diralista tangenata: T, (—- 4 =I5 2 iar—z- .
5 29 " 145

Do istih rezultata dolazimo rjelavajuéi zajedno jednadZbu zadane elipse ; jed

nadZbe izratunatih tangenata.
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(Vidi sl. 108, na kojoj je taj primjer rijefen grafi&ki.)

2. natin:

27z + 185y = 225

Prema (ag): 927 + 25y = 295,

Iz 1. jednadibe imamo:
! (— 185y + 225 o 37y + 45
D g ;
7 ¥ ) 2?( v )

Uvritenje u drugu jednadzbu daje:

25
-éT(—- 3Ty + 45)% 4 25y = 225,

Odatle:

1369y* — 3330y + 2025 + 81y* — 1206 = 0
ili: T25y° — 1665y + 648 = 0,
Odatle:

_ 1665 + /893025 1665 + 945
1450 T 1450

72

yl=‘g’; M —

Uvrstenje u (a) daje:

143
x=—dq; Ty = —.

29

Diralifta su.dakle; T, (— 4, EJ. Ty (—113,}3)
5 29 " 145

Uvritenje koordinata diralista u jednadzbu (50) daje:

dr — Sy + 25 =0
143z + 40y — 725 =09

trazene jednadibe
tangenata,

(a)

¢) Konst

se konstruiraju tangente povucen

ukcija tangenata povuéenih iz zadane tatke izvan elipse
. primjer rijeSen grafiékj‘, prikazuje kako
e na elipsu iz zadane tacke (3, 7,4).

Slika 108 na kojoj je isti

P(3,74)

Sl. 108

3 ———1 F i iZ iari-
T ke P polumjera r= PFy i1z Z&
e L e votittima 5, i S, Spojnice Zarista
dirali§tima T, i Tp.

ukovi kruZnica povu
sta FLpolumjera r=12a sqeku se uvsuli:llx;nl:i
Fgysa gsuprotiétima sijeku elipsu u trazen

E. KONSTRUKCLIA
NI PROMJERI ELIPS

POLARE, KEONJUGIRA D MJHRA
%lezgésﬁ‘}vé‘ADANOG PARA KONJUGIRANIH P

i i vidi
P PO, koji spaja pol P (zy, y,) sa srediStem elipse O (0, 0) (
ravac PO, ) ;
sl. 107) ima prema (20) jednadzbu:

Yo (55)
= -;-‘* | |
Uzmemo li na tom praveu PO neku tadku po volji @ (&', ¥ ), glasit
&e za taj pol @ jednadZba polare g prema (53).
: bz’ + a¥y' y = a’b?
ili u eksplicitnom obliku: - 2 5
=gy Ty
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:r.i:flnl

R

a kako je tacka @ (', y') na praveu PO, bit ée prema (55)

yJ "__lo_x}
X
ili: X%
x' X0

Uvrstenje tog izraza u (b) daje:

b xg b®
T + ey
@ yo ¥
;. _— . b2
pa je koeficijent smjera polare za pol Q = — -
a"Yo

Kako se vidi iz (53), isti koeficijent smjera k ima polara za pol
P (zq, yo), tj. obje polare p i g su usporedne.

Iz toga slijedi da ée polare svih tadaka na praveu PO biti uspo-
redni pravei.

Od svih tih polara prolazi jedna i to MN — d, sredistem O elipse,
Promjeri RS =d, i MN =d, zovu se konjugirani promijeri ili
konjugirani dijametri elipse. Polare za polove R i S bit ce
tangente elipse u tim tadkama; one su kao i sve polare za ta¢ke na PO
usporedne sa d,.

Jednadzbu promjera d, imali smo veé pod (55).

Jednadibu drugog konjugiranog promjera d, dobivamo iz jednadzbe
polare (53), ako izostavimo ¢lan a’b?, jer d, prolazi ishodistem,

bixr,x + aty,y = 0. (56)
Na sli¢an nadin moze se pokaz,

i tangente elipse u krajnjim tacdkam
s promjerom d, (vidi sl 107).

Iz toga slijedi konstrukcija eli
konjugiranih promjera MNiRS.

ati da ce polare za sve polove na d,
a M i N tog promjera biti usporedne

pse iz zadanog para

5L 109
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naki broj J¢
1elograma 1 po :
le e Ny, M3 i N3, a t

olovine na temelju njihovog simetric
O elipse.

6. APOLONIY. EVI TEOREMI

. - ’ed,
o i logram, podjelimo u J
= truirali tangentni paralelc : ara-
D Senaih aijlova, npr. 4, vle polovine iedne siranice Lo P
! : ipse. Pr ;
X polovinu ogkgézﬁ;g? fﬁfei M2 i N5, M1' i N6 daju redne

: 1, 111, IV, Vi VL

tacke elipse I, I ¢ odredenih tadaka gornje

s 3 ij iz vec 2
Tacke donje polovine elipse dobl]EoSge ;,oloiaja s obzirom na srediste

Sl 110

u konjugiranih poludija-

1. Zbre) kvadratd 4va) o yelitinaijednaka zbro-

metara elipse kon_stanfngsji *4
iq kvadrata njenih polu ,
J a2+ bpt=0a+ b

i eli idi sl. 110).
p ” i aib poluosi elipse (Vi
] S iugirani poludijametri, a1
gdje su a’ i b" konjugl

ji ju dva
koji odreduj ik
§ti aralelograma, g e Db
7 P'IOStlnaolpudijametra elipse, Jkedirxlrulje, A
konjuglrana}cftnika nad poluosima KT
§tini pravo 1
je konstantna, 1. ’
a'b’ sin o' = ab.
ju dij tra uspored . o
. enta na kraju dijame 7 B ORI
e E?enge taj teorem izraziti u drugom obliku: pice st o
trom, moZ lelograma, kojemu su‘stran. collcassy e
pog para im dijametrima elipse J€ e e
: kon]ug}:::og pravokutnika, kojemu 8
§tini opl! | -
usporedne 8 osima elipse, t}: N '
L B F' G H' = pl. EFGH. (Vidi sl. 110).
pl.

na s konjugiranim dijame-
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CI

2

G;
SI, 111

Priblizna konstrukecija elj
b, sastoji se u tome da seJ lug::g?eé
Zamjenjuju lukovima krugnica
elipse. Ti lukovi se medusobno s
Postupak.

Nanafaju se s iri

5 va cetiri vrha eli g

pravokut o a elipse 4, B :

ke K. Tam:)(kc?nﬁi{acssij dijagonalom CA, na koju} SE I;Uﬁéfikfm}_mn?truu:a

zakrivljenosti ece osi elipse u tatkama O, i lew 1z tac

Zakl'i"lJJm’wstil zIazavil;g;esf]; & dﬁ.}f su 0,4 i 63E%;i§a$i3§o§;em‘$ta

0. i g roz vrhove eli : HRIEET
110 s polumjerom 0,4, a iz 0,1 O, s polurfJ?roE%%lumm SHudiilcy 2

LC.

za koju su poznate obj

_ I je poluosi a i
Zalllp_ise_u vrl_iowma A B C ipl{; {s?ls.l Itlll;
a_r;vl;eno'_.stl, koje pripadaju vrhovima
Pajaju u elipsu pomoéu krivuljara.

236

Moze se pokazati da su polumjeri zeg}zc

rivljenosti u vrhovima elipse:

0,A=0,B=—

a
5 (57)

a

03(: —_ O;D =
b
Na kraju navedimo jos formulu za ploitinu elipse:

P=abn. (572)

8. POPIS FORMULA I UPUTE ZA RIESAVANJE ZADATAKA U VEZI § ELIPSOM

Zadana elipsa ima sredidte u ishodidtu (0, 0), te

njena jednadzba glasi:
bex? + oyt = a%b?

ili: = =1
A. Zadano je diraliste T, (x5 Y1) tangente.
1. Jednadzba tangente:
b2rr, + a®yy, = a*b%
2. Jednadzba normale:
1
y-*y1=—-?(x—x1},
gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadZbe tangente iz=
ra¢unate prema 1.

B. Diraliite tangente nije zadano.

1. Jednadzba tangente:
y=kx+L
Nepoznanice ki1 odrede se
1) iz uvjetne jednadzbe:
2) iz jo§ jedne jednadzbe,
je u zadatku zadano.
9. Koordinate (zy, Y1) diralista tangente
mogu se odrediti na dva nac¢ina
1) pomocu formula,

12=1k%®+ b* 1
koju treba napisati prema onome, §ta

kat
[

ke
J’1'-“—l-=

X =

u koje se za k i1 uvrste vrijednosti izraéunate prema 1.
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9) pis ; ;
) rijeSe se zajedno jednadiba zadane elipse i jednadzb
€ tan.

p : i imi 1
1

3. JednadZba normale u diralistu (x5, ¥1)
Pty = —é(x—xl):
izraéunatgedgni g:; ;c %f:oeficijent smjera tangente, uzeti iz. jednadzbe tangente
4 JednadZba polare
bixyx + alyy = athe,
gdje su x; i y, koordinate pola,

Rijesi 1i se sustav od j g

; e jednadzbe polare i j 3 . ;

koordinate diveliia angensia iz pola 5. Dale o posiun, Kako Jo pok
- : + i na taj naéi £ Je poka-

elipsu iz zadane tacke P izvgm gfiglse?mgu odrediti jednadzbe tangenar‘sa na
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§ 10. HIPERBOLA

1. DEFINICIJA HIPERBOLE. LINEARNI I NUMERICKI EKSCENTRICITET
Hiperbola je geometrijsko mjesto tagaka, za

koje je razlika udaljenosti (razlika radija vektora

r ir) od dvije évrste tatke (zarista Fy i F,) stalna i

jednaka glavnoj ili realnoj osi hiperbole2a.

7a svaku tacku hiperbole vrijedi dakle jednadzba:

r,—1 = 24. (58)

(Vidi sl. 112).
rbole 2b zove se sporedna ili imaginarna,

Druga os hipe
ola ne sijece tu os; dugina te osi odredena je prema slici 112 izrazom:

b=V et —al.

jer hi-

perb

Odatle slijedi linearni ekscentricitet hiperbole:

e=V@T B, (59)
injen numeriéki ekscentricitet:
€ 2
5=__:_____b“+ba, (60)
a a
pri gemu je:

¢>1za hiperbolu, (61)

jer je e hipotenuza pravokutnog trokuta AOC s katetama a i b (vidi sl. 112).
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2. KONSTRUKCIJA ZARISTA HIPERBOLE I HIPERBOLE SAME, PARAMETAR
HIPERBOLE .

Iz definicije hiperbole i njezina ekscentriciteta slijedi konstrukeija
fokusa i krivulje same iz zadanih osi hiperbole 22 i 2 b,

8L 112

U pravokutnom je trokutu 40C po Pitagorinu poucku hipotenuza
AC=Va®+ b? a to je e prema (59). Uzmemo li, dakle, u $estilo duZinu
AC =, pa nanesemo li je nadesno i nalijevo od tagke O, dobit ¢emo oba
Zarista hiperbole F, i F, (vidi sl. 112).

Kako za svaku ta¢ku hiperbole vrijedi jednakost r, — 7, = 2a, dobit
¢emo tacke hiperbole tako da iz zarista F; i F, opi§emo lukove nekog polu-
mjera BK > 2 a i AK. Presjeciéta Ty, Ts, Ty i T, tih lukova su tatke hiper-
bole, jer je BK —AK =, — 7, = 2a. Na isti nadin moZemo dobiti koliko
god hoéemo tadaka hiperbole. :

Polutetiva povuéena kroz zariste hiperbole F, ili F, okomito na nje-
nu glavnu os jest parametar hiperbole, ¢ija se duljina oznacuje s p (vidi
sl. 112,

Uzevsi u obzir da je u pravokutnom trokutu F, F\ D kateta F, F, =
=2e=23V a® + b? prema (59), a hipotenuza F,Dr,=p + 2, jer je za
svaku ta¢ku hiperbole Ty —ry=2a,dok je DF, =1, = p, dobivamo izraz
28 parametar p hiperbole:

jer je prema Pitagorinu poucku:

(P+2ap=p*+ @V + 02p
3
ili 4 ap +I4a2=4a2-|-4b?, odn. ap =b? pa je p= =
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3 JEDNADZBA HIPERBOLE

a) Sredi¥nja jednadzba hiperbole

atni sustav kojemu 'se osi X i ¥ podudaralx_]g&rs;
idi sl. 112), dobivamo na naéin koji je sh .
iy : bu hiperbole u obliku:

(63)

S obzirom na k{l)}otl'di?
i 2¢ i 2b hiperbole (vidl SL i
gsr':;ﬂr:e kc:ad elipse sredisnju jednadi

bt 2 — a? y* = a2 b

ili:
2o (63a)

- SL 13

ili u eksplicitnom obliku:

Y ¥ 63b
y:.-i—b— Iz—'ﬂﬂ ( }

a
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Ima li jednadzba hiperbole oblik:

22
— ==,
ot | e : (6¢)
tada je a njena sporedna, abglavna poluos (vidi sl. 113).
Hiperbole:

P A g

——2—'—-—— = 1 SR e —y— =]

a b? a? b2

zovu se konjugirane,

_ P_oseban sluéaj. Istostrana h
kim Osima zove se istostrana, Uvrs
b=a, dobit é¢emo jednadZbu isto

i‘perl_aola. Hiperbola s jedna-
timo li, dakle, u jednadsby (63a)
strane hiperbole:

%2 ya
P i
ili: a3
e y? = g2
ili za: a=1
—_—r =
. =y 2 —yt=1, (65a)
Pazi! Sredi¥nja jednadsba kruznice polumjera r =1 glasi:
4yt =1,
Y Yy
b
B D' r
s T ¥
b
SL 114

b) Vrina jednadiba hiperbole

Izvr§imo i translaciju koordinatnog sustava X'0'y"”

§ obzirom na koji hiperbola ima jednadsbu b2z’ (vidi sl. 114),

—a%" = g2 u polo-
242

ava dode u desni vrh hiper-

: XOY tako, da ishodiste koordinatnog sust

j i i idi § 9, 3,b) i s obzi-
i i nadin koji je opisan kod elipse (vidi § , 3,
hoﬁ’niogir:ﬁﬁu(&a} vrinu jednadZbu hiperbole:
1o
2 (66)
Y=2pxr+ %
4. PRAVAC I HIPERBOLA
a) Asimptote hiperbole i njihova konstrukcija FEe
i imo koordinate pr
Do asimptota hiperbole dolazimo tako da potraZim e

eciita pravea Yy = K&, koji prolazi ishodi&tem, s hiperbolom
i a?b®, ti. rijeSimo sustav jednadzbi:

bext — a?yﬂ = a?b?.

bivamo:
Dobiv s ok

= e

= ijece
ij __k2q2> 0, pravac y = kx Sie
je i d korijenom b* _ka , P _ S
i o Jedlzf:ztaf)éie koje} leze simetri¢no s ot{zmomlnanéslg?éles‘ s
E;pﬂigé;l(u 0 ‘or:ui y su imaginarni, pa pravac hiperbolu
osobito zanima sluéaj kad je: >
b2 — Kk2a?2=0
: S tade
Tada je x=+® iy==%> tj. pravac ima s hiperbolom dvije zaje
ada je x= £ =
nicke tadke u beskonaénosti.

1z (a) slijedi:

P (67)

T a
; s &

Uvrstimo 1i taj izraz za koeficijent smjera k U jednadZbu pravc
y= kxvgobit éemo jednadzbe dvaju pravaca:

3y
T e (68)

= ——X

¥ a

i j 67
T jednadZzbe asimptota hlperbole,a]ednadéba( )
o su :
daje njihove koeficijente smjera.
243
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Na¢inimo i i =
razl i i
iku izmedu ordinate asimptote y . i
= — ET pp
i Pri~

padne ordi i
Inate hiperbole y, = 2 Vyt—a? |t
= I to tako da nadinimo raz.

liku kvadrata tih 5
tlh edn d:Zb' &
= (s —1) (o - 1 doir e L vzmemo I u obu ;
Ya T y»), dobit ¢emo za tacke Drveg oli)‘fali'lrgsta.]e yh — Yy =
1Z .
52 raz:
koji kazuje da j ; Ya + Y
kad nazivnik Je+r32hka Yo — Y4 uvijek pozitivna i
= , e aid § g
uvijek ispod agimptzieraite-’ a to znaci da pmrmitrlanial Iﬂ?{dij 1 tezi k nulj
beskonaénosti, Asim 0Joj se priblizava sve vige i perbole lez
- Aslmptote su dakle tangel-nvtise’ pa je dira y
€ na hiper-

b S k o al . ] -
bolu u 2 naEIlO d eko] taékl Dl’? Sll{‘iillh Zakl ]Iéi}ka !ii)
lazu]lo promatra |u{:1 Od.ll()s aslrﬂpt{)ta 1 h.lpel bole u druglm kvad.ra!ltll'n
a.

Ya—Yh=

Sl 115

fgo:l = —
a
gay,=1tg (1800__“1)2‘—@{{:1:__ b
a

atos ici
U préma (67) koeficijenti smjera asimptota
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Primjedba 1.
rbole rige se tako da se u kutove asimptota kon-
oruéno urifu obje grane krivulje.

PribliZna slika hipe
én prost

struiranih na gore opisan na

Primjedba 2.
trokuta OAA, (vidi sl. 115) slijedi: 04, = Va2 b
Drugim rijefima, poludijagonala pravokutnika jed-
centricitetu hiperbole. Odatle slijedi konstruk-
hiperbole, koja je prikazana na slici 115.

Iz pravokutnog
a to je e prema (59).
naka je linearnom eks
cija zarista FyiF,

Primjedba 3.
7a istostranu hiperbolu pravokutnik predoden na slici 115 prima
oblik kvadrata, jer je b=2¢, a jednadzbe asimptota istostrane hiperbole
=ziy=—=z Tosu raspolovnice kvadranata koordi-

prema (68) glase: ¥
natnog sustava.

Primjer:
i i numeritki ekscentricitet 1 parametar hiperbole
koje asimptote

Treba izrafunati osi, linearn
9xt — 4y* = 9, napisati jednadZbe njenih asimptota 1 izrafunatl kutove

zatvaraju s osi + X.
oxt—4yt=9/:9

4
e (e |
X 9_)"
x! yl
iliz o=y}
4
at=1; a=1; 2a=2

odatle:

9 Lf 13 3,61
: = 14 =t —=—=1 80.
Prema (59): ¢ + % 3 > 5
1,80
Prema (B0): &= = =180 (>0
9
- 4 < 9 i 2 9
Prema (62): #p= I =TI P 5
Prema (68) dobivamo jednadZbe asimptota:
3 3
i 1I. B )
L y=g= ¥ Nl



Koefioi
oeficijent smjera asimptote I:

3
g [ R
> L5
log tga; = 0,17609 = 10,17608 — 10
a; = 56°18' 35"
s ws '
Koeficljent smjera asimptote II:
tg& L — ___2 =
5 F B 1,5

ay = 180° — @, =
@ = 180° — 56° 18" 35" = 1239 41’ 25+

b) Jednadzbe tangente,

hiperbole normale i polare,

povuéenih u zadanoj tacki
Na natin koji j i -

J1 Je opisan kod kruznice i elipse dobi
1) uvjetna jednadsba: =

2= g — b’,
(69)

; jent smj i

a taj pravac bude Jera k i odsjed

A ] tan . J ak 1 na osi
diralista tangente odre dgeezé:aizhgz?ucﬁ b — a!;; ;Z

kojoj moraj

u ; :
i L dovland ket
= a*b® a koordinate

Xy = -_'_‘Ez_ﬂ
]
2
y1=—“7; (69a)

2) jednadzba

tange
2 nte PR
b¥at—aty? =gt p2 4 tacky T,

(-'I-'],) yl,l hiperb()le

e bixx, —
ili u eksplicitnom obliky: Ty — a*yy; = q?h? i
: 0}

b2, b2

V=N

aty, »

pa je: B ble

koeficij
ag_'y icijent s .
1 mjera tangente; (71)

3} jed v
Perbolje.nadea normale ¥
3 U Istoj tadki T, (x )
1 (#y, yy) hi-
y—gy =N
= b x (I——xl)’
: (72)
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gdje su Lo i y, koordinate pola P.

4) jednadZba polare.
(73)

btx,x— @ Yoy = a* b%,

Usporedimo 1i jednadzbe koje smo napisali za hiperbolu s pripad-
nim jednadzbama elipse, opaZamo da se te jednadzbe razlikuju samo u
predznaku jednog €lana. -

i ta¢ki hiperbole

RKonstrukeija tangente u zadanoj tagki T, hiperbole osniva se na nje-
nom svojstvu da raspolavlja nutarnji kut, koji éine ra-
dij-vektori povucteni u diraligte. (Vidi dalje primjer

1. i sl. 116, na kojoj je prikazana

c) Konstrukcija tangente u zadano

konstrukeija tangente).

d) Jednadzbe tangenata povudenih iz zadane tacke izvan hiperbole

Kao i kod elipse, jednadzbe tang
b2 z2 — g 42 = a? b? iz zadane tatke P (xy,
i to pomocu uvjetne jednadzbe ili po

enata povucenih na hiperbolu
1Y,) MoZemo napisati na dva na-
¢ina, moéu jednadzbe polare.

(Vidi dalje primjer 2. i sl 117, na kojoj je takoder prikazana kon-

strukcija tih tangenata).

Primjer 1:

pba napisati jednadibe tangente i normale povulene na hiperbolu

Tre

20
25t — gyt =225 u tatki T (5, -—-?) hiperbole (s1. 116).

252t — gyt = 225.

Kako je 25 - 9 = 225, slijedi s obzirom na (63)

b = 25; a? =9

Prema (70):

20
25:5%+ ¥ = 225[:5

95 + 12y —45 = 0
25 45 traZene
li: == ﬁx+ - jednadZbe
. L tangente.

o = 00 Y 51
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Primjer 2.
Treba napisati jednadZbe tangenata povutenih na hiperbolu =*—y* =§4 iz

28
‘tatke P (12, —,_,‘*) i odrediti koordinate diralista tih tangenata (vidi sl 110!

oyt =64/: 64

g 2
64 64
= b= ]/EI= 8 — istostrana hiperbola
1. nadin:
Tangenta ¥ = kx +1 prolazi tatkom P, dakle:
28
Z=1nk+]
3
g prema (68):
12 = B4k — B4,

1z tog sustava jednadZbi odredimo k i1
1z 1. jednadZbe slijedi:

8

Uvritenje u 2. jednadZbu daje:

784
144K — 224K + 5 = G4k — 64

| ili:
il
| 1360
| Prema (72): 80kt — 224k + __,9__ —0]: 80
20 9:
yt—= 20 14 1
3= e 9 Bk =0
= BT 7 @ 17
ETET Odatle: gt e M
3 25x 5 1,2 3 25 9
ili;
12 B
y=z—sx.._i3_5 kns_?':k],#m 725
o N g 15
ili: —_—tr U -
3 trafene. i T T T
(Vidi 82 5y —680 = 0. pedsie i 1
idi sl. 116, u kojoj je isti ori t ==5- ='?
joj je isti primjer rijeSen graficki) o k]
248
32 64
Prema (a): = =5 I = -5
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Uvritenje u Yy=kx+1 daje:

D 32
PEIFT
traZene jednadZbe
17 64 tangenata,
T AT

ili u implicitnom obliku:

S5x— 3y—32=20

17Tx— 15y —64 = 0,

Koordinate dirali$ta T, (T, y4) i Ty (x5, y,) tangenata dobivamo po-
mocu formula (69a). U tu svrhu uvrstimo:

17 64
za tangentu t¢,: ky =_I_§, L =-_1_5.,

a® = 64, b?=64:

za tangentu t,: hy=—, | =f--3?2-,
a? = 64, b?= 64
Dobivamo:
za tangentu ¢,: x =17, Yy, = 15;
za tangentu ¢,: T, = 10, Yy = 6.

Dirali$ta tangenata: T, (17,15) i T, (10,8).

(Vidi sl. 117 na kojoj je taj primjer prikazan grafidki.,

2. nagin,

Napisa\_réi prema (73) jednadibuy polare, dobivamo sustay jednadzbi
za odredivanje koordinata diralista:

2 —yr =104

64-12x——64'—23§ y =64- 64
ili:
x*— = 64

12x—-2';—8 Yy = 64,

250

1z 2. jednadzbe slijedi:
) 7 16
x=—y+—>

9 3
5 uvritenjeu 1. jednadzbu daje:

49 224 256 y2 = 64

— P —y+—
R
224 320 (8T
. —Ey“+—— et 32
ili: 81 217 9

y2_21y+90=0-

1£]

b
s1, 117
S 21 41
2
M= U N 4
21 9
Y2 = _-2_ = ?
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Dakle su dirali§ta tangenata: T, (17, 15) i T, (10, 6).

Uvritenje koordinata diralifta i a? =b? =264 u formulu (70) -
64 17x—64-15y==064.64
64 - 10x—64 - 6y=064-64

ili: 17Tx—15y—64=0 ... ¢ G e ol
S5xr— 3y—32=0...1¢ tangenata.

(Vidi sl 117.)

e) Konstrukcija tangenata povudenih iz taéke izvan hiperbole

Slika 117, na kojoj je primjer 2 rijeSen grafiki, prikazuje tu kon-
strukeiju.

Lukovi kruznica povuéenih iz P polumjerom r = PF, i iz Zariita F,
polumjerom r = 2 a sijeku se u suprotidtima S; i S,. Spojnice Zarita F,
sa suprotistima sijeku hiperbolu u diraliStima T, i T, traZenih tangenata.

5. JEDNADZBA ISTOSTRANE HIPERBOLE S OBZIROM NA KOORDINATNI
SUSTAY, CIJE SE OSI PODUDARAJU S ASIMPTOTAMA HIPERBOLE

Jednadzba istostrane hiperbole s obzirom na koordinatni sustav
X' OY' prema (65) glasi:
't — 't =gl (a)
Okrenimo koordinatni sustav X'OY’ oko ishodiita O za kut a« = 45°
u poloZaj X OY, tj. tako da se koordinatne osi poklope s asimptotama

hiperbole (vidi sl. 118).
Prema (6) imamo tada:
x' =z cos (—45°) — y - sin (— 459 =~VT?(I Ty
Yy =x sin (—45% + y - cos (— 45%) =—V2—7(~—z: + )
Uvrstimo u (a):
1 1
— -+ L D T — 42
2(r y) 2( ztyf=da

Odatle dobivamo trazenu jednadzbu hiperbole:

a?
Xy = —
ili: 2
- @ 1 (74)
I=gy
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U VEZI
OPIS FORMULA I UPUTE ZA RIESAVANJE ZADATAKA
P
s‘;'.r'll'ﬂ'ERB()L(}M | "
d hiperbola ima sredidte u ishodistu (0, 0),
Zadana

te njena jednadzba glasi:

i ili: -

81 118

te
A Zadano je diralidte Ty (x,,yy) tangen

1. JednadZba tangente: .
brx; — YY1 = a®b®.

2 Jednadiba normale:

1
y—h=— —k—(x—ri}.

iz j sbe tangente
gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet 1z jednadZ

zradunate prema 1.
je zadano

i te ni
B. Diraliste tangen y=kx+1.

1. JednadZba tangente:

Nepoznanice k i1 odrede s€
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;; iz uvjetne jednadtbe: B =jgtgrt__p2 4

iz jo¥ jedne jedn j

£ Jod Jede zfa danf.iébe’ koju treba napisati prema onome tq 4
e

. 2. Koordinate
(x4, di i
mogu se odreditinazdg;)naélirfaahgta “Ragante

1) pomoéu formula:

u koj i ij
je se za k i | uvrste vrijednosti izradunate prema 1

2) rijeSe se zajedno j 3
jednadZba zad i e

dane tangente i ane hiperbole i jednadib

s el e 0.1zraﬁu.nate prema 1. Kontrola raéuna:zdizk?:

3. J
ednadzZba normale u diralidtu Ty (zy, ¥y);
1r 1/
1
y—u=—-—lc—az)
gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadibe tangent
ngente

izradunate prema 1.

<

4. Jednadiba polare:
bz — alyy = a?b?,

C. Jednadzbe asimptota:
i

J = x; Y = ——x,
|
a I
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1. DEFINICUJA I KO

I NUMERICKI EKSCENTRICITET
geometrijsko m j

arista, (fokusa) jed-

i; Parabola je
d ¢vrste tatke, 2
od &vrstog Ppr
e slijedi njena kons
p[2 i uzmemo li da Je F

je udaljenost o

haka udaljenosti

Iz definicije parabol
X duzine OF =OR=

¢ R,RR,, koji je
bole ishodiite

Nanesemo li na os

3aridte parabole, a prava
bit ée prema definicifi para

h
Ry

[ § 1. PARABOLA
NSTRUKCIJA PARABOLE. NJEN PARAMETAR

esto taéaka, za koje

aveca — ravnalice.
trukcija. (Vidi sk 119).

okomit na os X, njena ravnalica,

O jedna tatka parabole.

*
e e e e =

Re

Ay

SL 118




Zamijenimo 1i u jednadzbama (76) i (76b) x say, a y sa =, dobit L
4 ;jednadib‘-‘ parabola:

Nanesemo li na okomicu povu¢enu na os X kroz Zaridte F duing ]
= '1- ='__x=3
1) @*=2py W Y=3 »

FA, = FA, = p, dobit éemo jos dvije tatke A, i 4, parabole, jer je Premg
slici 119: FA; = AIA 1 =FR = P, i FA2 == ASAIZ = FR = . Ostale ta&ke

koja je otvorena prema gore,

pargbole dobit ¢emo tako da os X sijetemo okomicama K, K, K, itq i
pa iz fokusa F, kao sredista, sijedemo te okomice kruznim lukovima fr'olu.: — iy =— 1 x?, koja je otvorena prema dolje.
mjemliRK’NRIfn RK,. . ., koji su jednaki udaljenostima tih okomica od : 9) at=——4py 2
ravnalice. Na taj naéin moZemo dobiti koliko god Zelimo tadaka parabole - tra p= 2.
. : . : : : rabole poluparame
Duzina 2p tetive koja je povudena kroz Zariste F okomito na og Slika 120 prikazuje sve cetirl pa P

parabole (os X) zove se parametar parabole, koji je takoder jed-
nak getverostrukoj udaljenosti Zarista od vrha parabole.

Parabola nema sredista, pa se za numeriéki ekscentritet
uzima omjer ordinate parabole u Zariftu, tj. poluparametra p, i udaljenosti
p ZariSta od ravnalice:

L= B 1 za parabolu. (75)

?

2. VRSNA JEDNADZBA PARABOLE

Iz svojstava parabole slijedi za koju god tatku T (z, y) te krivulje:
Fri=g.4 I h
a kako na sl. 119 vidimo da je FT hipotenuza pravokutnog A FT'T, dok
je TA=TR= 12 + x, dobivamo:

e

L P p

y’+:r2-—~pa:-:.- y =—4—+p;z:+.:cg S1. 120
ili: y¥=2pz (76) 3. PRAVAC 1 PARABOLA .
To je vrdna jednadZba parabole, koju mofemo pisati i ' i polare, povucenih u zadanoj
e i j p , koju moZemo pisati i a) Jegl;;adihe ;ﬁfegeme, normale i po: P
¢ki para
y=*V2px (76a) tacki pa _ od kruznice i elipse dobiva se
‘ Iz slike 119 vidi se priblizna konstrukcija parabole kojoj je zadana _ Na nacin koji je opisan k e
]ednadzba.y’=2p_:c. Na os X nanese se p/2, pa se dobije Zarite F, u F tetna jednadibai
se kqnstrux'rq okomica na os X na koje se nanesu gore i dolje polupara- 1) uvj 9%kl @
metri p. Vidi takoder sl 120, na kojoj su konstruirane parabole kojima B = ’ ] ; ! na osi Y prav-
je2p=4 paje p=21 p2=1 Koioj moraju zadovoljavati koeficijent smjera ki ggfgeé?i znp x, a koordi-
Ako je parabola otvorena prema lijevo, ona ima jednadzbu c:];]j Jex -+ 1, da taj pravac bude tangenta 11’5{“‘ y
il i (76b) nate diralidta tangente odreduju se iz formula:
ili:
y=il-"—2p;rj xl——'Lk
jer za y dobivamo realne vrijednosti, pa dakle i tacke parabole, kad je @8
1zraz pod korijenom pozitivan, a to je moguée samo za negativne =191
vrijednosti x. o
251

e
17 B. Apsen: Hepetitorlj elementarne matematike
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2) jednadzba tangente u taéki Ty (=m0 %) Parabgj,
yir_sz'.

Y91 = p(x + z) (78)
ili u eksplicitnom obliku:

T P
M Ji !

pa je:

k=2 koeficijent smjera te tangente. (79)
BT

3) jednadZba normale uistoj tadki T, (2, ;) para-
bole:

y—y1=~% (x—z). (80)

4) jednadZba polare:

YW =p( + x), (81)
gdje su x, i y, koordinate pola P. (Vidi dalje sl. 122.)

b) Konstrukcija tangente u zadanoj tacki parabole

Konstrukcija tangente na paraboly u zadanoj tacki T, krivulje osniva

~"8€ Na njenom svojstvu da je kut, koji zatvaraju u diralisty tangenta i radij-

-vektor, jednak kutu izmedu radij-vektora i pravca povuéenog kroz
diraliSte usporedno s osi X. (Vidi dalje primjer 1 i sl. 121)

¢) Jednadibe tangenata povuéenih iz zadane tacke izvan parabole

Jednadzbe tangenata povucenih iz zadane tadke P (xg, ¥y) mozemo
opet napisati na dva naéina i to pomocu uvjetne jednadsbe ili pomocu jed-
nadzbe polare, (Vidi dalje primjer 2 i s]. 122, na kojoj je takoder prikazana
konstrukeija tih tangenata).

Primjer 1.

Treba napisati jednadzbe tangente | normale bavutenih na paraboly =6z
u tadki T, apscise x; = 3,5 { ordinate ¥ > 0. (SI. 121)

?
V=6z y=2px; 2p=¢; =8 =15

¥ =35, dakle v, =+ V6.2, =+ 5" 35 =t )21 = +458; y, = + 458,
T, (3,5:4,58),
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Prema (78): "
datl 3x —4,58y +1056=10 trazene jed?:d-zbe
Odatle: tangente.
ili: =066z + 229, "
80):
R y—4,58 = — 4’;’8 (x —3,5).

Ddatle:

traene jednadibe

+ 3y —29,717 =0
ik Y normale.

= —1,53x + 9,92,
e e ]

ili

(Slika 121 prikazuje grafi¢ko rjefenje toga primjera.)

P (—4, 2) i odrediti koor

a prema (17):

Sl 121

Primjer 2.

Treba napisati jedina*-e jiralista tih tangenata (sl. 122).
5

Yt =5z; Y= 2px; P"f'

1. nadin. .
Tangenta y = kx +1 prolazi tatkom P, dakle:
2= —dk+1
.5_. =2kl
2

Iz toga sustava ratunamo
kil

B iz tatke
dnadzbe tangenata povulenih na parabolu y* = 5x
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Iz 1. jednadZbe slijedi:

I =2+ 4k, ‘a)
a uvritenje u 2. jednadZbu daje:

. odatle: V=2t VET D
5 =2k@+4k) I' i1 Y =21 4,90
1 5 | 11i: Ui =600 1= —380.
ili: B +? k—ﬁ = (), a prema (a): x, = 9,52; x, =168
odatle: Dakle su diralifta tangenata Ty (9,52; 6,90) i T,(1,68; —2,80).
o 1, 5
hus—ga haatr
i: kg = == :: V'@
Odatle:
k, = 0,3624 = 0,36, k, = —0,8624 =— 0,86
Prema (a):

L =3,4406 = 345 [, = 14406 = — 145,
Uvritenje u y = kx + 1 daje: '
y= 036z+ 345

traZene jednadibe
tangenata.

Koordinate dirali§ta T, (z,,y,) i T,

(198) {(=n ;) tangenata dobivamo pomoéu formula
a):

3,4496
0,3624
Y1 = 2-3,4496 = 6,90;

za tangentu t,: X = 9,52

za tangentu t,: X = ——— = |68

Vs = —2. 14486 = — 2,60,
Diralifta tangenata:

T, (8,52; 6,90)

T, (1,68; —2,80).
(Vidi sl. 122 na kojoj je taj primjer prikazan graficki.)
2. naédin.

Prema (76) i (81) dobivamo dvi

: je jednadibe za odredivanje koordinata dira-
likta thzeasts. e redivanje koordinata di

¥ =5z
5
2y = -z—fx—4)
V= 5z
4y = 5 —20, (a)
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Uvrstenje prve jednad¥be u drugu daje:
Pt —4y—20=0.

Sl 122

5
Uvritenje koordinata diralidta i p = = u for

tangenata:
g 8,90y = -—;— {x + 9.52)

— 2,90y = —;- (x -+ 1,68)

y= 036z +345
y= OS63 T o

y= —886x—145
.

(Vidi sl. 122)

mulu (78) daje trafene jednadibe
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d) Konstrukeija tangenata povuéenih iz tacke izvan parabole

Slika 122, na kojoj je primjer 2. rijefen grafidki, prikazuje tu kon.
strukeiju.

Luk kruznice koja je opisana iz P, a ide ZariStem F, sijede ravnaliey
R parabole u suprotistima S; i S,. Pravei kroz S 1 S, usporedni s ogj
X sijeku parabolu u dirali¥tima T, i T, trazenih tangenata,

e) Dijametri parabole. Konstrukecija parabole kojoj su zadani dijametar
i jedna polara

Iz jednadZbe polare (81): YYo= p (x + x) vidimo da njen koeficijent
smjera k = -}?— ne ovisi o apscisi pola x,, ve¢ samo o ordinati Yo 1z toga
(]

slijedi da polovima, koji leZe na pravcu usporednom s osi parabole, odgo-
varaju usporedne polare. Taj pravac zove se dijametar parabole
(sl. 123). Dijametar raspolavlja tetive parabole koje su povuéene uspo-
redno s tangentom, odnosno polarom.

difametar

o

77/

8l 123

S 124 prikazuje konstrukciju parabole kojoj su za-
dani dijametar i jedna polarsg.

f) Konstrukcija parabole pomocu tangenata
Sl 125 prikazuje najjednostavniji nadin konstrukeije parabole.
Istodobno s odredivanjem tadaka parabole na nagin koji je opisan
u 1. poglavlju ovog §-a, odreduju se sjeciita tangenata s osi parabole, pa

262

o @ . le
dobivaju i sjecita norma
i arabolu, a usput se
dakle i tangente na p

s tom osi.

g) Plodtina parabole

Prema SL 119 3 4

dyametar

sl 124

TAKA U VEZI
POPIS FORMULA I UPUTE ZA RIESAVANJE ZADA
4.

8 PARABOLOM tu (0, 0), te njena

i i§
Zadana parabola ima vrh u ishodi

jednadzba glasi: 2 = 2pz.

te
A. Zadano je diraliste Ty (x, yy) tangen

1, JednadZba tangente:
yyir-p(z-i—x,)
9. Jednadzba normale:
|
= =—;Ex——xﬂ,

263



264

gdje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednad?be tangente
izra¢unate prema 1.
B. Diraliste tangente nije zadano.

l.Jednadzba tangente: y=ka+ 1
Nepoznanice k i [ odreduju se

1) iz uvjetne jedandzbe:

2) iz jo¥ jedne jednadzbe, ko
$to je u zadatku zadano,

p= 2kl i
ju treba napisati prema onome

2. Koordinate diralista (z;,

;) tangente mogu se od-
rediti na dva naéina:

1) pomoéu formula:
X ‘—-—k-
N =21
u koje se za k i I uvrste vrijednosti izradunate prema 1.

2) rijeSe se zajedno jednadzba zadane

parabole i jednadzba tan-
gente izradunate prema 1.

Kontrola ra¢una; diskriminanta D=0.

3. Jednad#ba normale u diralistu (z,, Yy):
|
g2 % (

- ; ¢
dje je k koeficijent smjera tangente, uzet iz jednadzbe izratunate
gd)
prema 1.

C. JednadZba polare

YYo= p (T T+ Zo):
gdje su xy i Yo koordinate pola.

G biiu
iiesi 1i se sustav od jednadibe polare i 3edn'aditée pa;:;\;zlei{ :}gﬂ uj 4

Rl]e‘ ; 1:1 diralita tangenata iz pola P. Dal_]q 'sdp:dibe iR

o koordma; A, pa se i na taj natin mogu odrediti jedn

ggk;::;.lgol‘:\oiz zadane tatke P izvan parabole.
S i0j je os simetrije os X, otvorena
| par;}l;:l;le ylr;:a.r_a‘t‘:':lcglzs:F -_z;k’uijj—J 2px otvorena prema 1ij je\:-;:

e 3 o bola 2 = 2py, kojoj je os simetrije os Yll ptvo‘??alisis];la. iy
5 d%cle‘!epa;?'abola x® = — 2py otvorena prema d : . g ]:}der e

g e

A Il:tsljofc;u Jprilzl'na,zam&' parabole y* = 4x i ¥° = 4,

na

=4y i2=—4%.

\

,y_,.-,f._zp {x—m)

Y

(y-ni’=2p(x-m)

X
SL 126
i yt=— odnosno pa-
Izvréimo li translaciju parabola y:=2px i ¥* 2px,

Iabo}a Iz == 2py 1 35 = —‘2py‘ za duiulu m dui os1 X 12za dumu n dui
1 ‘t é ed d be £ h arabola s Dberom 1 .
[o}:31 Y glaSI [ .| na 2 i P T b 1 na fOII:lu e 53)‘
’

(y__ﬂ)l..—_-z-p(r—m] i (y—ﬂ)’z—?-?(ﬂ-‘—m) (a)



odnosno;

(F—mP=2p(y—n) i (x—mPP=—2p@y—n) (b)
Vidi sl. 126 i 127.

05 simetrife

(x-m)*=2p(y-n)

(x=m)*==2p(y-r)

SL 127
Prikazemo li jednadzbe parabola ¥—nP=2@—mi(x—m?=
=2p(y—n)
u obliku: Y'—2ny —2px + (n* + 2pm) =0
odnosno: ¥ —2mx — 2py + (m? + 2pn) =0

I ozna¢imo li koeficijente od x s 2D, koeficijente od y s 2E, a slobodne ¢la-
nove s F, glasit ¢e jednadzbe parabola:

y*+ 2By + 2Dz + F=0 (c)
ndnosno:
x* + 2Dz + 2By + F =0 (d)
U jednadzbu (c) ne ulazi élan sa x* pa je mozemo prikazati u obliku
(a), dok u jednadzbu (d) ne ulazi élan sa ¥*, pa je moZemo prikazati u obliku

(b). Iz toga slijedi: jednadzba (c) predotuje parabolu kojoj je os simetrije
usporedna s osi X, a otvorena je prema desno, odnosno prema lijevo, dok
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:adnadzba (d) predotuje parabolu kojoj je os simetrije okomita na os
aeotnvorena je prema gore, 0dnosno prema dolje.

Primjeri:

1. Konstruiraj parabolu
v+ eyt +1=0
(y*+6y+9=—4r—1+9
(y+3)r=—4(x—2)

?
vEe—3); 2p=4 p=2 o L

r__y

P
\Of..?x
|
|

Vidi sl. 128.

S1 128
2. Konstruiraj parabolu
2+ 2x—6y+13=0
(+2r+1)=6y—13+1
(x+1)2=6(y—2)
3'1-15
V(=12 2p=6; p=3; 3 W3

Vidi sl. 129, o
3. Odredi jednadzbu parabole kojoj je vth V (—2, —3), a pr

i — 4, — 4), pa je konstruiraj.
taéka??kﬁof:?i’i;ag lzagiénih4¥aéak3: 1;ratrabcle slijedi da je os parabole oko-

mita na os X, pa jednadzba parabole glasi:
(z+2t=2p (y +3)
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| : S1. 129
l Da bismo odredili
| B(—4,—4 dili 2 p, uvrstimo koordi
‘| ) u gornju jednadsbu, Dobivamor;mte tatke A (0, — 4) ilj
odatle je: (O PR (4 3)
|| | 2 p= 4
pa jednadzba zadan " i
e e s e wes ol R e
prikazuje tu parabolu. w+3

A(0~4)

NITO O KRIVULJAMA DRUGOG REDA

§ 12. OPCE
ILI PRESJECIMA STOSCA

1, PRESJECI STOSCA

Sijetemo li plait stosca ravninama R, koje ne prolaze vrhom sto3ca,

nastaju presjetne krivulje i to (vidi sl 131):

avnina sijete sve izvodnice
ovkama stodca,

ako r
R, je usporedna s osn

1) kruznica ili elipsa,
stosca. U sludaju kruznice ravnina
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Jer je njezin prikloni kut g, = 0. U slucaju elipse ravnina R, ima priklon;
kut By, koji je manji od priklonog kuta « izvodnica stogca.

2) parabola, ako je ravnina R, usporedna s jednom izvodnicony
stoéca. Tada je B3 = a.

3) hiperbola, ako je ravnina Ry usporedna} sa dvije izvodnice
stosca. Tada je B, = a. '

2. OPCA JEDNADZBA PRESJEKA STOSCA U PREAVOKUTNIM KOORDINATAMA
Ta jednadzba glasi:
Ax* +2Bxy + Cy* + 2Dz + 2By + F=0. (82)

Znamo vec da ta jednadzba predoéuje:

1) kruZnicu u opéem polozaju, ako je A=1 C=1i B=g
(vidi jednadzbu 28) ili ako je A=C i B=10; osim toga mora biti
D? + E? > F nakon transformiranja jednadzbe u oblik (28);

2) elipsu ili hiperbolu, koja je translacijom prenesena iz
srediSnjeg polozaja, ako je B =0, tj. ako u jednadibi (82) nema ¢lana s
Ty, pri éemu je za elipsu potrebno da su koeficijenti 4 i C istog predznaka
(vidi jednadzbu 48), a za hiperbolu protivnog.

Sadrzi li prema tome jednadzba oblika (82) i élan sa xy, ona predo-
¢uje elipsu, parabolu ili hiperbolu u opéem poloZaju (tj. uz translaciju
krivulje izvriena je i rotacija) i to:

elipsu, ako je AC—B*>)
hiperbolu, ako je AC—B:<Q (83)

parabolu, ako je AC—B*=,

Jednadzbe krivulja kojima je srediste u ishodi$tu, nemaju linearnih
¢lanova, tj. ¢lanova sa = i y. [Vidi jednadzbe (25), (45) i (63)].

3. REDUKCIJA OPCE JEDNADZBE KRIVULJA DRUGOG REDA

Redukcija se sastoji u tome da se translacijom i okretanjem koordi-
natnog sustava zadana opéa jednadzba:

Az +2Bxry + Cy* + 2Dz + 2By + F=0

svede na najjednostavniji oblik, u kojem se osi simetrije krivulje poduda-
raju s koordinatnim osima, tj. na sredi$nji, a za parabolu na vrini oblik.

a) Postupak za elipsu i hiperbolu (Vidi sl. 132)

1) odreduju se koordinate z,, Yo srediSta S krivulje:
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BE —CD

AC —B* (84)
BD — AE
=

Xp =

2. Translacijom prenosi se koordinatni sustav XOY u polozaj X'SY
da se uklone linearni ¢lanovi. =2 & ! =
S obzirom na taj novi sustav X'SY' jednadZba krivulje prima oblik
Ax't + 2Bx'y + Cy'* + G=0, (85)
G = Az + 2 Bxyy, + Cyo® + 2 Dxy + 2Ey, + F.

gdje je:
g
y g
P
Hg L
3]
yﬂ
x
<
a' ""’
Sl 132

3) Izratuna se Siljati kut a, koji satvara 8 osi X' jedna od osi sime-
trije krivulje i to prema formuli:
2B (86)
tg 2o = A—_—E
SY' okrene se za taj $iljati kut a u polozaj

4) Beredlinolni sustow 5 dobije sredidnji oblik jednadzbe zadane

X"SY" da se ukloni ¢lan s xy, pa se

krivulje:
A+ Cyt+ G=0;
gdje je: '— A4 -costa+ B-sin2a+ C-sinfa 87
C'=A sinfa—B-sin2a+ C: cos*a
G vidi (85). -
Time je redukcija jednadzbe krivulje drugog reda dovrSena, te se krivul]
moze lako konstruirati.
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Primjedba: Polozaj velike osi elipse ili glavne osi hiperbole 3 4) Koordinatni sustav X'OY' prenosi se translacijom u polozaj
obzirom na koordinatni sustav X'SY’, moZe se unaprijed odrediti tako dg L £V Y", pa jednadzba parabole prima vrini oblik:

se prema formuli: :
C—AxY[C=AF + 45° L 8 m e 22 e (92)
oy =" 7 ZB“" + (88) o
' i etar parabole:
izratuna kut a; koji velika, odnosno glavna os krivulje, zatvara s osi Prema tome je param P
X' ili X, pri éemu se u toj formuli ispred drugog korijena uzima: i 2D’ (92a)
a) za elipsu: gornji predznak, ako je u (85) G negativan, odnosno £=""g
donji predznak, ako je G pozitivan,
f) za hiperbolu obratno, tj. gornji predznak za G > 0, y
donji predznak za G <0. y*
x'
Na taj naéin moze se takoder ispitati da li je krivulja narisana u pra-
vilnom polozZaju. g
¥
xl
b) Postupak za parabolu (Vidi sl. 133)
Yo
1) Izraduna se kut o, koji zatvara s + osi X os parabole:
X0
B A
ga=——=—= (89)
C B . & x
(za tga > 0, o se uzima u prvom, a za tg a < 0 u drugom kvadrantu).
2) Koordinatni sustav XOY okrece se za taj kut « u polozaj X'O Y.
S obzirom na taj koordinatni sustav X'OY" jednadZba parabole glasi: 8L 1R
Cy*+2D'z'+2Ey' + F=0, Primijer 1.
gdjesu: C'=A+C Treba provesti redukeiju jednadZbe:
; . (90)
D'=D cosa+ E-sina 4zt —Szy+oy+2z—5y+3=0

E'=E:cosa—D -sina. )
i narisati krivulju zadanu tom jednadZbom (sl. 134)}

3) Izradunavaju se s obzirom na koordinatni sustav X'OY’ koordi-

nate x'y i ¥’y vrha V parabole: i .
- sy wA;\-."—+-'.’.B:c-;,!+C*[,¢'+21:):|:+2E.‘1,f+F‘=(:l
o g E*—C'F | ; S s
N ra A=4 B=— 73i g2y Dml;) Bm—gi F=3
' (91)
yroz__" 2 sz-z-el 0... elipsa prema (83).
¢ AC*-B’=‘8——I=T i 4> p

h 18 B, Apsen: Repetitord) elementarne matematike




1) Prema (B4) koordinate sredifta S krivulje:

S (243;] 4,29)

=+ — = 4,29,
7

2) Prema (85):
G=4.590—5-1042 + 2-1840 +2.243 —5.429 4+ 3

G=—532
4x"t—5z'y +2y't—532=0.

To je jednadiba elipse s obzirom na koordinatni sustay X'SY’.
Prema (86):

—s
tg2a = —— = — 2,50,
e e

(2a), = 68° 10"
2a = 180°—68°10' = 111° 50’
a = 55°55".

4) Prema (87):
sina = 0,83; sinfa = 0,69

cos a = 0,56; cos?q = 0,31
sin 2 @ = 5in 111° 50’ = cos 21° 50’ = 0,93.
A'=4.031—25:093 +2.069= + 0,30
¢ 4:060+ 2,5.093 +2.0,31 = + 5,70
G — 5,32 (vidi gore).

I

0,30 ="* + 5,70 y"*— 5,32 = 0/ : 5,32

X v
+ —=1,
532 5,32
0,30 5,70
ili:
x-: y-s

+ =1,
1,73 0,93

To je traZena sredi$nja jednadzba elipse s obzirom na kordinatni sustav X"SY”,
Odatle:
velika poluos elipse a = }/ 17743 = 4,21

mala poluos elipse b = /0,83 = 0,96.
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Pokus: Prema (88):

_2-)&a+125 -

P i ol
tg oy = T

dznak —, jer je G <0).

i €
gt je kut koji velika os elipse zatvara

s osi X' ili X (vidi sl. 134).
a, = 55° 55'

(Sve je ratunato pomotu logaritamskog rafunala).
U X a= 421
g o 5 = 0,96
a = 55%55
x, = 2,43
Yo = 4,29
g!
\\ .
: XL
s b
a
Yo
7
X
0 1 Xo
Sl 134

Primjer 2.
Treba provesti redukciju jednadzbe
98zt —42zy—5¥ +gr—3y+1=0

zadanu tom jednadZbom (sL 135).

i narisati krivulju p=3 E=—18 F=1

a=28 B=-—21 C=—F5

= ‘hiperbola prema (83).
AC—Bt= — 14,00 — 4,41 = — 18,41 < 0....hip

1) Prema (84): .
Pk BB g
= 18,41 S (—099; +011
—63+42 _ =Bl _ L oq1
yn='____ 18,41 — 18,41
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2) Prema (85):

G=28-09+42.011—5.0,01 —6.099—3.0112+1
G=—212
28t —42z' Yy -5y —212=9¢
jednadZba hiperbole s obzirom na koordinatni sustav X'SY".

3) Prema (86):

7.8
2« = 180°—28° 20" = 151° 40’
a = 75° 50
4) Prema (87):

sino = 0,97; sin? a =094

cosa = 0,24; cos®a =006

sin2 u = sin 151°40' = cos 61°40' = 0,47
A =28.006—21-047—5.0,94 =—552
C'=28-094 +21.047—5-0,06 = + 3,32
G = —2]12 (vidi gore).

—5§52x" + 332yt —212=0/:212

-2
i B g

To je traZena sredifnja jednadZba hiperbole s obzirom na koordinatni sustav X"SY"
Odatle:

sporedna poluos hiperbole a= ¥0,38 = 0,62

glavna poluos hiperbole b= ¥0,64 = 0,80.
Pokus: Prema (88):

— 1,8 4+ /60,84 + 17,64
g oy =

=—02
¢ — 4,2 ?
(uzet je predznak +, jer je G < 0),
X' il ?{l = 180°— 14° 10° = 185° 50' = kut koji glavna os b hiperbole zatvara s osi
ili X,
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(vidi sl. 135).

o = 061
b = 0,80
o = 75°50'
T, =—0,92
Yo = 0,11
x'

1 X

Sl 135

Primjer 3.
Treba provesti redukeiju jednadZbe:
4xt—12zy + 9 +grtoyt+t2=0

| 36)!
i narisati krivalju zadanu tom jednadZbom (s1. 136)

= 3 =2,
A=4, B=—F8 c=9; D=3; E=45; F
ema (83).
AC—B:=36—368= 0 — parabola pr

1) Prema (89):

2) Prema {90):
sina = 0,56, cosa= 0,83
c'=m4+a=13
D' =3.083 + 45-056 =501
>+ =45.0,83 —3- 0,56 = 2,06.
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L3yt + 10022 + 4,12

" " vt2= == z
sustav X'OY", 0 jednadzba parabole s obzirom na koord
Tdinaty;
05 _19 Ty =—0,17
g v'e=—0,16
. a = 33° 50’
;k";\:\
x"
a o %
£ 05
Yo
4
S1. 136
Prema (91):
i 2,06° — 13-2
. 213501 ol
2,06 V (—0,17; —0,16)
o= '-I—j— =—0,16
4) Prema (92):
yre 2501
13
Y= —0,172".

To je traZena
", " . Vr§ i =
X"VY", (Vidi sl. 136) Na jednadiba parabole s obzirom na koordinat
inatni sustav

4. OPCA JEDNAD
l ZBA PRESJEKA STOSCA U POLARNIM KOORDINA
Ta jednadzba glasi: L

?
| —e cos @ (93)

? i —
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Tu je:

2
p — zadana pozitivna konstanta ( poluparametar p = b—) :
a

¢ — numeriéki ekscentricitet krivulje.

Prema tome jednadzba predotuje:

; za 0 <g<1 elipsu [vidi (42a)]
za ¢ =0 kruZnicu [vidi (43)]
za ¢ > 1 hiperbolu [vidi (61)]
za ¢ = 1 parabolu [vidi (75)]

Pol koordinatnog sustava nalazi se za elipsu u lijevom, a za hiperbolu
u desnom zaristu, Polarna bs se podudara s onom 0si krivulje na kojoj leze

sarista.

Primjer: Treba narisati krivulju
15,2

= —
31—18 coseg

i izvriiti prijelaz na pravokutni koordinatni sustav!
Da bismo dobili oblik (93), brojnik i nazivnik desne strane podijelimo sa a
5.07
r= S

"1 — 0,6 cos P

¢ = 0,6 < 1, dakle elipsa prema (42a).

Ratunamo pomotu logaritamskog ratunala jedan stupac za drugim:

P cos 9 0,6 cos 9 1—0,6cosg r

o + 1,00 + 0,60 + 0,40 + 12,7
10° + 0,98 +0,59 + 0,41 +12,3
20° + 0,94 + 0,56 + 0,44 + 11,5
300 + 0,87 + 0,52 + 0,48 + 10,6
s0° + 0,64 4+ 0,38 + 0,62 4 8,2
70° 40,34 40,21 +0,79 + 6,4
900 + 0,00 40,00 + 1,00 i 5.1
110° —0,34 ~0,21 + 1,21 + 4,2
130° — 0,64 ~0,38 + 1,38 4 3,7
150° — 0,87 —0,52 + 1,52 + 33
160° —0,94 — 0,56 + 1,56 + 3,25
170° — 0,98 — 0,59 + 1,59 + 3,19
180° . —1,00 — 0,60 + 1,60 + 3,17
190¢ — 0,98 — 0,59 + 1,59 + 3,19
200° — 0,54 — 0,56 + 1,56 + 3,25
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Dalje se vrijednosti ponavljaju, jer Je elipsa simetriéna na polarnu os, {(Vidij
sl. 137)

S1 137

Prijelaz na pravokutne koordinate,
Iz slike: 1) 2q = (0% + r(180% = prema tablici = 12,7 4 3,17 = 15,87,
odatle a=17094; a*= §3,04.

2) p=r(90° = prema tablici = 5,1

b!
Prema (44): p= = odatle b= Da =405 b= 8,36 i prema (45a)

x* »?

63.04 +_4T)T; = 1 — jednadiba iste elipse u pravokutnom koordinatnom sustavuy,
_

Na isti nagin izratunavaju se tagke hiperbole i parabole i konstru-
iraju te krivulje, Dobije 1i se za r negativna vrijednost, ona se nanosi

Na pripadnu poluzraky u suprotnu strany, tj. uzetom polarnom kutu ¢
dodaje se 1800,
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