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PREDGOVOR

U svojim nastojanjima da olakam studij i primjenu viSe matematike u tehnici i fizici
sastavio sam zbirku zadataka iz integralnog raluna i diferencijalnih jednad?bi. Kao i predas-
nje zbirke tako i ova namijenjena je u prvom redu onim studentima koji nemaju moguénosti
pohadati sva predavanja i vjeZbe iz matematike, a takoder onim mnogobrojnim tehnickim i
drugim radnicima koji bi htjeli u slobodno vrijeme da samostalno prodire svoje matematicko
znanje i da uZivaju u Jjepoti i preciznosti ove osnovice svih nauka. Baj integralni radun i
diferencijalne jednadZbe pruZaju bezbroj sjajnih primjera ovjedjeg uma i logike u rjedavanju
raznovrsnih problema iz podrudja tehnike i fizike.

Zbirka sadrZi oko hiljadu zadatska ilustriranih mnogobrojnim slikama. Vecina
zadataka uzeta je iz poematih izvrsnih zbirki ruskih autora Bermana, Djubjuka. Kaplana,
Zaporodca i dr., pri temu je veci dio zadataka detalino obraden, rastumacen i rijelen, dok
manji dio sadrfi samo tekst sli¢nih zadataka i rezultat za samostalno rjefavanje tih zadataka.

Na poletku svakog tipa zadataka navedene su upute i formule prema kojima se
rjedavaju dotini zadaci. Formule su oznadene brojevima iz drugog dijela Repetitorija pa se
odgovarajuée gradivo lako pronade u Repetitoriju. Preporu¢am da se iza studija svakog poje-
dinog poglavlia Repetitorija odmah proude i rije3e pripadni 2adaci iz Zbirke prethodno pre-
pisavii na posebnom arku papira formule navedene u zbirci za doti¢ne zadatke.

Na kraju molim drage &taoce da mi saopée svoje primjedbe i Zelie i upozore me na
mogude gredke koje je te¥ko izbjeéi kad sam svlada3 tako golemo gradivo. Onim Citaocima koji
su se ve¢ odazvali mojoj molbi srdaino zahvaljujem. Moja adresa: Zagreb, Vonéinina ul. 8.
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PRVI DIO

(Brojevi formula odgovaraju brojevima u II dijelu Repetitorija vise matematike.)

L DIFERENCIJALI

A. POJAM DIFERENCIJALA. RACUNANJE DIFERENCIALA

Formule
3 ..., .. Ay S
Iz definicije derivacije y'= lim — { limesa promjenljive slijedi da je:
Ax»0Ax
Ay
—Z =y A
Az y'tel-ax
Ay=y'Ax+telAx, gdie e—+0 kad Ax—+0;
time je prirast funkcije rastavljen u dva dijela, Glavni dio pnruta funkcije
koji je linearan s obzirom na prirast nezavisne promjenlji-
ve, zove se diferencijal funkcije.
Diferencijal se oznatuje slovom d:
. dy=y'Ax.

Diferencijal nezavisne promjenljive x jednak je prirastu x, 1j. dx=Ax, pa je:

dy=y'dx @

leerencnal funkcije yednak je umno§ku derivacije te funk-
cije i diferencijala neczavisne promjenljive.

Isti oblik ima difexmcqalsloicnc funkcije y=f(x), gdje je u=u(x)
du=f"(u)-du. - a9

Bududi da formula (14) ima isti oblik kao formula (2), kale se da diferencijal ima
svojstvo invarijantnosti.

1z (2) slijedi

v . ¥y 3z : (2a)
Derivaciju moZemo prikazati u obliku difercncijalnog kvocijenta.

11



Zadaci
U zadacima 1 do 15 uklj. izralunsj diferencijale zadanih funkcija.

1. y=(x34+4x+1) @3-}

] dy—[(z'+4x+l)(2x— 2;,—-)+(x' Vx)(22+4)]dx.
BT
2 =gy ’
(x’—l).’ix‘—(x‘+1)31‘dx= 6xtdx
7 —1p @=1p
T X
s y=tn(7-3)
1 i dx dx
dy= ® x 2 k4 x T= © x T x
w3-3) =(G-3) " (3 =3 A4
dx dx dx

4. y=ln arcsg(linx). .
1 1 cosxdx

—_—— dx " .
4= a1t T A far ) actg Gin )

" 2=1n2
5.  y=arccos (2). V’l—zﬁ
6. y=5l.nuz_ [5"“’:%;“ .
7. y=In(1+6*)tarcctges*.
Odredi dy za x=0, dx=0,1. [0,25).
8 4aji+ [ & __ ]
. arc tg x. —_——,
€ 201+ V1 Farc g

9. x42xy—ytmal,
Buduéi da diférencijal ima svojstvo invarijantnosti, dobivamo prema (14):

2xdx+2xdy+2ydx—2ydy=0, - ili 2(x4y)dx+2(x—y)dy=0,
x+y
. dy =™
pa je ly — ydx

12

13.

14.

1s.

x4 y3=r2
2xdx+2ydy=0

x

dy=——dx.
Y
xX*+y*—3axy=0.
Ixt*dx+3ytdy—3a(xdy+ydx)=0
(2 —ay)dx+(y*—ax)dy=0
x—
dy=— aydx.

yY—ax

StV =xy,

e&+¥dx+e*+tydy—xdy—ydx =0,

a kako je e**y=xy dobivamo: xydx+4xydy—xdy—ydx=0,

&1

odatle: ’ dy=—
T

s=14tes
ds—tesds—esde=0

ds(l—z1es)=esds

e
ds=-——dt.
1—tes

&4 e [ ydx
xy=e. - .
Y e+x

Bty atyt—athe.

B. UPOTREBA DIFERENCIJALA ZA PRIBLIZNO RACUNANJE

Formule i upute
Iz jednakosti
Ay=y'-Ax+te-Ax=dy+e-Ax, gdie e—0 kad Ax—0

vidimo da je razlika izmedu Ay i dy beskonatno mala velitina vx!eg reda s obzirom
na Ax, pa za male {Ax| moZemo uzeti da je:

dy=Ay
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Ay=f(x+Ax)—fx)=dy=f"(x)-Ax, &)

pri ¢emu je ta jednakost to taénija, $to je jAx| manji.

Ta formula ima veliko praktitko znadenje, jer je mnogo jednostavnije izralunati dife-
rencijal funkcije nego njen prirast.

Smatramo li da je |Ax| apsolutna pogre&lia u mjerenju x, tada Ay=dy daje apsolutnu
pogresku izratunate vrijednosti y=f(x).

Zadaci

.U zadacima 16 do 18 uklj. izratunaj razliku izmedu Ay i dy.
16. y=3x?—x za x=11i Ax=0,0l.
Ay=Ff(x+Ax)~f(x)=[3 (x+A x)2—(x+ Ax)] - (3 x2—x).
Uvritenje x=1 i Ax=0,01 daje:
Ay=3-1,01—1,01—3-- 10,0503
dy=y"Ax=(6x—1)-Ax=5~0,0l=0,0500.
Kako vidimo, razlika izmedu Ay i dy iznosi. samo 0,0003.
17. y=2x*—x%za x=11i Ax=0,. ‘ [0,052].

{A y=0,009001 ; .dy=0,009].
U zadacima 19 do 22 izralunaj pribliZne vrijednosti zadanih korijena pomoéu diferencijala.

18. y=5x+a® za x=2 i Ax=0,001.

4 _.
19. J17.

4 . ; 5
Uotimo da je J17 posebna vrijednost ~funkcije y=f@D=)% za x=17 i da je

l7=16+l-—x,+Ax pa je %=16, 8 Ax=1. U tom sluZaju moZemo Vl7 prikazati u obliku .

Yo+Ay, gdie je:

Yo=fE)=116, 2 Ay=dy=F"x)Ax.

Ratunamo uzevEi u obzir da je f'(x)=

aj=
Vl7—f(xo)+f'(xo)Ax=V16+—-.-2+4—8=za_ 22,031
4Y16= .

20. }3i.
3,=f(x)=]'/'§; 31=32—1=§°—Ax, pa je =32 a Ax=—1, dok i;
VAT =10+ Ay =)+ dy=fz) + f () A x.

14

1

Uzevdi u obzir da je f'(x)=--
(.
si<

: — 1 1
Vﬁ:.f’32+ —— (=D =2—- 87)=2—o,o|zs=1,9s75.

s)32¢
: . : .
| 21. VZlS. (5.991).
[ 22. Vs.. {2,96].
i U zadacima 28 do 29 uklj. izralunaj pomocu diferencijala priblizne vrijednosti zadanih
; fu.nkciia.
3 23, sin29°.
’ f(0)=sinx 30 —are 1 S 2E T 001745 =2y~ A x
; - y= = s — = —— = —— =n—
| - - T
i

' . b4 3
$in 29° = f(xg) —dy=1(x) —f (%) A x=sin = —ob8 % 0,01745=0,5— V? -0,01745=
| ' =0,5—0,5:1,73-0.01745=0,5(1 —0,030)=0,485.

24. y=x‘-'4x’+5x+3 za x=1,03.
*=1,03=1+0,03=x+Ax.
Kako je y'=3x3—8x+4 S5, dobivamo uzevdi xo=1 i Ax=0,03:
y=f(x0)+dy=F(xo)+f(#)- A x=(1 —4+5+3)+(3—8+5)-0,03=35.

2hr y=el-* za x=1,05. . _

: x=1+005=x+Ax.

- Kako je y'=—2xe~*, dobivamo za x,=1 i Ax=0,05:
yf(x)+f(xg)- Ax=e"—2.1-£*-0,05=1—0,1=0,9.

26. arccos0,4975.

y=f(x)=arccosx, gdje je x=0,4975=0,5—0,0025=x,—Ax; pa jex

. 1 .
arccos0,4975 éf(x.)+dy=_f(x,)+f ‘(%) Ax =arcco8 0,5 — .———-(—0,0025)=

V1025
. —?-l- 087 ———=1,04720-0,00287= 105007—atc60° 10°.
27. y=x"—-3x'44x*-2 za x=1,002. [0,0140]).
28. tg45°03°20". {1,0019].
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29. arcsin0,54. [0,57). C. DIFERENCIALI VISEG REDA

: . - . - . A Formule i uput
30. Odredi pomocu diferencijala pribliZnu vrijednost apsolutne 4y, relativne 2 i procentu- I et

Ay . Pri prijelazu na viSe diferencijale uzima se za funkciju y=f(x) da je dx=const, pa je:
alne — -100% pogreske funkcije y=f(x)-=x%+ 5x, ako je¢ za x dobivena vrijednost x,=2 d(dx)=0
y =0 -
s apsolutnom pogreikom A x-=40,001. dty=d(dy)=y"(x)da a0
Ratunamo: f(x)=f(2)=4+10=14, ' Izraz dx? znadi (dx)%
F@)=2x+5; f1(2)=9 , - dy ;
. ! Iz (10) slijedi: Y= (63))
Ay=dy=Ff"(xg)-Ax=9-0,001=C009. ] dx?
: .
! diy=y""(x)dx® (12)
Ay 0,009 Ay s
o T _0,0006; —2-100% = 0,06%.
y 14 y s .
. pa je: =13 13
31. Da se odredi povriina 'kruga, izmjeren je polumjer r kruga s pribliZnom procentualnom n-ti diferencijal ili diferencijal #-tog reda:
e 3
pogreikom — -100% =19%,. Odredi procentualnu pogrefku izratunate povrdine kruga. : Ay =y®idx,
r
pa je:
=nr'; AP&dP=2nr.-Ar|:P=nr? ' ' y(")——-d
AP 2mr.Ar _Ar
F- pp =2T ' TraZimo L diferencijale funkcue zadane lmphcntno, tj. u obliku F(x,y)—-o dife-
: renciramo zadani implicitni xzralz:1 Po x, pamteéi da je y funkcija od x, a zatim iz tako
éPf. 100% =2ATr-100% =2.19% =% dobivene jednakosti ratunamo Ey=y =a(x,¥). Derivirajudi taj izraz po x i pamtefi da
. - . d
_ je y funkcija od x, dobivamo d%= 7 =¥(x,¥,¥"), kamo uvritavamo y’=q(x, ). Mnoiecn
32. PokaZi da €c se procentualra pogrefka od 1% u mijerenju polumjera kugle udvostrufiti BieRsiancl i canak oty WO PR P
prt retonaju procen . oplotia, o 10 utrostruditi pri ratunanju volumena 3 g’e strane je osti sa d:cz dobivimo d2y. Nastavljajuéi taj postupak dobit éemo
kugle. —=9"/, odnosno d% itd.
dx®
33. Brid kocke izmjeren je na 1 mm. tatno, pa je dobiveno a--12 cm+1mm. Izratunaj L
pribliZne vrijednosti apsolutne, relativae i procentuaine pogreske ' izratunatog volumena | Zadaci
kocke i nsznali interval u kojem le#i prava vrijednost volumena. l
! U zadacima 35 do 42 uklj. izradunaj diferencijale visih redova -eksplicitno zadanih funkcija.
V=a*=1728 cm®. {
o ; 2
AV=dV=3a" - Aa=3'144-0,1 =43,2 cm®. l 35, y=Vx; ay=2
| 2 2 2 dat
AV 3a’Aa Aa .. 432 AV i dy=— dx; diy—— -+ dty—
. —3.2- ii —0025. = .100%=2,5%. z = 53l dy——D AT dye
% a. 3 0:025, 1728 ,0 V /0 3 A) 3 9 x V-;:
V=1728+43 cm®; 1728—43<V<1728+43, 1685 cm< V<1771 cm® : 36, y=(e+ 1P (=10 d,y ?
- V=17-10* cm?, : 12 1)+ 3 1

‘ . -
jer u konatnom rezultatu smijemo zadrfati samo zsjamdene 2znamenke, a posliednja SIS oy e
pridrZana znamenka mo?e biti nesigurna za jedinicu. . dy=@x+12(x—1)(Sx—1)dx

34. Za kocku pavedenu u predainjem zadatku izradunaj pribli2nu vrijednost apsolutne, rela- | @ y=[(x+1)* (x—1)- 5+ (x+ 1P (S x—1)- 14+(x—1) (5 x—1)- 2 (x+1)] dx*=nakon
tivbe i procentugine pogreSke njena oplodja i naznadi interval u kojem leZi prava vri- I
jednost oplofia. [14,4; 0,017; 1,7%; 8-10°] | uredenja =4 (x+1) (5%~ 2x—1yd .

1 6 - 2 B. Apsen: RijeSeni zadacl iz viie matematike II . 17




37. y=sin?x; d*y=2?
dy=2sin x cos x dx=

d?y=2cos2x

d®y=—4sin2x

38, y=sinx.lnx; d?y=?

Inx
39. y=—; dZy=2?
x

40 y =42 2y=?

41. y=xte*;d%y=2?

sin 2 x dx
dx?
dx®,
;o cosx sinx
[t-—smxlnx——Z —_—— )dx’]
& X xt
[2 Inx—3 ]
dx2|.
o

[4=*-21n 4 (2% In 4— 1) dx2].

[—e*(x2—6 x e~%16) dx®].

c e 42. e d*y za x=1 i dx=0,1. 10,0384].
—x
U zadacima 43 do 52 uklj. izratunaj diferencijale, odnosno derivacije implicitno zadanih
funkcija.
x* .
43. a—2+b7=];d'y=?
2xdx 2ydy dy P=x
=20, odatle — = ——
@ T e Ty B

dy B y—xy

dx® a? 2
Uvritenje (a) daje
d’y_ b2 a2 b2
dt  aiy?
Hdx?
d2y=— .
aty®

44, 30432=25; odredi y u T; (3.:4).

2xdx+42ydy=0.

dy x .
Odatle: S ‘
atle et - @

2

autacki Ty (3,4): y =

18

75.3 225

=

47 10247

—

-

7

d
45. ew—2_+,9_3 r—2=0; (_r) =2
do /e=2

& 2dp+rdp+edr—3dr=0,
ili (@—3) dr+(e®24r) dp=0]: do

G- S @24,
de

a j _—
pa je & 3 e ' (a)

Uvritenje g=2 u 2adanu implicitnu funkciju dajé: 142r—3r—2=0, pa je r=—1.

(dr) e—1
— - =0.
dp/e=2 3—2 —

Iz (a) slijedi:

dx
46. xXV=y*; —=?
dy
Logaritmiranje po bazi e daje: ylnx=xIny,
diferencirajmo:

1 - 1
y— dx+lax-dy=x — dy+Iny-dx.
= y

Odatle:

y x . dx x(ylnx—x)
hy——|dx={lnx——|}dy i —=————.
( - x) ( y) Y & yGiny—y

. dzy | dx
47. =x4lny; —? —=17?
y=x+lny e e

d 1
1 dy==dx+—y, ili ‘dy (]—_)=dx’
y y

pa je & -1 @
dy O-Dy—yy ¥
d* (1P -1y
dy y y

Uvritenje (2) daje: & -1 -y

2) dy=dx+ —|: dy
. Yl

48, @4yP=1; dy—? dix=? [—df- ¥
. =1; =7 = Pt =

2 _ 19



49.

50.

51.

52,

20

d .
x24+5xy+y2—-2x+y—6=0; 2 u T; (1,1). E
dx? 256
P2
y:=2px; dZy=? [———dx”
' ¥
y=xarc tgy; y'=? [— 22
P

4y —4x—10y+4=0.

. dy
Odredi = za x,=6 i prikaZi graficki funkciju i tangente u zadanim tatkama.

i .
[y’lfi;s kruznica r=S5, S(Z,S)].

S __‘_},L

II. DERIVIRANJE FUNKCIJA ZADANIH U PARAMETARSKOM
OBLIKU. JEDNADZBE TANGENATA I NORMALA
NA KRIVULJE ZADANE PARAMETARSKI

Formule

Funkcija zadana parametarski ima oblik:
x=x(1)

It
y=y©® }t‘ r

Kako je )
de=x' () dt=5dt ~
dy=y’ ()dt=yp dt
slijedi
dy ¥ ¥

@)= d_x=x-’—(t)=; =@ (). : an

Formulu (17) deriviramo po x:

i (x)=g _4 (‘-ii’)= prema (17)= d[:;i= brojnik i nazivnik podijelimo sa de=

dx \dx
do )
I
& ©® =3 9 (0, (17a)
a
o _ dy 9
gdje je: q)=d—x=;
‘Na sli¢an natin dobivamo: i (x)=§.
Pazi: tatkama se oznatuju derivacije o ¢!
. . . x=x()
U atki T [n=x(t); =y (5)1 krivulje ;=y (‘)} L<i<y
. -y @) o
J . . = o 18
jednadiba tangente: t=y—y(t) v ® fx—x ()1, 18
.a jednadiba normale: nEJ.l—y (tl)-= -;j t::; [x—x (2] B )

21



Zadaci

U zadacima 53 do 60 uklj. izracunaj derivacije funkcija zadanih parametarski.

x~acos®t) di b
S —u T |y= E)

y-asip®r] dx?
> an , 3a sin® ¢ cos ¢ I
rema H == =—tg?t.ctgt =—tgt=q ().
& x — 3acos®t-sint & - gi=e®
1
® cos?t ]
Prema (17a): Y= _ : .
x —3acos®tsint 3asinicostt
T . 1 32
UTl(tl:_): 5 e e e
6 . n 27a
3asin— cost— —
6
x=etcost | d?
54. . i
y=etsint J dx?

etcos t+sinz.et cos t-}sint
—etsint4cost-e¢  cost—sin?

Prema (17): (.

Prema (17a):
,_ % . . (cost—sint)(— sint+cost)—(cosz+sin?) (—sinz—cos?)
F (cos t—sin?)? -

2
= nakon uredenja =——— |
(cos t—sin #)?
x=et (cos 1—sin?)
_ 2
et (cos —sinz)®

— 3
55, it *_,
y=at+e-a | d®
y a—agea .
= = —e—al_g—2at—q (1
¥ o qeat 2@
P —ae—at+2qe2at
=2 = a+2ae? —e=2at42 e=3at
x gex
® 2as2at_Gge3at
y”’=3: = =2 e 3at—6e—4as,
x aeat —_—
1
r=—1
t
o
dy
y=—— 2
t+1 dx
22

[-1]

2ie

RN, W

et e e

7
Ve

.

L

x=] d?

57, e e [2¢(cos27—@ tsin 2]

' y=sin2 } dx* '

5 et &2y o o~ 1

s8. — a2 T B
y=arcsin1}dr" e2a(l—e?) [ 1—
Sy d* |

59. 2w Ty 1) ~ 1.
y=0+41) d<® 2
x=cos a+xsina | d2 ‘sec® o

60. , A lk]
y=sina—x cos « } dx* «

U zadacima 61 i 62 konstruiraj grafove funkcija zadanih parametarski.

=

y=2+2¢t

Obje funkcije su neprekinate i definirane za sve t.
Odredimo ekstremne vrijednosti.

a) funkcija y: y’='§-=§—%i—§=%i—=q> ®
t—1—t—-1 1 4

t_ ey
YEiT T e— 20-2  @-1*

¥'=0: 1+1=0, z;=—1,

T dauwel evoed YO
¥y (11)=“,‘__2)3=§>0§ Ymin 22 tl=——l- ;_’J_zj\‘j.e 1‘/4,‘-, ST Y min j,} .
Ymn=y (—D=1-2=~1 itoza x,=x(-1)=1+2=3.
dx t—1
b) funkcija x: T v
dy y t+1

dy? = e+ @+ T
E_x =0: t—-1=0, t,=1"
dy . -
ix(l) =«—2v -—-=l >0;5 Xmin za 1,=1,
dy? (RS2 .
*min=%(D=1—2~1 za y,=y (D=1+2=3

%

B B3 w1
&Pz 20— L Tataka
. " : " infleksije
,,=1-’= #0 za 1,1 nema.

F G+IP 41 GrDt
Nul-tacke:
iz y ()=0*1+21t=0 slijedi: =0 i ¢,=-2,

uvritenje u x=12—2¢ daje: x=0 i x,=4+4=8,

23



iz x(f)=12—21t=0 slijedi: =0 i (=2,

uvritenje u y=12421¢ daje: yg=0 1 yg=8.

y Funkcije x (¢) i y (£) primaju vrijednosti:
V —1gx<+ o0
8 —l<y<+oo
1+— !
lim y’ ——hmﬂ—hm—t=l~tg 45°;
etz )
y=t=2t t
13 ’ To znadi: nagib krivulje prema osi X
teZi prema 45°
Vidi sl. 1.
J T . . ‘ x=2431+1
RN B y=£-3141.
-1f + [(55—1) je min. za f;=1; (—3; 3) je maks.

za t,=—1; (1;1) je tacke infleksije; lim
Slika 1 y'=tg 45°]. t—oc

U zadacima 63 do 69 uklj. odredi jednadibe tangenata i normala za zadane krivulje.

g . . Xx=5cost . . o
@ KruZnica . 0<:<2m u tacki Ty t;—— — | kruZnice. Vidi sl. 2.
y=5sint
Prema (18):
=5 A I V3
x(tp=>5cos i y
@)=35sin| —— =_i x=5éost
1 2"’ y=5sint
y Scost
y’=——=——-—=— t

5 — : T
R ,
5 1 L
mrr g (=31)
T 3 IR ; _
=y xv3_10’ _y__V_x_ Slika 2
=5(—sint T
@cndoida =54 sm)}utaéki T,(zlz—").
y=51—cos?) 3

24

Prema (18):

xa,>=s(;_sm s (g- V3)

3
1 5
@)= 5(1 —cos E) 5(1_3)::,2__

,_5:_ Ssinz ;o 3
Y JE_S(I—cost)’ A=

w

a nakon uredenja dobivamo:

t=y=3x45(—=3+2), n=y———+

Prikasi sve graficki.

= ¢t s
65. UM i T,(£=%).

‘y=etcost
Prema (18):
1% 3 %
‘x(t,)=5¢‘; y’(t,)=7e‘.
d_y y e(cost—sing) 1-—1gz
dx x e!__(c_os‘t+sint)7l+tgz
CeE i
TR )3 gV - V3
n= = — =2 ¥
14t 33
6 .
3 o f p
N t.=.y—V7 ef=2-13 [x——; 66}

_¥3:_ 1 [ 1—’;-]
"=J’——2—¢ V—3- x——e

t=y=02— V)~ -} 3) e

i nakon uredenja:

g

; nzy=—3+2)x+ (14+}3) ®
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rn—r
jednadzba normale: y—r,sing,= —ﬁ (x—ry cOS Y. (21a)

nrItg g,

r

Prema slici 3: B=a—gq, tzB=; . 23
Jednadiba tangente u T,: ~ t=y—r,;sin@,=tg (B;+¢,) (x—r; cos @,), 29
gdje se B, odreduje iz (23).

Zadaci

@ Zadana je kruZnica r=2 Rsin ¢. Odredi kut 8 $to ga tangenta zatvara s radijus-vektorom
povuZenim u diralifte, i kut o $to ga tangenta zatvara s polarnom osi.

Raé 23y tgpo— RO _ @
alunamo prema (23): gﬂfr,—m— g
B=¢o.
r+r
Prema (20): ot='—tg(P P
r—rtge

1z (a) slijedi: r=r'tg ¢, pa uvritenje daje:
rigotritge. 2
ol EOTTEE. 289
r—rgle  1-1gq
c a=20q.

Vidi sl 4.

Polarna os

Slika 4

zatvara s polarnom osi u

) a
72. Odredi tangens kuta o $to ga tangenta na krivulju rzcos’q;
tadki u kojoj je r=2a.
Ratunamo prema (20), uzevsi r=2a i

, 2acosgsing 2asing
ri== =

costo cos®g

28

@ r=asin3¢ (a>0).

Iz r=2a= a
cos?o

1
slijedi da je Cos’q)=3, pa je:

S I
cosp=+— i sing=4—,
== ==7
a odatle je: tgp=1.
2
2a-]12—-
Uvritenje u (a) daje: r’=v__ =4 a.
1
22
2a44a
Prema (20): tga= at a=3,
4a—2a =

U zadacima 73 i 74 odredi tangens kuta o, $to ga tangenta povuéena na zadanu krivulju
u polu zatvara s polarnom osi.

73. r=sin3q.

U polu (p=0; r=0) kut «, 3to ga zatvara tangenta s polarnom osi, podudara se s
polarnim kutom ¢, pa je r=0 i

sin3e=0 i @,=0,

a kako je period funkcije sin3¢ P=T7:’ slijedi:
A% i

2w . 27 N
q),=3—=at‘c 120° i ¢3=T-2=arc240.

-ﬁo'bivsmo:
120=0; tg120°=—]3 i tg240°=]3.
= ¥t 1=
Vidi sl. 5 uz zadatak 75.
74. r=sin®q. [0; skiciraj graf!]

r=asndyg

U zadacima 75 i 76 odredi elemente krivulja
zadanih u polarnim koordinatama i naridi njih-
ove grafove.

Funkcija je definirana za sve o.
Nul-tatke: r=0 kad je-sin 3 ¢=0, tj. za"
¢1=0, @,=arc 120° i ¢,=arc 240°,

Lo 2E
jer )eP=3— (vidi zadatak 73).
Ekstrémi: r=3acos3q. slika 5
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76.

i

30

Iz r’=0 slijedi cos 3 =0, pa je:

T 3 .
3?1=3; cp1=-€=ar<:30,

w In .

3?2=3+7r; Q2=6—=81‘C 90 3

3-9 =—+427; @ ——5——— 150°.
=—427; arc ;
3 2 3 5

Uvritenje tih vrijednosti ¢ u r=asin3 ¢ daje
ri=asih 90°=a; r,=asin270°=—a i rg=asin450°=asin90°=a.

RiSemo graf ,rufe s tri latice® uzevdi u obzir da za tatke krivulje koje leZe u polu O
vrijedi p=a, pa sve tangente u polu imaju jednadzbe:

2; 4n
L=y=0; 5,= =3—1x; t,sy=-3—x. Vidi sl. 5.

r==a (l—cos @), a>0.

[Fmaks, =2 @ 23 Q=75 Tmia,—0 za p=0. Kardioidu i njenu konstrukciju vidi na sl 50
u II dijelu Repetitorija.}

Krivulja je zadana u polarnim koordinatama parametarski:

S
e=br.
Odredi kut $to ga-zatvara tangenta s radij-vektorom dirali3ta.
. P . @) r
Prema (17) dobivamo opcenito za r=r(2), =@ (): f ‘(q;)=_l_(t). =,
: ) 9
r r¢
= e 2
Prema (23) tg $=— dobivamo: ep rooor @
$
L at’-2bt 2
Za na$ shucaj: tg [5,—.—~ iy
Jar? 3
; 2 - 2
pa je S8=arc tg(; b2 | ili B=arctg(?q;).
Zadana je elipsa x=acost
y=bsint.

Prikazi r i ¢ kao funkcije parametra 7 i izratunaj tangens kuta- 3 3$to ga tangenta
zatvare s radu-vektorom dirali§ta:

x*=q? cos®t

y2=>b2sin? 1. |
r?=x2+9%=a? cos? t-}-b*sin? ¢, pa je:

r= Ja® costr b2 sin . (a)

y bsint b

go=—= =—1gt
x acost atg,

. b
pa je: @zarctg(—tgt).
a

P r p
tg B ratunamo prema tg B= _q: (vidi zadatak 77).
T

ab ab

a2 cos? t-.—b2 sinz r?
_(¥*—aY)sin21
2r

g - 2ab
(b*—a?)sin2¢°

(b)



IV. ZAKRIVLJENOST KRIVULJA

A. ZAKRIVLJENOST KRIVULJA ZADANIH U PRAVOKUTNIM
I POPULARNIM KOORDINATAMA

Formule

a. Za krivulju y=y(x) u tatki T apscise x.
1y*@)|

| Zakrivlj L
| ivljenost —_—_ ),
; %';;L o U4y |

. x=x(t) C o
b. Zakrivulju u tacki T parametra 7.
y=3()
1 |xy—y%|

Zakrivljenost —_—_——,
! _ o (#+37h

c. Za krivulju r=r(p) u taki T (r,q):

L o 1 [r242r2—rr"|
| R L il B
Zakrivljenost g A

Zadaci

(26)

(30)

(33

U zadacima 79 do 91 ukl) izratunaj zakrivljenost i polumjer zakrivljenosti zadanih knvul)a

u zadanim tackama,

"‘2 o 7 A AA "{‘3’
79. y x‘ 4x3— 18x’u0(0 O)

Ratunamo prema (26):
y'=4x*—12x2—36x, a u 0(0;0): ¥(0)=0
¥"=12x—24x—36, a u 0(0;0): y"(0)=—36,

36.

I__3% 36 )/
o (1400 —

zakrivljenost u O(0; 0):

32

e

Polumijer zakrivljenosti u 0(0;0): p,=—.

36
1
80. y=In— u Tj(x,=1).
.
: ’ 1 ] ’
Prema (26): Y=—x—=——;au Ty y1=—1
x2 x

81.

T\

85.
ey =314

b
b
-
bk

o U+D% Y3 22
91'=2V7-

y=In(1+ V15 u 0@©:0).
Kako je y=In(1+}1+>®)=Arshx, imamo odmah:

1
y= > a u 0(0;0): y(0)=1.

Y1+
= a’u 0(0;0): ¥"(0)=0
V(1+x‘) Varo
L) tatka,infleksije!
—_— —=0; = 00— i s1)e!
o 2y 7 <
Hiperbola y=— u T,2;2) ' J LES
. x nEIS- . T5 2V2 °
_ !
y=ach — u I(x,y). *
a ach? —
a
x ¥y . o . . ] b a*
a_‘+b_’=l u vrhovima 4(a, 0) i B(0, b). [pA= = pB=—b—].
x=37
u Ty(,=1).
Raé_unmno*prema (30): x=6t, x=6; y=3—3, y=—6t,
au Tyy=0: =6, %=6; y=0; y=—6.
' 1 _1-66-0] 36 1
b G6HOPL 216 65 B
3 B. Apsen: Rijedeni zadaci 17 vise matematike IT . 33



.. x=acos . b
<§6 Astroida CL.ou Tig=—].
y=asin® 6
5 R .3
x=—5asm2tccsl; %*=——a(—sin2tsinz+2costcos2t)

3
'=%asin215int; 3}=—2—a(sin2tcost+2cos2tsint)

2 . 9 . 3V_§a
u Tl(t,=€): F=—o0 H=——o—
. 3Y3a . 15a
= 3 ° J’r—T
Uvritenje u (30) daje nakon uredenja:
1 4 -
- —3 =—a} 3.
o 3aV3 A 1 aV
x=12 . - 3
87. Ty, =1). —-
y=zp @ Ti=D 20)10

x=gqg(cost+tsini .
88. ( . ) u tatki parametra z.
y=a(sint--tcos?)

[latl
za a=10cm.]}

x=2acost—acos2t

89. . . u tatki parametra ¢, i 3 _
y=2asint—asin2¢ v P l
‘| 8alsin —;
i 21
90. r=a® u Ty(e=0; r=1).
Ratunamo prema (33):
r'=ag®lna, a u ler;=lna.
r"=ag%ln%qg, a u. T, : r;l=1n2a.
1 1+2Inz—In%a 1. V_.m;,
—= —— = ={"1+In%qg .
f1 V(l+ln5a)‘ V]_ana i L
: [ e+RtR
9. r=ag® u T(p,n. N i
‘ r=ag¢” u @’ ) [ ao*1(gi+ kY

92. Pokazi da je polumjer zakrivljenosti lemniskate
r’=a%cos2¢

obratno razmjeran.s pripadnim r.
[Slika 46 u II dijelu Repetitorija predotuje lemniskatu.]

34

5 Jat|. Vidi dalje sl. 8, koja predotuje zadanu krivulju, tj: evolventu kruZnice

]

[P ——

B. SREDISTE I KRUZNICA ZAKRIVLJENOSTI

Formule

a. Za krivulju y=y(x).
Koordinate sredista S(£, n) kruZnice zakrivljenosti u ta¢ki krivulje T apscise x:.

YUty 14y

= - 5 =y +—ro-. (35)..
& o
KruZnica zakrivljenosti u tacki T(E, n):
k=(x—2+(y—n)*=p%
gdje je prema (26): &
ISy
S el @
_ 1%
polumjer zakrivijenosti u tacki 1" krivadie.
=x(I
b. Za krivulie * " 4 ki keivulje T parametza £
S y=y®)
(304 57 (34 5%
AN i RN S 36)
Xy—yx xXy—yx
KruZnica zakrivljenosti u tatki T(E, 5):
kE(x—i)"i—(y'—n)”%p’,
x4y
gdje je prema (30): ‘>=—(,_‘Ty=j):2 5 an
lxy—yx|
Zadaci

U zadacima 98 do 98 uklj. odredi srediite i kruZnicu zakrivljenosti za zadane krivulje u za-
danim tatkama tih krivulja.

y .
93. y=4x—x* u vrhu. Vidi sL 6. Heme——as 'lx-ﬂ’**ly-%lz%
Napifemo li zadanu jednadZbu u oblka 35— —— ;-?s
y=—(x—2)%+14 vidjet ¢emo da je vrh parabole |
u talki V(2,4). : R
. - s
Ratunamo prema (35): ; g
[
¥=4—-2x,au V:y=0 :
- |
¥y'=—2,au V:y, =—2. 11 !
]
Prema (35): |
. {
' ()} 1 1 2 4\ x
cE=2——=2; n=4——=3,5. : " \
-2 2 Slika 6
3% . ‘ _ 35
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Prema slici:

I
Pl=4—3’5=?
i@
7 7\ 1
s(z;; ; ks(x—z)u(y—;) -
x=lz v . . .
yoan u Ty(1; =2\ Uvrsten?e %=1 iy = —2 daje:
1=t* i —2=27, aodatle je t;=—1
Racunamo prema (36): x=2t, auT;: :21——:—2
x=2, au Iy: x;=2
=622, au Iy: y,=6
y=12t, au Ty 5.,=—12.
6(4+36) —2-40 2
Emlm T 19 =24 g
Tiz—62 O =T 83
2
S(—l9; ——8—).
— 3/
40% 20 )10 . 4000
Prema (31): p=—po—=—73—» Paje pf:T,
£ 4000
Prema (27): k=(x4+19)24 (y+8 ) 5

y=x2—6x+10 u T,(3;1) i sve prikaZi graficki.

[s(:2): e-3]

y=e* u I,(0;1) uz graficki prikaz. [(x+2)2+(y—3)*=8].

Uz ’grafxékx prikaz odredi one tatke parabole y= V 2x% u kojima je polumjer zakrivije-
nosti jednak jedinici.
12 2 v 2)
Tya\+—
(s (=22 1))

1
Na hiperboli y=— odredi tatku u kojoj je zakrivljenost najveca. Graficki prikaz!
x

| B

1
8 =1——a2
99, y zx

o

C. EVOLUTA I EVOLVENTA

Formule

JEDNADZBE EVOLUTE
a. Za krivulju (evolventu) y=y(x):
¥ @) 1+y*@)]
Y@
I+y2(x)
(%)

(3%

n=y(x)+

3
gdje je x parametar.

=x(t)

b. Za krivulju (evolventu)
y=3()

} n<tst,

2 2
&= x()—’f(f )
xy— yx

x(x“ry’)

y—9 %

(365
=y )+

Zadaci

U zadacima 99 do 104 uklj. odredi jednadibe evoluta zadanih krivulja uz grafitki prikaz

evelvenata i evoluta.

k4 £

Racéunamo pren‘]a 35):

y=—x; y'=-—1

—_X ]+x2
E= x—-—( )—-=—x3
] 1 2_‘_I—ch 3 2
oo T =T g2
K 2 -1 2
Evoluta= -
7):——2- x2, . ¢ ")é\‘%gz/:’
Uklonimo patametar % Iz prve t _ -t —€Cuvo
; Slika 7
)ednadzbe imamo x—V—,, a uvri- *
tenje u drugu daje:
33 .
1=—5 V& il -l
odatle: .
n=—=Fh i 278=_8

37
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Evoluta zadane parabole (evolvente) jest polukubna parabola. Vidi sliku 7.

100. x=a(cos t+¢sint)
s
y=a (sinz—tcos ).

Rafunamo prema (36):

Yy 1

Evolventa

Evoluta

x=a (—sint+1 cos t+sinf)=atcos?

y=a(cost+tsint—cost)=atsint

X

x=a(—tsint+cos?)

y=a(tcost+sint)
22+ y2=a? 2
xy—yx=adt’

atsint-a®?

¢ E=a(cost+tsil) —— =g cost

a@r

atcost-ar?

=a(sinz—t - —gsi
gt n=a(sinz—1 cosr)+ o asint
=acost
Slika' 8 B4 p2=q?, ili 5 _
- =asint .

Kako vidimo, za evolutu smo dobili kruZnicu polumjera a sa srediStem u ishodistu O,
pa zadana jednadZ?ba predotuje evolventu kruZnice, tj. razvijenu kruZnicu. Vidi sl. 8.

101. Parabola y=x%

@ Parabola .32 —2 x=0 uz graficki prikaz.
@Isto?trana hiperbola x2—y?=g2 Graf.
- \,

- i 5
- i =i v
104, Parabola * ¢ . .
- y=#8—6

38

1 (EYh
[
[8 £3—27 72=0].
[E‘I: —-'q*l;=(2 a)‘l,]_

3 16( 3y
R M — .
#-gi & 243(7’+2)]

DRUGI DIO — INTEGRALNI RACUN

V. NEODREDENI INTEGRALI

A. POJAM NEODREDENOG INTEGRALA I NJEGOVA SVOJSTVA.
OSNOVNI INTEGRALI

Upute

Ako je zadan diferencijal funkcije F(x), 1. dF (x)=f(x) dx, ili derivacija funkcije

F(x), tj. F'(x)=f(x), a traZimo samu funkciju F(x), tada vriimo operaciju, koja je m-
verzna (obratna) od diferencirdnja, a zove se integriranje _doksel;aie’na funkcija
F(x) zove primitivna funkcija s obzirom'na zadanu funkciju __f(z).
Svaka neprekinuta funkcija f(x) ima bezbroj primitivnih funkcija, koje se medusobno
razlikuju samo za aditivnu konstantu C, a to znadi: ako je F()=f(x), §. ako je F(x)
primitivna funkcija s obzirom na f(x), tada je i F(x)+C takoder primitivna funkcija
od f(x), jer je Dy (F(x)+C)=F'(x)=f(). . ' -
Izraz F(x)+C koji obuhvaca sve primitivne funkcije od f(x) zove se neodredeni inte-
gral funkcije f(x) i oznah}ie se znakom f :
[ dx=F(®)+C; jer je dF+CO)=f(x) dx ili
jer je Do (F()+C)=f (). - .
Npr. fcos xdx = sin x+C, jer je d(sinx+C) = cosx dx ili jer je D, (sinx+C)= cosx.
Iz navedenog slijedi: . . . - _
1) Rezultat integriranja mozemo kontrolirati tako da ga diferenciramo ili deriviranid, jer
je integriranje inverzna operacija od diferenciranja, odnospo deriviranja.
2) S istog je razloga
JF(®dx=Fx+C il JdF(x)=Fx)+C
d [F(x)dx=F(x)dx

D,fF(x) dx=F(x)
'fdx=x- - ‘ 38)

Brojevi formula uzeti su iz II dijela Repetitorija vide mate-
matike.

3) Svakoj formuli diferenciranja, odnosro deriviranja odgovara formula integriranja, pa
mozZemo uz svaki diferencijal funkcije napisati pripadni integral. Tako se dobije tablica
osnovnih integrala, koje treba znati napamet, jer se integral bilo koje funkcije
rjelava na taj nadin da se podintegralna funkcija ili integrand trans-
formira tako dugo dok se ne raspadne u niz osnovnih integrala, $to dakako ne mora
uvijek biti moguce. '

1
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U tablici koja slijedi svaki integral naveden u desnom stupcu dokazan je diferencijalom

: X
k arcsin — + C
navedenim u istom retku lijevog stupca. R

dx
' d ar =—— =
Osnovni integral ‘ cEr= e arctgx +C
Diferencijali - Integrali dx
darcctgx—-——l ey = —arcctgx+C
e

dx=1-dx fdx=, fl-dx=x+C (38) t

dx 1 x
T n+1 ) ——— = —arctg— +C 52a)
dxt=nx""1dx x"d;:i_;f+c\)u \/ _‘.k1+x2 k k (
. . ny " i

d
J‘T,T—L_twAr sh x+C=ln(x+ v 1 +x2)+C (53)

cegIcle

Ta formula vrijedi za sve realne n, ali . ‘ Vl+x2
. ne vrijedi za n=-—1 . i
: ) l =In@x+ B+ +C (53a)
d d 1 . . sz
d[nx=__x ‘.—x=‘-—dx=ln|xt+c \/ ) 4 g
x - x x x [
- . dArchx =——— —Archx+C—
Uzi\ma se In|x|, jer je funkcija Inx de- /%=1 lxz o

finirana samo za x>0.
=@t )E—1)+C

dsinx = cosxdx #e fcos xdx =sinx +C. | J, . c—ix

=In x2%—
sin (n) :I:Vx’ G+ )E—F)+cC (543)
cos (nx)dx=-—--—4-C . (60) . -
i n : dx
: ‘ dArthx=——2a |x]< 1 I———-Arthx+C—— '
dcosx=—sinxd x . fsinxdx=—cosx+C : 1—x? (55)
’; 1]n1+-'¢ za (x| <1
= In: x| <
jsm(nx)dx— ——c'f-f @ o (59) 2 1—x
i ' ‘dx 1 i k4 x & 5
= = | %
dtgx=—§x— dx =tgx+C kR—x* 2k jk—x +C zixl<|k] g
cos?x cos?x . . ’ PR N (55a),
d dx =
detgx= ——— I T —ctgx+C @2 Rty P |+c za |x|> [k]
sin?x sinx e =,
. : dx
dchx=shxdx fshxdx:chx+C 43) ; ;dArcthx— zalxl>1 @_\x&lm‘cthx+0—
d¥hx=chxdx fchxdx=shx+C (44) ' i (56)
3 =_—-In——+4C za|x|>1
P [E'x—=thx+c (45) & -2 1
ch?x Jch2x ) dx 1 |&
s i dix o o Ixz__~k==ﬁlnlk+ |+Czalxl<lkl e
C = —_— —_—— . =
* sh? x sh2x ks S 1 - U
4 ="_1In
def=c*dx [edx=e4C : 2k +k[+cza'”'>‘k'
' . ) C s sin2x
da*=a* - Inadx : J‘a"dx=£+0 : 50 . } e - _[m’xdx=3 +C (Q
- Ina . .
a as - | | » ~ xdse £ 4 B028
darcsinx=T/.1:_—_x_—.;_; : j‘l—/l_ij,z=arcsinx+C ) 1 . J‘“’S xdx 2 + 7 +C‘ (50 )
S ‘ a2
d : e*dx=—+C 5
darccosx = _W% =—arccosx+ C i J % * @
-~ X

40 .

st
5




abx - -
B v . . ’ sin 5¢
I“ 4*=Fma 7€ L 1. feos(~50dr. [ = 4_0]_
dx 7 R Y
=In|xta|+C ()] cos 8p
JxLa 112. [sin(—ﬁ P do=— [sin 8pde = prema (59)= +T+C'
dx 1 . . v L
I =_—Inlbx+tal+C ()} | :
bx+a b f 3 4 3 -
{ e : 113. [‘sian:;dq). [——acos—q>+C].
Zl+c 7 -4 4 3 4
~ Jsinx b {
e e (eor ’ s, [@x-59dv={@ 5y dx=[10vdx— premas0) =22~ ¥ _m.10:1C
pa—— | =In tg( +C (68) - 11 . (2x-59)dx=|(2-5)*dx= = _lnIO— rE >
cosx 2 4 SN } . o -
. . : M
Tablica integrala popunjena je integralima koji nisu osnovni, jer su iz njih izvedeni, ali - :
njihovo znanje zfiatno ubrzava ralunanje integrala. Preporuta se pofetniku da prepiSe b gdje je modul M = loge=043429...
tu tablicu diferencijala i integrala, da se njome sluZi, dok ne naudi integrale napamet. I g
Od velike je vaZnost znanje napamet i trigonometrijskih formula! Vidi npr. od istog i 21=
autora Repetitorij elementarne matematike. . H . 115 IGxe)dx : [_ 4 C].
: : : . . In2]

Zadaci o .
B. PRAVILA ZA RACUNANJE NEODRBJEN{H INTEGRALA

-~ U zadacima 105 ;l'o llSukl Azratunaj zadane integrale.
a. Konstanta koja mmeoZi podmtegralnu funkcliu stavi se uvijek

-4 1
105. I¥=Ix—5“dx_ prema (47) —x—4——; -?+C. ispred znaka integrala: e
JHf @) dx=rk[f(x)dx. . (&)
1 1 4 dx J .
Proba: d(f;‘)=+z';‘dx=-;;- Zadaci
‘ d U zadacima 116 do 124 uklj. izracunaj mdaue'integralc i kontroliraj rezultat diferenciranjem.
x 1
— —— ol
&) J = ] - . 1
_1.3 . X 7 116. “SVT_— (stavimo 7=%%) = J‘V_—— prema (513) =? arc sin V7+C,
‘5— x 3 ¥ 3 —= 3 3 e —_—
107. |—= dx= prema @70 = = 8= = +C. . -
i 4 Ly 3 jer iz =7 slijedi da je 2=} 7.
- 3 4Vx' 4x1/x
Tzvidi probu! b 117. V11+ —— (uz 11 =#)= 2_[ V___: — prema (538)= 21n(x+V11+x2)+C=
3 IS
dx ~ 1 -2 1L xF = In(x+ JiTH®)+C.
]08,';[‘f£=~~- [x Sdx= %: : . ._(._K—)z_
5 s s 5 . . .
Vi V7. Y7 = 317 P4 L -
' v 75 0 ‘ _ 118. h’ix_? [prema (546) uz K=15] ~In@+}F-T5 +C.
2 1 - :
.109. 5 . . g —_—=-—=+C|. - - . .
V27x’ [ o3 V% ] [ dx . 11 k+xl ,V5+x|
/ 119. |———=[prema (552) uz F*=5] = —-— == +C.
sinlx . J4(5—=% (_ .4 2k k —x| 8y5 Vs x|
110. [cos -7—xdx — prema (60) - Sl sre. . ' ' . ,
- 5 7 7 S . - 7dx [7arc ‘nx+cJ
s S . T ——— . g — sin — .
5 : _[z-V;s_—x% , 2 4
. '1 } 43




121.

122.

123.

124.

125.

44

dx 1 I 3—x ‘e
3 (x2—9) 18 " I+x ’
ex 2
J‘2e7xdx=prema(61)=2—7—=7e7"+C.
dx _1f -3¢ 26D 1e ¢© 4 1 e
=—1le x = prem = ——- .
E P 5 3 15 3,
584 ’“‘-4— e
3 X . 3 -x
— 2 - 2
J yy e 2dx. ‘ [ 2 e +C].

b. Integral algeb_arskog. zbroja funmkcija jednak je algebarskom
zbroju integrala tih funkcija:

JU@ £ fo(ldx= [fi)dx+ [f(x)dx. &)

Uputa

Kako nema formula za integriranje produkta, kvocijenta i potencije funkcija, treba sve
te operacije, ukoliko je to mogude, svesti na algebarski zbroj funkcija pa integrirati &lan

po &lan.

Zadaci

U zadacima 125 do 142 uklj. izratunaj zadane integrale pomoéu gore navedenog prvog
i drugog pravila integriranja.

JOB+8x3—522+x—12)dx=7 [2*dx+8 [P dx—5 [x*dx+ [xdx—12 fdx=

x® X B k2 7 5 1
— =78 5 2x=— 2424 Bk 2212 .
prema (47) 3 + n 3 + 2 x 3 + 3 + 2 1 x-i‘-C

@f(l3x‘—x"+3x’—7x‘+8x’—x’+3x—10)dx.

[Rezultat kontroliraj deriviranjem].

S
(f3— 5 1 2 1 5 4
. Bt —t—————+—)dx=
] 3 s l/x X% x4

x%

2 -2 ro_1 =k dx -9
=J‘x3dx—5J‘x 5dx+Jx 5dx+2fx 2dx—J'x—2dx-'5J.;+4J‘x 1dx=

. N S RO )

35 »l_ 5 1

& S %3 %6 %2 =1 x 4

= st 4t * X g =
5 s 1oy lmixle

3 316 2 T4

w

1
-+C.

33, Y 6 — 1
=—Vx5 —151/x+—-|/r"+41/x+——51nlxl——lf~
5 5 P 5

V=

3
V= 8 1 7
— —_—— —_—— -y
J(sx‘ 3x+5 Vo o V3)dx.

3 32_ 16 1 1
PP Wil
[ 2 +20V -

BT

s . s
‘f rz;j @x— 3)x’dx=J.(2r‘——3x') dx=2%—3§=§ B ;x‘+C.
Y A S

130,/ [(2—3x+5) 2 dx. ’ [
8

: ' 5 13 2 5
131. J‘(:g—l)zxv xdx =I(x*-2x +1)xtdx= Ix 4 dx—2!_x4dx+'[x‘dx=

1 B9
x4 x4 x4 44 84 4s_
= 2 ) A {w V=
17 713 "9 17V" 13qu+9yxn

4 7 3

4 4 8 & 4 s
=t x—— iy
= V= 13x’Vx+9x’Vx+C.

7

+71n1x|—xv§+c].

1 3 -
—x’—ax’+%x‘+c].

132 [(Vx+1)(x—V=+1)dx. [%’x’VEJrHC-.
133, [x(x+a) (x+b)dx. [%x‘+“§b x’+gx’+c-.
e 2 - 9 3. 18 8 xt ]

134, [(Jx—V%)Pax. [—5—x2Vx-—7x~Vx+Ts—szx—_E+CJ.
45
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g

3

135. J‘(HT/V;:& dx=J.

=

143) x+3x+ )3 - J1+3x +3x+x
dx=—

L 1 2 7 3 2
=Jx 3dx+3[x“ dx+3J.x" d:’c+j'x° dx—zx3 +3-

6 13 5
+—x8 ——Vx‘+

s
Vx+—xT/x”+ x"Vx-}-C

13
1 —x)2
136. (=4,
. x) x
1
3.7 4
Ve -}

137 NP2 V% 4y

17

'.4
=

- J‘(x”+l)(x2 2,
: Ve
s

[
13

X dx—
1
3
7 5
G
=% +5x +
2x2—12x—6
— — +CJ.
3V= .

2
[C——~ f*~e"+lnlx|]
3xVx

140. f (arc sin x + arc cos x) dx = prema formuli (70) iz I dijela ch.etitoriia‘ —

Td ™ +C

—.- E x= 31’: 5

i 141 3-2!—2-3==
J . 2%

3\*
z)
=3x—2——=

In >
2

46

=3

T TInis

() ]e=-3 J‘dx~ [G)

2-(1,9)*

d x = prema (38) i (50) =

i/Tc — —;x’i/;—Gi/; +c].

. [t e e 1) -

142, (x— d x = racionaliziramo nazivnik = J‘(I_I)(VT-I-IA)
x—1

=J-V;dx+ j dx= %xl/x +x+C.

U zadacima 143 do 151 uklj. svedi podintegralnu funkciju na algebarski zbroj dviju ili
viSe funkcija pomoéu poznath trigonometrijskih formula (vidi Repetitorij element. mate-
matike. Poglavlje III (1) do (38) ukij.)

143.

cos 2
1‘ - ~-=C—ctgx—tgx.

J costx.sin®x

, 1 1 — cos® d .
@ j‘g’xdx (prema poers =1 +tg2x) — X dx= I-—f—-—J.dx—-——
052 x cos?x J cos?x

=tgx —x+C.

cos’x——sinzxd dx f dx

- X = - ——
cos?x-sin®x sin®x | cos?x

145. fegixdx. [C —ctgx —x].

1 + cos?x
l+oos’x—(l—oos2x) -

# 1 + cos®
146, {1FO FOTE  xe
14+ cos2x 1+ cos?x — sin®x

v
1+ cos®x 1 dx
= " dx=—{]|—- =
j‘ 2costx - 2(_[cos’x+.[ )

. j 25in? %dx.

1
5 (@5 +93C

{Uputa: primijeni formulu za sin % Rezultat: x — sinx+ CJ.

dx
148, }4—-——— 8
7/ jcost+sin’x lgx+C]
i dx
sin®x-cosx .
[Uputa: 1 u brojniku izrazi sa sin®x + cos?x. Rezultat: tgx — ctgx + C]

+ 1 d.—x+[dx—
h® x - ush_zx_

s

sh?

— [prema (46)] = x —cthx + C.
\/151. [th*xdx. [x—~ thx+C]
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C. PRAVILO SUPSTITUCIJE

Uputa
To je praktitki najvaZnije pravilo, jer pomoéu te metode ratunamo, tj. svodimo na osnovae,
vedinu integrala, Preporuca se pocetniku da pomno proradi sve zadatke koji slijede!
Da zadani integral

[fxydx @

za koji pretpostavljamo da nije osnovni, svedemo na jedan ili vife osnovnih integrala,
uvedimo zgodnu supstituciju

x= qa(t) )

Cim smo uveli supstituciju ¢(z§3nove promjenljive ¢ moramo sa ¢ izraziti sve x koji
ulaze u integral, a takoder i dx. Ako nam to ne uspije, supstitucija ne vrijedi.

Ratunamo prema (b): )
dx=¢'(¥)-d¢ ©
pa (b) i (¢) uvritavamo u (a):

[F®) dx=[flp@®]-9’®)dt _ (582)
pa dobivamo osnovni integral ili integral koji moZemo rastaviti u viSe osnovnih integrala.

Zadaci

U zadacima 152 do 172 uklj. izratunaj zadane integrale metodom supstitucije

@ [sin(nz)dzx, -
v Stavimo nx=t. . @
Diferenciraiu& lijevu i desnu stranu te jednakosti dobivamo
= ' ndx=de
pa je
1
dx=—d¢
n

a uvritenje u zadapi integral daje osnovni integral i trafeni rezultat:

1 1
Isin(nx)dx=—jsintdt= prema (40) = ——cost=
n © e n

1 cos (nx)
= prema (a) =——cos(nx)=———-——+C, (59)
n n
153. Pokazi da je
! i sin (n.x) :
cos (nx)dx= n—+C‘ - (60)

48

Sad moZemo prema (59) i (60) neposredno pisati;

Ct
J’sin7xdx: - Os77x+c.

3
\/ cos;x 5 3
sin—xdx=—- — == el
J‘ 2 i 3 cos 2x+C.
2
J-R)s dx=2in ~ +C
T2 2
1 b )
\lj@ fe *dx.

Stavimo: dbx=t, a diferenciranje daje:

bdx=dt, paje dx=bldz.

1 1 ebx
ebxdx=—1 etdz= e
J‘ x z fe i=_ prema (49) = 5 et— 74_(;. 61

Npr. prema (61) dobivamo neposredno:

-3 4 _3
|.e L P 3 =—§e “*ic
4

1 at
=P Tm g e ©1)
Npr. prema (61): J‘
31n2
I 2d:c-—52+C
— 1 o _
156. |10% dx= prema (61y = 10'E_loge va. M 109546, jer je

V2110 7z B

— —loge= M=
1o = loge=M=04342... .

(Vidi formulu (74) u I dijelu Repetitorija.)
ST 1f
sz Jsinzxd x=(prema trigonom. formuli 2sin®x=1— cos2x) = — (1—cos2x)dx=
7 : ’

v 1 sin2x) x sin2x
= prema (60)= 5 (x )= —————t-G, (59a)

4 B. Apsen: RijeSeni zadaci iz viSe matematike II
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N 158 Na isti natin izvedi
!
v x sin2x
cos®xd x= E+ +C. (60a)
x x ’ t  sin2:
. 159, cos’—dx=(—=t; dx=2dt)=2J‘oos'*'tdt= prema (60a) =2(—+--— J*
o N 2 2 2 4
v 1
4 =-;i+—isinx+0~
; S ey feagepns [E_3 4
A 160. g THe g !{.;/7’ |.2 8smst.C.
i f‘k-'-:—;ﬁ\.l_lﬂf): 5= % s
o A ’;\g({gy\_‘x
d dz -
161. f—x=(xia=t; dx=dt)=J‘-—= prema (48) =ln|tl=ln]x:tal+C, (62)
n x+ta z . -
V' Prema tome je npr.:
dx 1 dx 1 l 3 . : .
- =——In|x——|+C= ako trafimo rezuitat u drugom obliku =
3—7x 7 3 71 7 ,

1 }7x-3 1
=—71n{ - ‘+C-——[ln]7x 31—In7] +C=—— In|7x~ 3|+-7—ln7+C—

1 7 1 w :
= -7 In|7x—3|+C;, gdje je C;=7 In7+C (konstanta po volji, jer konstanta ostaje
po volji, ako joj pribrojimo neku konstantnu veli¢inu).

Op¢enito
dx = 1
=—In{b. C. 62)’
,[bxi 7 n{bx+ta|+ (62)
L Lils—2]vc i Limiss—3i+c
. . — —— i — — .
. NV AN KPS 57 PoseeETire

e dx
163 |= .
o Ny 9-13x

1

1 ‘
[-migie)

s 5 .
v (Bx—5Pdx= I(3x—5)° dx= (3x—5=t; 3dx=dz; dx=%dt)=——

50

o

2166,

170.

171

17z

1 (=
(5-3x) 2dx—(s 3x=1; —3dx=dz; dx-—?dt —— |z 2dz=

3

[—]—561/'(3—2x)° 4 c] :

2 5 %
ZVsx=z2%+c|.
[s . ]

7
(prema (533) mz ~—k2)———1n(x+]/ +x=)

dx 7
s
=
2
o terza 2 1 o
3 5 I5)s 15)5=3xp
2
ff/(.j;’;\.)"d\
I‘dx
Vs5x—2
" dx i dx
IC = TPy MY
=

1

dx 1¢ - .1 1
' j-wz":ﬂ‘? - ?] 2 £ /3
. ——a? |/ -
3

!V’:Z:-i-xrl —= m=
NEONE R L V3 V2+xV_ Vs V+xl/3( e
T e e o e e
i3 “ 3 - d,
e il e VA
[.—5——;:’(2— [prema (52a): -V;—sarctg (x V—%—) +‘C].
s e i u(e2-3)c)
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173

174.

175.
176.

i77.

178.

52

L

U zadacima 173 do 196 uklj. izratunaj zadane integrale metodom supstitucije. Potrcbnu
supstituciju lako ée¥ pogoditi, ako zna¥ napamet formule deriviranja.

.

I=

xdx
Vie=i’

U nazivnik ulazi &an s »2, dok ¢lana s x nema, a u brojniku je x, pa kako je 2x deri-
vacija od x2, stavimo

3x2—1=¢

i dobivamo
1
6xdx=dr i xdngdt.

Upvritenje u I daje:

1
1(de 1122 1 1
I=—|—=— —=—|t=—)32—14-C
6JY7 6 1 3V y +
2

3*dx
I=]——-.
143
. . ‘ ' . d: . .
Stavimo 3*=1, tada je 3xIn3dx=ds, a odatle je S*dx——;ﬁ, dok je 3*=¢%, Uvritenje
n

u I daje!

1 d:
j TN T prema (52) =

1
tgt=——arctg3*{C.
ln3 ——arctg ll_l:;al'(:g +

1
In3

xdx

v:c’-l—a ’

[% l’/(x”-!-a)2 + CJ.

x*dx

Vx‘—Z

[Uputa: Bd=y; %ln (> +VF;_2) + C] .

(4 11 1 . ) .
=== +——+—dx={kako je — derivacija-od Inx stavimo Inx=¢, pa je
In%x x

xln?x

1 1 1 1

Zdx=dt)=|-dr=——=— C.

x ¥ ) Jﬁ 4 t In]xl+
Inx—3 s e

.( A P [3V<1n|x1>3_6-1/1n1x¢ +c],
x Jinx 3

‘
[

coslnx Sl T~ -
179. J . dx. ¥
[sinlnx+C]}.

cos? x
180. I=J‘ dx.

5

Vsintix
Buduéi da je cosx derivacija od sinx, stavimo sinx=t¢ pa je cosxdx=d¢, a preostali
costx u brojniku izrazimo sa sinusom.

cos®x-cosxdx  ((1-sin?x)Pcosxdx [ (1—#2)de 1-3824318— 48 4
I—‘"‘ v[ V[ _ B

. £11/5
jm

2 2or® s 1 1585 158 5 %
=1; 54— § £5dr Sdp=—— o~ " )Ey Y Y
_Iz de SJ't dz+3j It dr : r Vé+ 141/ 241/

Vsin“x sin'lx

e 2 1
181 j‘smxdx ) [Cosx + C].
cos®x

12)3¥sinx+Cl.

cosxdx
182. S——
V3+sinx

183. f—m—nﬁi—— dx

cos?x. T/cos'x

{Rezultat kontroliraj deriviranjem].

sinxdx

Vit2cosx-

184. I=

U ovom je sludaju mnogo bolja supstitucija 1+2cosx=z?, odatle je —2sinxdx=d: i
1 . .
si.nxdx=—?dt, paje
=1 —d‘—=—l.z}’7=c—V1’+2msx.

2y 2

J—V ——=(t=sing, pa je 1—= l—sm%p-cos‘(p, dok je dit=cospde, 2 ¢=
(-7
d
=arcsint)=I c;ws? l’cosg tge+C=tg(arcsing)+C.
cos
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186.

(/‘_/’\'

187.

arc tg x)° dx -
[y Slgx) dx=[kako je darctgx=-—---, supstitucija arctgx=z pada u odi, a odatle
14 x2 142

dx
1+x2

.

je

3 b PO R
=dt)= [.te dt.=?Vt5=—5— Varctgx®+c.

arcsinx—+x . dx . 2
~—————dx=|arcsinx=t, ——— =d¢, x=sin¢ (z+smt)dz=3—cost=

Vi izt

in x)2
=(£cs;m;x) —cos(arcsinx):g:;m—x) - Vl—xe—i—C.

(Vidi sl. 70 u I dijelu Repetitorija!)

188, (arcsin x)? dx. [(arcsinx)’ C].
" V1= 3
Archo)t .. S8
189, " V(,—cx) dx, [— VaraE=e + c] .
/_/‘/ sz—- 9
190 [Zx I—3d 2xdx 3 dx A . & i oy .
X | 5 J;?-j .5 = (za prvi integral stavimo x*>—5=t¢, a ‘ gl je (56a)
3 ix=V5
uzk=)5)= '[ — !— )=1n[x2 S|4+ — _-m:x V___H-C.
V5 ix+ )3 V5  ix+V51

£\

19

54

.

['6x5~12x3+24x2—14x+1

|y " d x=(opazamo da je u brojniku derivacija nazivnika, pa

. dr v
stavimo nazivnik=z)=J.t—=].n]t|=1n]x°—3 X+8x3—Tx2+x—5|+C.

[ sinx . de
‘ tgxdx=j——- dx=(cos x=t; —smxdx=d1)=——J.—=-—ln}t|=n1n|cosx1=
J o Cosx " . t

Ao
G

In —
Jcos x|

fctgxdx. .
[In{sinx|+ C].

“p——

194. detx
(/J Ji+=

=

g

A

2

3xdx

195.j ,
oo e

1 1
=(1+x'=t; 2xdx=d¢; xdx=—dt) —

Ve

—xdx

196. - Ix‘Va x’dx—(ll a—x*=t, tada je #*=a—7 a Tos
a—xt

1
2

d
J-_i—— 2V ~Vl+x‘+C

[—i« +C
Ja—=¢

=dt, dok je xdx:—tdt)

& 6 z‘=(3:=—5a)

=J.x’-x' Va=xtdx=— J'(a—t’)t’dt —a;+

_ VY@= @a—3x2—50) 3x=+2a

= V( Zx+C.

15

I

U zadacima 197 do 202 uklj. izratunaj zadane integrale metodom supstitucije, a rezultate

kontroliraj diferenciranjem.

S e*dx -
¢ 197} j— (Supstitucija 34-46¥=1).

3p4er

: xAdx
bt itucija 7—a°=%).
198 J‘7—x‘ (Supstitucija 7 ).

SS

ind
199. J sfn - dx. (Supstitucija cosx=z).
cos®x g

e

ete*d x z
200. . (Supstitucija e'8*=g),
00 J powcyn (Supstitucija ¢ ).

ZOD J-—;/m dx. (Supstitucha esesin¥=g),
# 1—a®

V1 +inx
202. J‘V—_*-—xdx. (Supstitucija 1-+Inx=¢).
x
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207. fx-3xdx.

203.\, fx sin 2xdx.

(e Aoed 7S

AT %A &é 37 -'""43 »‘I] ’(l

D. PRAVILO PARCIJALNE (DJELIMICNE) INTEGRACHE

v
Sl s e ﬁ‘,(

©
Judv=uv— fodu (63)
iJ pute
Pomoéu formule (63) svodimo f udv, koji ne znamo izratunati, na f vdu, koji izradunati “

znamo, tj. svodimo teZi fudv na lak$i fv.:du.

Metoda parcijalne integracije osobito je pogodna za ratunaje integrala oblika
JPa®)-fGdx,

gde je P,(x) polinom, a f(x) neka transcendentna funkcija npr. %, sin nx, lnx,
arc sin x itd.

Zadaci

U zadacima 203 do 229 izratunaj zadane integrale nadinom parcijalne integracije.

/@ I=[xcos xdx.

Prema (63) stavimo: u=x, du=dx

cos x dx=do, -v=fcos xdx=sin x.

Pri ralunanju v izostavljamo +C, jer se zadovoljavamo jednom primitivnom funkcijom,

a ne traZimo njihovu cijelokupnost.
Uvritenje u (63) daje

I=xsinx— fsinxdx=xsin x+cosx+C,

. 2—x
@ I=J‘x-2“’" dx=(u=x, du=dx; 2=-*dx=do, v=f2'*dx=—7n5)=

X2 I 2=* xln241 |

Inz 2 In2  2*In*2

N SN
In2 In2

206. fxe—"dx.

In?3

56 ot

3x .
: [ (xln 3—1)+c|.

1 1
[—ist 2x+;sin 2x+C].

[C—e~*(x+D].

Pri primjeni metode parcijalne integracije treba paziti da se sa dv oznaluje
ono 3to se da lako integrirati.

PokaZimo to u zadacima koji slijede.

e B
L&g( I=jx arctg xdx.

Prema formuli (63) stavimo:
x=u 1 arctgxdx=dv
pa ratunamo dx=du i v=farctgxdx.

Dosli smo do teZeg integrala, jer smo formalno uzeli da je x=u i do=arctgxdx, iako
postoji druga bolja moguénost: '

u=arctgx, dv=xdx.
Sad je
dx
dy=—-—:-,
14-52

dok v dobivamo bez ikakvih teSkoca:

x2
v='[xdx=—-—.
2
Uvrstenje u (63) daje:
x 1 dx A 1{ o8
I=arctgx- ——— | 2. =z — arctgx —— | — dx. a
TCRxy 2_[ T1w 3 e 2J1+r" * @
Jé
1

Posebno rije§imo integral, koji smo bez konstante oznalili s I; i to tako da prcihodno
podijelimo brojnik s nazivnikom: ’

%2 (@ D=1 =
2l
-1
I_(=J‘(l———_l—)dx=x-arctgx.
1+x2

Uvritenje u (a) daief

*
I=E arcig x+C.

x+] x
arctg x — —+ — arctg x=--—
g 273 g 5

Kadto treba dva i vide puta redom parcijalno integrirati.

TR

o N,

T 1.
209. 1= J‘—E»dx:'—-— Inxdx.

dx 1 ) i
u=lnx, du=—; dov=—dx, v={x 3 dx=——.
x e | 2x?
: 1 11 dx In I fdx
Prema (63): I= —lnx-~-—--+—(—-- Mo ol |- 38
2% 2 )x* x 22 2} 57
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Inx 1 1 c 2inx+1
2x* 2 2x® 4x2

210. I= [excos nxdx=(u=ex, du=e*dx; du=cosnxdx,

sinnx sinnx  1( . sinnx 1 cosnx
V==—— |i=eX . ——— — — | sinnx-exdx=ex -—— | —ex- -+
n n n n n n
1 sinnx 1 1
+ — Jcosnx < exdx j=e~ - +—evcosnx—— I.
n ] n? n?
S———
I
1 nsinnx-+-cosnx &
It —J=ex —————,
n* n?
- . ex (nsin n.x—i—cosnx)
a odatle je g I= —
IJ~n~
cosnx
211. jx-smnxdx—(.u—«x- du=2xdx;dv=sinnxdx, v————)—
n
cosnx 2 ax%cosnx 2 sinnx
=—x32. +— | xcosnxdx= +—fx- —|sin nxdx |=
n n | : n n
. x2cosnx -2xsinnx . 2 cosnx
B st el 5—+C-
. n n 7

. ' . sinnx \ -
(Pri ratunanju Ix cos nxdx bilo je uzeto u=x, du=dx; do=cos nxdx, v= )

[ex (sin nx—ncosnx;j ]

212. [exsinnxdx.
. . 1+n:

(vidi formule (64) i (65)).

' 213. [xArthxdx. [x+x2—Arthx+C|

T

. l{;% dx. © [z V_x'mx—§+lc].

Cesto se nalinom parcijalne integracije rjefavaju i integrali oblika f J(x)dx. U tom
sluaju nema izlaza: uvijek je u=f(x), a. dv=dx, pa je du-—f’ (%) dx, dok je v=x. Vidi
zadatke koji slijede. .

dx ' :
arctgxd.r:(w: arctg x,du=———; do=dx, v=x|=
14+x2

xdx
=xarctgx— 1‘]—’—»2 (]+r2=t,2xdx dt,vdx——dt)

58

1 (de 1
=xarctgx—5' T=xa\rctgx—;ln(l-i—:c’)=

=xarctgx—In JI+22+C.

[xInx—x+C].

.flnxdx
1 . farccosxdx

¢ xdx
218. 11—
i sin® x

[xatccc-)s x—J1—2+4C].

dx . . :
=lu=x,du=dx; dv:sin”x’ v=—Clgxi= . -

=—xctg x+fctgx'dx=—xctgx+ln|sinxl+c ‘ \‘
- (vidi zadatak 193).

In.
'x'; dv=xdx, v=£)=
x 2/

.

219. J.x In? xdx=(ln’x=u, du=2

. =in’|x1.-£—“’x'-’- ’chl -———ln’lx]——J-xln]xldx—

S 4 2 22
=(a=lnlxi, du=—x; do=xdx, 'v=?)=—ln’lx|—
x

2 dx) o o
. (lnlxl - —-Tx)=—ln’|xl——lnlx|+ —+C.

2

[ 2s 1 :
220. J.x sin x cos xdx'=jxw dx=3 J'xsiandx=

(\/‘ 2
’ cos 2 1 x . .
,-' =(u=x, du=dx; dov=sin2xdx, v=-— ) x)=3(—3 cos2 x+

1 1
+3fm2xdk) =—% cos 2+ 5 sin22-+C.

2il; jx’e”dx=(u=x’, du=2xdx; dv=e*dx, v=?)=
1 2f s
=? x‘e"—; &xdx={ x=u, dx=du; dv=e*dx
v=f)=i a2 (i 2 ijﬁdx)=i At
3/ 3 313 3 3

2

Otito je da bismo morali # puta patc:)alno integrirati, ako bi podintegralna funkcija
glasila x%¢*. Isto vrijedi i za fx"smxdx i sl. Izradunaj npr. fx“cosxdx
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222.

223.

224.

226.

227.

60

. x® 2x 2 Y]
fx-a-\'dx. ) ax| —— o —1{.
J (lna In2a ln:’a)

J&*—2x+5)e-*dx.
[xln(x—1)dx.

x*—1 x* x
[—7»—lnlx-—][————+C].
2 ¢ 2

—sin (In x)

. I=Jcos(lnx)dx=(cos (nx)=u, dy=———-dx;
x

sin (Ia x)

— dx=
X

dv=dx, 'u=x)=cos (nx)- x+J‘x-

In
cos (In x) d
x

=(sin (nx)=u, du= x; dv=dx, v=x )=x cos (In x)+

( cos(Inx)
X —
x

~+sin (In x) - x— dx=x cos (In x)+x sin (In x)—I.

2.I:x [cos (In x)+sin (in x)}

I=% {cos (in x)+sin (ln )] +C.

[sin (nx) dx. [% (sin anx)ff-oos anx))+c] .
D)

C x
I= J-e—xcos -:_ dx:(u:e—x, dy=—e=%; dv=oos3 dx, £ 5

p=2sin = | =2e=%sin 42 |sin X .e-* dx=2e=*sin >~ 42 1,
D= — =2 i g = g — .
2 2 2 : 2 :

I,

x x
I,= Je—x sin > dx=mnakon parcijalnog integriranja=—2 ¢~*cos 5—2 I, pa je

I=2c*sin>—4e%cos>—41
=2e%sin ——4 e~ ——
2 2 ?

a odatle je

2 X(sinx 2¢08 = |+C
=—e —— - X
5 2 2

Da smo pri ratunanju f; stavili w-=sin 5 i dv=e-¥dx, dobili bismo

x 1
1= —¢%sin ; + ; 1

[—e=% (24 5)+C].

’

pa uvritenje u / dalo bi beskorisni identitet 0=0.

Kusaj izradunati nati

sin x

parcijalne integracije

dx. Dobit &e$ identitet 0==0. Taj s¢ integral ne da izraziti

konadnim brojem elementarnih funkcija.

N

. arc sin x ) =2 1 .
ﬂ [ ""’,‘“"‘dx- . In ll xz_“ arcsinx
J X x x

: -ﬂ “f Inx
i (| ———dx.
o )/ J(x+ 1)

xInx
[-—-—--—1n|x+l;J.
x+1

E. TIPOVI NEODREDENIH INTEGRALA

‘Znamo ve¢ da svaki integral ratunamo, tj. svodimo na jedan ili'vise osnovnih integrala

pomocu gore navedena Cetiri pravila. Da se olak3a i ubrza taj postupak dijelimo sloZene
integrale u tipove, a za svaki pojedini 'tip pokazujemo kako se ratuna. Medutim, ima
integrala od velike praktitke vaZnosti koji spadaju u te tipove, ali se mogu jednostavnije
iz;atuna:;i na drugi na&in. S toga razloga izdvojili smo te integrale i.svrstali u posebna
tri ,,predtipa“.

a. Predtipovi neodredenih inte‘grala
Predtip A

Ovamo spadaju iqtegrali oblika

dx ] dx
ax®+bxtc kvadratna funkcija

Upute

Svaki integral toga oblika svodimo na jedan od integrala navedenih u nafoj tablici ne-
odredenih infegrala i to na

T odx

1 x :
e actg 24C 524
| Far TR TG (522)
f LIPS Lk P (552)
= [ —= 4+ C,

1B 2 {k-—-x;+
i dx i i ’k——xi+c (562)
o . )

sz—kﬂ 2knlk+x|
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Zadaci

U zadacima 230 do 237 uklj. izratunaj integrale predtipa A.

230 -
: 'J'ZF+4x+5_

1. korak: Iziludimo koeficijent od x:
. _L dx
=g § =
Kxt—
4

2. korak: Prva dva &lana kvadratne funkcije nadopunimo na potpuni kvadrat prema poz-
natoj formuli
]

2 2
xﬁipxw_"q=(x:l: i;i) —(%) +a

4 4

-1 dx __l‘ dx

Iy _+1)=_1 ;5'_?J—+1 2+1"'
X4 — —_—— _— x4+ —
(+3 (+3)

1
3. korak: Supstitucija x+—2-=t,v dx=ds;

_1[ dr
T 4leql
4. korak: Integriramo prema (52).
: ctgt lart +1 l'azc it C
= —. ar =-— arc x4+ —i=— -
it e T A
—

231 dx dx dx dx
Clx—x2s5 . 5 ( 1y 1+1o" 1 =+9_
. = Ml X | e x—= —
2 2/ 4 4 ( 2) 4
i 3 de
=(x————==t, dx=dzt; —=#&% k-;) —J-t"+k2=
1
- 2mtg 2 2x—1_2 L 1725,
3 3 3 3 e
2
232. " - L B S
Js2—Tx-8° 5 7 8 s 7\ 49 8
XB——x—— e e
- 57 s ( 10) 100 s

62 .

1 dx 7 .
=— —_— x——.-—_'t,
5 ( 7)’ 209 10

x

10

J208

100

100

209
dx=dt; —=4&%

k=~i)—‘. Pazi! k* mora biti pozitivan, da ne dobijemo za & imaginarnu vrijednost, jer

traZimo samo realne vrijednosti imcgrala):

1{ dr (562 11 . o=t
=5 e e )=
1}209 LT
110 10 10 1 anﬁ—leH e
10 V205 (V209 7| Y209 |)209+10x—7
10 lx—m!
‘ )[ dx 1[ dx 1 dx
233. / P - = -~
12 14x+20 2 ) @¥—7x+10 2 7)— ® o
- 4
1 dx 7 3
=5J‘ 7)= -9--~(x——£==t, dx=dt; --=4, k=3)-—
ety
( 2] 4
b7 3
1( de 11 te—r) 12 |TT2771
=— | ————=prema (56a) =— —>In|———|=—-ZIn |-~ -
zIzz—ﬁ e AT L v i s 73
. | x——t—
| 2 2
1 -5
=—1n!--x——:+c.
6 |x-2| .

¢ dx 1 dx 1 dx 11
234, : LA BN (W NP TR P
B NTEEC - S BET! 5 11}1-121 10
B=—=x =] ——
s ( 10/ 100 .
.
1 1 i
, .
121 11 1{ de 110 10 10
a7y k=—)=——‘———-—=——--—ln ..
100 10)  sle<r 1011 11 11
LRl
|7 10710

i

1 . .
Hox—22; ! Sx ]
=——lnj— == |} — +C.
it 10x | i 5x—11 l
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/ dx
a _[x2—2x+3'
S Yer2xts”

1 dx
’ I?x’-{-6x—20 ‘

Predtip B
Ovamo spadaju. integrali oblika

dx

Vo tExre _j. } *vadratma funkcia

Uputa
Svodimo na
g =arcsinf+c,
JVE= z
dx N
— =In(x + JE+2®+C,
J V2
" dx N
- =In (x + [x**—F)+C.
J Vx"—kz

Postupak je isti kao kod predtipa A.

Zadaci

U zadacima 238 do 244 uklj. izratunaj integrale predtipa B.

"y dx
238 |\ =
’ Vi53x—T7x2

64

2

1 -
[E arctg +CJ .
1 In x—2 +C~

[ien |57
(51a)
(53a)
(54a)

1 x—1 7
— ——+C|.
[ arctg ) + |

ey

T,

i - . l . . - -
Pazi! Ne smijemo izduditi ——, jer integral ne bi bio realan.

 poe ‘_fy VJV

9. 1
14 1% 7

¥ 7J’ Vl% )

37 37
3. korak: Stavimo l?6=k2’ _V .

(]

__—14 ; X —t,( dx=d¢
B 1 dx _
V1) Ve—e
4. korak: prema (51a) )
3
! arcs ! s 4_1 arc sii 3 C.
= arcsin —=— arc —_—=— n e
E V7 Va7 V7 V37
14
239" f
SR | D= Yo /2_[ L5
JV x+5 ) Vx, 3x +_
1 d
== —(x 2, da=ds;
]/2 V’ I e V2 V 3)3 i
— x——]| +
it ( 4

t+l/k=+t’

k > k= ) j‘ = prema (533)
4 V V. —
V 2

5
- mlx-—+V—j3x+El +C=
1

—In [2x—3+ 4= 12x+10|— — In24C=
RE V2

Pod

. 1
=V—_1n [20-3+)ax—12x110)+C-.
2

5 B. Apsen: Rijeseni zadaci iz viSe matematike IT
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243.

CL 244

7 24s.

66

dx
 —(xt2—=t, dx=di; 4=k, k=2)=
JE+27—4

It

dr . S PP
= j],’_f—? =prema (54a)=In (t+Vt2—k2)= 1n(x+2+Vx2+4x)+ C.
t -

L [arcsin (x —2)4-C].\
: 1 3 3 )
STl — I/ ®+ = x|+C|.
[Vzn(x+4+ +2xJ

dx . 1 . 3x+1 ]
r— 2 — arc sin —4C|.
]/2—6:::'—93:2 3 V,_3 .
d 1 2 1 ¥ 3”‘ -
_—__f_: [—ln(.x-!-—-i-v x3+x——)+C .
Jaetax—3 2 \"'2 4)7 7]

* Predtip €
Ovamo spadaju integrali oblika :

ol reas—{ o fakdn dx.
Upute

Na natin prikazan kod predtipova 4 i B najprije svodimo integrale predtipa C na je-
dan od oblika

th’—k%;t; f.Vk’—z’dz ili th’—i-k’dt.
Daljnji postupak prikazan je u zadatku 245 i sl

d= V310 %+ 9dx=

" Zadaci
1Kokrak kao kod predtipova 4 i B:

—Vsj x’+—x+3d::—V3“/ x+ ——+3dx_1' SV( )’:{_ngx.

Supstitucija:

5
x+—=t, dx=d:¢
3

- a)
V2 |- :

5=

1-V3fferEa
Da ne vuéemo kroz daljnje radunanje mnoZitelj l/ 3, stavimo
[VEre=1,
pa je .
1=)31,. ()

2. korak: Kako osnovni integrali imaju korijen iz kvadratne ﬁmkciie uvijek u na-
zivniku, mnozimo i dijelimo podintegralnu funkciju s l/t’+k2 pa dobivamo

k2 2d: det '
= di=|——+& — .
JYiere Ve Yerche

T 7,

L=5L+#L;. ‘ (©)

3. korak: Integral I; nalazi se u nalem popisu neodredenih integrala, pa ratunamo naj-
prije teZi integral I, i to nadinom parcijalne integracije. U tu svrhu piSemo ga u obliku:

{  td: i tde
I,= lu t, du=de; de=——-
]t=+k" Ve
tdz 1 1(d=
ve=) = (t’+k2—z, 2tdi=dz, tdt=—dz)=— —=
Vere : 2 7 2))=
ok s 1’z=ﬁé]=,vi=;v;i_f VaTHde.
. N
Il
UvrStenje u (c) daje:
=i L+ L,
pa je
P b
L= VAR L,
a prema (b)
B & IO
- Z Verpea ¥
I—-13(21z+k421=). @

4. korak: Prema (53a) imamo
de
I,— y . —— . =In@+ )+
Ve

a uvritenje u (d) daje
—[z - .- k2
I=]73 [_1- Ve iks & (t+ VeEtw) )I
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246.

68

5. korak: Uvritenje (a) u I daje

0 1 (3x4s 1/, 10
I=V3[3x+5]/xz+§x+3+;ln( u +l/ﬂ+?x+3)]+c

6 3

3x+5
rEE

V3 E+10x+9+ VTaln (3x+5+ 3y 3x=+10x+§) +C,

5
gdie je C'=— Kg_ In3+C.

Prakti¢ki su vrlo vaZni integrali oblika

I%jVZ’:;’dx.

1. korak: Otpada.

o R—x? d 2td
2. korak: I= —"—_dx=k=j - wlTY
VE=¢ V== B
S, —— —— ——
T; 1,
. xdx xdx
3. korak: I, =-J‘x— — =[u=x du=dx; dov=
R ’ JE—=
T 1 1(de
9=J xdx—~=(kz—x‘=t, xdx=—— di)=——j—=
V== : 2 2)¥+

= _VFJ:]= —x =2+ [VE R dx.
i

Uvritenje u (a) daje
, I=k ) +x =1
Pazi! I se nikad ne ukida: Ako bi se ,ukidao“, tra% pogre3ku u predznaku!
Odatle .
k2 X oy
=— L+= V=
I=5 h+3 Ve

4. korak:

dx X
II=J-——f:=arcsm —

V;:Lx: k
5. korak: Uvritenje u (b) daje

B X Xy
=2 arcsin =} Z =3 +C
I 3 arc sin = FZVk’ +

ili
1 e
I~ E(k’_arc sin % +x Vk”—x’)—l— C.

®)

Npr. f}/7=* dx mozemo prema tom rieSenju neposredno napisati

I=X (7aresin = 4x)7=2) s C
—2( arcsmﬁ+x - )—,— .

Primjedba [|/—x*dx mosemo rijciiti jednostavnije pomocu supstituciie

x=ksint
a odatle je 7 sin 1.—-_-%
o @
a : t=arc sin —
k
i dx=Fkcoszdz.

Uvritenje u integral daje

I=fVr-sdx= fV'kz-k’s_iﬁ‘ft-k coszdi=

=k [} 1 Zsinfz - coszdi=#*fcos*td 1= prema (6Oa)=k2(.% +..s.'_n4;2i)+c_

Integral je rijeSen u drugoj promjenljivoj . Praktitki je Cesto od vaZnosti povratak na

. . .o . . x
prvobitnu promjenljivu x. U tu svrhu uvrstimo u I prema (a) z--arc sin i

Dobivamo

T B[ Lox ’_1 in (2 _oxY G b B e

=— |arcsin —-}— sin csin — | |= sin 22=2 sin « =
2 L R arc sin k) prema sin 2x=2sin « cos «)
L) rcsi x +l 3 88 X N @

=— | arcsin — +—.2 sin| arc sin -- arcsin — | |= =
2| 273 arc sin k)cos( sin k)l prema (a
k’-srcs' x+x Cox\ Ry x x T

= in — -+ — arcsin —- | == — -+ 1-51=
1 P koos T P’ 2 arcsmk+k1/l B
k2 Iarc in x+kaT_z' IO . % : xV.k.:..’.;z c

=— sin —+ —f2—xt{=— e 4
3 PRI 12 arc sin it3 +

Kako vidimo, integriranje je jednostavno, ali je prijelaz na prvobitnu promjenijivu kom-
pliciran.

Na isti nadin moZemo izratunati integrale
;. / x\2
Sl’a’—{-x‘dx:aS 1 14 (—-) dx uz supstituciju
a

x .. Y '
—=sh¢, jer je }’l-}-sh’t:d:t.
a

— [{%} e
]-’x'~'~a'~'dx--:a]/ (— —1dx uz supstituciju
| a
x o3 i 2
~-~:cht, jer je }ch3t~l=sh L
a
(Vidi formule {62) u 1 dijelu Repetitorija).
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265 1= [YRE= 25T dxm
1 orak: =[G TR dx (1=t damdi; 2K, k=] D)=

\'-,
—[)E Rear
2. korak:
P S 2 dt ”ES dz
m = N =
I L
I=I,—-kI,
3. korak:
tde tdt
—\1— o =|u=t, du=dt; dv=—r"—>

1
2tdt=dz i tdt:—-; dz)———

tdr
=

= (t2 —ki=z,
=2

=% S;—i=1/;=1/z=_—?]=tvm—- S JE—Edr=

I
=t|/E=r—-1, paje L=1 Vt“—-k2 — I

Uvritenje u (b) daje:
¢ k2
=Eblz—kz——2‘ IZ’

4. korak: Prema -(54a)

de S
g PR

Uvritenje u (c) daje
—— R -
1=% Ji—e—< 1 @+ |E=8),

a s obzirom na (a) dobivamo

1= 2 L YR s n et JRTERE DG

248. [} 11+12x—8x2dx.

2

3
(_"__3)}’11+1zx—sx2-——~ - arcsin
~ 8 '81/ -

70

I3t

4x

—+

(a)

(®)

-

oy

249. SVaE—2xtrid=

_

“2s0, [VxEFxiids

22 s ln( PLEN 2)' c
e o 2] xt—+Hfrtx+2 ]+ .
3 x x 7[( 2 x

’ <

[%.arc sin l;—__s-l» % V—S-_—“':P--j— C] .

Primjedba.

Integrale predtipa C moZemo racunati i na drugi nacin. (Vidi dalje: Posebni obilici inte-
grala tipa III, slucaj b).

b. Tipovi neodredenih integrala

U tom poglaviiu navest ¢emo deset tipova integrala i pokazat ¢emo kako se ti integrali
rafunaju. Treba dobro pamtiti, koji integrali spadaju w svaki pojedini tip i kako se svaki
pojedini tip integrala ratuna. Iz toga nikako ne slijedi, da treba svaki integral. koji spa-
da u jedan od tih tipova, ba§ tako racunatd kako je za doti¢ni tip naznaleno. Ne, naj-
prije kusaj rijelitl svaki integral $to jednostavnije bez obzira na tip u koji spada, npr.
pomocu zgodne supstitucije, i tek kad to ne ide, powraZi tip u koji spada, pa ga rijesi
kako je tamo prikazano.

TIP 1

1. Integrali razlomljenih racionalnih funkcija

Upute

Ovamo spadaju integrali kvocijenta dvaju polinoma, tj. integrali oblika

I= "'LP-"-(X?-J\'
- Q"‘x (‘) -

Karakteristika toga tipa — x nigdje nije pod korijenom. U taj tip spa-
-— -~d—L—, izdvgjili smo ih
ax®+bx+c¢

s razloga, $to se mnogo jednostavnije ratunaju, kako je tamo prikazano, a u nekim slu-
¢ajevima i ne mogu druk&ije rijesiti. Pri raCunanju integrala tipa I treba se strogo drzati
pojedinih koraka ratunanja.

daju zapravo i integrali koje smo naveli u predtipu A:

Promotrimo posebno pojedine slu€ajeve tog vaznog tipa.

71



I sluéaj. Nultatke nazivnika integrala su realne i to jednostruke ili
viSestruke

Zadaci

U zadacima 252 do 263 uklj. izralunaj zadane integrale razlomljenih racionalnih funkcija
kojim su nultatke nazivnika realne.

4x—3
252. I=J‘ dx
5-Tx

1. korak: Izlu¢i se koeficijent najvise potencije od x u nazivniku

1 r4x-3
I= — | —-dx.
L

x——
7

2. korak: Integrira se samo prava razlomljena racionalna funkcija, tj. funkcija u kojoj
je stepen polinoma u brojniku niZi od stepena polinoma u nazivniku. Ako je
funkcija neprava, tada diieljenicm brojnika s nazivnikom dobivamo polinom
plus'prava raziomljena funkcija. U nafem je slufaju integrand neprava raz-
lomljena racionalna funkcija, pa vriimo dijelienje:

5 41 1
4x4-3)x—— =44+ — ——.
O

x——
7

U nafem jednostavnom slutaju mofemo veé integrirati:

1 41 1 1 4] - 5
I=—= |4+ —_ ldx=——[dx+—In|x—2 ;
7j[+7 5] * 7(”7 * 7|)+C
o2 !
7
2B4+x1—8
253, I={————dx
»*—4x *
1. korak: Ispunjen je.
2. korak: Funkcija je neprava, pa dijelimo: _
: ' 4(x*+4x—2
&+ xt—8):(*—4x) =224 x 44+ W idx—3 i integriramo:
: x—4x
x?  x® %24 4x—2
== 4 ax 4|20 040
I=ggaxd ‘- B4y O
I,
M
1=4‘T'| ?'i 4x-i-4I, (a

72 .

3. korak: Da izratunamo I, rastavimo podintegralnu funkciju u parc ijalne dje-
lomj¢ne) razlomke.

U tu svrhu .
1) Odredimo nuitatke nazivnika pa ga rastavimo u linearne faktore:
Stavimo nazivnik x*—4x=0, odnosno x(x2—4)=0 i:a su x,=0, x,=2 i x3=-2
traZene nultatke, pa nazivnik prima oblik x*—4x=x(x—2)(x-+2), a funkcija
x’+4x—2_‘
x(x—-2)(x+2)

2) Prelazimo na rastavljanje integranda u parcijalne razlomke.
Svaka realna nultaka nazivnika, odnosno svaki linearni
faktor nazivnika daje jedan parcijalni razlomak oblika:

®)

konstanta A
linearni faktor  x+4-a

Za nas slutaj dobivamo identitet, tj. jednakost koja vrijedi za sve x:
x24+4x—2 A B C

o264+ —x Tx2 a2 ©

Da odredimo konstante A, B i C mnoZimo obje strane identiteta s nazivnikom lijeve
strane: .

»*+4x—2=A(x-2)(x+2)+Bx(x+2)+Cx(x—2). (d)

Buduéi da su u naem slu¢aju nultake nazivnika realne i raziic':itg, neodredene koeficijente
odredimo najjednostavnije tako da redom uvrstimo u (d) nultalke nazivnika:

1
x,=0:-2=—44; A.=E,

; 5
x=2:4+8—2=B-2.43B=—,

: 3
xy=~2:4-8-2=C-(~2)-(—4);C=—.

Uvritenje u () daje:
5 1 3 1
4 x-2 4 x42°

3. Integriramo:
1 5 3
I,=Elnlx|+:ln|x—21—:1nlx+zl
i uvrstimo u (a):
x* )
]=§+7+4x+21n|x| +5In|x—2|—3In|x4+2|{=

8 af x(x—2)°
=" L Inj———|+C.
3 + 3" 4x+ 12 +
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254, J.—4xs__]x-dx4 [%x-i-ln[xl—l—llnlz:cfll—l—iln|2x+11+cj.
255. [_Azi:._s_..dx. [ ‘_m"“szJr l_lnx_VE’-}-C-.

1 seve 22 V2l 2V3 x+V3
o [EisiEmtt,, 2w ANETET |, o]
S L

74

1. korak: Ispunjen.
2. korak: Isto.
3. korak: Rastavljanje u parcijalne razlomke.
x3(x—2)2=0, pa je x*=0 i (x—2)*=0.
xl,g,3=0 trostruka realna nultacka

X4, 5=2 dvostruka realna' nultacka.
Svaka realna nultatka nazivnika viSestrukosti n» daje n parcijalnih razlomaka oblika

A B H I

(x—ﬁ, _(:z)"—l - (x—a)?’ x—a’

Za na§ sluéaj dobivamo:

#-2#44_4 B C D )
Bx—22 B 2 x (x—2? x—2 @

Proba: broj konstanata A, B, C, .., odnosno broj parcijalnih razlomaka uvijek je jed-
nak stepenu polinoma u nazivni

SR
Mnozimo (a) s nazivnikom lijeve strane:
¥ —2x*+4=A(x—2+Bx(x—2*+Cx*(x—2)*+D x*+Ex*(x—2) .

Bududi da su nultatke nazivnika visestruke, konstante A4, B, C,...odredimo tako da po-
redav8i pojedine ¢lanove desne strane identiteta po-padaju¢im potencijama promjenljive
x izjedna&imo koeficijente ¢lanova istih potencija x desne i lijeve strane identiteta.

B —2x*+4=Ax*—~4Ax+4 A+ Bx* —4 Bx*+4 Bx-+ Cx*—4Cx*+4 Cx*+ Dx*+ Ex* — 2 Ex®,

¥—2x4+4=(C+E)x*+ (B—4C+D-2E)x*+ (A—4B+4C)x*+ (—4 A+4B) x+4 A.

. Slijedi:
C+E=0 E :
= : e
= i 1
B—-4C+D—2E=1 -'D=E.
1
A—4B+4C=—-2 —>C=;Z.
—4A+4B=C ~B=1. /‘
4A4=4 —~A=1.
Upvritenje u (a) daje:
x3—2x2+4_l+l 1 1+l 1 1 1
BE—2° #£ £ 4 x 2 (x—2¢ 4 x—2
Integriramo:
1 1 1 1 1 1 1
j A —Injx{———————In|x—2{+C=
2 x* x+4 al 2 x—2 4 =21+
LR ](1+1) ! e
T4 |x—2| =\ 2x) 2x-2)
.// «
Ao a2\ dx
258, ) —
/ x—1 x
x*+4x+4
=| —dx
x(x—1)
1. korak: Ispunjen.
2. korak: Isto.
3. korak:
x(x—1)*=0
=0 ; Xa=1.

x*+4x+4 A B NE
T LTSS
x(x—1)% x  (x—12  x—1 (f‘

A4xta=A(x—1P+Bxt Cx(x—1). .\

o

1\[‘5
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Nakon uredenja:
x2+4x4+4=(A+C)x*+(—24+B—-C)x+ 4
A+C=1 -+ C=—
—~2A+B-C=4 —» B=9

A=4
Hidxd. 4 9 3
x(x—=DF  x (x—1p x—1
dx dx J‘dx
I=4 A ) (W30
J 2 x—1
9 9
=4Injx|— —3In|x—1|=ln—— — C.
I ni x| x—1 3in jx—1]=1n Jx—13  x—1 +
3x+2
VeG+1p
1. i 2. korak su ispunjeni.
3. korak:
x(x+1%=0, paje x=0 i x454=—1.
Slijedi:
3x+2 A B C
— = —4- “+ x(x41)°
x(x+1) x + (x+1) e (x+1)2 kol
3x+2=A4(x+1P+Bx+Cx(x+ 1) +Dx(x+1)t. (@

Koeficijente. A, B, C i D odredimo uvritavajuéi u (a) nultalke nazivnika x=0 i x=—1
x=0 :~‘2=A - A=2
x=—1: —1=—B - B=1.
Koeficijenti C i D ostali su neodredeni, pa ih odredimo kao u predasnjem zadatku.

Izjednalenje koeficijenata od x® daje
0=A+D=2+D, pa je D=—2.

a za x%:
0=3A4A+C+2D=6+C—4, pa je C=—2

J'dx dx dx
I=2 - ~2
j‘ @ (x4 2 Jx+1

Uz x+1=¢ i dx=dt dobivamo:

1 4@E+D-1
I=2in|af— oo+ — 20 x+1 2| |+ LA
Y lx+1i [ ’ T2t 1y
_ x 4x+3
T a1 T 201
22243 ' o e S
__ Fe2xbd L LI Y- @-3) Lol
(x—1)(x*—4x2+3%) x—1 |x] )
x—1\* , ) x 9x+12x+5 ]
— dx. S+l -— " .
+1) * [8 AR Tors TR
341 ' : x ]
262 Voo [ e
263 L [ L 21 awl =]
B T ) 22 x  x—1 =1

II slu&aj. Nazivnik integranda ima jednostruke ili visestruke
parove konjugirano komp‘leksmh nultataka uz realne
nultaike ili bez njih

U zadacima 264 do 273 uklj. izralunaj integrale razlomljenih racionalnih funkcija kojima
su nultake nazivnika konjugirano kompleksne.

] _
264, "’ +4x*—2x+1 dw
- x*4x
1. i 2. korak su ispunjeni. )
3. korak: x4+x=0, x(x*+1)=0, odn. x(x+1)(x*—x+1)=0

3

5=0, %=1, x“———:ttL

Pri rastavljanju u parcijalne razlomke

Svaki par konjugirano kompleksn.ih nultaiaka nazivnika raz-

lomljene racionalne funkcije daje jedan parcijalni razlomak
oblika

Kx+L - Kx+L
kv. funkcija, kojoj su nultatke kompleksne ‘x3+p x+q
gdje su K i L konstante koje treba odrediti.
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Parovi konjugirano kompleksnih nultataka mogu biti i viSestruki, npr. r-struki. U tom
slucaju postupamo sli¢no kao kod viSestrukih reailnih nultataka.

r-struki par konjugirano kompleksnih nultataka (x2+px+¢)" daje r parcijalnih raz-
lomaka oblika

Rx+S
U Ererte

Mx+N
(P+patar—t’

Kx+L
C+pxta)r’

Kako vidimo, broj koeficijenata 4, B, C, ....; K, L, M; N, ... koje treba odrediti
uvijek je jednak stepenu polinoma u nazivoiku integrala.

P+4x*-2x+1 A B  Kx+L

T =4 —+—— . 1) (x*—x+1
x(x+ D(x*—x+1) x x+1 x*—x+1 21 =+

Proba: 4=141+2.
x*44x2-2x+ 1= AP+ D)+B2 (2 —x+ D)+ Kx+L)x (x+1)
ili nakon uredenja:

B+4x2—2x+1=(A+B+K)P+(—B+K+L)2+(B+L)x+4

Stijedi: A+B+K=1 B=—2
—B+K+L=4 K=2
B+L=—2 L=0
A=1.
Uvrstenje u integral daje:
1 '[d" 2J' dx o xdx 1= oy )
= | — - =]In a
) x x+1 2—x+1  (x412 7 (
1
r={_*9*
xt—x+1

Taj integral ne moZemo rijeSiti rastavljajuéi integrand u parcijalne razlomke, jer je
integrand ve¢é¢ parcijalni razlomak. Moramo ga izratunati na nadin' koji
slijedi. 2

Stavimo: x*—x+1=t; (x—1)dx=dz
Da dobijemo u brojniku (2x—1)dx, pifemo x u obliku

2x—1 1
x= =

2 2

pa uvritenje u I, daje:

\

7

1f@x—Ddx  1{ d 1 (de 1 1
Il=—[(x )A-'—J . —J‘—+—1o lulz|+3lg,

2) et T 2)e—xr1 2): 2% 2
A
I,
i 1
L= In@—x D+ k. ®

-9 dtipu A . ( L b Az
= = a =} — - =lx——= X= 8
2 x‘:—-x+ 1 prema pre pu J‘ l 3 2 3 5

("_?)2+7

3 B de (523) 1 " t 2 - 2%—1
— =k |=| ——= prema =— arc = -
4 ) EXNTINS E k|3 3

:Uvrdtenje u (b) a zatim u (a) daje:

1 1 2x—1
L= (-2t arc 8 ——s

V3 V3
o x G+ 2 2x—1

e +V_3_ arc g T

+C.

.

S

#43
265./ I=J———L—dx .
- (x+1) (3412
1. i 2. korak su ispunjeni.
3. korak: nultatke su nazivnika: x;=—1, x,,,'._,=i1/‘—7l=;i;i.

43 A  Bx+C  Dx+E|
. ' 1) (2 4+1)2
D@ - w1 T T g | CTDERD
Proba: 5=1+42.2=5
B+3=4@+12+Bx+C)(x+1) + D x+E)(x+1D)(x*+1). @

Koeficijente 4, B, C, ... odrédimo uvritavajuéi u identitet nultatke nazivnika x;= —1
i %, 4=1 i izjednativajuci koeficijente uz x* i x°, §j. &lanova bez x.

=—1:2544, A=i.
2

xg,4=i : —i+3=—B+Ci+Bi+C=i(C+B)+(C—B).
Iz jednakosti kompleksnih brojeva slijedi

C+B=—1 | odatle:
C—B= 3| C=1, B——2.
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3 1
Izjednacenje koeficijenata od x* u (a) daje: 0=A+D=?+ D; D=—

) 1 3
Izjednatenje slobodnih &ldnova u (a) daje: 3=A+C+E=E+1+E; E= 7"

Uvritenje u I daje:

2x~1 x—3 2xdx
I=— —d =__ Sk
,[x+1 ey T a4 h'x“' j.(2+n’ '

N dx 1 xdx 3( dx
eI 2] 241 ' 2) 241
R

. 1 .
=(uz 241=t,- 2xdx=dz; ;cdx=-2—dt)=

A
1 dr. 1 1(dr 3 1
.=7"‘"‘“"f?*’1‘3'5{7“”5“*"?3‘“"*”*
N et h-lmetin 4D e ®
3 —_—— —_ X.
£ B4 4 yhg s '

‘ I1 izracunat écmo nadinom rehxmw, tj. smiavan)em eksponenta kvadratne funkcije, u
nadem sluaju svest éemo

(x'+l)’ J‘x’-!-l = Jeig R

"dx a+P—e - ( dx J‘ xdx
et T e ! eI

xdx o xdx -_
@+DY  JernE

=[uz u=x, du=dx; dv=

: 1 1(d=z 1 1
= O241= dx=d dx=—dzlo=—|—=-———|=
(uz +1=2, 2xdx=dz, xdx 3 z)v = = x’-l—l]

arc - * - fx * + .al'Ct
= X —— x
B @) 2) 241 24D *

ﬁwﬁténje u (b) daje:

1 1 x 1
I=—ln 1 e In (P D+ arctgx =
|x+ !+ 11 2(x‘+l) —_—t— arctgx ln( + )+ arc gx
e+ 24x L G2 rc.t +C
~ 2 263+ 4 sretgxT .

(Sx8—12)dx
66. I= )
2 ,{ (3—6x+13)*

80

1. 1 2. korak su ispunjeni.
3. korak: Uzevdi u obzir da kvadratna funkcija u nazivniku integranda ima dvostruki
par Konjugirano kompleksnih nultataka, pifemo parcijalne razlomke u obliku:
-12 Ax+B Cx+D
(x2—6x+13)2 = (x2—6x+13)2 = x3—6x+13

MnoZenjem sa zajedni¢kim nazivnikom i sredivanjem po padajuéim potencijama od x
dobivamo:

5x2—-12=Cx®*+(D—6C) x*+(A—-6D+13C)x+(B+13 b) .
QOdatle:
x*: C=0.

x2: D—6C=5; D=5.
x : A—6D+13C=0; A—30=0, A=30.
x*: B+13D=—12; B+65=—12; B=—17.

S5x8—12  _ 30x—77 5
GP—6x+13F (—6x+13)2 ' a—6x+13

xax X
1=30 77 5 .
I(x’—6x+l3)’ I(f-6x+13)=+ J.x’—6x+13
1 2 3

I=30L—~7T I +5L5. v @
Integrale I, i I, treba reducirati.

=(x—3=t; x=t+3, dx=dg)=

L= = xex
! _I @—6x+138 I [(—3®-+4]

@+3dr [ edr dz (tz+4=z, zdi=ldz)=
(B+4y (@+4r @+ 2
A
o1 fdz 1. 1
=—{— Li=——-——+431I,
2,‘-z’+3“ 7 Ara ®
dt
I,= =, = 1. C
2 I (x*—6x+13)* I [x—3)*+4]% @@+42 ‘ ®
Uviitenie () i (©) u () dsje: - '
1 1
=15 —— - =—15 —— + 13,4515, d
I 15 714 +90I,—711,+5 1, 15 o + 51 @
dx dx a1 :
L= - =j =— arc tg — ©
¥—6x+13 J(x—32+4 J2+4 2 2
6 B. Apsen: RijeSeni zadaci iz viSe matematike I 81



267.

268.

- 269.

82

- dar 1 (4+12)—z2dt_ 2d: -
Tl @+er 4] (@tee 74 z=+4 (:2+4)2 -
L t S I, f
=— arc ——
3 g 2T ()]
z tde
5=J.t;——=[u=t, du=dt; v= —_— (:2+4=z, tdt:ldz)=
(447 @+ 2

dz 11 1 1 ] 1 1 1 dr
S (- | P it = J‘ = prema () =

2) 2" 2% "2 #ta 2 2414 2 )era
' 1 ‘ 1 t
=——c———4 —a =
2 Pratz B3 ®

(g) uvrstimo u (f):

t 1 1 1 t t-l

BTFra 16 CBITR *® 3yt e

2" 76 )

1
I, -§ arc tg

Uvrstenje (h) i (e) u (d) daje:

I— 151_|_l3 tt'13 t+5 tt
=T aig HERR NIV
13:—120 53 . t
“3era 16 T
Konaéno uvrstimo t=x—3:
_ 13x—159 53 ' x—3-+C
8(2—6x+13) bt _
J dx X c
JrErny [_ @y ]
fxd,; —
B—1
[Bmom rastavi u fakto:e' I= . lnﬁ-kL arc tg 2x_+_]_|_c]_
VeF<+1 V3 Vs
**+1)dx 4
»—xttx—1] . 5 1) q{\{ N
" - .
[Neprava je! Nazivnik rastavi u faktore! I __(x+21) +In 1’;:_ ‘_l——— arctg x+C , .
. xﬁ,i_] .

(*--3)dx - .
270. Rijesi bikvadratnu jednadzbu!

atioetas’
SEPARIE L . Ay
2 10(x*+5) 1oVs ]/5

( .
" 271 [ (- Ddx Nazivaik je kub binoma! I=1n [x—1|— > +C]
N e —— e oma! I=In|x—1|—— 5
J B—3x243x—1 i ’ - G—1F

14d S5 +152%+18x+8
o, [ FHDdx l———isi"" "i+ arctg (¢ +1)+C|.
Cr2xt2p 8 +2x12p ]
e

' [ 1—x . . - - . -
273. ‘-‘] _—':j-c‘——_dx [Podiieliv§1 brojnik s nazivnikom prikaZi posljednji

kao prodokt (x2+x) 2+1)(2—x)/2+1)! I=—x+

arctg ——

N TH . LN N LY
22 e—x)2+1 Vi 12

III slu¢aj. Rastavljanje razlomljene racionalne funkcije u parcijalne
razlomke otpada

1) kad je integrand veé& parcijalni razlomak, tj. kad integral
ima oblik

X5

linearna funkcija ili konstanta
(kvadratna funkcija)”*
pri Cemu su nultalke kvadratne funkcije konjugirano kompleksne,

2) kad postoji mogucnost rijefiti integral jednostavnije
ne rastavljajuéi integrand u parcijalne razlomke ili
ako ne moZemo egzaktno odrediti nultaéke nazivnika.

ad 1) U zadacima 274 do 291 uklj. izratunaj zadane integrale, kojima su integrandi veé parci-
jalni razlomci.

- I_J' - @ +xH—x2 dx—IU dx f 2dx ]_

) @te @) Bt @) ete | @+ar |
it s

11 x . : :

=F[:arctg-;—ll]. @)
- xTdx _[_ dx—du: do— xdx -~ xdx =
e T T 0 (x=+a'>=’”‘j<x*+a=)=_

- 83




1 d
=(x3+a2=z; xdx=3 -dz)zij- zf_
_ 1 1 _ X 1 +1 dx x +
2 2tat| 2 e4ad 2) Pta® 2(+a) 2a

Uvritenje u (a) daje:
1 1 [1 . x 4 *® 1 x
=—]—arctg—+———————arctg— | =
atla ga 2(x*+a? 2a tga

1 x + 1 . x +C .
=—|——+—arctg— I.
222\ x®+4-a® a 5 a = Ba. JE g

275 dx 1 hd + —arct; +C
: =— arc 3
Jerar s(x2+4 gz)
Izvedi to!
276. )| ——— =
J‘x’—7x+13
Q2Qx—-N+17
=[t= 13, dt=(2 dx]=—|———
[t=x2—7x+ x—Tdx)= x’—7x+l3
_ 1 (2x—7)dx dt
P | e o 7x+13 x -
7 3 3
=(x—3=z, dx=dz; Z=k2’ k—V—]——ln(x" —7x+13)+
-7
+C.

7 dz 2%
*— t
+2jz’+k2 —In( 7x+13)-i~v3 arctg

V3

dx
7. |\ —.
J. (14x2%*

[Pn’mjjeni vi§e puta postupak prikazan u zadatku

1554402 +33x 5
274. 1 2 arct cl.
. 48(1+ " * 16 ¥+ ]
xdx 1 1(d: 1 1 1 1
®tat=1, = dt |=— = —=——\  —— 14 (.
7. [ (4o ste=g ar) o
279, (9%
(**+2x+10)°
84 :

SN

[Prikaii nazivnik u obliku {(x+1)*49}*=(:*+%%* pa rastavi integrand u tri parcijalna

18(x+1)
(x2+2x+10)

1 [ 3(x+D)
razlomka. J=——
" 643 {x’*’+2x+10

5
+arctg%+0].

ad 2) U zadacima 280 do 291 uklj. izratunaj zadane integrale ne rastavljajuéi integrand u

parcijalne razlomke.

a0 (=571 4
2 —_—ax.
»—x—1

1+Y3
Integrand nije parcijalni razlomak, jer su nultaéke nazivnika realne x; , = —ZV_

Ku-

$ajmo rijedimo taj integral jednostavnije, tj. ne rastavljajuci integrand u parcijalne raz-

lomke.
f=—Dd 3x—1)—1
= [EDY  1oh, @x—Ddr=di= Ld,;:
x2—x—1 x2—x—1
@x—1dx , dr 1 dx [ 1
=— —_—— = —=|x——=2,
2 a1 P—x—1 2] ¢ 2.[( 1)2 5 2
P
2) a4
dx=d k"k——v?~lln'= 1 ][dz—
e el br ] =
1 11 lz—k 1 1 2x—1-}75!
=—In{x*—x—1| —— —_|-z ’=—lnlx.’—x—ll— = z 1','—!+C.
2 Vs lz+k] 2 25 |2x—1+]'s!
231 ¥ [u du=dz; dom— ¥ [_xd= (x=+1 "
=] u=x. =dx;doy 9= = ===
) ety TR T T e j(ﬁ+1)= ’
deolayolfds_ 1 1 )_ = 1+1 dx
=S z)_? F 2 e+l] 2 = P
x 1 +]ar e
=—— Cc tgx
2 @1 i
1 1 dz
82 |——— —( x*=t,xdx=—dz|==|-— —= predtip 4 =
2 J-x‘+x=+1 (" TS ) 2Ix=+z+1 poedup
1 de 1 3 V3
2 4
1J- = 1.1 o=z 1 o2 (HJ) L
= —= —.—arc tg—=- —arc tg— - L -b— ] = —— !
EY A S A T Y A R T
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x»d - 1
284. ‘._—x = (kako je Dox*=3x% a-x*=x3-x2, stavimo x’=1¢, 3x*dx=di, xzdx=—3»-d1) =

J5x31+8

x"x-dx 1 { tde 1 tde -~ (z+8)—l 8 1
5x+8 3 J 5148 15 8 [ 5] 5 8 ]“
1+-§ 14

1 8¢ dc J 1/ 8. ' 81\ 1{ 8 |S5t+8]
=— —_ ) — == —1 ‘t o P [ S | T
15”‘“ sf s] 15( nitty l) 15(’ 5 5 )

‘s

1 8  [5x3+8]
w2 Y= x’——ln5x3
5( Sl )+ 5( | +8|)
285 a8
") EETD)

= (kako je 4—3=1, stavimo x°=1, pa je 3x*dx=d¢, a dx=

__dz _1» de _1“ de _l" de -
_3_:;2)_?“. PGS+ 3] R+ . 3 A+

= nakon rastavljanja u parcijalne razlomke =

' 1( de_(de dt) 1( PPy lz+1|)
= — —_ 34— =] ——— n =
3\J 2 t t+1 3 t

1 1 t+1 1 1 x3+1|
— === = 4m|”
3( t+n t ') 3( x~"+ e ]

)+C.

2sej =

e
_[GHD=a  (ds T xdx J’
TAGEFD) 7 JAGE) 3x= 2EEE)

1 (24 1) —x2 I (dx [ dx
= |—-————dx=———-| —+
3x x2(x2+1) I he

P
1

=—_3F {- +arctgx+C

86

f o odx .
B x‘(xsjf.:T)-" [Poéetak kao u zadatku 286, zatim rastavljanje
ijal lomke. I 1,1 +
u parcrjaine razio e J=———a —
FERUES 5% 2a?
1 12 1
—lng_*~ ) ctg—~—+C_|
6 x—xt+l ' |3 V3
2x—3
88. | ——" " dx. : Injx*—3x—5 .
288 | dx Injx*—3x—5|+C]
250, [29% I ¢
T a—ay 300—x%¢ |
P 1 1
y dx. —Injx*—1{+C]|.
290 Ix‘_l x [4 | == |
91 il Postupak vidi u zadatku 285, /= 1( 1+lnx‘+1+C-
= —_— 0Ss! vidl u zadatku =—{ —— _— =
(A1) " s\ = -

}2. Integrali iracionalnih funkcija

Te integrale svodimo pomo¢u podesnih supstituciia na integrale racionalnih funkcija, tj.
na tip I.

TIP I1

Integrali iracionalnih funkcija oblika

v!‘R(:c, Vax—i—b)dx,j ( |/ ::_—:j)dx,

gdije je sa R oznadena razlomljena racionalna funkcija.

Upute
Karakteristika toga tipa: Pod korijenom je linearna funkcija ili-kvocijent linearnih
funkcija.
Postupak.
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e

ax+b=to,
e f
gdje je ¢ najmanji zajednicki nazivnik razlomljenih eksponenata — E
Zadaci
U zadacima 292 do 309 uklj. izraunaj zadane integrale.
92 S dx
ey
1. Vl—x=t
2 1—x=10 x=1—¢*
3. dx=—2¢td¢
4. x4+1=1—12+1=—(2-2)
51 +2S bl 2S 4. ema (56a) =2- ’_VEI
. I= ~———=2|—— = prem —_——Inf——=
(TR P 2]/2 t+)3 |
Vl —x — VAi
V_ V 1—x + V2 ™
’ *%dx 3 -1 3 -
293. f— = V2x+l =t 2x+1=2, x= 5 dx-—:z 2de, x*=
3 —
V2x+1

n

T/ E— ax+b
1. Supstitucija: Vax+b=t, odnosno |/ ——-—=t.
cx+d

2. Odatle ratunamo x izraziv§i ga sa 1.
3. Ra¢unamo dx. '

4. Ostale x izrazujemo sa z.

5. Sve to uvritavamo u integral pa dobivamo integral racionalne funkcije od ¢, tj.
f R(t)dz, a to je tip I. Izvrdili smo dakle racionalizaciju podintegralne funkcije.

6. Rafunamo f R()d: pa u rezultat uvritavamo supstitucije navedene pod 1.

U posebnom sludaju toga tipa
a _ B Y
[RG, Vax+by, Vex+8)f, Viax+b%,...)

supstitucija glasi:

dx

E
”

12

):

»

30 @-1pede 3 ( 35( 3(1B 2 12)
e e T —1)2tdt=— 7—2¢4 dt=—| ———0+ —| =
83 : sg(l Pedi=g dde=r g s T2

3 (5 2 32 1 2 1
=_gf_ -8 = Jox+r| —@x+12——Q@x+1)+— |+ C.
3 (8 5 +2) 8V(x )lg(x+)2 5(x ) 2]

Izratunaj isti integral uz supstituciju 2x-+1=¢, dobit ¢e$ isti rezultat.

t2d:
294. IVH_xdx--(Vl«Hc—z, 14x=2, x=22—1, dx=21d5)= 2§ — =
B (PPPRNEPIRLIN (P PP WLLINP PP Ll
' -1 —1 H:ll
1¥x—1
—2)i+x +In ik
Vitx+1
v 1 .
3 r°de
295. 3x+4_dx=( 3x+ 4=t, 3x+4=2% x= — (5—4), dx=,t’dt)=5 ==
1+¥3x + 4 3 T
) tepi—— | =(rar—{ears (am (2 o 22t ppsy
= ] =p4— — = —_ —_ = ——— —In =
[.(t+1) 22—+ 1+1] St S S SH—I 372
1 13 F 3
=?(3x+4)f31/(3x+4)’+v3x+4—]n [V3F4+1l+c.
xdx 2
B Wi ZVYitx—-1)+c).
SI+V1+x [(l+x)(3v+x )+ ]
?)——dx. [x—2V=x+2m(Yx+1)+C].
" H—Vx
— . 2 —
. [#l3—xdx. [;(xs~x~6)V3—x+C]-
. :/f-,_;u:';
s 2
299. 1 [l/ - , a odatle )cx—l—— dok je - i owithn
L (1—x32 T+x +x 1+x +x 142
4:d: . 22\, (a+ep  fde S de
dx::——m)? 5 a —x——]—-*ftz')—‘ S : 4 (l_l_lo)g 12
‘L=Vl+x LC.
t 1-
89

\
K 1_.}/‘

4?[



1 1 2—1 i ema (a) imamo:
B e I8 o ([ ot o 2L pa prems @
ul eaSann § — H 10 10 10 10
{ I:———+—-———°—+—+101n {el—10In {41 =
4ede 2 2° 1 @E+Dede 1 1 40 38 222 ¢
= s 1—x= i l4x=— =— =—\|1+—]di=
(1) 241 2+1 2 A 2 2 5 16 s 10 x| ‘
J = — + ———+)+ln——m—+c
—_— s 9 s PO -
:i(l_l);i[Vl+x _V_{i)__—“ f___—{—C. ZV? 3Vr, Vx Vx (1+Vx)w
2 t) 2\V1=x Ji+x V1= d
/A
P
. ¥ - ¢ dx [ 3 - S...
. o a/. , ot 305-}_’ - l6/x—3Vx+2V5—6m0+}x)+Cl
l—x  dx C 37/ 1—=x\! ' — 3
301. l/_——'—- —f-b ( ) +c|. ps V+1=
v S 1+x (1+x)? l 8 1+4x . P
| 306 -
1—x dx | Viex —Vi=x | ‘x N
302. SV———-—. In ——— 4+ arctl Wae = o
o A [ [Viex+Vi—= | Y " Va+¥z+2lx
::—J & s 2 1 33 &,
‘ : . [2V?~3}7§—8Vx+6]/x+481/x+31"(1+Vx)+—2‘d/"_
. | .
303, \----T—V-_idx. |
A P i = 171 2 ]/ x—1
4 ! V34— ——acg———+C|
‘\ 4a_ ‘k i 1/7 V7
Vamsx o ?
x=0%, dx=42dr, 1=]x. ]
]:'1{--.—.—;;'1’ e
‘ ! 307. |——m— Rarctg Va1 +CJ.
r=al 1 s { U g @+:2en=1+ 1] T 1/‘_+"1“+il‘¥i'
— SR SRy ATTEY. B R —— = (> (154 =]+ on—el= 2 x
g2 S 241 . - 251 (/ % -
t—1 tdi . dz 1 |
e e 28 ) ) -
(S ! 241 241 2+1 2 2 308 J_, I.S{—;—V(;E—T)ZV—%VG;I)' +7V(x+l)7 ___6_(x+1) +
4 - 4, 1 1
=4 xr2m+) %) —darctg } 74 C. VT4V >+
i ) N | S—
- ‘ R e (G 1)3} + c].
. 5 4
dx i
_304. - . g.r
e ’ .
.// X (Vx ot r) . ) /_\ ]/_x+_l —Vx——l—
( 1 !‘ | 309. ————— dx=
V=« _ : Var1+V=—1
. gx=0% dy=10Ads, =}=x ‘ N PR -
Vi = o i - -~ LI Lo R SO
- 1. — brojaik i nazivaik integranda mno%imo s brojnikom = | " ——— dx=
1 1057——& - log - ) ¥
w2 TR - " v a x2 x /k3~—]
PR o PR i S(x sz—l)dx——x:—gl”ﬁ—ldx= prema predtipu C=7—’ll 5 +
Integrand rastavljamo u parcijalne razlomke. Dobivamo: W &
{ I R R R 1 1 -
e N (I R, P . s - Ix>—114-C.
l.’n([+|) I P Al e 1 +1 +2l.n]x+]r "i
- VD
90 ] 91




Tip 111

Integrali iracionalnih funkcija oblika_ ‘

JR(x, Vaxtibxte)dx

tj. intégral racionalnc funkcije u x i drugom korijenu iz kvadratne funkcije.

" Upute

Karakteristika toga tipa: U integral ulazi drugi korijen iz kvadratne funkcije.
Primjedba: ovamo spadaju i integr’li predtipova B i C, ali se jednostavnije rjeavaju
kako je tamo prikazano.

Opéenito se integrali navedenog tipa rjeSavaju, tj. racionaliziraju pomoéu Eulerovih supsti-
tucija, pri demu se razlikuju dva slu¢aja s obzirom na predznak koeficijenta od x? u
kvadratnoj funkciji koja je pod drugim Kkorijenom.

1. sludaj: ako je a>0 u V?ﬁlﬁ—}—c, supstitucija glasi
Vaxribxie=Yax+t
gdje je ¢ nova promjenljiva.

2. slulaj: ako je a<0, kvadratna se funkcija prethodno rastavi u linearne faktore pa
supstitucija glasi . °

]/ax5+bx+c==]/!a(x¥xl) (x:;,5=v:;;({;§5&(§_—73)=
=t(q—x) i =t(x—x,)

gdje je ¢ nova promjenljiva, dok je —a’=a.
U toj novoj promjenljivoj ¢ treba izraziti sve x koji ulaze u integral, takoder dx. Time’
vriimo racionalizaciju integranda da se dobije f R(»dt, . tip 1.

Zadaci

U zadacima 310 do 314 uklj. izratunaj zadane integrale pomoéu Eulerovih supstitucija.

310 ( dx
d Y__l,-" o

92

g —x+1
Kako je a=:12-0, pa je 17=} 1=1, supstitucija glasi prema 1. sluaju:
T e ’

VF"iif:l~x-}-j3,. S (‘A 2 @

x—x-fl=x2 22 x4
a odatle je
- ) 21 ®
T g
pa je .
2(2+e+1
dx= nakon uredenja = -- 2@+l @
Qe+1)2
Uvritenje (b) u (a) daje nakon urcdenja .
Vot | Lot
i = e s
etl=
dok je
Yaripi=—20 1 @
x—Vxt—x —=tr mmmn,
2t+1

e

Uvritenje (c) i (d) u integral daje nakon uredenja:
) I M iknio U9
1 o8
t(t+ ?)
Rastavljamo integrand u parcijalne razlomke:
2+t+1 4 B

{er 1] T'(,+l)”,+"
2 2 2

Na poznati nalin (vidi tip I) dobivamo:

te prema (e) .imamo:

=, dr 3 de N AN
T2\ e 2 (z+l)’ L -
2 2

3 3 3
=2In|t|+ ST ——mlhQz+1)+ 3 In2+C’

t+1 2
(o]
Uvritenje t=Vx3—x+l—x daje traZeni rezultat:
— 3

————————— —11!112Vx’—x +l—2x+l| +C.
2P xFi-2x+1 2

. (—S5
=
a=1>0, 1. stulaj.
VE—T=1.x412

x2—1=x3+2tx+12

S Ve
2

1 1
L—l=—1t—224+1= —(12—1
V 2t }" 2 Zt( )

x—Tle= -t

=) —1-x
1(2-1 1 1{fd: dz 1 1
I=4 — —dtr={ | —— ] — |=— — =
IZJ‘ 2 tdt 2(,[: J‘z’) zlnltH- 42

=5l V=i —x| +

1
Ty +C.

©
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dx

+)
19

s

a=--4.:0 — imamo sluc¢aj 2, pa rastavljamo radikand u faktore:

PPN N T BT LT |

Odatle 2
1 52—4 24:dr

= —— — 5 a X==e e

2 21+4 (2+-4)*

T - 5 5247 12t
Fs+8x—axt=: - x|=t

2 2@ | Aa

Prema (a):

—— . 35184
3x+ [58x—data T 4 —
2 2+4  £+4 2

12¢ 3 5£#48:—-4

£+4

UvirStenje (b) i (c) u integral daje nakon uredenja:

-5 G "HMJ -
(Se+8i—4)(#-4) S (t—%)(l—:-2)(‘2'5‘4)

Qdatle nakon rastavljanja integranda u parcijalne razlomke, dobivamo:

I
Jo:—
39

125 z
5In[5¢—2j i 13Inje+2] — In(2+4)-+-12arctg -;]4 (&8

2 548x—4x2

5-2x

gdje je t==

o

-’(/313. \‘ oo [ !

S 'Y -

i r2fax 1]

o]

(©

. o dn -
O al1s  {xl15—2)axr £y
34 ‘ e S Hsotae-plicl.
Jx— At B
-

S

Uputa
1z navedenilr primjera vidimo da primjena Eulerovih supstitucija traZi mnogo sloZenih
ratuna i &esto vodi do kompllclranih integrala racionalnih funkcija, koje ne mozemo
egzaktno izratunati, Stoga se preporuda, ukoliko je to moguée, da se uvedu neke druge
podesnije supstitucije &esto trigonometrijske.

Zadaci

U zadacima 315 do 317 uklj. zamijeni Eulerove supstituciie drugim podesnijim supstimciiama.

S dx
35 |\ —————.
o2+16))9—=

Supstitucija: x=3sint; dx=3costds, paje |9—x*=3)T—Sin*t=3coss.
I 3costde - | dt - - de -~
~ ):(@sin®24+16)-3cosr ) 9sin®e-}16(sin®z+cos?s) ) 25sin®r+16cos®s

dz . T ode dz :
=\— =(tg:=g; =dz)= — =

S cos®2(251g® ¢-+16) cos®z 2522 +16
—i\ - -~ Sarc z—Larc' St 1-.+C
2 (4)2_254 bRt PR L

24— .
5 .
Da se vratimo na prvobitna promjenljiva x, uoﬁmo da je

sinz sint x x

tgi= —— prema x=3sint, sint=— —, paje
cost  Yi—sintr \. : 3/, S Vo=
. 9
1 5x. o
I=—arctg——+C. ~ /
20 4)o== 0
S e—x-tl
e+ D)2+ T

Supstitucija: x=ctg?t; dx=—

de ; 1 -
A1=14ctgit=—— , pa jef FFI=—
smg * Hi=l+ el R e

- in®¢ si 3 B
I=_S {ctg?t Ctgt-.i-:)sm tsinzdz _S(oos t mt+sht)dt=
sim*¢ t

1 de
=—S( - —sin:fcosz+sinz)dt=—.s,—+Scostdt=
smi? . J st

z z
=—1nltg; +sint=ln|ctg? -ksint-+C.
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Vratimo se na x:

1 1
Kako je sinz=—- =-——- -, bit ée cost=~__i —, pa je
1+4ctg?t ]/H»x2 14-x2
t 1+cost . T+ T+t 2 S
ctg_;l/ st |/ Videex _ (V1+:: +x) st VYT
2 1—cost l/ 4% —x 14x%—x?
MRS 1
I=In|x+ | 14+x2| + .
le+ VT2 e +C.

PokaZimo da taj integral moZemo rijediti jednostavnije podijelivéi polinom u brojniku s
polinomom wu nazivniku: :

S x2—x41 dx—S(l——f—x—) dx _S dx S xdx .
@OV <) Er Ve ) Vet
de

I AP d~—dt —In|x+ Vit 1
=(x*+1=t; xdx=—|=ln|x+ 1+x=|—E =

—1n [+ V1R + V_‘__ +C.

1+4x

" 1 1
Supstitucija x 3 —
. cost” 2§

=

Posebni sludajevi integrala tipa IH

P,
Posebni sluéaj a) S-—L_dx.
Vax’+bx+c
Integrale toga oblika ratunamo tako da ih piSemo u obliku
P a
I=P, ,(x)- ]/ax’+bx+c+A,,S—:_:f—.
,,,,, Vax’+bx+c

Metodom .neodredenih koeficijenata navedenom u tipu I 6dredujemo koeficijente polinoma
P, (x) i koeficijent A4,, pa preostaje izratunati jedan integral koji spada u predtip B.

Zadaci

U zadacima 318 do 324 uklj. izralunaj zadane integrale koji spadaju u posebni slu¢aj a).

—8x+5
318. S 33_? 8—x+7—dx5
7 . Vx’—4x—7
S dx
-z(A2x=+A1x+A.,)Vx=—4x—7-f-A,S I A—— @)
: VE—ax—3

96

319.

Derivirajmo po x obje strane identiteta:

3x3—8x4+5 x—2 .
S = (A x+ A) =+ | —4x =T 24, x+ A +
V==ax=7 V¥ =ax=7
A, ]
| . VE—da7.
Vx"’—4x—7 ‘ V A%

Odatle nakon uredenja:
3H—8x+SE3A2xE+(2Al—lOAz) BH(—144,—6 4+ Ap) x+(A;—T A, —2 4y).
Slijedi: )
34,=3—>4,=1
24,-10=0->4,=5.
—14—-30+ 4= — 8+ Ay=36.
A;—35-T72=5~+A;=112.

Uvrstenje u (a) daje:

_ d
I=(x2+5x+36)l/x=~4x—7+1125——i——~ )
e VE—ax—7
[1
dx dx dx
L=\ - —————— =(x—2=t; dx=dz; 11=k%)= =
Ver—ax—7 ) Ye—2r-T1 Ve

prema (543) =In| 2+ V;”—Tki]= ln'x—Z +VF:_4;—7‘

Uvritenje u I daje traZeni rezultat:

I=(2+5x+36))F—dx—7 + N2In|x—2+ V¥ —4x—7| + C.

.

|- el |
Vx’+4x+5 V;’m
Deriviranjem i mnoZenjem ove relacije sa Vm dobivamo:
x=Apx+(2 A5+ A4y)
Ag=1; 2A4y+A4,=0 > A= —2.
e

Prema predtipu B: ‘
I=)x2¥4x35-2In|x+2+@Fdax£5] +C.

Rijesiti isti zadatak na drugi nadin uzev$i u obzir da je d(x*-+4x+5)=Qx+4)dx, pa

1
xdx mozemo prikazati u obliku xdx=;d(x’+4x+5)—2.

7 B. Apsen: RijeSeni zadaci iz vise matematike II ‘ . 97



2dq dx Zadaci
320. S—i—x~ ~(A,x+Ao)V2ax—x’+A,S—_T : e
Y2ax—x? V2ax x? .
U zadacima 325 do 328.uklj. izraunaj zadane integrale, koji spadaju u posebni sluéaj b).
2 ———
\"4___(,4,”40) V +4,VZax—2+ V2 = V2ax—= _
= ax— S 2x—5)(2+3x— —2x* — —
V2az—at ‘"‘ 325. S(2x—5)V2+3x—x’dx=S—( il xz)dx:S bk Y
2= A ax+Aja—Ay ¥ —Ayx+24,ax— A, x*+ A, J253x— J213x—a2
ili : - g = dx
= imamo slucaj a) E(A,r%»-A,x-kAo)Vﬂ-:%x—x’—}-A, ———
x3= —2A4,x2 4+ 3Aa—Ag)x+ (Aga+A4,) . 1’2+3x—x’
1
—24,=1—>A4,=——— Deriviranje daje:
—2x3+11x*—11x—10 3-2x
< =yt Ay x+ A)———————
341a—A=0—>A=—>a V2 +3x—= - 2)243x—=¢
3 As
Aga+A,=0—+ Ay=—a* + V2324 x+ A+ ———
2 l’ +3x— 13
x 3 " f——s 3 dx . T e .
I= (__._E a) I/Zax——x’+—a' T—= Nakon mnoZenja s 2V2+3x—x’ i uredivanja dobivamo:
2ax—xt
+3 . . —4342222—22x—20= —6 Ay 3+ (15 A;—4 A) X+ (8 A, +9 A, —2 A x+ (4 Ay -+2 Ay).
K - :
= V2ax—at+< atarcsin =2 4C. Odatle slijedi:
2 1
dx _— A=2; A=-3; A=— i A=-4.
(I‘=S'_— rijeSi prema [Sla]]. 3 6
V2ax—= 2 dx
- =( xt— 3x-—)V2+3x—x’ 48——___,_._ —=
2x0—x—5 - 3 V213
P S dx. (42 —22—3In|x—1+)E—22 | +C). . . .
e Ve—2= =(—x’—~3x+—)v2+3x—x'—4arcsin g
/ 3 6 V17
- \‘ ®®Rdx Tl g +1 C .
O Y mee [ (-0 T2+ 2arcsin ~ T ] [ 326. Rijefimo na taj natin integral rijelen u zadatku 245.
[V3=Fi0x+9dx=
X —3x S S —
323. S . [xVE—2x+5—5In[x—1+Vx*"2x+5| +Cl: S i LI (A,x+A.,)V3x’-l—le+9-,—A,STd_x_—_.
Vx2—2 V32410559 ¥ 32510x+9
Deriviramo:
3xdx S A :
324 \——2 = . [02—5x+20)Vx®+dx+5—151n |x+24 V=2 +4x+5]|+ C). . 3x24+10x+9 3x45 .
Vataxts : T =t A =~ —+ V32102494, +
V3x¥10x+9 V3xi£10x39
Posebni sludaj b) o V3x’+l0x+9 i uredimo:
[PulamFhaeas. 1 3410249
- 3521 10X4+9=6A4,x2+ B Ay +15A4) x+ (5 g+ 9 A+ A
Mnozeci i dijele¢i integrand s Vax2+bx+c svodimo posebni slu¢aj b) na slucaj a).
Primjedba: Na taj nalin moZemo rjedavati i integrale predtipa C, tj. integrale oblika Slijedi: Al=__l;; A.,-»-:i i ,42_.-'_
[Yax®Tox4¢dx i to jednostavnije! - g ¢
L] 7*
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1 d
1:(— x+-— )V3x-+l()x+9+ S_x__: prema predtipu B =
2 V3erioxry .

Ix45 ., 3 S R
= x: V3e+i0x¥9+ —1/§—In|3x+5+V3.V3x’+10x+9l+C.

IzraCunaj na taj nadin integrale navedene u zadacima 248 do 251 uklj.

x3-42x

327. fxzvx'*’-l-‘tdx. [ -Vx2+4 21n(x+Vx’+4)+C]

328. [« Va=ax. [;— (x*—2)J/a—x* +2 arcsin % +C] -

Posebni slu(‘.a] C).
S(x——k)'Vax’—l—bx-l-c

Tu je n prirodan broj, dok je % realna konstanta (Cesto nula).

1 : .
Pomodu supstitucije x—k=— svodimo zadani integral na posebni slu¢aj a) ili na osnovni
! .

integral.

Zadaci

U zadacima 329 do 336 uklj. izratunaj zadane integrale koji spadaju u posebni sludaj -c)

: ‘ dx 1 1 1+¢ dt
329 |\ ——————=(x—1l=—, ¥=—tl=——, dx=——|=
(x—l)Vx’—{—x—H t t t b3 )
r de d: A
N =—\——————= predtip B =
g (1+z)2 1+z V32¥3r+1
4
TV

ol 1/‘(7:%:“*%*’ e o

EJ ST
1 o f‘
]nIZ+Vk2+z’I —-——lnlt+ 3 + 1’;l+€| =
i 2} 3e4Y 342) 38843041 1 |V 3x+) 32)2 x50 \
=——-.In|- e =—oaeln +C.
13 21/ 3 [ Vs x—1
100 ' .

330 S =
#YTr=2
1 1 1 1 de _
=(x‘= 7 z:;-, x=t, dx——: )
Ve t4
1 dt 1 dt ( — dz dt
e e e s =U, __=—2—=du,
SRS T 4§ VVies T
t VT ;
1(~ud —
dt-—Zudu) S it =(Vu+1_z, L _dz, du=2zdz)=
Vu+1 2ut1
2 Iajm  ap=
=—_S(z’—l)dz=———3-+z=——3—V(u+l)3+Vu+l=
lf . /1 f1e (2ﬁ—1)1/1+x2+c
3 ( * ) e 7
dx i
331 S___—__ -
@x—3))dx—x
3 p7
=_1_ dx = x_.3_=__, dr=——dt, x=—+—3 = 7
2 3y t 2 ;
\ ( ——)l‘tx—:c2 {
4 2
Ca o YisATaa dr =ty ;
1= 3.1 V4x—- = = == el P
2x—37] 2t , V152 +ai—-a , :
’ V _*[A 5y 12 — LG
1 x+6+60x—15x* ¥
= predtip B=C— —I}——————— 1. t _
P Vis_| 2x—3 | | Z
dx Cox—1
332, SM‘A_- 5 - |arcsin—- -5 C{.
S *)x2¥2x=1 %) 2
. dx 1 YrEsTe4 ) 2
B P —— C——_lnl _+ .
/M, afitasy Vi L2 x 1
2 " .
334. g— fii:{-_;l——dx lPodije]i brojnik i nazivnik s x pa rastavi integral u tri integrala;
P J oxfxt—x+1 _
1y 19 oy i
{ E-fr Vee=xt1 ey Inj2x—1+2}@—x41] + c‘.
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dx x+1 .
335. \——M8X - — :
S —D)T=% ' [ l/x—l +C]

336. S_—("*l)dx

_ V=237 +C]
Az —2x+1 * '

lVidi' uputu kod zadatka 334; I=

Posebni sludaj d)
Ako integral ima oblik

S Pdx
0n0) | a®+bz+c

Py(x)

rastavljajuéi razlomljenu racionalnu funkciju u parcijalne razlomke moZemo kad-

X
§to zadani integral syesti na viSe integrala posebnog sluéaja c).
Zadaci

U zadacima 337 do 339 uklj. izraunaj zadane integrale prethodno rastavivii u parcijalne
razlomke razlomljenu racionalnu funkciju integranda.

' Bx—5)dx
3. \m—————-
x—13) 72 +4
=5 A B
G-1F  —1F | x|
3x—=5=A+Bx—B, paje B=3 i A=-2

3x—5 2 3
= — F

(x—1)2 (x—1)2 x—1
dx dx

=—ZS — +3S ——-=-20,+31,

G—12) 53 @G-+

—— ——
I, I,

dx 1 1 de 1
Il= — — x—l=‘—, x=—++1, dx=———, =~ 5
@—12) 214 t t /o] x—1
SRR [ tde
Vx’+4= = Vl+2t—[-5l”)-——-—ST =-1
t Vit2isse
0 tdt . PR, de
Ij= \ ————— = prema posebnom sludaju a) EA0V5t=+2t+1 +4, Sgg
Vi+2:+52 . ‘ V525 2e+1

102

. 1 1
Na poznati nam nacin dobivamo A.,=; A= e pa je

N ] s T g P
L=—I1=—_Vs5e+2:+14 —-— — = prema predtipu B =
3 5 ) Vse2i4a

1. — 1 1 1 = 2 R—
=_?1/5,2+21+]+_V__1n15t+ _+V5V5z 1274 "
5

5 s
. 1 .
‘a uvritenje 1= daje
e
P ]/a=+4'Jr 1 *+4+ V35 V=14
s x-1 s5)s x=1 '

5 l

1
a uvritenje 1= prar daje

x—

-
I '_._ml"“*f“V"’“‘
Vs | =t
. -
I=—20430=2 Veta o | x4+ V33244 -
s x—1 e | 1
338, 54*“7_ fem—s 1 Vi ]
(3 )P ES ey 2(1—2) 13 I
— S—f —-.—’_‘--~+c].
-l 1—« ' Vi—e



TLi1P 1V

Binomni integrali, tj. integrali oblika
fxl’ (ax4.+b)'dx,

gdje su g i b realni, a p, ¢ i r racionalni brojevi.

Ako je r razlomak, a to pretpostavljamo, tada binomni integral moZemo izraziti kona¢nim
brojem elementarnih funkcija i to samo u tim sludajevima, ako je

i 1
02 atmiiimiy W 2
q q

+r cio broj ili nula.

Ako ti uvjeti integrabilnosti nisu ispunjeni, integrand ne moZemo racionalizirati, pa dakle
ni integral izralunati. :

Supstitucije:

za sluéaj 1) axi+b=1°

za sludaj 2) ax?+b=rx9 ili ax—9+b=1t

Tu je ¢t nova promjenljiva, s eksponent korijena binoma, odnosno nazivnik u r; koji se
u oba slud¢aja uzima s predznakom +. '

Primjedba: kadito se binomni integrali dadu jednostavnije izratunati pomoéu neke druge
podesnije supstitucije.
Zadaci

U zadacima 340 do 355 uklj. izratunaj zadane binomne integrale.

2

3 e e
340. [x* )1+ dx= [ % (1+2)3dx.

W 2

Kako je p=S5, ¢=3, r= 3 i s=3, dobivamo:

1 5+ . . . - I . )

See— = s =2= cio broj — imamo slufaj 1), pa supstitucija glasi: 1+x*=2,

q
- . L — 2de

a odatle slijedi: »=|B=T; =T+ i dx=—-
3 N
Y@=

F__ s 2de IS A
I= SV(:L1)5~ P — S (t.3~—l)z‘dz=§'~% )

3 L e ere—
Y@=y
"’I_.-_ ..
Uvritenje t==]f H—x’ daje traZeni rezultat:

[ PR 1 N —
I= EV(' -1_-x")°——5-l/(l +x3F+C.

- / oy 1 11
. 1+ -3 .
341 g—v Vx-dx:Sx 2 (14 x4) 3 dx.

“ i\
i 1 1 3
=—— =—, ==, §=3
? 20 T3 773
1
2!
.Ii = =2 —» cio broj, sludaj 1).
q 1
4
1
1+x4 =2,
3
pa je t=Vl+x‘l‘, x=(B—14 dx=122@—-1)yds

I=12 S(t’—l)“*-t-t’(t’-—])’ di=12 S(t‘*—l)z’dz:

=12 2—'—4‘)=172_V(1+]‘_/§)’ —3V(Il+ Var+c.

5
342. J' = J x~2(1+x) 3 dx.

SJai=r

5
S =3, r=——, s5=3
? 2, ¢=3. r 3 5

iﬂ:ji =-— — #cio broj
q 3
LA +r=—l——-=—2= cio - broj — slucaj 2).
q
Supstitucija 1+x2=£1%
3 2
Vi+e . o1 8
Qdatle t= 5 I=22@-D. x‘——ttl—, 1+x3= —_t3—1 3
1 -1 _4
x= —(@E-1) 8. d&x=—8@-1) dd
’_ x
V7=
Uvritenje- u integral daje:
- a 1 1428
=— St—‘(t’—l)dt=— S de+ S F=—t— Y T
Jive
Uvrftenje 1= Vl+— daje traZeni rezultat
x
B42
=— Pt +C.
2x |+
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/(G—x2)®
343. g Va—ay dx= Sx“(4—x‘)’l$dx

B x*
6. 2 . 2
= —0, =2, r=—, §=
Fb q 2
1 —6+1 5
%= 62+ =—3$ cio broj
1 5 3
i+r=— —+—=—1= cio broj —slutaj 2).
2z 2 '
|/ —x? 2 2td:
4—x2=¢2x%, odatle = A S — , dx=— ———
x Va1 J&+i
1 1 Ja—=
I=— 2‘dl—~——z5___ +C.
S 4 20 20 5o

Izratunaj isti integral pomocu supstitucije x=2sinz.

1
344. [x|T+addx=fx(1+x9)2dx.
1 =4, ——l s=2.
Oy NP
b4 q 2

1 1
i——# cio broj
- q

1 1 1 '
i +r-=3+42=1= cio broj = slu&aj 2).

Uzmimo drugu supstituciju toga slu¢aja. Kako je a=b=1 imamo:

_1 1 5
Itxt=r 2=@-D *, de=——2 (=1 ‘45 1+a=1+¢-D7

1 (3 - 1-5 Ve
I=— 4812@—-1) 2dt=—— - 1)2

Supstitucija: [ z=2 paje r=2z i dz=2zdz

= - IS 22%dz
- @ -1r
2zdz 1
Parcijalno integriramo: u=z, du=dz; do—— . vm————.

arcijalno integriramo: u=z, v @1y ? o
.1_+1( z _S dx ) reat 1 =z 11, =t
a\w1 ) oog)” e Td A1 4 2 =+l

1 Ve a Ve |1 Jigs V1+x-¢+1l

4 -1 8 V?—l 4 o 8 - V1+x—4_1 |
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‘ -

/A1 +x2
~_,@1/::*+1+ w] P |6
Vx‘+l x2
__'4 _£ ;1“‘
345. I—ﬂidx=.[x 3[3—:’) dx.
=

Kako je r=4 cio broj, a mi smo za oba shiaja 1) i 2) pretpostavili da je r razlomak
ne mozemo zadani integral izratunati po tipu IV!

l 4
Buduéi da je r=4 prirodan broj, razvijemo (3—x’ po binomnoj formuli.

1 .3
I=Sx—§(81—4-27x’+—:—2’9x—4~3x% -I:x')dx=
- -3,
=Sle ?‘dx—wsgx °dx+s45x§dx—1zgx%dx+sx§d;=

—243Vx——il_ 84 V— VF1+ Vx’+C

346. Sx"’ (1 +x’)%dx.
—
1’1;—1" dx, rijeimo ga jednostavnije na taj nalin

Prikazav3i zadani integral u obliku S

da brojnik ‘i nazivnik pomnoZimo s Vﬁ? a zatim polinom u brojniku podiiclinio s po-
finomom u nazivniku

I=J‘ le:r—ﬂ dx:j x’i/gf dx_j( : “) Vld::a .f fv% +.{ % -

' Lol VTR @
dx . . . . 1
=|——— = posebni sludsj ¢) tipa III, pa stavimo x=—, dx=
2 T+ _ e
a - Ji+e
- V== —
. tar S *+1
T L
Viee E
Uvritenje u (a) daje:
: ——Ei+1nlx+V1+x=|+c
x
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F
347, [#)2-3xdx.
Zadani binomni integral moZemo izra¢unati jednostavnije pomoéu supstitucije
2—-3x8=t.

de

Ratunamo: dr=—18x%dx i x5dx=—E

.

1 (73— 7 - y A
I=——\Jrat=——Ve=——_Vo—354C.
1851/: ¢ 144V —- 144l/(z 3584+ C

Izratunaj taj integral prema tipu IV.

dzx
348, | ———
j VG—=p

Izraéunai taj .integ'ral na dva natina:

a) kao binomni integral, x
—+C|-
— x2

b) pomoéu supstitucije x= |/ 5sint.

J‘ dx [2—1‘2 ]
349, \—— . +cl.

ya—=5 J1i==
350. _[de' LVG+v +cl.
V= <.
351 [—2* 1 VT | 1 Vigm |
. : Tln—. —Earctg - +CJ{.
T [y X
V1+x‘ V1+x‘——x |
« -
Ji== 1, J1=d4x 1 1=+
352.[ = dx. zlnT-—zarctg " +CJ

[V 5V -3 ]

[ xVx+— ‘I/x5+—x2Vx+—x2Vx+—x2V§5+C]

M dx
353, \———-
B ey

354. §V2(1 +31/ x)* dx.

108

355 Sx"’dx
=

,/\/\‘

Taj integral rije¥i na Cetiri nadina:
a) kao binomni,
b) kao posebni slu¢aj a) tipa III,
¢) pomocu supstitucije 1—x?=tz, 1 —y
& il [——(ﬁ+2)l/1—xz+c].
d) pomocu supstitucije x = sin¢. 3

U podrudje integrala iracionalnih funkcija spada i

TIP V

Elipti¢ki integrali, tj. integrali oblika

fR(x.i/a‘x'+a,x’+a,x’+a1x+a.) dx, odnosno

fR(x.Va;x’+a,x‘+a,x+a‘,)dx, ako je a;=0:
Tu je R oznaka racionalne funkcije.
Integrand eliptitkog integmla ne moZenio radoxializirati, pa taj integral ne moZemo rasta-
viti u kona¢ni broj integrala elementarnih funkcija. Elementarno se elipti¢ni integrali
ratunaju pribliZno tako, da se integrand rastavi u beskonatni red pa se integrira &lan po

&an. Uz pretpostavku da beskonalni red funkcija, u koji smo rastavili integrand, kon-
vergira uniformno, suma dobivenog reda integrala jednaka je traZenom integralu.

3. Integrali transcendentnih funkcija
TIP VI

a) Integrali funkcija koje su racionalne u sinx i cosx, tj.
fR_ (sinx, cosx)dx .

Ovamo spadaju integrali u koje ulaze sinx, cosx i konstante, dok x sam ne ulazi.

. ﬁp-uté .
Pomoc¢u. supstitucije
x
tg—=1¢ a
&5 (a)
svodimo zadani integral na fR(t)dt, tj. na tip I, odnosno na predtip A.
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07'

Iz tg%=l dobivamo pomoéu poznatih trigonometrijskih formula

Zadaci

dx ' 2d -0+  (de
357, (4= _[ - {x+z=t, dx=dt)= L= prema (67) =
:J o8 X J . T \ 2 sin¢
sm(x+;)

x = a4
—|= —4— C.
tg mlm(2+4)‘+ .

dx

TRy

[ r 2dr . e
J8—4sinx+7oosx J(I-H’)(S 2t 1—:-) v{:*—s:+1s

— predtip A=2{ — % 4=z, di=dz)=2|-2% (56b)
= Ppr p A= Sm =2, =az)= 21 = prema
g5
. t—4—
P Kl HPN 1i=m - +C.
z+1 [e—a+1 x
187—3

S dx
* ) 5+4cosax’

—2
Supstituiramo 1i tgi; =2z, tada prema (b) dobivamo cosax= T3
ax 2 d=z
S slijedi dx=> ——.
3 arc tg z slijedi dx PR

(b)

U zadacima 356 do 365 ukij. rijeli zadane integrale racionalnih funkcija od sinx i cosx.

"j+c G
il Y g

(68

o~

361., S = i -

= =— prema =—arctg —=
1-2* 249
a (1+3’)(5+41+—3,) a + 3a 3

-2-+oosx

. x
Uz tg;=tiprema(b) dobivamo

2 2t
P 146 24 #-r41 4
) PR R R TC s
' 142
Integrand rastavljamo u parcijalne reziomke.
#—¢t+1 _ At+B Ct+D
@E+1)@+3)  oB+1 £4+3
Na poznati nam nalin (vidi tip I) dobivamo
1

1
A=—3,C=E-, B=0 i D=1, pa je

2:de 2t+4 . dt
I=— Sm+§-;_l_—3d¢=—ln(l‘+l)+ ln(l‘+3)+4jt.—+3 =

- (1843 4 t 2 | 4 t
=ia (o) + e a1 2 e
&1 V3 V3 2+1 V3 V3

2 4 1 x x
=hnf1+—\+— ——tg—\=In {1+ 2cos®* =
( wgﬂ) = o(es) ()

4 1 x 4 1 x
+ S —arc tg(——tg —)=ln(2+eosx)+'—_uc g(?g_) + C.
. 13 2

V3 Vs

1—sinx

]

. 1
~x+ttgx+ ——+C].
cosx

dx ' ! C
362. S_ S [ T ]
S—4sinx+ 3cosx 2—tg—

2
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d i

363. S * . [ {x+lnlsmx+cosxl}+c.
5—cosx 2

364 dx stg X a)l 4 ¢

“\S¥asinx arctg ( g — +)}+ |

| cx a]

dx 11n 8372 Lo

3sinx —4cosx s x ’

tg 5 +2

Primjedba.

v - . - . .v .o x
Ulaze li u integrand potencije sinx i cos x primjena navedene supstitucije tg — =t

vodi do vrlo sloZenih integrala tipa I koje prakticki Zesto ne moZemo izratunati. U tom
slu¢aju postupamo kako slijedi:

1) Ako je podintegralna funkcua parna u sinx i cosx, tj. R(— sinx, — cos x) =
= R (sin x, cos x), supstitucija je

tgx=1, pa je x=arc tgt.

2) Ako je podmtegralna funkcija neparna u sinx, tj. R(— sin x,cosx) = — R(sinx,
€08 x), supsutucua glasi

cosx="1.
¥ 3) Ako je _iut.egrand neparna funkcija u cos x, tj. R(sih x, — cos x) = — R (sin x, cos x)’
; supstitucija glasi
_ sinx=1.
< U zadacima 366 do 373 izratunaj zadane jntegrale uzevii u obzir gore navedenu pri-
mjedbu.
dx
36 e || o e g e
s S 4 —3cos®x + 5sin®x
Integrand je parna funkcija, jer je R(—sinx, — cosx)= : = R(sinx,

4 —3cos®x + 5sintx

cos x), pa podiielivdi brojnik i nazivnik s cos:x stavimo tgx=t, dok je

=1+tg?x=1+2, pa je
cos®x .

142

367.

) 368.

Vasintx—1

dx

I‘J‘ cos?x dr di
4 R e EX T A ET R

—3+5tg

cos?x

1 i .
= prema (52a) = iarc tg(3r) = ?arc g (3tgx)+C.

dx
sin®x+ 3sin x cos x—cos® x

Kako je R(—sinx, — cosx) = R(sin x, cos x), supstitucija je tgx=1¢ prema sludaju 1).

2

dx
. cos?x de 3 dz
tgz-|-3tgx-l —J( +3)z 13 _(l+3=z’.dt=dz)=_]‘—zi_k’=
=] =

. Vi3 3 Vi3
1 ‘zmyz_i |t V_"'
= prema (56b) =——In| — —In
Vi l Vi3 l Vi3 REN 13
z4+—— —+—
2 1 2
1 1n|2tgx+3—l/ﬁ
V13 | 2tgx43+V13
sihéx
—dx
§l+cos’.x
| —sin®x
Funkcija je neparna u sinx, jer je R(— sinx, cosx)— =—R(sinx, cos x), pa
14 cos2x :

je prema slulaju 2) supstitucija cosx—¢, dok je sinxdx=—d¢.

('(l—cos‘x)sinx ((l—t‘)dt
I= o
1+ cos®x J 1422

= nakon dijeljenja brojnika s nazivnikom =

2
—S(l- A1 ) dt=t—2arc tgt= cosx— arc tg (cos x) + C.

-cos®x
dx.

. — cos®x . . .
R(sinx, — cos x) = G —R(sinx, cosx), pa je prema slutaju 3) supstitucija

sinx=1, dok je dt=cosxdx.

8 B. Apsen: RijeSeni zadaci 1z viSe matematike II 113



370.
371
372

e

373)

114

( cos?x - cosx °(1 —sin®x) cos xdx (a —&)de
I= - dx= - =
J 4sin®x—1 4sin?x—1 ) an—1
c 2—1 1 3 1 t 3 de t
S Wt S PR dtm——t— | — = —— ¢
4 1 4 4 1 4 - 16 1 4
Fe P P J—— P .
4 4 4
-1 |
3 2 1 .3 2sinx—1
— =——si —In|——|+C.
R TRl P T yeepr I+
t+
: dx 1 atgx )
_. . ~— arc +CJ
S a®sin?x+5% costx [ab 5 b ]
- - [arc tg (tgx—2) + C].
sin®x—4 sin x cos x5 cos*x
S (sin x+sin®x)dx 1 3 | Vacosx—1| ]
_ — cosx - — - +C|.
cos2x, 2 22 | V2cosx+1" ,
3 5 d ‘ . 2
M [sinx—-?——-Garctg(sinx)-l»C].
sindx-siné x sinx :
b) Integrali funkcija koje su racionalne u shx i chx.
Upute
Integrali oblika
JRGhx chx)dx
ratunaju se pomoéu supstitucijé
x
th—=t. a)
2 (¢
‘Odatle pomoéu formula (63) i (65) za hiperbblne funkcije (vidi I dio Repetitorija) do-
bivamo:
2 1422 2d:t
h 5 chx= s dx= .
Shx=TTp s hx= T =y, ®
-

Primijetimo da u mnogim siutajevima dolazimo brZe cilju, ako hiperbolne funkcije izra-
Zimo sa eXi e—x uz supstituciju ex=t.

Zadaci

U zadacima 374 do 379 uklj. izratunaj va .ane integrale.

S dx
374. \ —=
shx
by i @ g 2dz (1—-89) Sdt ]nthx +C
= prema (b)i (@ =\ -———=|—= = .
L 1—).2t 4 2
dx
375. \—-=
chx
: . - dx
= preigdzimo na eksponencijalne funkcije = ZS——-—— =
ex+e—-x

g

d
= Zg—l—=23rctgt=2arctge>¢+c.

241
ds
3“'f : =J . :4I - =Ghiguha=m,
shx - chx ex—eg X exte—x 2x—e—2x
2 2
dz 1 de dz Te—1! e2x—1
dx=—, e2x= —|=4 =2 NS Lt O it
2t t ( 1) 2—1 fe41 e¥x41 I
2eft—— |
. t
lex —e—x |
= brojnik i nazivnik pomnoZimo s e—x=In i=1In jthx]|+C.
ex+exi ————
[ am/ (& @imy=2{ LI ___,{ &
] ——————— =prema (a) i (b)= - = =
‘// 2shxt 3chx © (1—-D@1+3+35 324+4:+3
. X
. 3th—+2
. 2 3t+2 2 2
= prema predtipu 4 =—— arctg — = tig————— “Liol
Vs Vs Vs E
ex.dx .
378. 5 . x +C].
S chx 4 shx [x+C]
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dx
379 \ ————.
2+5shx
. . X
Izralunaj taj integral pomocu supstitucije th 3 =1, a za probu uz

nencijalne funkcije.

TIP VI

[sin (nx)-cos (ex)dx
Jcos (mx)-cos(n x)dx

fsin (mx)-sin (nx)dx.

prijelaz na ekspo-

Pomotu trigonometrijskih formula koje slijede svodimo produkt sinusa i kosinusa na

njihov zbroj, odnosno razliku

Uputa

sin a.cos = —;-[sin(u-HB) + sin (x—8)]

cos a-cos B = —;—[cos(m+{5) + cos (x—P)]

sin «-sinf = %[oos(a—ﬂ)—cos(a+ﬁ)] .
Zadaci

U zadacima 380 do 390 uklj. izrafunaj zadane inte‘grale'tipa VII.

x

3
1 1 7 1( . x
+Egsin(%—%)dx=?Ssin—13xdx+555m(—.ﬁ) dx=

7 1‘12 x . 6. 1 +6co x+C
=——.—c0s —x+—:12008 —=——Cos — x s — +C.
2 7 Rt R T T IR T  g

380 S in— dx = prema (a) = ! sin| — + )dx+
. * .co X = - %
sin — - cos 2 p!

\ 381. | fcos (ax-+8)-cos (@x—b)dx=
/
1 1 =
= prema (b) =5Sc052axdx+7gcos2bdx=

cos2b

c.
7 7t

1
=4_a sin2ax+

116

(b)

©)

% D

s

382 fsinwesin(wit+g)di=

/

= prema (c) =%Sc05(—q;)dt—%§cos(2mt+q§)dq;:

cosg
2

1.
t——sinQat+e)+C.
40 :

383. fsin 3x-sinxdx=

1—cos2x

=\sin3x--—
fansst=3

1 1
dx=; Ssin?axdx—; Ssin3xc032xdx=

1 1 1
=——cos3x——\|sinSxdx—— \sinxdx=
6 4 4

1 1 1
=——cos3x+— cos Sx+— cosx+C.
6 N D R

384. fsinx-sin2x~sin Ixdx=

1
L=S(sinx-sin2x)sin3xdx= prema () =3S(cosx—cos3x)si113xdx=

1 1 .
=.ES(sin3x-cosx—sin3x~cos 3x)dx = prema (a) =ZS(§in4x+sin2x-—sin6x)dx=

1 1 1 ) 1 1 | 1
=—(_E cos 21—: cos 4x+z cos 61)= 3 cos 2::—1—6 cos 4x+§ cos 6x=

-3 2

1 fcos6x o0sdx .
=§( T—-COSZx)-l—C.

e

386. fcos4x-cos7xdx.
x x

387. fsin —-sin —dx.
. 3 2

388. fcosx-cos? 3xdx L +l

. - xdx. — sin x4+ —

2 20

389. [sin 3x-sin 4x-sin Sxdx.

pa

/7‘{?‘1 : . '1 L

7 385‘} fcos 10x-sin3xd x. [1—4cos7x—7-6cosl3x+(,‘ .

1 .. 1 1 C-

—6— sin 3»x +2—2 sin 11x+ p

3sin i x+(“
——Zsin=x+C|.
6 5 6

sin’§ -'!-l n7x+C

mix —SsSin/x -

. 28

1 1 | 1
— 0§ 12x—— c0s 6x— — €08 4 x— — CO! o
[48 % x 7 s 4 x 8c 52x+C.
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5 4 3

4

- P [1'7+1‘5+]‘3+'x+c
" COS x -COS— -COS — . — 8Nl — X+ —sin— x4+ — sin — x+sin — «
RS Y 7 4

TIP VIII

I,= fsin"xdx, I,,=fcos”xdx

gdje je n cio pozitivni broj.

Upute

Integrand rastavljamo u dva faktora tako da je drugi faktor sin xdx, odnosno cos xdx,
iza toga parcijalno integriramo, pri demu radunajuéi prvi integral uzimamo cos?x=1—sin®x,
a za drugi integral sin?x=1—cos®*x. Pri ratunanju tih integrala zgodno je dati / indeks,
koji je jednak ekspomentu sinx, odnosno cos x. Postupajudi na taj nalin svodimo I, na
Iy, tj. viSimo rekurziju. Postoje i rekurzione formule (69), vidi ih dalje.

Primjedba: Ako je eksponent od sinx, odnosno cosx neparan rafunanje mo-
Zemo znatno pojednostaviti pomodu supstitucije cos x=¢, odnosno sin x=z. Vidi zadatke

394 i 400.
Zadaci
U zadacima 391 do 400 uklj. izratunaj zadane integrale tipa VIII.
391 L= fsinxdx=
{ = fsinx-sin xdx=(u=sinx; du=cosxdx; dov=sinxdx,

9=—cos x)=—sin % cos x+ [cos?xdx

I,— —sin x cos x+ [dx— [sin*xdx
A

: I
. sinxcosx x
2 I,= —sin x cos x+x; Iz=—-—2 o
I x sin2x+
24

S

P

. . %
i 392. L= fcos*xdx. [Izraéunaj na isti nadin: 3—}-

a

393 I,=[$intxdx=

i

o

= —sind x cos :)c—+—3f<:os2 x-sin? xd x= —sin®x cos x4 3 f(l —sin® x) sin®* xdx

118

sin2x

(592)

o C]. (602)

_-,:f sin®x-sinxdx=(sin®x=u, du=3sin?xcos xdx; dv=sinxdx, v= —cos %

-

394.
P

395.

4
Y 7 39

<.\/
// 397
. 398.

;\/'/
399.

W

(“
400

I;=—sin®x cos x+ 3 [sin* x dx—3 fsin* xdx

) I,
1 . 3 ” "
I¢=—zsm’xcosx+: I, — rekurzija! Sveli smo I; na I,.

I L : 3(x sian)
=— —sin®xcos x+ —f{ ————
T 4

1 3 3
= 3 =—z sin’xcosx+€x—]—65i02x+c.

Is=fﬁn’xdx=
_'=fsin‘JA:sin:cdx=f(l——c:os’:c)z sin xd x=(cos x=1, —sin xdx=dr)=

2 1
=—f(l—z’)’dl:—fdt+2ft’dt—ft"dz=—H—? t’—? 5=

2 1
=—cosx+; cos‘x—? cos® x+C.

Formule rekurzije

1 -1
L= Ssin"xdx=—- sin®"~1x.cos x + - Ssin""g:dx v "
n ~
. i . n—1 Y
I, = | cos” xdx=— cos® 1 x- sin x+ cos®2xdx.
n

fsin‘xdx. _

[Rezultat kontroliraj prema prvoj formuli (69).]

] fcos‘xdx.

[Izratunaj integral na dva nalina. Rezultat kontroliraj prema drugoj formuli (69).]

P
x sinl0x ]

T1 . 2 o

A foos‘xdx. s [?smxcos’x+?smx+c .
" 1 . 2 1

. fsin? xdx. [—? sin*x cos x——-cos x+C |
1 . 3 3x ]

[cost xdx. z—smx‘cos’x+§x+ﬁsm2x+c .

(69)
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TIP IX

Il=ftg"xdx; Iy = [etg" xdx,

gde je n cio pozitivan broj.

Uputa
Supstitucije
1 j i d de
za Ijitgx=t a je x=arctg? i dx= a
1:18 > P g 1+t2 ()
Iyg:ct j i d el ) b
za ictgx=¢ a je x=arcctgt i dx=—-——.
1:clg > P} g 1+ ; (b)
i
Zadaci

U zadacima 401 do 410 uklj. izracunaj zadane integrale tipa IX.

2de i 1 drm X d de
= =\—-= - = r— =
prema (a) S 57 ( e e

=t—arctgr=tgx—arctg (tgx)=tgx—x+C.

Prema (b) na isti nadin dobivamo f ctg? x dx= —ctg x—x+C. PokaZi to!

402. ftg5 xdx=

5

[}
=prema (a)= S—] +t—” dz=dijelimo brojnik's nazivnikom=

B+ : d: “ 12+ rde 2+ 1¢ rde= : d

—_ e PO [ —— - = =2z, =—dz )=
( B 72 ) e U 2

1

1 1 1 1 1
= 2} — Inz=—tgtx—— —In(l+tg2x)=
3 2z+'2 z 4g‘x 2ts;‘:c+2n(+g'*’x)

1 1
=7tg‘x—?tg2x—ln[posx[ +C,

jer-je 14tg2x= .
i cos?x
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\\,_./ "
P

PN
N N

1
403. figdxdx. l7tg’x+ln|COSxH C

404. [erg®xdx=

2 t
=prema (b)=—\ -——dt=— e w4 ey =
prema (b) St’+l = S(r IS_H)dI_

2

e 1 . i 1 .
=- E+?ln (t~+l)=—7 ctg? x+ 5 Inj1+ctg?x| =

| I | I 1 .
=-3 ctg® ¥+ 3 ]n(?ﬁ):_f ctgZx—In |sin x| +C.

e

7

\

1
405/ fetg” x dx—
rd .
l’
=prema (b)=-— S?!—+—I de=— S [+ D) di=— S (ﬁ—t’—{-

I PR gy /
pyr)dm gt gt D=

: I |
e ctg® x‘{— T cigh x— 5 cig® x—In {sinx}-+C.

406. f(tg x+ctg x)*dx=

1 \3
=S(tgx—!~»- ) dx
gx

= S (tg®x +3tg x4 3ctg x+ctg® x) dv=prema zadacima 403 i 404=

tg?xd-1\? tgbx+3tgt x+3 12
ﬁg("g"‘-‘)d"“ggt gt x 3gx+ldx
tgx gl x

1 1 .
=3 tg2x+1In Jcos x| —3 In| cosx| -+ 3 Inj{ sinx| —’Ectg“a'c-ln Isin x| =

1, 1 1
=E tg-x——;— ctg?x—21In]cosx]4-21In lsinx|*;-;(tg’x—ctg’x){—zln Itgx|+C.

407 [tg?5xdx. 1 tg5x—x+C-.

v 5 .

8 i 1 . 1 1

408. ftg xdx. 7 tg’x-—'-s— tg“x+3- tgdx—tigx-tx+4C

/\ N 1 7
(409. \ lctg® x dx. l ~3 cigdxtorgx+x4C .

. /
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410. fctg?xdx.

/,/

1 1 i
[—~6~ ctgbx+ % ctgtx— = ctg?x—In |sinx| +C].

TIP X

I el 1, -
S L e
gdje je n cio pozitivan broj.
Upura

dx
Integrand rastavi u dva faktora tako, da je drugi faktor ——, odnosno , iza toga
. sin?x . cos? x
parcijalno integriraj, pri &emnu raCunajuéi prvi I, uzmi ctgx=—— i cos?!x=1—sin%x,
o sin x

. sin x
a za drugi I, tgx=
. cosx

visimo rekurziju. Postoje i rekurzione formule (70), vidi ih dalje.

Ptimiedba'. Ako je’ eksponent od sin x, odnosno cos x paran, moZemo integrale

toga tipa mnogo brZe jzralunmati, ako izvrSimo prijelaz na funkciju kotangensa, odnosno

" tangensa. .

Zadaci

U zadacima 411 do 418 uklj. izratunaj integrale tipa X.

dx
411, Iy= \——-==
sin® x
1 dx 1 cos x
= e — =(u= —, du= - dx; dv=— y v=—ctgx|=
sinx sin®x sin x sin?x sin?x
1 . . cosgcdx " cosx Scos’x i
o Ctg X— x —— —
sinx » % sin®x sin® sin® x
cosx 1—sin®x oS x dx dx
T sinx sin® x T sinfx sin®x sinx
. S~/ [——)
IS 11
cos x -
2L=—-—--I; - rekurzija od I3 na I,!
sin®x ‘
I lcostlI 7 1 cosxl_l, tx{+C
3= —————+-— Jj=prema S e = = .
T s 2 Y ' 2 six 2 |82
-
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isin®x=1—cos®x. Na taj nadin svodimo I, na I, tj.>

o Ll

1 dx 1 2 cos x dx dx
=lu= du=— ; d

P T =3 = " i
sinx sin®x sin®x sin® x sin®x ’

sin® x sin®x

sin® x

) Cagx Sctngcosx cos x S 1—sin® x
v=—ctgx |= = — — y
sin®*x

(g

sin®x sinf x sin®x
1, 1,

3 sic®x | 3 -0 3 sin®x 3

Izratunajmo isti integral prelazedi na ctgx.

sin® x sin? x

dx 1 sinx 1 X
12— R el 3 L x
4 3 S o lNa isti nacin uz (68)! = 2x+2 In tg(2+z)+C].
p dx
413. ' Ij= \ — =
sin® x

e

= de+2 SCtg‘xdx-l- Sctg‘x= vidi zadatke 401 i 409=x—2ctgx—2x—

1 1
—3 ctg® xtctgx+x= —ctgx—? ctg® x+C.

414. I— S_

1 cosx 3 cosx
sind x

dx
415. IFS—_:.-
cos® x
1 1 1 sin x dx
- =l dx = 2= _— : do=
Xcos”x cos®x (u :-oos‘x’ o costx B Ay’

1 wr3lt sinxdx sinx 1—cos®x
T . - -
osir ® gx S

cos'x  cosix cos® x
s x : dx n x 37
" cos'x cos®x cosx costx st3 L
I
4 2

4 sin®x 8 sin®x

-l-3ln|t - +C
i _igz :

v=tgx)=



I 1 sinx+3l Kurziia!
=————t— rekurzija!
T costx 40 urzha
T prema zadatku 412 LN In|t (x+ =
= = - -+—1In —_—d —
? Z2ox 2 | B\27
1 sinx 3 sinx+3 . x+'r: +C
* 4 cosfx | 8 costx ?n € 2 :

S dx
416. =
cos®x

. - dx dz
= prelazimo na tangens = S(cT’x);= S(lfl-tg’x)’dx=(tgx=t, dx= i )—

1+

de 2 B l' 2
= S(IH‘)? ------- s S(l+2:2+z‘)dt=z+? z3+?=?tg5x+§ g x+1gx+C.

Formule rekurzije

(9% . 1  cosx n-2 dx
"7 Jsin®x  n—1 sin®"'x n—1 ) sin"%x )
i . N4 (70)
- dx 1 sinx n—2 dx
Ip=\— = SRRLAD, N
cos®x n—1 cos"lx n—1 Jcos"%x !
™ d :
417.; g—f —g [Rezultat kontroliraj prema prvoj formuli (70)]
. Jsin®x _
X [Izraéﬁnai‘ integral na dva nalina. Rezultat kontroliraj
5. costx prema drugoj formuli (70)]
TIP XI
a) : fsin"‘x-cos":‘rdx

gdje su m i n cijeli brojevi pozitivni ili negativni, pa je integrand racionalan s
obzirom na funkcije sinus i kosinus.

U zadacima 419 do 445 uklj. izra¢unaj zadane integrale tipa XI.

2 o s P 5 2 % .
1) Oba eksponenta m i n su pozitivna, pri éemu je jedan paran, a drugi neparan.

124

\

419. fsin’;c-cos“xdx=(sinx-—-l, cosxdx =d¢) = fsinx (1— sinx) cos x dx.— Jer—ayde <

I A
2dt— [dr= — — _ — _
Jrdi— [ride Rt

1
sinax—g sinx +C.

1 " _
— singx — — sin®
[741 " sin ax+CJ.

420. fsin®ax-cos®axdx.

421. fsinxx-cos;“xdx. [cosx:t’; —i'oossx+icos7x+c
5 7 I

422. fsin‘x «cos®xdx. [s‘in‘x — Sin1’£'+ C_ '
[] 7 I
2) Jedan eksponent (m.ili n) je pozitivan i néparan, 4 drugi je ‘negativan. )
cos3x
423, \— " gr=
sint x
—sin? )
= et cosxdx=dt)=5 (1—sin®x) cos x dx _(G-mdr (dr dr _
sinfx [ ) 2
11 1 1 1 1
38 ¢ 3 sin’x  sinx
424 Ssmax’ . | 1 1
3 : . o cosx=t; — - ——v ' .
; costx [ : 3cos®x  cosx + C]
/4\25 {costx [ 1
: prov dx. [ln |sinx| — sinfx + 7 sin'x +- C].
3) Jedan ci{sponcnt (m ili n) je pozitivan i paran, a drugi je negativan.
sintx (1—cos*x® . - [1—2cos . \
426’S i dx:g )dx= - 2oostx 4 oosty | dx_2 e
. Joos?x cos2x cos®x coslx )
i '2 T ' x  sin2x | 3 ‘
+ 1 cos xdx=tgx—2x+—2-+ =tgx+ ?sian—?x+C.
i cos2x 1—sin%x dx dx
427 \ D dxm N Cde =\ (LS =
Ssin‘.x S sintx S sin'x Esin"x prema 73datku 3=
125



428.

429,

430.

1 cosx 2 Tre & 40 1 ctgx 4 1 . . 1 1
=—— ———— — —ctgxtotgr=—— —— 4 — clgx—=——¢ — 1=
3 sindx 3 d s 3 sin*x 3 & 3 gx(sin’x
1 —sin®x 1
=——ctgx- =— —ct C.
3 B intx 3 ext
costx " 1 cosx "3 2 |
- dx. ——+————1In|tg —|—cosx +C|.
sin®x 2 sinfx 2§ 7 2}

4) Oba eksponenta m i n su jednaka, pozitivna i neparna.

fsinsx-cos5xdx= fsin5x-cos‘x-cosxdx= fsin‘x(l —sin® x)2cos xdx = (sinx = ¢,

1 1 1
cosxdx=d)= \ (1 —¥)*dt=—1— — 18+ — =
- _ ) S =57 6 FIRT

1
6

1 1
sin®x — —sin®x + — sin¥x + C.
4 "0 -

1 1
[sin® x-cos® x dx. [Zsin4x——6—sin*"x+cl.

5) Oba eksponenta m i » su jednaka, pozitivna i parna.

431.

432.

433.

434.
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1 1 1
fsinzxcoszxdx= ZSsin?b:dx:(Zx=zt,dx= = dt) =§Ssin21dt =

1/¢ sin2r\ x sindx
=prema (592) = —| ———— | =— ——— 4+
. 8\2 4 8 32

1
[lx— gsinx—l—C—I.

x x
sin? — . cos? —dx.
4 4 8

1/ 1
[Uzmi u obzir zadatak 393; — (— ) sin®2 x cos 2x+

[sintx-cos*x dx.
, %)

3 3
+Ix_ 6 sin4x) o C]

6) Oba eksponenta m i n su jednaka, negativna, parna ili neparna.

dx
sin*x . cos'x

=1 S mi6\ P foeer, ax=Lares| 2 -
16sin?x cosbx (sin2%)* b EEF AT et
EJ

435.

436.

437.

438,

T 439,

= (prema

-~ 1 cosz 2 8
= prema zadatku 413 =8(—__.__ __Boos2x 16
3 sin®z 3 gt f= 3sim®2r 3 cg2x 4+ C=
8
_=“80t82x-—3~ct332x+c.
dx
EE T [Izra(':unai na isti nadin uzevdi u obzir zadatak 411 ;
4(_1 c0s2x 1 R
2 sin®2x +;ln|tg2x[)+c],.

7) Oba eksponenta m i n su razlitita, pozitivna i parna.

fsin’x~ cost xdx—
= [ (sinx - cos x)2cos?x dx— (prema sin2x=2sinxcosx i 14 €03 2 x=2c0s%x) =

10 -
= \si 1
_8581n’2x(l+c052x)dx=(2x=t, dx=—2~dz; sin2x—z, 2ces2xdy—d )=

IS . 1 1/: in2¢ in4 i

=— \sin®tde4 — Sz’dz=—(—-—L)—' i i=i_Ln4x §sm’2x

16 16 162 4 /7163 16 & T a3 1€
(I}zraéunai isti integral wuzevdi sin® x — ﬂ— i costx= M

. - 2 .

[sintx - cos?xdx.

[i_sian sindx- sin6x
'16 64 64 = 192 +C].

8) Oba eksponenta m i n su razliCita, negativna i parna.

- dx
sin®x - cosix

=1+ctg’x.—_vlg’.ji'_ i

Siny 1g%x

1-
a§=‘+‘g’*)=

I+1g2x dx

(It L d ((+ger dr
5 1g%x U+ gt) cos2x _S*

. Y ,.) dx
tg?x cos®x 8% +2+tgx)-ms’x

=(tgx_::t; hdx =de) = b 2\ deg 2 I 1 -
. cos?x. Iz + oo dt=—t‘g*x+21§x+?'tg’x+c.
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dx B | 4 1
440, \m———. ——ctglx—4ctgx+ 6t —t —
Ssin‘x cos®x | 3 s 3 gt S W

9) Oba eksponenta m i n su razlidita, negativna i neparna.

e i

441, S— =
sinx - cos®x
" sinxdx inxd>
-- (brojnik i nazi¥nik mno#imo sa sinx) = | " _ saxdx
sin®x - cos®x (1—cos? x) cos™ x
. dr :
=:(cosx=t, —sinxdv=:dr) = S-fi-(—-;-»ulj— == (nakon rastavljanja podintegralne funkcije u
P :
atc:alerazlo ke [ : de +l ar L Injz(+
n mke) = — | — — - -=—-——In
T Sz 2 )l 2 71 2
11 | oostr =
In|t+ I]+——lnll—l|-= + lni—— — +C
2 costx - | . cosx
i dx
442.-\ i
$indx cos x
dx
cos?x : dx
. == — (1 ctg’x)’ctg x =
sin®x cos x sin‘x-tgx “costx
) cos?x )
B 0 RSO TR LAY (NPT S N | L “)dt-
"} costx te2x fg"x tgx gx=h cosztx ) e T2 TS B
T : 1
=Injtgx| — ———-- - -+ C=Inltgx] — ctglx——ctgix+ C.
gl 4 rtglx 4
( dx 1
443, 377-_—-¥—. [lnltgxi—v—_—-_‘ +C].
sin®x cos x 2sin®x

10) Oba eksponenta m i 7 su negativna, pri &emu je jedan eksponent ( ili #) paran, a
drugi neparan.

7 dx
444, \ L ST
sinx - sin2x
1 dx L{ cosxd\ L { cosx dx
T2 }Vsin®xcosx 2 \ sin®x costx 2 S sin?x (1 — sin®x)

1 -dt
= (sinx=t, cosxdx=dr)=— g LS
2 ) 30—

lomk l(dt%l dle&d: 1/ 1 1
mKke =— — 1T\ Py ISNGs peepman Wi _‘_ _ -
2\) 2 2] 41 " 2) .~1) 2( it ——In[l tl)

= nakon rastavljanja u parcijalne raz-

1 1 1+ sinx [
=——-——1{—In + C.
2sinx 4 1— sinx |
- dx 1 1 cosx—1
445. S : —. ,[__+—1n iy +c].
sinx-cos?x Ccos X 2 cosx+1

b) Integrali funkcija koje su iracionalne s obzirom na trigonometrijske funkcije

Zadaci

U zadacima 446 do 457 uklj. izratunaj zadane integrale toga tipa.

sin’
446. J—dx: (kako je eksponent od sinx neparan, stavimo cosx=t¢, pa je
a 3

V“c'os‘x
1—cos? dx 1—Hdr -4 2
sin xdx = —dr) = ( cosi)smr——— a-1 =—Il 3dt+[t3dt=
—— 3_.
Vcos‘x Ve
- 5
t 3 3 3 33—
=__1_+.__5_=sm.,z..d,-gl-'cos-"x+q.
—‘3‘ ? Vcosx

447. ngm3 x-cosbxdx =

(buduéi da je eksponent od cosx meparan, stavimo sinx=t, pa je cosxdx=d¢) =
s 3 2 13 23
= SVsin’x- costxcosxdx= St 5 (l - z"J dt=S(t5 — 245 448 )

= 3 Vsm’x - — Vsm“x + — Vsm”x +C.

) sin®xdx 3 1 K fe—
448. J—’ . [7———+Z]/cos‘x+c].
3
cosx Jfeostx V cos?x
7N\
| 449. \, S ]/-singx -cos?xdx.

| PO 33
[% Vsin’x - l_l Vsin"x -+ C].

9 B. Apsen: RijeSeni zadaci iz vise matematike II 129



P T T e
450. S [/sin®x - cos®x dx. [—,, Vsinttx — — ]/sm"‘x At CJ
o1 [ g 55
‘ J——— - [— V costx (cos”x —6) + CJ .
} cos?x |12
4 dx
4ﬂ.J~~
V in® x cos S x
3 5 s . . .
= (kako je zbroj eksponenata -3 Z=_ 2 =cio negativan paran broj, svodimo na
dx
dx cos®x dr
tgx=t, paie——.=dt)=J‘ = J- VTgx-}-C.
cos®x 4 4
_Vtg’x Vt“

7
7

/ 453.
}'V 7x sinx

.

1
(opet je ——-—3=-4 cio negativan paran broj pa integrand svodimo na tgx=1,
dx
cos®x cos?x
°°s’ Veosttgx Vg
14tgt2

- J‘H"dz 2V:+—Vz= 2Vegx + Vté"x+c

14

Vex

sinx - COSx

“ [
o [

( cos ligx | [ Vigs

| sinx - cos®x 1 tgx-cos?x

[tgx:t; w ]=JL¢T"" - ‘ ]titfﬁzlf’tgx+0-

3
cos?x i

130

2 Vtex+Cl

456. [——
V Vv ama+1

451.;

g*

sec?xdx

1+)e
Vgxdx

sin?x

Yy
[inftgx+ 2+ Vegix + dg=+1 ).

2
[—ctgx—?Vctg“x+ C].
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V1. ODREDENI INTEGRALI

A. POJAM ODREDENOG INTEGRALA I NJEGOVO GEOMETRIJSKO ZNACENJE

Neka je f(x) neprekidna funkcija u intervalu [, b]. Razdijelimo taj interval bilo kako
tatkama X,=a, Xy, X,,...,%,=b na n podintervala duljine Ax,, Ax,, ...,Ax, (Ax;=
=-—x;—x;—;) i usvakom od njih odaberimo na bilo koji nain po jednu tatku, neka
nadalje tako odabrane tacke imaju apscise §;, £,,.,,, £, Suma

n

NrEHAx;

i=1
zove se tada integralna suma funkcije f(x) na intervalu [a, b,
Kako je interval [a, ] moguée na bezbroj raznih nadina razbiti na » podintervala, a u
ovima opet na proizvoljan broj nafina odabrati tatke Z,...,%,, to odatle slijedi da in-
tegralna suma funkcije f(x) na intervalu [a, 5} nije jednoznaéno odredena. No pokazuje
se da sve integralne sume jedne te iste funkcije f(x) na istom intervalu [a &) imaju
istu grani¢nu vrijednost kada n—>oco i kada duljina najveéeg od svih podintervala tezi k
nuli. Taj se zajednicki limes zove odredenim integralom funkcije f(x) na intervalu [a.b].

b

Oznaka [ f(x)dx. Po definiciji je dakle
pd .

b n
JfG) dx=lim 37 1) Ax;.
a (g B |
max A x;—0
n
Iz slike 9a. se vidi da izraz 2 f (&) Ax; dosta dobro aproksimra porsinu lika omede-

i=1
pog krivuljom y=f (x), osi apscisa i pravcima x=a i x=b. Ta je aproksimacija to bolja

Y

—Y—r
7?‘i|
i
|
|
{
1
|
1
1
|
!

|
]
]
|
U ag
]
]
|
!

i
{
I
. 4 X
Xo=a X, £, X, Xit & Xi ;nx{,=b
a b

Slika 9

Vidi sl. 9b.

o
$to je broj # podintervala vedi. Zato se i povrsina S tog lika definira sa

b
st=[f(x) dx.

Ovom je relacijom dano geometrijsko znalenje odredenog integrala. Paovriina omedena
krivaljom x=o (y); osi ordinata i pravcima y=c i y=d dana je relacijom:

d
si=[ o) ds.
<

B. PRAVILA ZA ODREBDENE INTEGRALE
1. Ako u odredenom integralu zamijenimo granice integral mijenja predznak
b a
[feax=— [fx)dx (74)
a b
2. Integral kome su obje granice integracije jednake, jednak je nuli

[ () dx=0.

Vidi se iz slike 9. :
3. Odredeni integral zbroja, odnosno razlike funkcija jednak je zbroju, odnosno razlici
integrala tih funkcija s

5 b b
JUA@Lf, @Ydx=[f, @) dx+t [f,(x)dx. (742)

4. Konstanta koja mnoZi odredeni integral stavi se is-
pred znaka integrala Y

b b .
[Rf@dx=k ff(a_:) dx.
a a

5. Odredeni integral moZemo rastaviti v viSe odrede-
nih integrala istog integranda i obratno: zbroj od vise
odredenih integrala istog integranda moZemo svesti na
jedan odredeni integral tog integranda. Vidi si. 10.

b c <2 b
!f(x)dx=;ff<x)dx+!f<x)dx+-.. +‘ff(x)dx. e —

® Slika 10
Procitaj tu formulu i od desna na lijevo!

6. Ako je podintegralna funkcija u &tavom intervalu integracije [4, 4] ili na nekom di-
jelu tog intervala megativna, tj. graf funkcije nalazi se potpuno ili djelomitno ispod osi
x, tada povriina, koju odreduju taj negativni dio krivulje i os x ulazi u rezultat integri-
ranja s predznakom minus. ‘

To znadi: Odredeni- integral daje algebarski zbroj povrina, pa je prema slici 11:

b
ff\x) dx=8,-3S,
a
‘Trazimo li zbroj apsolutnih vrijednosti povr$ina, postupamo tako da za dijelove povriine

koje leZe ispod osi x, stavimo ispred znaka integrala predznak minus ili integriramo od
desna na lijevo.

133



Postupamo dakle prema slici 11 kako
y slijedi:

£ b
S=[f)dc— [[f(x)dx=S,+S,

ili

S=[f(x)det+ [f(x)dx=8,+S,
a &

Slika 11

Navedimo primjere.

Prema’ slici 12:

2n
[ sinxdx=8,—5,=0, jer je S;=1S,I,
0

Slika 12

dok se zbroj apsolutnih vrijednosti povriina ratuna ovako:
R .
8§=2sinxdx=4 kvadratne jedinice.
0
Vidi dalje zadatak .458.

Takoder prema slici 13:

[sinxdx=8,—5,=0, jer je S§;=1S,l,
0

Slika 13

T
¥ 8
dok je S=Sl+Sg-—-»2S' sin’xdx=? kv. jedinica. -
g |

Vidi zadatak 459.

. 2=
" Al [ sin?xdx£0, jer je sin?x>0.
o i
2n 2r
Opéenito: [ sin?+1xdx—0, dok je [ sin?medx+0.
0 0

Sli€ne formule imamo za cos x. Napii ih.
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C. RACUNANJE ODREDENIH INTEGRALA

a. Opéi sludajevi

Odredeni integral ratuna se tako da se izratuna pripadni neodredeni integral u koji se
uvrsti najprije gornja granica, zatim se napife minus pa se uvrsti donja gramica

b b
[f@®dx=| F(x)| =F®)—F (a).

To je Newton-Leibnizova formula.

Zadaci

U zadacima 458 do 467 izratunaj zadane odredenc integrale.

2r

"

458. [ |sinx|dx=2 [
0 0

k1 X
sinxdx=2 | —cos x| =—2|cos x| =
0 0

=2 (cos 1—c0s 0)=~2 (—1—1)=4.

2r T
459. [ |sin®x[dx=2 f sin® xdx= prema zadatku 390—
0 e

3 3 3 -
. - -] 5 5 5
) —5 | Bdx="|xt| == [3*—(—21=— (81 —16) =—-65=——— =81 —.
{60 SSx"dx SS dx l l 4{3 ( Z)f] ‘4( 6) 465 2 84

wr. [

2

1 . 2
——sin?x cos x—— COS X
3 3

X

x| 4
l+z‘] dx= [dx+
0

4

RN

32> 1

x x4
et dx= 'x+4c‘ l =4}4e—4=4e.
; ._

x
462. S(x’—61‘~’+2x—-3)dx= |T—2x'+;t’—3x, =4—16+4—6—

-1

=1

(1+z+1+3)— 14—61—_2!
4 -~ 4 T4

—1

dx

463. =
S» x*+4x+5

=2

S dx
3 (x+2)*4+1

-1
|
arctg (x+2)| =arctgl—arctg 0:% .

3
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3
464. Jf3x2dx. [19].
2
1
o S‘ - : | > a-13]
2V 2 "
4 A
1+)% 77
T T dx -
466. S o [4
1
2
467 S dx I:n'_
V2= / 2]

b. Zamjena promjenljive u odredenom integralu

Upute

Ako ratunanje pripadnog neodredenog integrala traZi zamjenu promjenljive, tj. supstituci-
ju, obi¢no se vraéamo na prvobitnu promjenljivu da zajtedimo trud i vrijeme na prera-
funavanje granica integracije. Medutim ako ostajemo kod nove promjenljive, moramo

izvrditi to preratunavanje.
Funkcijska veza izmedu prvobitne i nove promjenljive (supstitucije) mora biti nepreki-

nuta, jednozna¢na i monotona.

Zadaci

U zadazima 468 do 473 uklj. izralunaj zadane integrale pomoéu supstitucija uz povratak na
prvobitnu promjenljivu.

-1

468 dx N
o S(u+5x)8‘

t—11

1
Stavimo 114-5x=z, x= y dx=?dt, pa je

(a1 1,1
TS)A 10 e 10d1+5%¢

-1 :
11 1) 135 7
“10\3% )T 1036 12
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1
469. [(ex—1)exdx.
0

Stavimo ex—1=¢,

WL PR,
B {=—="(ex— =
5 5 : 5

il

470. S—
i le+1nx

(\_)w"

—

~—

~

=2!m

—]_/3—!—2::—::;‘.

3
473. Sl-{—logx dx
x

1

vanje granica integriranja.

T

= g
474 S 2
1+smx+cosx

Prema tipu VI stavimo:

e* dx=dt.

111[ .
—?(5—)

0

(ex—1)°

1+Inx=1, Sx—=dt
x

I= S l—}—"‘?=2l/7=2]/1+1nx
63

=2(JT+me—)D=2(/T1+3Ime—1)=2.

~A-1f1= £ -1

-sd16-1).

o]

U zadacima 474 do 483 uklj. izratunaj zadane integrale metodom supstitucije uz preratuna-

1 I,pazax-=0j)e =t , 4 28 X= =T
g2 > P ) g 2: g ]

Pri-

mijetimo da je u integralu 0<¢<1 funkcija x=2 arctgt neprekinuta, jednozna¢na i mo-
notona, pa je gore navedenim uvjetima zadovoljeno. 4
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2de
I=j 22 - s=2 53 =
(l+t=)(1+—-«-4. ) +’
()

1
In+1) l =In2.
0

o 1+ 14
In3
s dx
-475... .
= ex—e—%
In2

__ . . de d
Supstitucijay ex=¢t, pa je exdx=dr i dx=?=-—. Za x=In2, t=e®2=2, a za x=
P !

=In3 z=eln?=3

3 3 T3

de r de 1 -1 1 2 1
Y ITCPWY tim ¥ P (W IPWE L
f( 1) Jz’—l 2 !:1’ z( 4 “3)
tfe—— "
2 12 2
1Y, 1.3 1 "
——In-2—_l_=—I1s
I i R s

2

o Pwinax
476 S T

aVaia

x=2sint, dx=2costd:
1 sinz 1 j -
za x=1 sint=—, paje t=—
2 paj 3

z x=|3 Siﬂt-=V?3 > paje t=§

n x
3. ‘ 3 3
(8sin®z+-1)2 cos ¢ dz 1 dr
1= e '"'=2331n1dl.+ S =
n n 1
. 3

4 sin?¢ }4—4;17121 4 sin? ¢
6 K
r n
_3” 1 3 V.-. }
! 1 3) 1 3
=~—2|cost| —— SR, | (. el S o vys3)=
cos 4lctgt1 (2 2) 4(3 13)
x
6 3
7)3 7
=£_]=__ -
= 6 2V3
Ins ST
e Jex -
- S 43 [Stavi 1=}&F1; 4—m).
0 .

V7
Bdx -
478. E—— {Supstitucija: sz—f-[:t; 31
'___ —
1 Yty
1 —
S ™ V3]
479. S]/4—x’dx. [?"LT,'
(1]
L ' -
F s [n]/’al
480. — 9 |-
v . S 2+cosx -
0
1
xdx
481. i [0]-
-1
© 14In
482. S T e [379).
x .
1 ’ =
=
3 S v dx 3 3
483. Sf"’ S [Prema tipu XI b; = (7 V'}I—lz)].
3 R
_r Vsinx
2

c. Primjena formule parcijalne integracije
pri ratunanju odredenih integrala

Uputa

TraZi li ratunanje pripadnog neodredenog integrala primjenu formule parcijalne integra-
cije, tu formulu upotrebljavamo u obliku

b b b b
fudo=|uv | — [vdu=u(®)-vB)—ula)-v(a)— [vdu (63)

Zadaci
U zadacima 484 do 492 uklj. izratunaj zadane integrale nafinom parcijalne integracije.
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~

oy

485.

486.

(as7.

140

3
[ xarctgxdx=
0

dx ) x?
(Stavimd: arctg x=1u, du=l+xﬂ; dv=xdx, v=—2—-)

14x 14x2

[} (] 0
3

1
-..—,;. arctg 3—3 (x—arctg x)

3 3
1 1\
—--]— #dx =3arctg3——5(l—- dx
2 2 2

9 1 3
=— tg 3—— (3—arctg3)=Sarctg3——.
2arcg 2( ctg 3) tg 2

0
"
2a
f (x+3)sinaxdx=
0
cosax
(Stavlmo u=x+3, du=dx; dv‘smaxdx, v=— 2 )
n L3 bl
2a 2a 1 2a
1 .
=_x+3 cosax +—1—Scosaxdx=——‘[(—n—+3)-0—3]+—’- sinax
a a'l\2a a
0 0 0
2
leog,xdx=
i
.odx dx x?
(Stavimo: u=log, x, du=;-log,e=xln2; dv=xdx, =—2—) :
2 1 ? dx E
x
= e st = @4—-D=2—
=log - zsz"2 Y~ 2los2— 212| l am2 =
1

Stavimo: u=e%*, du=2 ¥ dx; dv=cos.x dx, v=sinx.

©

K}
SE

I—e”‘smxl -2 fe”‘smxd.x—e -2 fe"‘smxdx
\._\,_/
I

I=e® —-21,

=(u=e%, du=2e*dx; dv=sinxdx, v=

—C0s x)=

3
==t
a

41nz’

S| =

@

. 488.

489.

490.

491.

492.

o™ ™
2 2
= —e¥X cos x !+2f e¥cosxde=1421.

0 0
S
I
Uvritenje u (a) daje:
I=e™ -2—41
pa je
I et —2
5
€
[Inxax. {1
1
[ atcsinx dx. ?+——_1 .
3 2
n
fe"sinxdx. [eﬂ‘H].
0 . 2
-‘l!‘
(_!:_:’/x}'sinxdx. [r*—67).
. .
JRLETPX [6—2¢].
1

D. TEOREM SREDNJE VRIJEDNOSTI INTEGRALNOG RACUNA [/

Neka je f(x) neprekidna funkcija na intervalu [a, 4] i neka je m<f(x)<M tada u in-

tervalu [a, b] postoji tatka ¢ takva da je m

a8 e e

f F () dx<®—a)f (), ' 2
a

gde je m<fO<M.

f(c) se zove srednja vrijednost (£} intervalu {a, b).

Iz gornje relacije odmah slijedi i ova . procjena odredenog integrala:

b
m@—a)< [ f(x) dx<M @—a).

Iz (72) slijedi: \ ..
¥ 7 e ANk (,.\{ .
nyqed 0o27
ra=5 Sf(x)«ax. sredNfi V] (122)
a
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Zadaci

U zadacima v493 do 498 uklj. izracunaj srednje vrijednosti zadanih funkcija u zadanim

intervalima.

493. f(x)=x* u intervalu 0<x<1.

Prema (724): flo)=

1
494. y= Vx+ —— u intervalu [I, 4].

V=

RSN R UYL Y ()

1 1

495. y==sin’x wu intervalu [0, =].

y ]“'in’dxlx sin2x 1 = 1
= — | & = _——————
= oy =TT x 2 2
P =
496. fix)= Y u intervalu [0, 2].
4
[ln . ]
1+¢*
497. y==a-tbsinx za —nwL<x<m fa].
498. f(x)= u intervalu {1;1,5].

x4 x
6
2In —=0365].
[ Ny =03 ]
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EECRE S

¢ E. PRIMJENA ODREDENIH INTEGRALA
a. Racunanje povrsina ravnih likova
1. Jednadibe krivulja su zadane u pravokutnim koordinatama

a) U eksplicitnom obliku y=f(x), odnosno x=g¢(y).

Upute
Ako je zadani lik omeden krivaljom y=f(x), osi X i pravcima x=a i x=>b, tada ga dije-
limo u elemente, tj. u krivocrtne trapeze kojima su osnovice paralelne s osi_¥. Vidi sl. 14.
Smatrajuéi da je svaki element pravokutnik visine y i baze dx, dobivamo prema slici da
je njegova povrsina
dS=y-dx.

Kako tih elemenata ima beskonalno mnogo, a povriina svakog elementa teZi nuli, dobi-
vamo prema (71):
b &
Povidina ~ S= [ydx= [f(x)dx.
a a

Ako je lik omeden hukom krivulje x=g(3), osi ¥ i pravcima y=c i y=d, tada ga.dije-
limo u elemente, tj. krivocrtne trapeze kojim su osnovice paralelne s osi X. Vidi sl. 15.
Prema toj slici povz3ina d § svakog elementa iznosi

dS=x-dy.
Integrirajuci sad uzduZ osi Y dobivamo

d d
S= [zdy= [oG)dy.

=f(x)

7
&
[
Slika 11 | f@Rirwe stika 15
o
Zadaci

U zadacima 499 do 515 uklj. izratunaj poviSine zadanih ravnih likova.

s T { 1
_-'749.9‘. Lik je omeden parabolom y=2x-- ry x? i pravcem y-= z-xi- g . Vidi sl. 16.

-

{f Da grafitgki prikazemo zadani lik, odredimo vrh ¥, nultalke parabole i sjecifta 4 i B ™
{ pravca i parabole.
. 7
Dobivamo: Vd;4); . x,=0, x,=8; A(l; ;) i B(6; 3).
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. - 5 . - Taj zadatak mozemo rijediti jednostavaije i to pomocu diferencijala. d.5 je pravokutnik
TraZenu povriinu S odredimo kao razliku povriina . o X R . i "

kome je visina razlika ordinata y, i y, a osnovica dx (vidi sl. 17).
S$;=A'AVBB" i S,=A’ABB’.
dS=(y,—y)dx=4—x*—x>-2x)dx=(—2x*+2x+4)dx

b
Prema S= [ydx dobivamo:
N 2 ) 2
6 6 6 i S= S(—er+2x+4)dxr: | == X4xttdxl=—6+15=9.
1Yy x 3 1 x 3 : i3 I -
S=8-S=\|2x——*?|dx—\| =+ = |dx= Zx——xz-—f—«f—)dx: -1 =
4 4 2 ) 4742

(501’ Lik je omeden parabolom 3?=2x+1 i

=S(_%?2+_Z_ \_%) dx= '_% ?*% 172_ %x? _ F/_/ pravcem y= x—? Pnkazavm‘ )ednadlibu

1 : B / parabole u obliku (y—0)2=2 (x+-2—)'

=_‘8+2—9+i_l+ = =5 2 kv. jedinica. vidimo da je vth parabole V (—i R 0)
2 12 8 2 24 ¢ 5

i da je 2p=2, pa rifemo sliku 18.

Zatim rije§imo zajedno jednadzbe para-
bole i pravca pa odredimo njihova sjecista
A0; —1) i B(4; 3).

i Prema slici 18 vidimo da je trafena po- SHE 16
vrsina

S=VCBV—DCB+OV'A+QDA=
4 4 -1 0
SVZx+Id.\~S(x—-I)CL\:!—S ( 2A+l)dx—:—5(x—l)d.\'=—»
1 1 0 i
2

T
| ]
Slika 16 Slika 17 { .

' o e i °
2 1 —_ ' tx

R R L A
~500. Lik je omeden parabolama y=4—x? i y=x*—2x.. Vidi sl 17. | ) ! L 2 |~ 3¢ » |2 .

Prikazav$i jednadzbe parabola u obliku y=(2-|-x) (2—x) i y=x(x—2) lako nariemo ‘ T2 !

zadani lik, a rijeSiv§i zajedno jednadZbe parabola nalazimo i njihova sjeciSta 4(—1;3) i )

B(2;0). Prema slici 17 povr§ina S zadanog lika jednaka je algebarskom zbroju povrina: 1‘ 1 - 9 1 4 1 32 51

== 5
3 2 3 2 6 3

S=CBDA+OEB—COA. i —_—

w desne na w0, 0. B0 B de O @ Lik je omeden parabolom y= —x’+4x—3 i tangentama u taékama A; —3) i B(3;0)

2 parabole. Vidi sk 19.

0
= |\ (4—a%)dx+ S x2—2x)dx— 5 x*—2x)dx= ! . “ . :
S( ¢ ( ) | Iz y'=—2x+4=0 slijedi xp=2, a uvritenje u y dd)C yp=1, paje V(2,1), dok iz
- b1
: =0 slijede nultatke x,=1 i x,=3.
0 0 ‘ Pomoéu formule (90) iz I dijela Repetitorija:

Povriina OEB lezi ispod osi X; da je dobijemo s predznakom <4 moramo integrirati l
( |

t=y—y=y'(x) (x—x)

. 10 B. Apsen: RijeSeni zadaci iz vise matematike 11 145
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dobivamo za diralifte 4(0; —3):y°(0)=4, pa je f;=y=4x—3,
a za diralite B(3;0) ¥'3)=—2, pa je t,=y=—2x+6,

3
¢, sijete os X u tadki D(; 0), a 1,—uB(3,0).
- 3 -
t it, sijekuse u C 3¢ 3). Vidi sliku.

TraZenu poviiinu S zadanog lika dobivamo kao- alge-
barski zbroj povriina:

S=DFC+FBC—~EBV+OEA—ODA

pri ¢emu uzimamo u obzir da povriine ispod osi X
ulaze u rezultat integriranja s predznakom minus.

Ratunamo:
slika 19
\/ 3 3 3 0
= S(4x—3)dx+$(—2x+6)dx - S(—x’+4x—3)dx+ S(—x’+4x—3)d.x +
% 3 . / :
: 23
+S (4x—3)dx=l 2x*—3x +l—x2+6x —l —T+2x2_3x +
[}
£
+|——+‘2x’—3x +‘2x"—3x, —
3 ln 8

503 Odredi povrline §; i S, likova omedenih kruZnicom x2+3y2+6x—2y+48=0 i parabolom
= —-x‘+6x+10 Vidi sl. 20.

i

Yy
\ (x+3)2+y~1)2=2
y=x2+6x+10 |
+
7 1
Slika 20
v

146 .

Napisavsi zadane jednadibe u obliku

G+ 3P+ G —1)*=2 § y=(x+ 3.+ 1 odredivki nfihova sjecifta A (2, 2)i 5(_4, 2), ratu- ki
namo povidine S, i S, prethodno narisavii sliku 20. _ L

Iz te slike vidimo da je lik CDAB kvadrat stranice 2 i da su Cetiri segmenta kruga uz ‘1
taj kvadrat sukladni. , . - R
(e € =N
e & - i
b §5,=CDAB—-CDAVB+ 2(21:—-CDA;B) o
1 . o jx2 r £ L%
S,=4— S (x¢+6x+10)dx+ -2 -—4) j‘? +3x%+-10x +3—l= %
- = T

56 3nt2 S
—g (——16)+3 - 0.
3 2 6 y=e* s = A Z S
. X s -lag y=€" +
In+2 9n—2 19 T '
§,=r*r—8§;=2n— ~ tey
. 6 $ .(\J ~
- =
\ T e J
@ Lik je omeden krivuljama y=e*. i y=e=* i prav- : \‘i
-7 cem -x=1. Ko = -
- A~ 5, 0
—~ ¥ I a3 .
Prema slici 21: - 0 1 x
SHka 21
) 1 1 1 : . : v
S= Se"d"_‘ erd"z S(ﬂ"‘—e"‘)d’c= |e¥te*| =e4+——2= R
[} €
0 0 o o« i
pis - e&—2e+1 _(e—l)z
T e e
d
3 Rijefimo isti zadatak integrirajuéi uzduZ osi Y, tj. prema S= f xdy. U tom sludaju,

kako se to vidi iz slike 21, traZena se povriina raspada u dva th)ela donn S,=ABC
gornji S;=ABD, gdje je C(1, e=Y i D(l, ¢), dok jednadzbe krivulja sad glase: x=—Iny,
odnosno x—ln .

i 1 e
Prema slici: .., S§=S8;+S,= [(+Iny)dy+ [(1—Iny)dy.
ot - 1 -
7

Kako parcijalno integriranje dsje [Inydy —=ylny—y, bit ée A

1 . e
¥ 1
S=|y+ylny—yl +‘y—ylny+;v| = te—2=

Vi
1 G -

[

(e—1)*
——
P}

100 _ ' 147




SO%} Lik je omeden kubnim parabolama

! 1
x=—3y'—— 1 x=
g7 37

2

wl

1
— .
24
Iz x’=0slijedi da obje funkcije imaju ekstreme za y= 42,32, pri ¢emu ekstremi za prvu
funkciju iznose x= +4, a za drugu x= £1, dok obje funkcije imaju iste nultatke y=0
i y=+4. Rifemo sliku 22.

d
Kako je [S;|=]S.{, ratunamo samo §; i to prema S= f xdy, pri ¢emu uzimamo u

<
obzir da povrsine obiju parabola leze ispod osi Y.

0 q 8 0 I 0 . . 0

2 1 1
§= S (gy" — y)dy—S (Eﬁ—? y) dy= g(gy“—b’) dy= ig - % —y*
4 P 4

4

S§=28,=16.

5:)) Likovi su omedeni elipsom %+ y2=1 i hiperbolom

148

Slika 23

Slika 22

X
—y2=1.
zyl

-
_Ri%emo sliku 23 prethodno izratunavsi apscise sjeciSta zadanih krivulja x; = :!:21/ 3 /

Napisavsi jednadibe elipse i hiperbole u obliku
S P 1 35—
y==Va-xt y=—TV¥—2
2 V2
ralunamo prema slici i predtipu C (vidi npr. zadatke 247 i 248).
ZV% , 2
EST S vz__xzdx] -
2 J : ) g
v 2|3 o

2|3 2
Vx’—Z——ln(x+Vx2—2)i +|Zarcsin%+%ll/4—xz!
i
V2

St
-1z “/’é— l[%:'—ln (2 V§+V§) +an—2] +2arcsin1—
—2arcsin V;—V% V§= ™ —-1)2——2m3—2ucsin V?:O_f

Uzevéi u obzir da je povr§ina elipse S,=abw, dobivamo prema slici

— 2
S,=S¢—ZS-1=2-I-1:—21|:+V2 ln3+4arcsinV?=

- 2
=V2m3+4msm]/§&5.36.

r/»«»»-""’" 507. Lik je omeden parabolom y=x2 pravcima x=1, x=2 i osi X.

8] Lik je omeden parabolom y=2x—x?i pravcem y=—x.

F,.ﬂo

[/- 509. Lik je omeden parabolama y=x* i x=y2
Lik je omeden parabolama y*=—8x+16 i y2=24x+48.

i 5?1‘ Lik je omeden polukubnom parabolom y?=x® i pravcima y=4 ix=0.

512. Lik je omeden hiperbolom xy=6 i pravcem x+y—7=0.

/513, Lik je omeden krivuljama y=Inx i y=In®x.

. 1 . 2
o . Lik je omeden krivuljama y= e i y= 2

515. Lik je omeden krivuljom x=y*(y—1) i osi Y.
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L x=x(D)
b) U parametarskrm obliku T\ A,
=)
Formula
* b

Kako je dx=x'(t)ds, uvritenje u S= [ ydx daje

a

S= [ zy(z)-x’(t) de, an

gdje je t=t, za x=a 1 t=l, za x=b.

Ako je krivulja zatvorena pa se traZi poviiina S zatvorenog lika, sluZimo se krivuljnim

integralom .
W -

pri &emu krivulju obilazimo u negativnom smislu, tj. u smislu kretanja kazaljke na satu
(povr3ina na desno). Krivulini integral rjefavamo prijelazom na “parametarske jednadibe
medasnje krivulje.

Zadaci

U zadacima 516 do 521 ukij. iiraéunai povriine likova zadanih parametarski.

; - . i-——acost . - X=¢COos’
_ (571}V Lik je omeden elipsom . } 0<r<2m™ 1 kruZnicom . } 0<t<2m,
) . y=bsint y=csint
ok

a>b, c<b.

Uzevdi u obzir da je za elipsu dx= —asinzds,
a za kruZnicu dx= —c¢sintds, ratunamo prema
slici i (80):

Slika 24
0 0 2n 2n
S§=§,—-Sp=— S absin®z dr— [— Sc’sin’tdt]:-}—ab g sin®ede —c’-'S sin?¢tde=
2n 7 T 2n 0
2n . 2
. (ab—c%S sint i = ab—ct) | - — 131‘ e T

150

e

S W
( 5!'(// Lik je omgden astroidom
N <

L
x=q cosdt

< ’t} 0<t<2rm
yFasm Xx=acos’t
y=as‘4“n’t

Prema slici i formuli (80) dobivamo uzevdi u
_obzir da je dx=—3acos®ssinede

p Slika 25
(1] [

. S=— Sasin’t-Sacos’tsintdt=—‘3a*Ssin‘t-‘cos‘tdt= R
2n 2x

= prema tipu XI sluéaj 7, vidi zadatak 436 —

——3 | £ sin4r  sin®27] 3w
|16~ "6 8 . 8
=
z .
T - =6cost
{518) Lik je omeden evolutom clipse } o<z<2m

y=3sinz

Znamo parametarsku jednadZzbu elipsine evolute
P

x=— cos’t
a

2 0<t<2=n, gdje je e limearni ekscentri-
L citet elipse.
=T st

(vidi str. 52 u dijelu II Repetitorija).

Kako je u nafem slutaju a=6 i b=3, 2=a?—b2=27, pa je

I
bl

é
a

e‘lﬁ.

9
=7, a
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9
x=— cos%t

parametarska jednadzba zadane evolute.

y=9sin®z

RiSemo sliku 26 pa prema toj slici i formuli (80) ratunamo:

9 7
dx:-3~5 cos?zsint-dt = —27 cos?zsinzde

27
§=-9. 3 Ssin‘tcos%dt: vidi zadatak 517 =
2n ’

' (1]

243 ¢ sindr  si'21]  243%

2 {16 64 48 | 64
2n

Se 243w )
16

Slika 26

'3‘1?. Lik je omeden kardioidom
- x=2acost—acos2t

. . 0t 2.
y=2asint—asin2¢

Prema (80):
dx=(—2asint+4-2asin22)d?

[
S= S(Zasinr—-asin2t)(——2asinz+2asin2t)dt:
2

0
==—2a% g(Zsinzt—Bsintsin2t+sin22t) dt=

2r

s .0;7(z sin2¢ - 3t+1 (z sin4z)
=422 — - 2 — 2sindt4— [~
i ) 2 4

=2a*(2r+r)=6mna® Nari§i graf!

520. Lik je omeden krivuljom

x=1-sint ..
) 0<t<2w, Narisi graf!
y=1+ cost
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521. Lik je omeden jednim lukom cikloide

‘/ x=a(t—sin¢)
y=a(l—cost)
iosiX., .
v [3na?].

2. Jednadzbe krivulja zadane su u polarnim koordinatama
p=p(9)-

Upute

U tom sluéaju dijelimo povriinu S zadanog lika u elemente povriine dS oblika krivo-
crtnih sektora, koje smatramo kao da su kruzni polumjera ¢ i srediSnjeg kuta ¢, pa Ge
prema slici 27

1
dS=Epqu>, (78)
a odatle je v
L2
1 . z
-~ S=7 S p2(p) dp. (78a)
121

0tpol) Potarna os

Slika 27

Ako se trazi povrsina zatvorena lika omedena krivuljama zadanim u polarnim koordina-
tama sluZimo se formulom [

s——-% f f(?)/dJ / @1)

pri &emu obilazimo lik u pozitiviiom smislu (povrsina Lijevo).

Zadaci

U zadacima 522 do 528 uklj. izratunaj povriine likova omedenih krivuljama zadanim u polar-
nim koordinatama.
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'522. Lik je omeden kardioidom

p=a(l—ocosgp).
Vidi sk 28. -
2n 2n : 2n
1 o a?
Prema (81): S=—2— p2de — (1 —cosg)?do =—2— (1—2cos @+ cos?q)dp =
0 0 0
a 2 3
in2
=%’<p—23inq>+ %+sm4 @ ’ =_— gl

/
v

%23, Lik je omeden prvim i drugim zavojem Arhimedove spirale p—ag. Vidi sl 29.

2r

-

4n
i 9°
PR

2x [} 2

i 4x 1 2x &
S=3S a’q:’dq;—-zs a’qa’d<p=—(

&
= (67— 8n)=8a%r"

p=all-cosy!

Slika 28 - Slika 29

T~

62 . Lik je ameden kruZnicama

p=12]/-§a cosp i p=2asing.

druge 7,=a, dok srediftu C, prve kruZnice odgovara ¢=0, a srediftu C, druge —
T

o= > jer su za te vrijednosti ¢ radijvektori ¢ kruZnica jednaki njihovim promjerima.

Vidi sl 30. '

Da odredimo vrijednost ¢, koja odgovara sjeciftu 4 obiju kruZnica, rije§imo zajedno
njihove jednadzbe. Dobivamo:
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s

2} 3acosp=2asing

N4
go=13
kil
1= 3

Ratunamo prema slici i (81):

L

I
2
1 ! 2 sin?
s=SI+S,=5 g !2a’cos2q>dq>+? da*sin’e dp=
"
3
L3 L3 -
2 H ¢  sin2e
=2(l’(3 S COS’q)dQ-I' S sinl¢d4))=2a3(3 'E+ 2 =+
x 0 —
3 3
o
sin2¢@ 3 g V_j L V'3
y_ =—_2a’(3——3——+——-— =
2 4 12 8. 6 8
()

o,

e \ . .« &+ .
;/52 _J Lik predotuje ,;ruZu sa tri latice®, kojoj je jednadzba

p=acos3g.

g = 3——” rifemo slika 31.

Uzimajuéi za @ redom vrijednosti 0, = 66

Kako su sve tri latice iste povrdine, izralunat Cemo trostruku poviSinu npr. prve

latice:
T
g K3
5-35,=3> S cost3g dg.
n
¥

1 s - -
Stavimo li 3p=t, dobivamo dq>=—5 dr, pa pripadni neodredeni integral glasi:
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SR

RiSemo sliku 32.

Slijedi: !

"
g H
13 sinbg a® (n w wa? :
S=—ga—i—9 = |—4—|=—. i S
2, 32 4 214 4 4 Prema toj slici racunamo: Stika 32
x _—
6
T n
4 4
& a? sin2
9=acos 3y S?“Sl:*?S coqu;d:p::Zaﬂl Pl g
! ¢ o
N 53(j‘. Lik je omeden krivuljom
! .
3 (+yH=4axy (x> —y%) .
il
-5
4] Vrsimo prelaz na polarne koordinate x=gcosgp, y=ssinp. Dobivamo:

gt=4a%picosgsingcos2 g
ili
g*=2a*sin2¢cos 2p=a’sin4g

slika 31
p=:tal/sindq. Vidi sl 33, koja predotuje ,ruzu sa
) 526. Lik je omeden Pascalovim puZem- Cetiri latice®.
["/ p=2-+cosq. ! Prema slici 33:
‘ - 9 ! x x
Narisi graf! [7 ﬂ], ? \ 4 . i
| S=4S,=4.Ea2 sin4<pdcp=—-2aﬂizcos4<pl =a_2. f/
§27. Lik predotuje ,.cvijet s dvije latice“ . * ' 0 ! 0
p?=9sin2¢ . i l ??=a’sinép
Nariti graf! e : [9]_\/

528. Lik je omeden kardioidom p=a(l —cos¢g) i kruZnicom p=a. Narisi graf!

el

a
}
U zadacima 529 do 532 uklj. prije ralunanja povriina zadanih likova izvr3i prijelaz na pelarne ]
koordinate.
529. Lik je omedeh‘Bemullijevom lemniskatom
Slika 33
(3= (). , )
Da moZemo taj zadatak rij;éiti, prelgzimo na polarne koordinate, tj. uvrstimo formule
prelaza: x==gcosg i y==psing. Dobivamo: \\ : 531. Lik je omeden krivuljama
v

o* (cos? ¢ -} sin? @)2=¢q? p? (cos? p —sinZ p) ' I3
ili reoe : (x24v22=:202(x2- yY) i x24y?=qal ‘2(13( _:) } B
p*=a%cos 2¢. ;
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532. Lik je omeden krivuljom
(*+y?*=18xy.

b. Odredivanje. duljine luka krivulje (rektifikacija krivulje)

1. Jednad¥be krivulja zadane su u pravokutnim koordinatama

a) u eksplicitnom obliku y=y(x), odnosno x—x(y)

g
- B _y=fix
|
4 i
1
ol i
i i
i H {
oy {
Ct— 1 1 ]
i oy !
|
H dx 1
0l a X . b x
Slika 34
Fermulg
Prema slici 34: -
ds®=dx®+dy®
Odatle:
> ds=)THr"@ dx =} 142" () dy
8 . b -
AB=s=[ V145"
a
i

d
s= [ VTF="G)ay.

Zadaci

U zadacima 533 do 542 uklj. izratunaj duljine lukova zadanih krivulja.

‘§33. Polukubne parabole y:l/;:." od =0 do x=S5.

- Vidi sliku 35
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(86)

(86a)

(86b)

g

[Vidi zadatak 527]. ‘ /

oRBE

534.

Prema (86a):

5

5 o
A A Ce e e
4 2 Y ,
0 (1} 0

Slika 35

: 1 1
Krivulje x=z-y’—3]ny od y-=1 do y=e.

Vidi sliku 36.

— 0 1
Prema (86b): x'= ¥ -
2y Slika 36
C1/ T GETTR (VT 5T 1( 1
i1y +2y* +
= 1+ dy= dy= — —|dy=
s SV a0 g 2y : Zg(y+y) o
1 1 )]

[

11y° 1
y—+1ny’=z(e=+1).

T2i2
1

Odredi opseg lika koji je omeden krivuljama y"=x’ki y=V2—x=. Vidi sl 37.

y
y=io37 Rjeéavajyéi nie('lno z@c jedPadibe .scn.m'-
S kubne e i kruZnice, dobivamo sjecista
J =x?  tih keivilia (1,1) i (= 1,1).
I/ ’E \\\ S s //, N Ratunamo prema slici i (86b):
i N 2
”l ! N g /—] : \“
- . LA | s=25 +5
2= 0 1 2 x
.Slika 37
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1 1 1

= FemEsEy 1(. - 1y
5= SVH— (%y%)z dy = 751”4+9y dy = E‘V(4+9y)’0
o

i

)3
Prema slici: 52:% duljine kruZnice polumjera V =— 2]/ 2= ?

&~

2 _ V7
= - —mn=5,102.
s=— asyiz—s)+ T

1
536. Krivulie y=In(1—2% od x,=0 do x,=—.

Prema (86a):

1
-i. —_— ‘2- [ 2
[T <R Vxit2x 41 _‘ can W
‘=S VH( l—x’) dx:g 1-# ) i1-=
0 0 0
\ . . ) . . . -
= nakon dijeljenja brojnika sa nazivnikom =
1 E
2 _ ) )
2 | 1 1-x| 1
_ =— 2.—ln——| =3 .
:—S (H— xz—l)dx :x+ 2 T 5
0 0o —

537. Parabole y2=4x od x,=0 do x,=4. Vidi sliku 38.

TT.

1
= —8).
= a3)13-s)

Poradi jednostavnijeg integriranja prelazimo na inverznu

2 ve
funkciju x =2 pa nove granice integracije glase: y,=0
4

iy,=4.

i ¥ :
Ratunamo: x =E’ pa je

4 4
= —2 . ) . B
S=251=25 l’! 1+%d3'= SV‘H-J”dy: (prema predtipu C) =
V] V] _
Vét52 (‘ 1
pm y+ V44> . :
=% %l’4+y2+21n — I:51 s+me+}s).
B - 0

T
538. Krivulje x:=Incosy od »;=0 do Ye=7-
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Slika 38

i g o

Ed = ,,
. 3 3 d 3
,__ siny S— y y =\l
X =~ ==1lgy; s= 1+¢= dy=\. — — Z N
cosy 8 jy gy ay 5 o8y prema (68) Intg (2 + 4)1
0 6 :
E 1
T m =t
=1nt8(z+z)=Jntg(30°+45°)=ln —=mn0+}3).
3 @ —=1r=
) P
3
. xz 2, - o — J—
539. Dijela parabole y=3——1 zmedu sjeci$ti s osi x. Naridi sliky! [Ve+m(y 2+)3)1.
" , 2 .. x
540. Dijela polukubne parabole y~=? (r—1)* koji se nalazi u nutrini parabole y==3
8(51/5
Narisi graf! 3 _l 2_01
5GY
. a x
541. Lanéanice y=Ech.; od x;=0 do x;=a. [ash1].

542. Odredi opseg lika omedenog parabolom y2=2 px ipraveem x =

N

L2+ V2 + mG+) D).

= x(t
b) u parametarskom obliku x=x( )} <1<,
—_———— y=y0f

87

Zadaci
U zadacima 543 do 549 uklj. izratunaj duljine lukova zadanih krivulja.

L x=a cos?t '
/543 Astroide . o - Vidi sl. 25 uz zadatak 517
y=asm"t
Ratunamo prema (§7) uzevsi u obzir da je krivulja simetriéna s obzirom na obje ko-
ordinatne osi.

*=—3acos?tsint

3= 3asin®tcost.

11 B. Apsen: Rijeseni zadaci iz vise matematike I
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544. Evolvente kruZnice

n L

2 2
s=4.3a S Vcos*z sin®z + sindzcos?t de=12a 3 V/sin?zcos?: (cos?t + sin®s) dt =
0 0
n b4
¥ 2
. sin®z
- [2a\ sint-coszdt =12a |--——| =6a.

0 0

= r(cost + ¢sin?
=l N od 6,=0 do t,=.
y = r(sinz —tcost)
Prema (87): % =r(—sinz+tcost 4 sint) =rrcost
y =r(cost+zsint — cost) = rzsint

b3 n
— P 1
s= Sl/r2 2cos?t + r2esin*tdi =71 S t dt=7m=_
0

0

x = (©®—2)sinz + 2¢cost

{rivulj odz; =0 do t,=m.
545. Krivulje . (2—t=)cosl+2tsint} 1 2

x = (2 —2)cost + 2cost=1%cost

y = (®—2)sint + 2sint=1t3sint

(i ag | sl w
s = S Vicost i+ thsin’t dt = S]/th: I?! =5
0 0 L b —_—

x=r (t—sin 1)

546. Prvog luka cikloide 0<1=2x. Vidi sliku 39.

y=r(l—cosi)]
y x=r{t-sint)
s y=rii-cost] .
| % =r(l—cos?)
i
1
{” y=rsint
i
o' 7 210 x
Slika 39
» 27 2n 2
e ST - _( .2
s=r5 ]v’(l—cos't)‘-‘-l—sin’tdt-:rVZS Vl—cosldi:rﬁg Vism;dr:
0 0 0
2
| 2
= 2| - C0s 3 =4r(l+1=8r.
' 0
L
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x=—1=1

547. 3 } od 7,=0 do £,=3.
Sl
[121.
548, x:Ssn.nz+6msx} od 4,0 do t:=1-
y=6sinz—8cost 2
(57].

=cos®¢ s ”
sty 7 cc‘:os5 } od =0 do ty—— . [i{z_ mn(z-173) }]
y=sin®t 3

8 Vj

(S|

2. Jednadibe krivulja zadane su u polarnim koordinatama p=p(yp).

Formula

Qs
s =S Ve @ + e (p) do. (88)

0y
Zadaci
U zadacima 550.do 559 uklj. izracunaj duljine lukova zadanih krivulja.

550. _Prva dva zavoja Arhimedove spirale p=ag. (Vidi sliku 29 uz zadatak 523).

Ratunamo prema slici i (88). Kako je g'=a, dobivamo:

4= 4
S=S V%’Ta_’dqgﬂg Va*+1dg = prema predtipu C=
] ‘ 0 5
4n
~af T Vo7 +%ln(q>+lf¥2+_f)g =a[znvﬁz+—x+%m(m p"i?ﬁsu)].
0

551. Logaritamske spirale p=¢?® od ¢;=0 do gs=g,. Vidi sliku 40.

Kako je p’=ae?®, dobivamo:

Py - o @
‘=S V“z“"+azemd?=s Ve (i radag= VH’“’S ¢™dp =

0 0 8
T
= V_‘ j._agll 90 - 1' H—a’(cmp‘,_])_
i a
. Ly
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552. Hiperbolne spirale p =l od ¢, =i do @,=2. ;
® o } 553. Krivulie p=acos® Y. .

Vidi sliku 41. 1 3

Vidi sliku 42.

i’ Kako je p=a za ¢=0, dok je p=0 za

3
acos"3=0,,ti. za 3=£. odnosno za ¢=—_m,
3 3 2 2

zaklju¢ujemo s obzirom na sliku, da u intervalu

Slika 42

9
4 3
/’,—-—?:a_— 0<q><3 n :adijvektor opisuje polovinu. kri- )
¥ : vulje, pa ratunamo prema (88) uzevii u obzir da je p'=—a cos”%sin%dq).

)
<
n

™ I 3= 32
DW Polarna os x . / D ) ®
" 5=2 l atcos® — +a’cos‘ - sin? — d:p 2a‘ d<p = uz supstituciju —5- =t, dp =
) » 0
SHka 46 Slika 41
] 3+
. 5 2 [
2 : 2 é sin—e@
/1 1\ 1 1 ) i L. 3 3
Prema (88): s= -T+(—-—’) dp=\— |/ 1+—dp. i =3dr prema (592) =6a |— =a( 1:+— sint | =— na
‘ e Ug ;@ 9° v A i 2
i B z 1
4 :
i . 1 . ’
Stavimo: 1+— =1, odatle je —=1*—1, 3 g~ Vo1 » dok-je H 554. Kardioide p=3 (1+ cosq). Narisi graf. [24].
‘ B td 1{ ‘
" T Ve I 3
H V(!‘ D W 555. Krivulje p=asin‘%- uz graf. [7 rra].
[ ’ Odredimo nove granice integracije: E
‘ 1 e g |
4 za =—t=)1+4= 7 .
! ® 2 * V + V§ 556. p=asing uz graf. [rals
| __ G
1
i 23 Q=2 L= l+—=£.
; 42 557. p=1—cosg uz graf. (81
| V3 - y | )
| ? fdr Boaw 0, 1 B b
L = e N e L e T elns0 @ n -
: = U g 5T 4 - ' 2 1 2-—8\].
v ¥i vi I3 @+ V=i a-8)]
. . 2 3 U
| - yg+1,,'-,l’?_—?l_-_E_1,n V52 V3 (51 V342 | 1 ) o .
2 V-g +1 2 2 V-s- 12 T2 2 V5+1 ’E 2 ) 559. Dokazi da luk parabole y= —2—5.x’. koji odgovara intervalu 0<x<a, ima istu duljinu kao
— — ; i luk spirale p=pgp u intervalu 0<p<a.
V5 1. 3+)s Vs 3+)5 P gy ¢
B R P e T L Vf"‘*‘“"_]
S ' T2, 2 r
164 | .
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¢. Odredivanje obujma (voluinena) tijela kome. je zadana povrsina

S popreénog presjcka kao funkcija od x, tj. u obliku S=S5(x).

Formula

Stika 43
Prema slici 43:
Element volumena dV=S8(x)dx
Zadaci

(89)

U zadacima 560 do 568 uklj. izratunaj volumene Zadanih tielesa prethodno  prikazavsi

povriine popregnih presjeka tih tjelesa kao funkcije od x.

@. Kugle polumjera R. Vidi sliku 44.

_prema slici

Sr::r;(

dok je

Slika 4%

Ratunamo prema (89) i slici:

P e (G R G

—R —R

166

Kako je svaki presjek kugle krug, povrsi-
na popreinog presjeka okomitog nha 0s
x i udaljenog za x od ishodista O iznosi

K".:Rz*xz, pa je S(x)== R"—‘—x‘).

561.

562.

Tijela omedenog eliptikim paraboloidom

x2 s
T+ L =z
2
i ravninom z=1. Vidi sl. 45.

Uvritenje z=1 u jednadzbu paraboloida daje

2 5

Slika 45

U toj elipsi sijece révnina 2=1 zadani paraboloid.
i
Podijelimo 1i jednadZbu paraboloida sa 2,

. dobit éemo j
2 od ravnine xy. obit éemo jednadsbu presieka u udaljenosti

2y
=Tt

To je opet, elipsa s poluosima 2 [z j V22
Kako je S=abm povriina elips .
¢ € S poluosima e i & ;
. , dobivamo

S@=2}z .3z«
pa je prema (8Y) i slici:

- 1
V= 51r2"f£dz=_l/2z
- 0 ﬁ'

Od kruZnog .uspravnog valj 3

. us] jka polum aze

dio prema slici 46. Odredi volumen tog c?dsjeékR “10em i visine H=6cm odsjeten je
- cm s
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N

563/

168

TraZeni volumen odsjetka opisuje prema slici ploitina pravokutnog A O'B’B, koji je oko-
mit na osi X, pri pomicanju tog trokuta uzduZ osi X od x=— R do x= + R. Izrazimo
povrSinu tog trokuta kao funkciju od x, tj. u obliku S(x).

R

0 A
df\)" &Illllllllﬂﬂllllﬂmmﬂ' Bl
b
Slika 46
O'B’ - BB’
S=pl-AQ'B'B= _Ez ,

H H
a kako je BB'=0'B’-tga =0’ B’- L jer je tg o = premaslici = rE paje

H
S=——0'B)

2R J

Prema slici b): (O’'B’)*= Rz —x2.
. .

Slijedi: Sx)=——(R2—x?).
ije (€] 2R C x%)
R

' H
Prema (89): V=——0 S (R2 —\xz) dx =
2R R

—R —R
Uvritenje: R=10cm i H= 6 cm daje
V =400 cm3.

Uspravni valjak parabolicke baze presjeten je s dvije ravnine od kojih je jedna okomita
na izvodnicama valjka. Odredi volumen tako nastalog odsjetka prikazanog naslici 47, ako
su zadane dimenzije: . :

BC=a=10 cm; AO:-H=8 cm; GO=h=6 cm.

‘Trazeni volumen zadanog odsjetka opisuje povréina pravokutnika kojemu je baza EF=2y

a visina CD=v pri pomicanju uzduZ osi X od x=0 do x=H, pri ¢emu je povriina tog

pravokutnika S=2y2. Kako je v ordinata parabole COB, izvedimo jednadZbu te parabole.
N b

Uvritenje AC:==y=— i x=Hu y*==2px daje:

1o &

Py

a®
— =2p-H, pa je 2p==—-- i slijedi
P ? Paje 2p Py ]

T R i . — T2

= e

—— o nmta g

564.

Slika 47

2

a —
jednadzba parabole: y?=-——x, odnosno y= a_ Vx (a)
4H ZVH v
. h
v=7? Iz slike slijedi tga=ﬁ, pa je
h
v=CD=AD. tga=(H—x) =" b)

Uvritenje (3) i (b) u S=2yv daje

ah
SE=—r—(H—x)
H|H

H H
h - B2 2.
y=—"_ S Hen) 7= 2|2 gya-2y=| -
H]/H0 HVHI3 5
= ah_(EHz]/ﬁ—inl/"ﬁ)=iahH=i .10-6-8=128 cm®.
HJH\3 5 15 15 _—

Tijela kojemu je baza istokraéni trokut visine 2 i osnovice a, dok je popretni presjek
tijela ségment parabole, kojoj je tetiva jednaka visini segmenta. Vidi sliku 48.

Kako se vidi iz slike, zadano -je tijelo nastalo pomicanjem uzduz osi X od x=0 do x=F/
segmenta parabole DME. Znamo prema (75) da je povrSina parabole jednaka 23 produkta
baze i visine, pa je
2 2 L.
= §DE-MK= ?(DE)Z. jer je MK = DE.
Izrazimo DE s «x.

1z sli¢nosti trokuta DEC i ABC slijedi:
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DE _ h—x
a  k
' a(h—x) 2 a B )t
pa je DE=—7—1 S=gmt—
Prema (89):
2 < 2
2a% (
V=——\(h—x2dx=—ah.
- S( P
0 —‘

565. ;riiela omedenog sa dva uspravna kruzna valjka x® +3%=R? i x® 4+ z2=Re. Vidi sl. 49.
Slika 49 predoluje osmi dio tijela omedenog zadanim valjcima i to onaj dio koji se na-

lazi u prvom okmntu, pri demu prvi valjak ima za 0s simetrije 0os Z,

a drugi os Y pa

se te osi sijeku pod pravim kutom. Iz toga slijedi da je svaki presjek tog tijela s rav-

ninom koja je paralelna s ravninom YZ kvadrat.

U slici 49. prikazan je kvadrat stranica AB=AC, -udaljen za OA=x od ravnine YZ.

Prema toj slici:

AB=y=z= R~

pa je S(x) = R*—x*
- V = 2
i _=S(R8—x‘l)dx=—R*
8 3
0

16
V=—R:.

3

Slika 48 Slika 49

566. Tijela omedenog troosnim elipsoidom

R =00
9 i6 4
‘[Vidi sl. 61 u dijelu IIL Repetitorija; 327].
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U zadacima 569 do 573 uklj. odredi jednadibe ploha

. Parabola y=x? rotira oko osi X, a zatim oko

o R N

567. Tijela omedenog jednokrilnim hiperboloidom i ravninama z=—11i z2=2.

[Vidi sl. 63 u dijela III Repetitorija; 36 7.

568. . Odsjetka uspravnog valjka komu je baza elipsa prema slici 50.

2
[?abH= 1334 an”].

]

Slika 52

d. Rotacione plohe i tjelesa

1. Jednad?be rotacionih ploha

Formule

Jednad?be ploha nastalih rotacijom krivulja

y=f(x) oko osi X: [F P =%+ 2° : =
x=@(y) oko osi Y: e =22+ 22 . i
Zadaci
' y

nastalih rotacijom zadanih krivulja, odnosno pra-
va]mi,a oko koordinatnih osi uz graficki prikaz tih
plo]

osi Y.
Rotacija oko osi X: f(x) =x*

Prema slici 51 1 (90):  x*=3*4-2%

Rotacija oko osi ¥: g(»)=|7.

Prema slici 51 i (90a): y=x%+z2.

Slika 51
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570. Pravac y=x--1 rotira oko osi X, a zatim oko osi Y.

571.

172

Prema slici 52 i formulama (90).

Rotacija oko osi X: f(x)=x+1
(x+ 1)=y>+2*

ili

x2—y:—224+2x+1=0.

Rotacija oko osi Y: p(3)=y—1=x
(y—1P2=x+2
il

x2—3242242y—1=0.

Krivulja y =¢* rotira oko osi X, y=Inx oko osi Y.

Rotacija oko osi X: f(x)=e*

i
ik -3

Rotacija oko osi Y: ¢ (y)=Iny.

In®y = x? 4 22

Vidi slike 53a i b.

Slika 52

a)

Slika 53

b)

i

P

e ey A

572. Parabola 3+ 6y +4x + 1=0 rotira oko osi Y.

573.

Da grafitki prikafemo zadanu rotacionu plohu, jednadZbu parabole prikazemo u obliku
(y —n)2=2p(x—n).

(+3F-9=—4x—1 @
ili
(y+3)2=—4(x—2), pa je vih V(2,—3), a p=2.
—0,2.

Za x=0 y=—3:!:2,8=} 538 Rifemo sliku 54.

£

F—-=3¥(2,-3)

Slika 54

1
Iz (a) slijedi; x=-— :(y2+6y+'1)='9>(7)-

1
Pa je prema (908): (% +6y + Dr=at 2t

Y+ 1253+ 3852 + 12y+1=16 22+ 1622
jednadZba zadane rotacione plohe.

Pa_ra;}ola. kojoj je vth V(—2,— 3) a prolazi tatkama A(0,—4) i B(— 4, — 4) rotira oko
osi X. -

- % [x+2%=-4(y+3); (*+4x+16)2=163% + 1627).

2. Odredivanje obujma rotacionib tjelesa

Svaka ravnina okomita na osi X sijefe tijelo nastalo rotacijom krivulje y = f(x) oko osi
X u krugu kome je polumjer jednak pripadnoj ordinati krivulje y = f(x), pa je povrsina
poprecnog presjeka rotacionog tijela ’

S@)=mny?==nlf)]
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Odatle slijedi prema (89):

¢ U ,; \ ]
Volumeén rotacionog tijela / 'i:gj_ﬂ P ¥ __I
o e %\\
| V=m ff[(x)]’dx—n fy*(x)dxj on
! .___/ﬁ\\\n__'_// -

Nastaje li tijelo rotacijom krivulje x = ¢ (y) oko 051 Y, tada je

V=nf[ep<y)12dy=n_fx*<y)dy- - B CIEY

Ako je krivulja, koja rotira oko osi X, zadana u parametarskom obliku

x=x(1)

y=y(®

} 6<I<t,

tada je prema (91)

-

1, '
/ V=mx [0 @d 92
5
jer je de=x'(f)dr = xds.
Zadana li je krivulja 8 polarnim koordinatama
p=¢(@
a rotira oko polarne osi tada je
_—1: f p’(q:)sulq)dq) (922)

SHka 55

Zadaci

‘U zadacima 574 do 587 uklj. izralunaj volumene tjelesa nastalih rotacijom likova koji su

omedeni. zadanim krivuljama, odnosno pravcima.
574. Lik, koji je omeden parabolom 3% =4x i pravcem x=1, rotira oko osi X.

174 .
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Prema slici 56 i (91):

1
V==« S 4xdx=4x
0

x*
—2—l = E kubnih jedinica.

575. Lik omeden lukovima parabola y = x* i x=3? rotira oko osi X.

Y 9
y2=%x

SHika 56 Shika 57
Najprije odredimo apscise sjeciita zadanih parabola:

1z

y=x1 _ -
- luedlx‘=]/x'3
=Vx|s ]
—x=0
x(2—1)=0
x=0; x=1.

1z slike vidimo, da je trafeni volumen ¥V )ednak razlici volumena nastalih rotaciibm
lukova parabola y =|/x i y=x2 od x=0 do x=1, pa prema (91) dobivamo:

1 1
V=1t5xdx——1rg z"dxznli—il =i;-:
2 5 10

x*
576. Lik omeden lukom parabole y=-—2—, i pravcem y=—x+ -:;— rotira oko osi X.

Odredivii apscisé sjecifta parabole i pravca x;——3'i x,=1, ratunamo prema slici -58:

1 1
V== S(—x+%)’dx—1t S dx=m S(z’ 3x+~—£)dx—
-3 — -3
1
=ﬂ:£—ix2+2x—xil =T‘(—3—1+ﬂ)=]8_2'.
13 2 4 20 30 10 15
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2 2
577..Lik omeden elipsom iz + ‘ZT =] rotira oko osi Y. Vidi sl. 58a.
a

Rafunamo prema (91a) uzevsi u obzir da je

2
x”(‘)’)=a2(1_%{)

b

b
2
V=mna%" g(l—y—)dy="‘az
«—b

¥

4
_ =_swalh,
y 37‘!4

302

b2

.«‘b~
. lv‘lmlmm[IHHIIINIIHIIIII||[IlllﬁilIIillllHlll!IlI[llIl\llilﬂlll:l-‘l"-["‘

-a

~b
Slika 58a
SHka 58
. o 4
Za g =b= R dobivamo volumen kugle V = 3 7R3
Izratunaj volumen rotacionog elipsoida rotirajuci elipsu oko osi X. [?abz.—c].

578. Lik je omeden parabolom y=4 —x2 i osi- X, a rotira oko-pravca x==3.

y =3

Slika 59

Kako se vidi iz slike 59, elementi Iukova AB i BC parabole ABC opisuju pri rotaciji
oko pravca x =3 prstene visine dy omedene koncentriénim kruZnicama polumjera R,

odnosno r sa srediftem na osi rotacije, pri ¢emu je R=3+x, ar=3—ux.
Volumen tog prstena dV = n R*dy —nr?dy =73 4+ x)* — 3. — x)¥]ldy = =-12xdy =
= 121:V4-y dy, jer je x apscisa talke parabole y = 4 — x2, a odatle je x =]/4 — .

176

-

4
V=121 — ;
7'-'6/'1/4 ydy=8n[V(4—y)’[-=641r.
- 4 —

vi

579. Lik je omeden -astroidom

X=dcos3t

X=acos3;
V= asind s 0<z <2,

Vidi sliku 59a.

Kako je krivulia  simetrieng s obzirom ng
0b¢ e . . - )
je koordinatne osi, rotirat éemo oko osi X Slika $9a

samo prvi i §i v
Prvi kvadrant lika Uzevsi u.obzir da je za 2=01="1 4 ; '
?. 828 x=gt=0,

Ratunamo prema (92): [Ve=n j‘yz(t)w’(t)dt‘\)

x’=—3aeos’t-sintdz.’ .

Uvistenic ve: :
Stenje vrijednosti za Y. x, dx i granice integracije daj
‘ je:

|

|

|

|

i o

! V==2% fa*sint-34c05;. sins gr
| 7

i .

0
! =—6ma® fsin’r cos?zdr — _ ’
| 1] 67a® [ (1—cos®)f.costsine dy —
J | 2 1

. 2

0
=—67a [ (cos?s — 3 gogt
. nf 300542 + 3cos7 — cost £) sin 7.z

2

= fuig o
( supstituciju €082 =2z, pa je dz=—sintdt)=

_ cos’z 3 ? -
=6nad T—?cogst.,.icoﬁt_&‘t —_3_2_> 3
7 9 | o5 "
z
2

580. Lik omeden kardioidom rotira oko polarne osi.
Vidi sliku 28 Uz zadatak 522

12 B, Apsen: eSeni za aci € mat atike II
Rij 1 daci iz vi§ em
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582

=
583.

584.

585.

586.

587.

178

i

Iz te slike vidimo da traeni volumen opisuje’ gornja polovina zadanog lika i to za
0<p<m pa integriraju¢i prema (92a) dobivamo:

n
2
= 0 na"S(l — cos @)*sin ¢ dp = (uz supstituciju 1 —cosq = z,

1 8
pa je singdp=dz)= E7ra:‘~-|6 =?7ra".

. Lik omeden parabolom y=x2 osi X i pravcima y=0 i y=1 rotira oko osi X. Narisi

[ ]
2 .

4
Lik omeden hiperbolom y=—, osi X i pravoem x=4 rotira oko osi X. Narisi taj lik!
x
[12=).

xg w2
Lik omeden hiperbolom —2—;12=l, osi X i pravcima y=»5 i y=—b rotira oko osi Y.
& -

Graficki prikaz!
57|
—nah|.
3

[343n] .
- 15

Lik omeden kubnom parabolom y=x® i pravdima y=—8 i y=8 rotira oko osi Y.

Lik omeden parabolom y%+x-—4=0 i osi Y rotira oko te osi.

[38, 4 ).
i;ik omeden jednim lukom cikloide
- x=r(t—sin?)
y=r(1—cos 7)
i osi X rotira oko osi X, a zatim oko osi Y.
[5n272; 673 r%).

Lik omeden lemniskatom p*=q® cos 2¢ rotira oko polarne osi.

© [ma® [y 2
— 2+ {2)——¢ |-
[ {yzma+va-2}]
3. Odredivanje povrsina rotacionih ploha

Formule

Ako krivulja y=f(x) rotira oko osi X od x=a do x=5b, ona opisuje plohu, kojoj je
povriina
E ]

>

b
S=2x [{ (0 VI+F @ dr. ©3)

Vidi sliku 60

il

a b)
Slika 60

Rotira li krivulja x=¢ () oko osi ¥ od y=c do y=d, tada je povriina tako nastale ro-
tacione plohe .

d
s=2xn [ o T+ 'O dy. ~(939)

Ako je jednadZba krivulje koja rotira zadana u parsmetarskom obliku
]
tada je prema (87)
& =)z @F+[5 OFd.
i prema (93)

i
-s=2x [y Vi OF + (5 OFd
1y .
Ako je jednadzba krivulje zadana u polarnim koordinatama p—p(p), tada je prema (88)
ds=}e*+p?de, dok je y=psing, a x=p cos ¢, pa prema (93) i (93a) dobivamo za
povriinu koje nastaje rotacijom Iuka krivulje oko polame osi (osi X), odnosno osi Y

D -
S=2x [psing | p*+prdg e
L2
@2 -
S=2z fpcosg /o8 +e do. (94a)
L 21
19% . 179 ‘



Zadaci

U zadacima 588 do 603 uklj. izraCunaj povrfine ploha nastalih rotacijom krivulja, odnosno
pravaca oko koordinatnih osi.

2 2
588. Luk kubne parabole Qy:xs rotira oko osi X od xz—g- do x=-3—.

Ratunamo prema (93) uzev$i u obzir da se rotaciona ploha raspada u dva jednaka dijela,
kako se to vidi iz slike 61. Dobivamo
2

3
S=2-2x [ [T+9xdx,
0

jer je ds=)i+[f GP=)1+02¢.

. N : d=
Integriramo uz supstituciju 1+9 x4=z, pa je dz =36 x* dx, dok je x® dx= 36’ pri Cemu

. 2 25
je za x=0 2=1, a Zax=— z==—.
3 9
25 25
4 H ?
ey | 2 4= 196
S=— de=— | = |/2%| =—— 1=0,846 kvadratnih jedini
361:5 Vz 513 ]/z I 75 " 0,846 kvadratnih jedinica.
i 1

9

SHka, 61 Slika 61a

589. Parabola y2=4ax rotira oko osi X od vrha do tatke apscise x=3a.
Ratunamo prema (93) i slici 61a, uzevdi u obzir da je

2a 2a ")
2y-y’=4a, paje y'=—= =V£ .
y

2Vax ¥ =
3a ) — 3a
S=2nS Vaax V1+1 dx=4-nVa“S Vatxdx=
o * o
o s
=4l | 3 Varo | = wfaVd —Va) =2 mer

0

180
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590. Luk kruZnice x*+(y—b)*=R® rotira oko osi Y od y=y, do y=y, (x>0).
7 Radunamo prema (93a):
k4] ¥
S—2n S )Ty =2 S VT o dy.
» »
Derivirajuéi x*>=R?—(y—b)? po y, dobivamo
2xx'=—2(y—b) ili xx'=—(y—"b).
Uvritenje u (a) daje: ’
32
s=2| VE=G=pr 0=y -2xr |5

- - N

2

=21’ER(y2—yl):

R ———te

1

=prema slici 62=2 = RH.

Tu je H visina kuglinog pojasa. Za H=2 R dobivamo oplosje kugle ili sfere.

591. Petlja krivulje 9axt=y (3a—y)* rotira oko osi Y.

Ratunamo prema (a) iz predadnjeg zadatka 590. Deriviranje jednadibe krivulje daje:

18axx’'=—2y(3a—y)+@Ba—y*=0Ba—y)-3(@—y),

Ba—3) (@)
6a ’

73

pa je xx’'=

(a)

Y
D
Ja :
ax?=yf3a-y)?
———————————— ds
\\j/ x ;
' aq X
Slika 62 Slika 63
Uvrs"teuje u (a) daje s obzirom na sliku 63 —
156 Bamrar
a— a—y)@a—y)*
S=2n V”( L =iy
9a 36a
0
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3a 3a

i ki —_ T

i, =3z S(3 a—y)Vy’+2ay+a’dy=§ S(3a—y)(a+y) dy=
b o

[ 3a 3a

. S(3,a’+2ay-yz)dy= - I Jatytay*—
3a 3a

592. Parabolickog zrcala kojemu su dimenzije prikazane na slici 64.

¥ X
. y=achg
y?=16ax l’
B |
\ I
j 1 i
1y 4
ol 1 a V X
n i
0] a Ux ll
4a
| 1
Slika 64 Stika 65

Najprije népii‘)imo jednadzbu parabole prema slici. Tatka A (a,4a) leZi na paraboli
y*=2px, pa je ‘

16 a®=2pa, dakle 2p=16a i
y?*=16ax—jednadzba parabole.

2
Odatle 2yy'=16a i y'=—o=2]/ 2

ax x

Prema (93) i slici 64:

a a -
S=2nS4VE.V1+4—“dx=8nVszmdx=
(1] - R 0 .
. . .
=%‘-,;a=(517?‘—8).
A

=87:Vzi . % V(x+4a7’7

. x
593. Luk lantanice y=ach -— rotira oke osi X od x=0 do x=a(a>0). (TraZi se povriina
a
katenoida).
Prema (93). slici 65 i formulama za hiperbolne funkcije:

182

a

a
x T ox x
S=2ma\ ch —- |/ 14+sh®”. dx=2ma |\ ch® —dx =
a a

a
0
= e%+e~:~ 2 2 ?"‘. _z_‘
_—_27raS(T) dx=wa S[e"+2+e ")dx:
0 0
a
na | a ’:‘l'—_l_z . 2: na’(z+4 )
=——1" ¢ P = — (€ —e7 ).
2 2

0

594. Luk sinusoide y=sin2x rotira oko osi X od x=0 do x= % Narisi graf rotacionog
tijela.
Kako je y'=2 cos 2 x, dobivamo prema (93):

§=2m | sin2x}T+4cos? 2 x dx.

Sty |y

. , 1
Stavimo 2 cos 2 x=t, tada je —4 sin 2 x dx=dr, asin 2xdx=——; dr, pri ¢emu uzmimo u

=
obzir da je za x=0 =2, a za x=3 t=—2. Dobivamo prema predtipu C, primjer 3

na str. 94:
= 2 -
— 1 (g e (e
s v {——al== CYPPRLLIN BN I gy
S n§V+t ( 4dt) ZSVH-zAz 2!21+;+
2 )
. 2
+31n(¢+]/m =;(2V§+1n(V'§+2))-
F-]
_595. Astroida x=acos’t

S I rotira oko osi X.
Vidi sliku 25 uz zadatak 517.
Racunamo prema .(94):
x=—3acos*tsinz
y=3asin*zcost
pa je y (- %2+ 5°=3 o* sin* t [/cosTe sind ¢+ sin* 2 cos® 7=

=3a*sin®2-sint cos t=3 o*sin*z cos 2.

- Prema slici:

| =

8§=2-2r-3a\ sin*z cos t dz =(uz supstituciju

Oty s
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i
i
i
P

/./‘-/

sin t=z, te je costdt==dz)=12 = g

@ Luk krivulje

Prema (94):

x=elsin ¢ . . T
rotira oko osi X od 1=0 do t=—.
y=elcost 2

x=el(cos t+sint)
y=eét (cos t—sinz)

x24 y2=2 et

|a
la

S=2x elcost-VZ_eTtthZTrVQT €2 cos ¢ dr =(prema (65)

Sty
TS

£

: — e
uz a=2 i b=1) =211:V2’ % (2 cos t4-sin )

597. Luk lemniskate p-=a Vcos 2‘;; rotira oko polarne osi.
-Vidi sliku 32 uz zadatak 529.

Ps
Rafunamo prema (94): S=2=x [ psing |/ p*+p2de.

L1
., sin2¢ N a? .
Kako je p'=—a—-———, a ¢*+¢*=———, dobivamo prema slici:
Veos29 c0s 29 :
L i
4 4
e de
8§=2.2%a?\ Veos2p-sin - ———=—4ma? | cosg | =

q ) .Vcos 29 5

Vi 3

=—amat| L2 1)=2ra22-)2).
2
3&. KruZnica p=2r sin ¢ rotira oko polarne osi (X).
© Vidi sliku 66. '
Kako je p%+p'2=412, dobivamo prema (94):
T T
.sin2 o
S=87rrzg sin?pdp=8mr? 2‘51114 @ l =4 722,
J iX
184 -

o

=% x)2 (e’f -2).

Proba prema Guldinovu pravilu (96): S=s-2ny, =2 m7-2mr=4=2r2

p=all+cosp)
4 (VI 72
/%)
O0\iPol) Polar os
Slika 66 Slika 66a

/59 . Luk kardioide p==a (1 cos ¢) rotira oko polarne osi. -

4 Y
Kako je p'=—asin ¢, pa je p®+4p®=a? (1+cos )*-+a*sin® p=24a? (1 4 cos )=
- 2 @ o 2 2 @ 3 .
=2a2-2 cos 5~4a COs’ 5 dobivamo prema (94):
n T
? . ? P & @
S=4ma*\2c0s®—--sing-cos — dp=1674a® | cos' — -sin — dp=
_ S TRy ® ¢ S o Tk
) 0
¢ T
= E=t, ¢-2t, dy=2dz; za =0 t=0, a za zp=7l:!=3 =
. il
2 s 2
i cos®t | 32
=-327m’§ cos*z.sin £ dt=—327a% | 3 ==—5—7:a'-’.
) ! o ——
Narisi sliku!
600. Luk kruZnice x2+3*=4 (x>0) rotira oko osi ¥ od y=—1 do y=1. Grafitki prikaz!
[8 =)
/m Kruznica © x=rcositp |

. ¥ 0<1-<2 = rotira oko osi X.
y=rsint4q

[Narisi sliku. S= 4 n2rg).

Jedan luk cikloide

x=z—sin? | . . . .
rotira oko osi X, a zatim oko osi.Y.
y=1—cost |

o g 64 5
Narisi sliku; 5 T, 16 n?].
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186

. e . .
Lemniskata p=a ]/ cos 2 rotira oko osi Y.

[2 'n:a"yi] .

Y y=rfix)

xax b «x
Slika 67 Slika 6§

wew

e. Radunanje statickih momenata i koordinata teZista
1. Ravni likovi
Formule

a) U pravokutnim koordinatama
Staticki momenti ravna lika prema slici 67:

s obzirom na os X : M,=S-y,

s obzirom na os Y : M,=S-x,. -
Tu su x; i y, koordinate teZilta .7 lika, a S njegova povrSina.
Iz (a) slijedi:
My Mx
\ xl'__'? 3 J’z=?- (b)

Ako povriina lika i koordinate teZi$ta nisu poznate, racunaju se statitki momenti za ele-
ment dS povriine lika, a zatim se integrira po &itavoj povrdini lika.

Mx—;p ds; M,=[zxds. )
& s
Tu su x i y koordinate elementa dS lika.
Ako je zadani lik omeden krivuljom kojoj je poznata jednadZba y=f(x), tada je prema
slici 68
dS==y-dx

dok su koordinate teZi$ta elementa povriine d S

. y
L X=X =3

pa staticki momenti lika prema (82) glase

b b
1 :
oy Syz de; M= S xy dx (822)
a a

)

I SIS

13
Podijelimo 1i formule (822) s poviiinom S= f ydx lika, dobijemo prema (b) koordinate
a

tezista lika:

b
xy dx
m 175
x,=?——b
[y
. (83)
b
yidx
ol
yl—?_ b
[yax
a

.Ptimiedba: Teziste lika, koji je simetritan s obzirom na neku os, lezi na toj osi.

b) U polarnim koordinatama
Uzmimo 1i u obzr, da je premia slici 69 element povrSine

as=7 ¢de : a®
i da je teZiste e.lementa_ dS povrsine, koji ima oblik krivocrtnog trokuta, udaljeno od

vtha za % p. dobivamo za pravokutne koordinate teZiSta tog trokuta

2 2
=—pCos @, =—psing.
3F P y 39 G

x

Slika 69

Upvrtenje tih izraza za x i y u formule (82a) i (83) daje s obzirom na sliku 69 i(78):
Staticki momenti

1
M= e S ¢isingdy; Ay -— S Fieospdyp. (84)

@ S
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Koordinate teziSta
©
1
< \ePcospde
3
-Mv o €

Xg=——— =

1’2d
?P‘P
L2%

(84a)

10
?S p*sinpde
Mx _ L4}
S @2
1 54
E9 Ll

L2

Zadaci

U zadaé'i'mq 604 do. 617 ukl]j. odredi s obzirom na koordinatne osi statidke momente, odnosno
koordinate teZiSta, ravnijh likova omedenih zadanim krivaljama ili pravcima. -

604. Lik je omeden pravcima x 4 y=aq, x=0 i y=0. Odredi statitke momente lika i koordi-
nate teZita.

y
14
1
i !
al a N X oz 1oz ST X
3 : 3 2 ]
Slika 70 . Slika 71

Prema (82a) i slici 70:

a a
1 1
MX=ES('—‘x +aPdx = — S(x"'—2ax+a’)dx=

2
0 1]
L 24 g2
=—|——ag =
2] x%+ax
0 —
a a
I x2 ! &
M= \x(@a-x)dx=1a— -~ |=—_.
o= [rendnm o2 0
0 0

188

Dobili smo M,=M,, jer je zadani lik simetritan s obzirom na pravac y=x

Il

[wis

S toga je razloga x,=y,=

SIESEYRN

‘ 1
605. Lik je omeden lukom sinusoide i pravcem y= 3 Odredi statitki moment lika s obzirom

na os X (za jedan segment).

: 1 T, 5w
Kako je sin 30°=sin 150°=E, granice integracije su arc 30°=Z iarc 150°=T.

Prema (82a) i slici 71 imamo:

S5n Sn Sn
lT ?] 1 1 i
1 in2
M,=—\ sin’xdx——= | —dx=— i—ﬂi——x =
2 z) 4 2(2 4 4
= x x
6 3 6
Sn
G _ —
1|{x sin2x 1 57r+V3 n_L'V3)._1c+
“2(4 4 | 8\6 2.6 2) 12
T
6

606. Lik je omeden parabolama y=x? i y=)x. Odredi Koordinate teZiSta.

Y

1 - A”l”

3)

-
b3

Bududi da je pravac y=x os simetrije zadanog lika teZiSte leZi na toj osi pa je x,—y,.
Vidi sliku 72. .
Prema (82a) i slici uzev§i u obzir da su O(0;0) i A(1; 1) sjeci¥ta parabola imamo
. g .
, 1 1
za lik ODAC: My ==— \ xdx=--.
2 4
0
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S| 1
za lik OBAC: M, = — \ x¥*dx=—.
2 10
0
1 3
M=———=—
- 10 20
2 1 1
- — x
S=\Jx—)dx=|=)F-=| ==
[s-mar-|SV2-3| =
0
Prema (83) )
3
20 9 G5
Xp=y, = ———=—=0,4)
1= 1 20 —=
3

607. Pravokutnik sa stranicama a i b presje¢en je parabolom (vidi sliku 73) na dva dijela
S, i Sp. Odredi koordinate teZidta svakog dijela.

Parabola y2=2 px prolazi tatkom A(a; b). pa je

b2
b2=2pa, dok je 2p=—, i
a

9

2= — x — jednadZzba zadane parabole.
a

% 4

a
108 ab*
Za S;: sz—S—th=_
2 ja 4
0
— 2
xﬂy—gx -,—dex:—a“’b
a 5
a
” b -
Povriina Sl=——_—Sdex—=—ab
. Vau
- M 2 3
x,=—'v- —a%b. -— =—3—a
S 5 dab 5
M, ab? 3 3
e R

.St;t.ié]ke S{nomcnte za dio S, dobit éemo kao razliku statickih momenata pravokutnika
i dijela S,.
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EUR Y

Za pravokutnik imamo prema slici:

b ab® a a*b
MX:S-yL=ab-?: —i‘ 3 My-‘-’-S‘X{»‘=ab~5*— -——j— :
at®  alr  abt @b 2, ab
Za S, MI=*2—— r =—T-, M,= 2 5ab— T
2 b
Povriina S;—ab——?asz
My b 3 3 M a¥ 3 3,
Za .S;: x,= S T o108 Y: S = a0

608. Lik je omeden poluclipsom

¥ .
Z a2 =1 iosi X(y=0)
az b (

Qdredi koordinate teZiSta.

Slika 74

Prema slici 74:
x,=0.

Radi jednostavnijeg integriranja prelazimo na parametarske jednadbe elipse:

x=acost
. 0<i<n
y=bsint

Ratupamo prema (82a) i (83): _
0

s

b%a . ab®
M,=——2—<Ssin’tdt= (prema tipu VIII) =

1 2 2
—_ sin?tcost——cost{ =—ab?.
3 3 3

x "

0
¢ sin2z] abxm
3

(1]
S= Sydr——-— ba Ssin'-‘tdt:—ab
"

4
T "
2 2 46
y‘=ﬂf_=;abs.___=__
s 3 abn 3=m
609. Lik je omeden prvim lukom cikloide.
x=r(t—sin?) | .

y==r(1 —cost)l

i osi X. Odredi koordinate teziSta.
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Iz slike 39 uz zadatak 546 vidi se da je

X; =TT,
Ra¢unamo y,
2n 2z
M= s 2 -
v My=—r . (1—cosr) (l+cost)dt::75 (1—3cost+3cos?t —cos?r)de =
0 0
rs . t sin2t 2 i
= t—3smt+3(3—|-—4 )—?sintcos’t+?sint 23"73'
0

n 2n

2
Szrzg (l—COst)zdt=r“'S (l—2cosz+cos"’t)dl=r“]t—Zsint+
0 0

. 2n

t sin2¢
.+._+ ——iey
4

2 =37

610. Lik je omeden Arhimedovomi spiralom
p=ap od =0 do p=m.
Odredi pravokutne koordinate teZista. .
Vidi sliku 29 uz zadatak 523,
Ratunamo prema (84) i (84a):

n
. ]
M, = Saaq:"siuquiqa= nakon trostrukog parcijalnog integriranja =
0

3
. 3 d
- e 3 M as
——3—](6@—q} )cos @+ (392 —6)sing| = 3 B—6m).
. 0
n
My=2 (450 2| i )
» =7 | @R osede=— (—69)sing +(B¢*~)cosg| =aU4—n)
0 0
1 n n
a2‘ 3| TE:’
Prema (81): S=—S @gldp =2 | ¥ T
2 ) TPy ! 3|76
0 0
6a(4—n?) 2a(n®*—6)
R Gl
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612

613.

614.

615.

616.

617.

3
. Lik je omeden krivuljom y= z x% i pravcima x=0 i x=a.

. : s 3 9
Odredi koordinate teZifta uz graficki prikaz. xlzz; ¥, 5
Lik je omeden polukruZnicom

y=+r—x i osi X.
Qdredi koordinate teZista
1) neposredno u pravokutnim koordinatama
4r
2) uz prijelaz na parametarske jednadibe polukruZnice. [0; 3—]

: ki

Lik je omeden parabolom y=2x—x2 i osi X. Odredi te%i§te uz graficki prikaz.
3
13 3
Lik je omeden kosinusoidom i osi X od x=——§ do x:_:_ . Odredi koordinate teZifta
2
T
0; ik
Lik je omeden lukom astroide
x=acos?t}| | X . A . . e

e | i koordinatnim osima u prvom kvadrantu. Odredi koordinate teZista.

y=asin? :
' 256a
315x ]
Lik je omeden parabolom
V*+ V3= i koordinatnim osima.
a
Odredi koordinate teZiSta uz grafi¢ki prikaz. [x,= y’:;?]'
Lik predouje kruZni isjeCak polumjera r sa sredi¥njim kutom 60°. Odredi koordinate
teZiSta isjeCka, koji je smjeSten simetri¢no s obzirom na os Y.
2r
[Prikaii jednad?bu kruZnice u polarnim koordinatama g==r; T(O; —)]
™
2. kﬁvdje u ravnini
Formule
a) U pravokutnim koordinatama
Za krivulju y=y(x):
b
Duljina luka s=[}/14 y2dv. (86)
a
13 B. Apsen: RijeSeni zadaci iz vise matematike II 193



Stati¢cki momenti

b
Mx=fyds= nyl+y"-’dx
s a
(86a)
b i
M_v=fxds=fx1/l—i—y’2dx.
s a
. . M, M,
Koordinate teZista: Xp= 5 Y= (86b)
s s
. . x=x(0)
Za krivulju zadanu parametarski. LIS,
V=)
I A
s'=f | %2 pide @87
L3
’2 e
M= [ yOV 2+ 52a
Iy
. (87a)
A{_v=f x(’)l/T
L9
M, M,
gty = (87b)
s s
b) U polarnim koordinatama
Za krivaliu  e=3z(p)
@s .
s= S Verretan (88)
L 21
bl -
M= S psing) ¢?+pdp
LY
(88a)
0
My = S L
10,
M M,
Xp=— _{; = (88b)
s s
Zadaci

U zadacima 618 do 625 uklj. odredi s obzirom na koordinatne osi statitke momente i koor-
dinate tcZi¥ta zadanih ravnih krivulja. odnosno pravaca.

618. Koordinate teZiSta za odrezak pravea

x y
RO T
a+—b

194 .

619.

izmedu koordinatnih osi.

Ra¢unamo prema slici 75 i (86a).

N— b ,
g:l. a?—+-b2; y:—fx-l—b; e
a

8|

1t
b [ 1
M= \| ——x+ ]_;-1+—2dx= .
0 a a

o)k

Slika 75

Koordinate teziSta za prvi luk cikloide

x=r7(t—sint)

v=r(l —cosi).

Prema slici 39 u zadatku 546:

X, =T%.

Prema (87) i (87a):
£=r(l—cos?) !
y=rsinz .:
: t

=r[ 2 f1—cosi=r}3. VEsmE

T

2
t
M, = ‘ 1~(Ifcusr)-2‘rsin3dt=4r2
0

=-(prema tipu VIII uz supstituciju -

2

N Lt r 2 i

== 82 .- -3Asm- €08 —— EY COs ——
2

(28]

| 52+ y2=r}/1—2cos-costz +-sinz =

Lt
=2rsin —.
2

t
sin®— dr=
2

[—LE %Y

=z, pa je dt:—2dz):

1o~

T

>

r.

W)
L"| ()

195



s=8r— vidi zadatak 546.

=g

620. Koordinate teziSta za luk astroide

x=acos’t e
. koji leZi u I kvadrantu.
y=asin®t
Kako je astroida simetri¢na s obzirom na obje koordinatne osi, teZifte luka leZi na osi si-
metrije luka y=x, pa je x,=y,. &
Prema (87a) i slici 25 uz zadatak 517:

x = — 3acos’tsinr | 2

v = 3a sin%zcost | +

%2+ y2=9a%sin®r cos?z o
ili

Y5+ yt=3asinzcost.

n n
2 2
. sinS¢ 3
M,=3a?\ sin‘tcostdr=3a%|—— =-§a2.
0
Prema (87):
n n
2 2
] sint |3
s=3a \sintcostdt=3a I=§a.
0 0
Prema (87b):
2
n=y;=-4.
621. Koordinate teziSta luka logaritamske spirale
p=at®
sd = — d
(o] =— =T.
P 5 0 p=T
Ratunamo prema (88b):
n r
M= S ae® sin qal/a“’ez_“’ﬁ—agez" dcp=a’V_ZS e*® sinpdp=
I I
2 2 .
"
P20 ) 2}/
= DI )5l € s o ’_aV% 2n__ 4.1
= prema (64) =a?} z!§2+1(2s1n¢ Cos<p)1 —— (e &)
n
2
196 .

& )3

s g X
Prema (88): s= S Vazez“’ +a‘-‘e2“°d<p:—-2—( er — e2)

r
2
M, a &T—2¢"
===
s 5 n
& —82
. . e . L a 2e*7" +e*
IzraCunaj na isti nacin x,. Dobit ¢e§ x;= — E—
n
& —e?

622. Koordinate teZiSta kruznog luka polumjera r kojemu odgovora srediSnji kut 2a.

Y )
T
x2ey2=r?
~ Y < ;
o<l " %’—0‘ ‘ %
g x -r
a) b)
‘Sl'ka 76

Ratunamo prema slici 76a i formulama (88):
x,=0,jer je os Y os simetrije zzdanog luka.
Prelazimo na pélarne koordinate:

p=r — jednad?ba luka, pa je g’=0 i p*>+p=r%

n n
-2-+u | -2-v+u
M,= S r%sinp dp=—12|cosp ==2#%sina
i
n ’ .
27° 2
M, 3rsina  sin«
V= _— = ——
s 2ra o
Za polukruZnicu:
= 1 ..
. Vidi sl. 76b.

. 2r
g=— , paje y,=r —=—
2 paje T T

2
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623. Teziste luka kardioide
p=r(l+cosq) od ¢=0 do o=r.
Prema (88):

n
M Sr(H cosp)- smq;l/r-(l+cosqz)- +r2sin?q dp=
0

T
” S (1+cosg)sing-} 2} 1+ cos g do=
0

I

? 9 @ e P
2\ 2cos? —-2sin—-cos —- ([ 2 )2 cos —dp=
T S 3 si 3 5 5 (l/ ) S 5 B
0

n b3

s=8r (vidi zadatak 554 u kojem je r=3)

Izratunaj na isti nadin prema (88b) y,. Dobit ¢e§ istu vrijednost ?r.

624. Koordinate teZi§ta lanéanice
‘ X
y=ach— za —a<x<a. Vidi sliku 65 uz zadatak 593.
a

Iz te slike slijedi da je x=0. Odredimo y, prema formulama (86). Kako je y'=shﬁ, imamo:
a

a

x X
M, = Sa Ch?VI +sh? 5 dx=2a S ch? g—_dx= (prema chx=
. —a 0

- a
7/1+ch2x . x)
= —g pa je 2ch2x:l+ch2x)=a.g (I+Ch2—)dx=
a
0

alzs? hzxa ( ¢ ho)= 2- h2

=a|x+— s === L — §] =— .

i > . aaTz ) 2(+5 i)
- 0

a, a
r-~-77 1
] x
s=2S]/ 14 sh° ~dx=2|ash=| =2gsh1
a
J o
M, a(2+sh2
L. N i AT

198
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625. lzraéunaj koordinate tezi$ta polukruZnice x2--v?=r® ne prelaze¢i na polarne koordinate
2F
0.— .
f. Ratunanje momenata tromosti (inercije)

1. Ravni likovi (homogeni gustote y=1, pa je masa m identicna s povrsinom S lika)

Formule
Momente tromosti
aksijalni I,= [yds
5
(85a)
T~ f »2dS
s
polarni s obzirom na ishodifte O(0;0):
el dSiz
s
Zadaci

U zadacima 626 do 633 uklj. izratunaj momente tromosti zadanih ravnih likova s obzirom na
zadane osi, odnosno polove.
4

626. Trokut baze @ cm i visine s+ cm. Momenti tromosti $ obzirom na
1) bazu,
2) pravac, koji je paralelan s bazom a, a prolazi vrhom I/ trokuta,

3) pravac, koji je paralelan s bazom, a prolazi teZiftem T trokuta. Vidi sliku 77.
y

- h

1<

o

Slika 77

ad 1) Prema slici 77 i (85a):

di,=y*dS =2 2dy.
Treba z izraziti s v:
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"Iz sli¢nosti trokuta slijedi:

zia=((h—y):h
a(h—y) a
pa je F=m—y T @
a
Stijedi: de=y’(a—;y dy
A A h ok
a ys a yd
i I,=a Sy’dy——Sy“dy:a\T! vy
0 0 0 0
: ak® cmt
12
Y
WD) Aoty rema @)=l (1-3)ay
1
ili dl,=a (h’—3hy+3y"—;y’ dy
1 o »
¥ y a .
— 2y 3h— 8- .| =——cmi.
I,=a|kty 3h2+y PSR

0

ad 3) Moment tromosti I, s obzirom na os X, kroz teZifte T lika odredimo pomocu
Steinerova stavka

L=1,+S &
gdje je d medusobna udaljenost paralelnih osi XiX,.
3

) h 3 a
U nalem je slucaju d=3, dok je I,,=—12—.

ah? I+ah (h)2
7 E)

Odatle je: I =——cm":

Dobivamo: I,=—-—cm"

627. Moment otromosti polukruga polumjera r s obzirom na ishodiste O (0;0).

Prema slici 78 i (85a):

dI,=p% dS=p? - wpdp=mp3dp.

r
I, =1rg é3dp=n

Slika 78
628. Moment tromosti elipse s poluosima @ i b s obzirom na obje osi.
1) S obzirom na os X (2a). :
Prelazimo na parametarske jednadZbe elipse
. x=acost
S8 0<t<2m.
Prema (85a) i slici 79:
dS=2xdy=2acost-bcostdr=2abcos?zdz

dI,=y-dS=2ab"sin® rcos®1 dt

Slika. 4«9
: = =
2 2 2
in?z cos?t 1 sin4z
L=22ap | A0 4 el e L gl SBAL] T g
4 i 4
0 0

T
2) Na isti natin izratunaj I, Dobit CeS - 4 bad.

629. Moment tromosti parabolickog segmenta prema slici s obzirom na obje koordinatne osi.
Parabola y*=2px prolazi tatkom A(a;b) pa je
b2

¥®=2pa, aodatleje 2p=—
a
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630.

631.

632.

633.

b b oo
i y*=—x, odnosno y== .- /'x > jednadzba zadanc parabole.
- ‘a
Prema (85a) i slici 80: .
b o,
dly=x*-dS=x*.2- Tl x dx
[a
a . a
2b 26 21 LY 4
L= szdx—-.:..._va:_ba,
y ’ 5
Vd Va i
& 0

4
Odredi na isti nacin I,. Dobit ¢es Eaba.

Slika 80

Momenti tromosti pravokutnika stranica a i b s obzirom na obje osi simetrije pra-

vokutnika.
7 ab® - a*b
[ =)

Moment tromosti polukruga polumjera r s obzirom na dijametar.
'[Izvﬁi prelaz na parametarske jednadibe kruZznice;

x
I,= —r‘].

Polarni moment tromosti kruZnog prstena s polumjerima r; i 7.
- .
|n-Fet-rb |
2
Moment tromosti s obzirom na os X.

, avth V(0, k) i

(SRR

1) parabolitkog segmenta omedenog parabolom, kojoj su nultatke -+

osi X.

2) parabolickog segmenta omedenog parabolom y=4—x2 i pravcem y =3.
1628
105 |

2. Ravne krivulje (homogene gustoée y=1, pa je masa m i identiéna s duljinom s krivuljc).

Formule
Aksijalni momenti: L= f yids !

Iy=- [x2ds (85b)
polarni moment i = f e%ds ‘

L) ‘

202 -

Zadaci

U zadacima 634 do 637 uklj. izratunaj momente tromosti zadanih krivulia s obzirom na zada-
ne osi, odnosno polove.

634. Momenti tromosti polukruZnice polumjera r s obzirom na njen dijametar i srediite O.
Parametarske jednadibe zadane polukruznice

x=rcost|

42 AR it £

. (oIS
y=rsint
Prema (87), (85b) i slici 81: g
ds=/ Z5F y2de=]/rcostr 4 rEsinte dr=rde "
n . 2 n r3 (/l
t R 4
I,=Sr’sin’t-rdt=r3 v N 0 PN
4 2 2 yar
7N\
o A1
=m3, jer je wr=s=uu 0 X r X
— Slika 81
n
Io=fr_'2-rdt=r31r=rn-r==mr3.
E bl
635. Momenti tromosti jednog luka cikloide .
x_=r(t—sml)! <r<in
y=r(l—cos?);
s obzirom na objeé koordinatne osi.
(Vidi sliku 39 uz zadatak 546).
Prema slici i (87) i (85b):
- - L e t
ds=)/r¥(1 —costy +r2sin*edi—r |/ 2Vl—costdz=_2rsinz'dt.
2r - 2r
t t
I,= Sr’(l-—oost)"‘erin?dtin‘S 4sin53dt=_
0 0
p n P
=(E =u;dt=2du;zar=2n u=n) =16r* S sin®udu=prema tipu VIII =
. ) . =
1 4 8y |
= l6r"{——‘ (sin‘u+ —sin®u+ — Jcosx =£5ir".
| ™ 3 3 15
e
Izradunaj na sliéni nacin I,. Dobit ¢e§ lGa“(n—?).
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. 1
636. Moment tromosti krivulje y=e* za nggis obzirom na os X. [ 3

637. Moment tromosti lanc¢anice

a3
za 0<x<a s obzirom na os X. [:—4@—5'1)(32'*'3_2"'10)]-

g. Guldinovo pravilo za volumen i povrSinu rotacionih tjelesa

Formule

Volumen V=S-2ny,. (95)

Tu je: S povrsina ravnog lika koji rotira, y, udaljenost teZi§ta tog lika od osi rotacije pa
je 2wy, duljina kruZnice koju opisuje teZiSte lika kod rotacije, tj. put teZista.

Povriina S=s.27my,. {96)
Tu je s duljina luka koji rotira,” . udaljenost teZidta tog lika od osi rotacije, paje 2 wy,
put teZifta Juka kod rotacije. Pomocéu formula (95) i (96) moZemo odrediti teZiSta
lika, odnosno luka koji rutira, ako je poznat volumen rotacionog tijela i povrSina lika
koji rotira, odnosno ako je poznata povriina-rotacionog tijela‘i duljina luka koji rotira.

Zadaci

U zadacima 638 do 645 uklj. odredi pomoéu Guldinova pravila volumen, odnosno povrSinu
zadanog rotacionog tijela.

638. Pravilni Sesterokut stranice a rotira oko jedne stranice. Odredi obujam rotacionog tijela.

Prema slici 82 i formuli (95):

/—a’ a)3
= { §
e 1 TIT 2

o _
a Va'“al/,s:;ms.

V=6--
4 2

Slika 82

639. Pomocu Guldinova pravila odredi obujam tijela koje e nastalo rotacijom polukruga po-
lumjera r oko tangente,
-

204

Vo

¢ S

640.

641.

Najprije odredimo ordinatu y, polukruga.

Prema slici 83 i formuli (95):

|4
V=S.2ry, a odatle je -
t € 255

. 4
Kako je V——-?nr”, a S=;r2, dobivamo:

4r
Y= 37 . 0
SHka 83

Teziste T opisat ¢e kod rotaciie oko tangente ¢ kruznicu pblumiera
4r r(3x—4)

n=r—————m0—o—,
. 3n 3
pa je
2 _—
V:K—-anl—ﬂrz 21:_1137: 49 =n
2 2 3

(Br—4).

PokaZi pomo¢u Guldinova pravila da je teziste trokuta udaljeno od nj i
- - - o
jednu treéinu visine trokuta. ! yegove osnovice z

Prema slici 84 i formuli (95):

bh
V=7-21ry,, a odatle je

. 1
Kako je V=2~—-r:h2-£=l Thh
3 2 3

(vidi sliku!)

. ]
Uvritenje u y, daje: Y=

Slika 84

Cikloida
x=r (t--si
Figeiic ) l 0<1<2n
y=r(l—cos?) |
rotira oko osi X. Odredi volumen i oplo3je- rotacionog tijela.
U zadatku 609 veé smo izratunali za lik omeden prvim Iukom cikloide i osi X:
poviSinu S=3n7? i koordinate teZifta x=mr i y,=—2— r.
Prema (95) dobivamo:

5
V=3rnr22xn ?r=57r2r’.

U zadatku 546 izratunali smo za prvi luk cikloide da je duljina’ luka s=8, a u zadatku
619 ordinatu teziSta tog luka y,:%r.
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Prema (96):
S=8r-2 i e 72
=8r. —r=— 2
7L'3 3 T

642. Astroida
x=acos’ ¢

y=asin®t |

rotira oko osi X. Odredi volumen rotacionog tijela. U zadatku 517 ve¢ smo izratunali:

TA paie c—cgmd adatku 615: y,— 02
=—a* pa —=—7d", au zada Pt
g% P 3 . . T

Prema (95):
3In 256a 32
=—qa? 2T —=——Tad%
16 315= 105

s 2
U zadatku 543 dobili smo: s=6a, pa.je 7=3a, a u zadatku 620: _y,=§ a.

Prema (96):

2 12
S=3a-2xn —a=—mna
5
Istu vrijednost za S dobili smo ve¢ prije. Vidi zadatak 595.
643. Elipsa s poluosima a i b rotira oko osi Z koja je paralelna s osi 2a a udaljena od nje

za 3b. Odredi volumen rotacionog tijela.
[6 n2ab?]

644. Odredi pomoéu Guldinova pravila koordinate teZista polukruznice polumjera 7.
27)
[l )}
- %)

. 645. Odredi oploSje i volumen torusa nastalog rotacijom kruZnice, odnosno kruga
(x—aP+{y—by<r?
oko koordinatnih osi X i Y (a>r; b>1).
[oko osi X: S=4rbr; V=2 n“br%]
oko osi Y: S=4Tc2ar;. V—2ntar

h. TeZiSte i moment tromosti homogenih rotacionih
' tjelesa gustoée y=1 pa je m=V.

Formule

TeZiste
Koordinate tezifta tijela nastalog rotacijom krivulie

206

: b
fde .fx[f(x)lzdx

v

a) y=Ff(x) oko osi X: x,= v ._=_b___—. on
JU@rdx
d
[2dV  [yle()Edy
b) x=q(y) oko osi ¥: y,=2 TR . = . (97a)
Sl Fdy

TeziSte rotacionog tijela lezi uvijek na osi rotacije!

. . 1 ¢ :
Momenti tromosti 1,,:E 7 af f)PFdx. (100)
1 d
L= = [ [p(»Idy- (100a)
Zadaci

U zadacima 646 do 650 uk}j. izratunaj koordinate teZidta zadanih rotacionih tjelesa.

646. U kojoj udaljeniosti od geometrijskog srediSta leZi teziste polukugle polumjera R?
Polukugla nastaje rotacijom oko osi Y &etvrtine kruga polumjera R. Vidi sl 85.

Slika 85
Uzevii u obzir da je
e(=IR=3

. . 2
i da je volumen polukugle V=? 7 R® dobivamo prema (97a):

R
= [ y(R*—5?) dy 3 Ry o
o ! B
_\,——~\2 =5ge 57 ?\—ER.
371:R3 0 —



647. Teziste T uspravnog kruinog stosca polﬁmiera baze r i visine A prema slici 86,

Prema toj slici jednadiba izvodnice OB glasi: Prema slici 88 t formuli (97) imamo

y=x-tgo=x- ; pa prema (97) imamo: ] a . 4. 6
[r30-90 |53
h \ h L , ) 2 ‘
#fZx) ax x3dx !x_ x=0; ;= — —= =5. !
h | 4 2 |
_0 K e 3, 830—3)dy 7 3y A
=T = 4 :
r o \? [ s —_— 3 !
(o foe 15 ‘
0 0 : o | 70, 5). : :
! I
3 ]
T(~— h; 0) . i *
4 ! _ !
LN 1 N i
1} I f‘ |
648. U kojoj udaljenosti od vrha lezi tefifte T rotacionog paraboloida visine A? -2. 0 2 x
Slika 88

Yy ' i
650. Odredi teZiste T parabolonda koji je nastao- rotacijom oko 081 X luka AVB parabole ako je
zadano V(-3;0), 4(0; 2) i B(0; —2) i )
4
[y==3 +3; T(-15 0)].

U zadacima 651 do 655 uklj. izratunaj momente tromosti zadanih rotacionih tjelesa.

651. Moment tromosti stoica polumjera baze 3 cm i viéine 5 cm s obzirom na njegovu Os.

Prema slici 89 i-formuli (100a) imamo: stofac je nastao rotacijom oko osi Y pravca

Slika 86 Slika 87

Prema slici 87 i formuli (97j dobivamo uzevi u obzir da je y2=2px jednadiba parabole:

o cm®.
Pl
Sx-prdx T,
] 5
= = =—~h. i
x¢ h 3 |
xz | _— i(
Jorees l?l |
0

649. Teziste T parabolmda koji je nastao rotacijom oko osi Y luka AVB parabole ako je zadano
V(©;3), AQ2;6) i B(— 2, 6). Vidi sl. 88.

-Qdredimo jednadzbu parabole:
(x—m)p*=2p(y—n).

w| s

Uvritenje m=0 i n=3, atakoder x=2 i y=6 daje 4=2p-3 paje 2p=

4
i xz:g(y—”- : ‘
i Slika 89

208 . -
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652. Moment tromosti rotacionog clipsoida koji je nastao rotacijom elipse — 4--—=1
e

oko osi X.

P2 1
S P
S Re Y

=—mabt.

I5

8
Na isti nadin izratunaj I,. Dobit ce§ Eﬂ:a‘b.

653. Motnent tromosti rotacionog hiperboloida- koji je nastao rotacijom oko osi Y hiperbole
X Y 1 od y=—b do y=b. Vidi sl 90.
a® b

2 \
Kako je x3=a2(1+i—,) , dobivamo prema (1002)

y2 2 . \
f,\-:—ﬂ:-ZSa‘(l+b7) dyf=7=a“g(l+—2;-+—4y‘)dy=
0 0
1 .| 28
=rat Pt -y5 = gth.
mE Y Yt Y [T s

Slika 90

654. Moment tromosti tijela nastalog rotaciiom oko osi X lika omedenog s y=e%, y=0,
== e —

Prema (100):
! 1
7 Se“‘"dx-—- : T If ’:.-3 (e‘— L)
i 4 8 Ci
- A e

1

-

1] =
~|

Prikazi graficki!

655. Odredi momente tromosti uz graficki prikaz:

1) Rotacionog paraboloida polumjera r baze i visine % s obzirom na 0s rotacije

) .
l—— o l
6

210 v -

. 8
2) Kugle polumjera R s obzirom na dijametar. [—xR:’l .

. 1 i
3) Uspravnog valika polumijera baze r i visine % s obzirom na os valjka. [«2— r:r‘hJ.

i. Zadaci iz fizike

1. Put prevaljen tatkom

Formule

Ako se tatka giblje po nekoj krivulji pri demu je brzina v gibanja zadana kao funkcija
ds - .
vremena ¢, tj. u obliku v=f(2), tada iz v=E=f(t) slijedi

ds=f(Hdr. @
Taj izraz predotuje element puta s §to ga je tacka prevalila u vremenu dz, a
s =
s=[f@Od - ®
kY

daje put tacke u razmaku vremena od ¢, do -

Zadaci

656. Brzina tacke zgdana je formulom .
v=)T+1 m/sek.

QOdredi put, 3to ga je tatka prevalila za prvih 10 sekundi poslije pocetka gibanja, i sred-
nju brzinu za to vrijeme.
Prema (b):
10 10
o= | v a3 Vo
(1 (1

]

2 -
=3‘(11V11—l)—'_-£,7m.
s "
U= E =24 m/sec

657. Brzina tatke mijenja se po zakonu
v=2(6—1) mfsek.
Odredi najveéu udaljenost tacke od pocetka gibanja.
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658.

659.

212

£adani izraz za brzinu kazuje da je gibanje tatke usporeno, pa ée najveca udaljenost
tacke biti kad se tatka zaustavi, tj. kad je

ds
v=—=2(6—1)=0.

de
Odatle dobivamo r=6sek, pa je prema (b):
6 6
t"l
s=25(6—t)dt=2 6t——2-::36 m.
0 Io

Poznata je jednadZba harmonickih -titranja tacke uzduZ osi X
2r
x=Asin{ — 1t 4
( T +°‘)
gdje je A amplituda titraja, ¢ vrijeme, T vrijeme jednog titraja (period titranja), dok
je o potema faza [Vidi (53) u I dijelu Repetitorija).
Odredi poloZaj tatke u moment 7,, ako je poznato, da se tacka nalazila u momentu ¢ u

poloZaju x=x,.

dx
Kako je brzina 'U=E, dobivamo

A21r 2% 5%
V=A—C0S| — [+
T ( T )

pa prema (b):

t
2mA [ 2w Nq2mA T | (2w
X;= —_— e 4 f—
1 T cos T a T y. sin T 4o
0

. {2« ]
=A|sin —7—"t1+a —»sma]
33
274 2w
Xg=2%y+ T Scos(? t+a) dt=
. (2w (2=
=x1+AV sin (7 t2+a)—sm (T t,+ a) .

Raketa se diZe vertikalno u vis. Uz pretpostavku da pri stalnoj pogonskoj sili ubrzanje
rakete (uslijed umanjenja njene teZine) raste po zakonu

zl

0

133

u.(t)=

a—bt '
gdie je a—br>0, odredi brzinu v rakete u bilo kojem momentu ¢, a takoder visinu 4,,
koju je postigla raketa u:momentu ¢,.
. dv ; ;
Kako je u=E , do=u(?)-dt, pa je brzina

t
v=[u()dz. ©
0

660.

661.

Za nad sluéaj:
1

. z
4 de 4 !1 bt)l Al e
= =——{ln(a— =—In——~—.
v Sa——bt b l n( b a—
¢ y —

a . A I a 5 tde-
= ij i i =—1{t — ——— =
5 dr= (nakon parcijalnog integriranja) b ( In ey p—
0
31

A a dt A a
=— — —a\———-|==1bty—(a—bt)ln ——|.
b(zllna—bt1 *h aS a—bt] b2[ 1= ( v a—btl]
0

Odredi zakon raspadanja radioaktivne supstance, ako ie. poznato da je br,:ipa raspadanja
razmjerna s kolidinom mase supstance i da je u poletni moment Z,=0 bilo Q, grama
supstance, a nakon T=1600 godina masa se smanjila na polovinu. )

. T
Kako je masa m radioaktivne supstance funkcija vremena ¢ tj. m=m(z), bit te 5 brzi-
na raspadanja supstance u nekom momentu ¢, pa je
dm dmn
—=—km ili —=—kds,
dz m

gdjc je k koeficijent razmjernosti, a derivacija je negativna, jer je m (f) padajuca funkcija.
Integriranje daje uz pretpostavku da je za t=0 m=0, a u moment ¢ m=Q:
AN

an t
m
Qﬂ' % tﬂ
pa je InQ—In Qy=—kt
ili Q i1 gkt
ili an—=—kt, pa je Q=Qpe k.
0

. Q
Da odredimo k. uvrstimo :=1600 i Q=% uln 7Q:= —kt;

1
In—=—-1600%
2
. In2.
ili —In2=—1600% paje k= Tk
TraZeni zakon raspadanja glasi
In2 . t t
~ 1600 ~ 1600 ~ 1600
0=0,¢ =0y (¢°%) =052 .

Znamo da je brzina tijela baena vertikalno u vis s pocetnom brzinom v, ukoliko se
zanemari otpor zraka odredena formulom

v=v,—g1,
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662.

663.

214

gdje je ¢ vrijeme a g akceleracija sile teze. U kojoj ¢e se udalienosti nalaziti tijelo od
pocetnog polozaja nakon ¢ sekundi od momenta bacanja?
h=y, t*it'“’ X
l * 2

Tacka se giblje po osi X pocevii od M (I;0) tako da je brzina jednaka apscisi x. Gdje
¢e biti tatka nakon 10 sekundi od poletka gibanja?

[e*).

2. Radnja promjenljive sile
Formule

Ako je sila P, koja vr$i radnju a djeluje u smjeru osi X, promjenljiva te je funkcija od
x, §j. P=F (x), tada izraz

dA=:F (x) dx

daje element izvrigne radnje, dok je

a={ 21«‘ (x)dx (<)

Lo

radnja $to je izvrdila sila F(x) na odresku puta [x;, x,]-

Zadaci

Koju radnju treba izviiti da tijelo mase m dignemo s povriine Zemlje, kojoj je polu-
mijer R, na visinu A? Odredi i radnju potrebnu da bi.se tijelo udaljilo u beskonagnost.
Prema Newtonovu zakonu gravitacije

F=tk el
2

je sila s kojom masa M Zemlje djeluje na masu m tijela udaljenog od sredista Zemlje
za r.

Uzevsi u obzir da u naSem slucaju tijelo treba podignuti na visinu (R--%) ratunajuéi
od srediSta Zemlje, dobivamo prema (c):

R+ R+h
kmM ‘ 1. 1
A= - dr==kmM | ——|=kmM|—=——-—].
r 7 R R+k
kmM
Na povriini Zemlje (r= R) sila F=mg, gdje je g akceleracija sile teze, pa iz F= F
T

slijedi:
mgR:*=kmM, paje EM=gR:.
Uvrstenje u A4 daje:
pempm( L) meb
R Rtk h
1+E

664.

665.

Kad ko<

h
Aow=1im A-=mglim - —lr«:po L Hospitalovu pravilu (vidi dio 1 Repetitorija)=mg R.

h-ro0 B0 4
14+ —

QOdredi radnju utro3enu na crpljenje vode iz spremi$ta oblika poluvaljka duljine @ i polu-
mjera r.

Prema slici 91 obujam elementarnog sloja
vode debljine dx na dubini x, duljine a

i §irine m iznosi

dV-=2} =% qdx,

m - -
jer je 5 ]/rz —x2

Slika 91

Element radnje dA4 potreban za dizanje tog elementarnog sloja vode na visinu x iznosi
d4=2a|/P—x%y-xdx,
gdje je y specifitna te_iina vode.
‘TraZena radnja
r
A= 2a75 x Jr ’—x“dx:fay
0 0

V(r— rz)s 1:3 ard.

Koju radnju treba utroSiti da se iscrpi ulje iz vertikalnog val]kov:tog spreuusta visine
H=6 m i polumjera baze R=2 m, ako je y=0,9 specifitna teZina ulja.

Prema slici 92 volumen elementarnog sloja ulja debljine dx iznosi
dV=rRedy Y
dG=nR¢dy-vy,

njegova teZina

a radnja da se taj elementarni sloj ulja podigne na visinu y:

&
dA=nR*dy-v-y- *IC:
x
Slijedi:
H H
2 ¥
A=nR%y \ ydy=xyR? | —2— 37tyR2H’=
0 0

i
—2— 0,9-10°-4-36=164,8- 10°- t kpm =640800-9,8 1 7=635688 = dzZ,

1
jer je u CGS sustavu jedinica radnje 1 dZaul= 531 kpm=0,102 kpm, dok je 1 kpm=
=9,81 d. .
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o ig 1kg 10°kg . ..
gdje je y=-~-_ ==—-—=-- - =specifiCna teZina vode.
cm?®  dm® m?®

Odatle dobivamo trazeni tlak vode na &itavu branu:

6
I 10° kp .
P=18y xdx=]8yj -2—‘ 'A—9m-~—rﬁ-s—---36m--:
0 0
324000-9,81
==324000 kp=324000-9,81 N==-- - T MN = 3,I8 MN,

jer je 1 kp=9,81 N (njuta), a | mega njutn MN=10° N.

Slika 94

674. Na kojoj dubini x=¢ treba branu navedenu u predadnjem zadatku podijeliti horizontal-
nim pravcem u dva dijela da bi tlak vode na gornji i donji dio brane bio jednak?

Imali smo
dP=18 y xdx.
Taj izraz integrirajmo sad od O do ¢, a zatim od ¢ do 6 pa izjednalimo oba integrala:
¢ 6 .
18y [ xdx==18 *{f xdx.
. [\] <
Slijedi:
[ 6
ix2 ! i x2 !
— ==
1217124
0 '3
=36—c%,

pa je c:=)18=3)2x4,23 m.

675. Odredi tlak vode na vertikalnu branu koja ima oblik trapeza 4 BCD. Dimenzije branc
navedene su u slici 95.

Slika 95

Prema Pascalovu zakonu u sl. 95 tlak vode na element povriine brane iznosi

dP=+-xy-dx. (@)

218

S N

676.

677.

Da moZemo integrirati, izrazimo y sa x.
Iz sli¢nosti trokuta DBK i MBN slijedi

(@=b):(a—y)=h:x,
pa je .
y=a— n (a—b)

uvritenje u (a) daje:

.

dP=y [ax—x;‘ (a—b)] dx,

13
. a—b x a—b 22 | yh(a+2b)
a je P= —_— =y | g ———— | = ——— |
Lk "S(“" " ) N3 % 3 3
: 0

Odredi tlak-vode na vertikalni parabolitki segment kojemu baza b=4m leZzi na povriini
vode, a vrh se nalazi na dubini =4 m.

Ratunamo prema slici 96 i Pascalovu zakonu P=yAiS;

10°k
—1=— 2 h=x i dS=2ydx

m x

dP=y-x-2ydx. @ @i

Pardbola y4=2p (x—4) prolazi tatkom (0, 2) pa je
4=2p(0—4) i 2p=—1.

Dobivamo y*=4—x i y=V4_;—i:

Uvritenje u (a) daje:
dP=y.x-2 T -x dx

4
P=27fxv4—xdx.
0
Uz supstitucju 4—x=¢* ili parcijalnim integriranjem dobtvamo:

4
| 32.8m® 10°kp 256

4-x 4 109,81 N=167-10°N.
15 m? 15 T T

p=ay Va3 (475

Izratunaj tlak vode na uronjenu plotu oblika trokuta, kojoj je baza & a visina % uz
pretpostavku da vrh trokuta leZi.na povrdini vode, a baza je s njome ‘paralelna. Odredi
takoder koliko ¢e se puta smanjiti tlak, ako okrenemo plotu tako da na povrsinu vode
dode baza b.

bk 1
T-9,8|11()3 N; dva putal.
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678. Vertikalna brana ima oblik trapeza kome je gornja baza a=70 m i leZi na povr$ini vode, 682. Slika 98 predotuje presjek stjenke spremiSta napunjenog vodom. Odredi tlak vode na
dok je donja baza b=50 m, a visina brane 4=20 m. luk AB krunice polumjera r, kojoj sredifte O lezi na povrsini vode, a sredi¥nji kut

BOA je .
[111-10°N]. ] L

679. Ploc¢a oblika polovice elipse kojoj su osi 2a i 2b uronjena je vertikalno u vodu tako, da .
mala os 2b lezi na povriini vode, dok je velika poluos @ u vodi. Odredi tlak vode na :
svaku stranu ploce (a i b izrazeni su u dm). y

|
- 2b k
—a y
i ,

680. Pravokutna plo¢a stranica a i & (a>b) uronjena je u tekuéinu specifine teZine y pod i . s
kutom « prema povrsini tekuéine. Duza stranica ploée leZzi u dubini z. Odredi tlak vode :

na svaku stranu plo¢e (a2 i b su izrazeni u m). ‘ <
3 Racunamo prema Pascalovu zakonu tlak vode na element ds luka stjenke uzev§i u obzir

da je taj dak jednak umnosku ds i»dubine x elementa puta y: dP=y-x-ds.

. b

laby (h+7 sin oc)~ 9,81-10% N] .
- Prema slici x=rsing ; ds=rde, pa je

dP=yr*singdgp -

681. Odredi tlak vode na povriinu kugle promjera d=4 m, ako se sredifte kugle nalazi na ;
¢ Sad odredimo projekcije dP u smjeru koordinatnih osi prema slici.

dubini 3 m od povrSine vode.
U smijeru osi X: dP,—=dP-cos (90°—¢)=y7*sin® .
Prema slici 97 i Pascalovom zakonu tlak vode S - ¢ »=Y ede
na element dS=2nyds povriine kugle na du- . . - Y p
bini-k iznosi U smijeru osi Y: Py,=dpP-cos q>=-,'r‘smq;cos<pdq>=3 7% sin 2 do.
. ! Odatle: .
3 dP=y-2myds-h, @) [ a .
; . o sin2a) y-r? .
=4 = P,=vr*\ sinfpdp=y7r}{ - ——— |=—— (2a —sin20)
1 - gdje je ds diferencijal luka kruZnice x*+3y%=4. 2 & i
2y
X e . e . . u
_____ a= Kako je prema (86) ds=l/l-l—y2 dx, a iz i yi* yr?
= Py=— Yr’Ssin 29d;;=——4 (oosZa—l):—z sin? o
= e 2
- T = 2yy’=—2x slijedi y’=——, dobivamo - .
o = —— h7 e TraZeni tlak P na luk BA=s dobit ¢emo kao rezultantu tlakova Py i P,:
— I : —y—y 2 sin2a\t .
Slika 97 dS:.V 1+x_2 dx:J’fz_—'-i dx———i e P=VP:2:+P§=XV(2“_ 2 ) +4 sina kp.
»* y ¥ ' :
Dalje prema slici imamo A=3-x. .
- . 683. Odredi tlak vode na uspravni kruZni stozac polumjera r baze i visine % koji je uronjen
Uvritenje u (a) daje: u vodu tako, da mu se baza podudara s povrSinom vode.
dP=4y (3+x)dx [ P h,]
; %t ¥ (g 3
. { 10°kg
i P=4my \ B+x)dx=4z=y |3x+— | ={4n. —-=-12m3 = . %
YS( ) ‘{l +21 (n o )kp , 4. Masa tijela
-2 -2 |
= 48000 7-9,81 N=0,471 x MN (mega njutna). Formule
D. dredi tlak vod j 1 in i - o |
Lzb(i)t ?c&lrgf)l o I\‘jioN? na gornju polovinu kugle, integriramo od -~ 2 do 0. Nadini to! . ‘Homogeno tijelo gustoée yw=const. i volumena V:
Na isti nadin odredi i tlak vode na donju -polovinu kugle. . Masa m=y-V.
L L] .
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Nehomeogeno tijelo gustoce p= (x) i volumena V(x): Diferencirajué¢i V' po y dobivamo element volumena zadanog stoSca:

Element mase tijela dm=p.(x)-dV". ®© ’ dv=- ; %0 3y dp=rntgtay?dy,
- - i
Masa tijela ez f p(x)dV. pa je dn=u(y)-dV=rkrtg?xy*dy
a h
1
) : i m=kﬂ:tg'~’aSy“dy:—krrtg'-'ah'.
Zadaci p 4

684. Odredi masu kugle polumjera R,-ako je gustoéa w u bilo kojoj tatki T kugle razmjerna
‘s udaljenoic¢u te tatke od sredidta O kugle. A
Stika 99 predotuje vertikaini presjek kroz koncentricne kugle polumjera R, x i x-+dx.

686. Odredi masu Stapa duljine /=10 m. ako se linearna gustoéa §tapa mijenja po zakonu
w=6-0.3x kg/m gdje je x udaljenost od jednog kraja Stapa.

4 [75 kg)-
; < j ¢ glasi ¥V=— a3, Diferenciramo 1i taj izraz, dobit éemo cle- |
Volumen kugle polum]e‘ra x gl 3 e ;’ 5. Inicanie tehutine fros oreer
ment volumena kugle ~ kuglina sloja debljine dx:
4 Formula
d]/=?7t-3x'3dx::47tx2dx.

Brzin2 istjecanja tekudine Cija je povriina na visini k-iznad otvora odredena je Toricel-

Prema (f), zadatku i slici: ‘ lijevicn zakonam
dm=kx-4xxtdx=4knx’dx r=c VZEh: €))
R gdje je ¢ empiriZki koeficijent. koji ovisi o vrsti tekudine i o obliku posude i otvora, dok
i m=4k7:f x3dx=kwR!. je £=9,81 m/sek? ubrzanje sile teZe.
0 .

Zadaci

687. Za koje ¢e se vrijeme ijsprazniti do vrha napunjena vertikalna valjkovita bacva dija-
metra D=1m i visine A=2m kroz okrugli otvor na dnu dijametra d=1 cm. ako je
¢=0,6?

Pretpostavimo da ée za vrijeme dr isteéi iz balve element tekuéine visine dy i volu-
mena dV, pa je prema slici 101

= dv
V=n—
g -

p .
Taj dio tekuéine volumena dI” isteéi ée u isto vrijeme dr kroz otvor velitine AI itos

brzinom ¢ koja po Toricellijevu zakonu iznosi ¢ V 2¢y m/sek.

Na taj nadin dobijemo drugi izraz za isti dV:

. Slika 100 =d*
Slika 99 dV=¢ T 2y dr.

; i ravnog kru¥nog stosca visine k i kuta « $to ga visina zatvara s jzvod- . o .. . .

685 ?1?:::': sI:;lésc‘:l usall’zo je ggustoéa gu bilo kojoj taZki T stoSca razmjerna s njenom udalje- _IZ]edTmcen]e obaju lz.raza za dV ddje jednadibu
noi¢u od baie stoica. iz koje ratunamo dz i ¢:

Slika 100 predoZuje osim zadanog sto¥ca jo§ jedan stozac slitan zadanom, kome je polu-

mijer baze x, a visina y. Volumen tog stoSca glasi 242- dy= 7r—4d: VE’.E{’dt,
1 . -
V= —nx®y, a kako je -prema slici x=ytgx
3 - 4 D? dv
Vel yigta, e T
73 C }Zy l/_v Slika 101
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d 2.2 — 10°-1414
i 0 2~ 10703 sek=3 sata.

2
cd21/2 OSVE 0,6-0,01 V19"€é 3-443

688. Za koje ¢e vrijeme istedi voda iz posude oblika polukugle polumjera r-=40 cm kroz otvor
u dnu kome je povriina 2 cm®(¢=0.8)?

5
U
Slika 102
Ratunamo:
prema slici 102: dV=nx*dy=n(r2—3y%dy

prema Toricellijevu zakonu: dV=c-S- Vﬂ(rf y)de, gdje je S povriina otvora.

Slijedi: -
T(r2—yHdy=c Sv2g(r—y) dr,
2
pa je de= - )
R

e s )

= |— g e y(,_y)s] =
0

(S 2eye)

2g3

cSVZg

1472 VT' 14-%-1600 1/ 40
= —= —— =418 sek.
15¢S V 2¢ 15-0.8-2 1962 ——

689. Za koje e vrijeme isteéi voda iz valjkovite vertikalne posude kojoj je povriina baze
S§=420 cm® a visina k=40 cm kroz otvor na dnu povriine s=2 cm?*?

[100 sekundi].

690. Na dnu posude oblika uspravnog kruZznog valjka, kojemu je povrSina baze 100cm® a
visina 30 cm, postoji otvor. Odredi povriinu tog otvora, ako voda koja zaprema posudu

isteCe u toku od 2 minute (¢=0,6).
) [=0.35 cm?].
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VII. NEPRAVI INTEGRALI

Formule

I slucaj: Gornja ili donja, odnosino obje su granice integracije beskonatne.
Definiramo:

Jx)dx.

X300

S fodx=

Jex)dx.

x

%

=]
|

S f(x)dx= tim

3. Sf(x)dx= {im Sf(x)dx+ lm Sf(x)dx,
X—>—00 x—+00

<

gdje je —o<c<+to0
ako i limesi postoje i konatni su.
II sluéaj: Podmtegralna funkcija f(x) nepmkmuta je za sve vrijednosti x u mtervalu
[a; b] osim tatke ¢ v kojoj f(x) ima tatku diskontinuiteta II vrste. Tada je
b c—¢€
| 1095 tm | ferast im
>0 -0
a a

ako ti limesi postoje i konatai su

f(x) dx

o
at_’ﬁv

Zadaci

U zadacima 691 do 705 ukl] izraunaj limese zadanih nepravih integrala sluaja I, odnosno
pokazi da su divergentni.

oo x
691. S e~*dx=prema slici 103= lim Se—"dx—— Hm (e—*— l)—l
X400 x>+
0
15 B. Apsen: RijeSeni zadaci iz viSe matematike II 225



692.

694.

695.

226

Zadani integral konvergira! Srafirani dio povrdine u slici 103 piedocuje vrijednost tog
nepravog konvergentnog integrala. koja je konacna (1). iako se proteze uzduz osi X u

beskonacnost.

SlHka 103

0

X—— 00

0
S xc*dx= lim S xe*dx= parcijalno integriramo =
o0 x

[}
xe"—e"( = lim (—1—xé&+e¥)=-—1,

{ xX—>—00

= lim

x—>—00

jer pomoéu L’Hospitalova pravila (vidi I dio Repetitorija, § 15) dobivamo, da je
lim (xe¥)=— lim *=0.

X—>—00 X——00

+ o ¢ x
dx i dx
—_— = ——— + lim —_— =
x242x+42 xo—o0 ) ¥*+2x4+2 x40 ) X2+2x42

— 00 x c

=prema predtipu A= lim

x—>—00

< X
-arctg(xH)l + Iim arctg(x+l)| =
x—>+4 o0

= lim [arctg(c+1)— arctg(x+l)]+ lxm [arctg(x-'—l)—

x—>—00

arctg (c+ D)=

7'5 k3

—+t—=mx.

2 2 -

+ o0 . x

S sinxdx= lim Ssinxdx=— lim

x—+ 00 x—>+00

=—"lim cosx+1.

x—>+00

COs x

Zadani integral divergira, jer lim cos x ne postoji!
x—)w
“+o0

> _dx= ki S‘x lim |SInge+ 3)?
im —_— o X2 =
g 2 4-x2 x—>-+ 00 242 x—»-}-co 2
a

a
c24x?
ta?

oo,

LI [Irl(c2+x2)-—ln(c2+a2)]=% lim (m

x—+00 x—>+00

Integral divergira!

696.

697.

698.

+oo x

x xdx .
-dx= lim \|-———= (inte ratunamo 0é itucij =)=
(5 Ao x——>+o°05 e (integral pomocu ‘supstitucije 14 x—~1)

1 1

5 1
= lim —
2 (1—{»::)’I

x—>+o00

[ =

1 1 1 1
Tt 14x | 2 Q4x2 2
“+ oo

; dx - dx
mrge= B ———+ lim :
S (x2+])z x—»uilocg (x’-!—l)’ +x—r+m§, (xz+1)z
x

—00

k 1
= prema tipu I = -+ — arctgxr +

x

x—»——ool 2(Jr+ 1)

X
1 1
ar tgxl————arctg( .00) +

x
2(x=+1)

x>+

» ‘
+Earctg(+oo)=-—

Srafirana- povriina u slici 104 prikazuje vrijednost to; > konvergentnog integrala k0)a je
konacna (2) izko se proteZe lijevo i desno uzduZ osi X u beskonacnost

Na osi X u udaljenosti @ od 1shod1§ta O nalazi se u tatki T jedinitna masa. Tu masu
1-m

privladi- s Newtonovom silom gravxmcl)e dF———dxmasamko;a se nalazi u shodistu O.
22

Izratunaj radn;u A, koju e izvriiti ta sila, ako se tatka .7 premjesti u beskonaénost.

Uzevsi u obzir da je radnja 4 negauvna, jer sila F djeluje u smjeru protivnom smjeru
gibanja tatke T, ratunamo: .
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699.

700.

701.

702.

703.

704.

705.

c

00

S €=9%¢os (bx) dx= lim S e~ cos (bx) dx= prema (65)=
00

0 0

<

(——acos (bx) + bxsin(bx))’ =
0

e—ax
=lim [——
o0 | a24-b2

—lim{ - ( acos (b +bsin(b)) e a)}~—“
>0 i . ‘a? bt T

a2+bz
+ oo
S dx & |
a2 2ab | .
0
<+co b ]
bf e—%sin(bx)dx @>0). [a’—*-b'_‘
+o0 17
[ Pe=dx. [_ .
[] 2
+oo — :
S—dex T WX sisodveiency Tnraned — ")
3 JI n b1l a; —~+—|-
A+ - cdencs InteEre®s 3%
+00
S 2xdx [Di B
- _ 1verg1;'a].
—o0
Ko dx [TipI; 1—In2
R — .

1

U zadacima 706 do 722 uklj. izratunaj limese zadanih nepravih integrala slu¢aja II; odnosno

228

pokaZi da su divergentni,

Integral konvergira!

2—¢ 2—€

dx

—»oo): limS = lim ‘ —In(2—x)
€0 2—x g0

0

2
dx
707. 8—2: = (kad x—2, 7%
= - lim {ln(2—2+¢)— In2}=— lim (ne)+In2=-+oo,
&0 >0
jer je lim (Ing)=In0=— <.
0

Integral divergira.

2 2—¢ de
708. S & - (kad A . oo)= lim S =
Y2== 2—x = V2=
.0
: 2—¢
=—211lesz =—2(1im V2—2+s—1/_2)=ﬂ.
=0 £—>0
Integral konvergira.

1
709. S £=(kad x—> 40, yzl—>+oo, vidi sl. 105)=
x x

0
1
dr . .
= lim — = lim |lnx|=0— lim (lns)= +o0.
e>40) X  e>+40 e—>-+0 —
€ €
Integral divergira.

Yy
1
{
i
v |
Y=x !
17 1
1 1
| 1
g |
i |
+ — 1
0! +0=-—¢ 1 3 «x e 1

Slika 105 Slika 106

2
710. J 9% (kad x— 1, podintegralna funkcija— 0o vidi sl 106)=
3
V=12




_3lm(1/ 145-1—}/2)+3hm(l—],/1+e,—1)-—3]’—2+3 3 172'+1).

£-+0 &0

Integral konvergira.

1—-¢
l .
arcsinx arcsinx
711. arcsing 4 —(kﬂd x—>1, -————+°°)= i S T dx=
1= o y1== £->0 Ji=x
0
1 1-e
— (uz supstituciju arcsinx= =u)=— lim |arcsin®x| =
&0
0

\l 21 ) 0] 1(7:)3_”2
= hm[arcsm( € =zsl3)=2"

712.

3
Vidimo da kad x—+2, ———— -0, pa je integral nepravi Da izratunamo pripadni
4—x°
neodredeni integral, uvedimo supstituciju x=2sinr. Tada je

V4= = V4—4sin®7 =2cost. a dx=2coszds, dok
- . -’:
je za x=0 t=0, a za x=2 sint=1, pa je z=3.

Zadani integral prima oblik:

8sin3¢-2coszde
2cost

n

2
8S sin®zdt= prema zadatku 397 =
0

S| A

]

[ 2 16
=8]——sm31cost——cost| =—
i3 3 | 3
o

Zamjenom prom]enluve PfetVOflll smo nepravi integral u pravi integral meprekinute
funkcije s kona¢nim intervalom integriranja.

. 3 45
713. J'_’ )

8 V=4
6

dx
714. J 17(7:,;)’2 | [6 ]/E].

230

1
1

715.

716.

17.

718.

719.

720.

721.

722

¥
)

f Integral divergira: oo].
(x—1) {Integr g !

%

= : Hi

Sl/lﬂdx uz graficki prikaz podintegralne funkcije i povrdine.

1—x
[Tip II neodredenih integrala; =}.
y:
S dx [Integrand — 00, kad x—1; tip III ¢)
%1 2 =
1 xVZx’ =l neodr. integrala; ~arcsin§+3].
27
il [ 15 ]
= :
x
-8
2
_— [=].
l)(2 —x)
2
[divergira].
(x 1) (x
2
—L— . [divergira] .
x2—4x+3
0
231



282

VIII. ODREDIVANJE PRIBLIZNE VRIJEDNOSTI ODREDENOG
5 -
INTEGRALA [f(x)dx (NUMERICKA KVADRATURA)

Postupak i metode

b—a
Interval integracije [a; &] dijelimo u # jednakih d.uelova duljine h=——, u svim diobe-
n
nim tatkama konstruiramo ordinate podintegralne funkcije f(x), tj.

1@, f@+B), f@+2H),. ... .fG—h) F®)

pa povriinu omedenu lukom funkcije f(x), osi X i ordinatama f(a) i f(®), tj. vrijednost
odredenog integrala, moZemo aproksimirati na vife nadina.

a) Metoda pravokutmka uzima za pribliZnu vruednost odredenog integrala
zbroj povrsina pravokuunka i to putarnjih, ako se za visinu “pravokutnika u svakom
dijeliéu intervala [a; 5] uzima manja, odnosno veéa ordinata krivulje doti¢nog dijelica
intervala za vanjske pravokutnike.

b
S= [ f(x)dx=hlf(@+f(a+h)+f(a+2h)+..... +f@—h)] (101)

S=h[f(a+h)+fla+2h)+..... +f(6—k) +f(H)] (101a)

b) Metoda trapeza aproksimira vrijednost odredenog intégra]a zbrojem povriina
trapeza, koji nastaju tako da se u svakom dijeliéu intervala duljine h=b—_—a povuku
tetive krivulje y=f(x). Uzevsi u obzir da je povrSina trapeza iedna?cg umnos-

ku visine % trapeza i poluzbroja osnovica, dobivamo

b
b
Sf( %) dx= h[ﬁ"-)-+&+f< B @t 2 e +f(b—h)]-
c) Metoda tangenata aproksimira povrSinu u svakom dijelicu intervala duljine
g 5

trapezom, kome je kosi bo&ni krak tangenta povulena na krivulju f(x) u

polovici drugog bo¢nog kraka, tj. u tadkama apscisa

_Lh 3] 5 h
« at—. a-l—;z, a+5h,4.m.,b—?.

.
by

h
Kako je povriina trapezajednaka umnosku srednjica f(a+?), f(a+—h). ceeel Vi

sina &, dobivame

&
= Sf(x)dxéh [f(a+;) +f(a+%_h) . +f(b—;)]. (102)

<

d) Simpsonova formu.la aproksimira krivulju f(x) u svakom dijelicu intervala
b—

duljine h=— lukovuna parabola, koji su odredeni tatkama zadane krivulje f(x) na

potetku, u sred.uu i na kraju svakog dijeli¢a intervala, pa se povrSina ispod tih para-

bola aproksimira pomocu Cavalieri-Gregorijeve formule, koja kazuje, da je povrSina
. o . duljini intefvala —

omedena parabolom i osi X jednaka e (potetna ordindta + 4 sred-

nje + krajnja ordinata), pa je

6
h :
= Sf(x)dx =z {f(a)+f(b)+2[f(a+lz)+ fla+2m+

h . )
oo+ G—R]+4 [f(a+3)+_f(a+%h)'+---+f(b—;)]}- 109

Zadaci

U zadacima 723 do 726 uklj. izratunaj metodama numeritke kvadrature priblizne vrijednosti
zadanih odredenih integrala.

2
dx
723. Izratunaj §—=ln2 podijelivii interval [1; 2] u 4 jednaka dijela i izraCunav$i vrijed-
- :
l 1
nosti podintegralne funkcije y=— u diobenim tatkama A4, B, C, D'i E intervala na £
x : .

decimala tatno. Odredi takoder apso-
lutnu i procentualnu pogresku svakog A
rezultata uzevsi da je In2=0,69315 na 5
decimala ta¢no. -

x x
dx
Kako je S—: Inx %=lnx—lnl=lnx.
x :
1 1

povrsina ispod luka istostrane hiperbole

1
=— 0d x=1 do x=2 numericki je jed-
X

naka vrijednosti In2, pa slika 107 pred-
oluje In2 u obliku Srafirane povrSine.

125 15 1% Z x

Slika 107
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724.

725.

234

Ratun provedimo u obliku tablice i to za metode pravokutnika (a), trapeza (b), tange-
nata (¢) i po Simpsonovoj formuli (d).

Faktori za metode Produkt za metode
x y=; ‘ = l
@ ®|e|lw] o ®  © @
" _
1.00 l 1.00000 | — 1 i 5 — 1.00000 - 0.33333
B 4
1.25 0.80000 1 —_ 2 ? 0.80000 - 1.60000 | 1.06666
Tl 2
1.50 0.66667 1 2 — ? 0.66667 | 1.33334 — 0.44445
4
1.75 0.57143 1 — 2 ? 0.57143 - 1.14286 | 0.76197
1
2.00 0.50000 | 1 1 - 5 0.50000 | 0.50000 — 0.16667
Zbroj 2.53810 | 2.83334 | 2.74286 | 2.77308
—1 1
puta h=— = Z 0.63452 | 0.70834 | 0.68572 | 0.69329
apsolutna 0.05863 | 0.00019 | 0.00743 | 0.00014
Pogreske
procentualna 0,85%, 0,027% 1.07% 0,020%,

Vidimo da je najtaéniji rezultat dobiven po Simpsonovoj formuli.

Izratunaj na pet decimala talno broj m pomodu integrala

1 1

T
=‘arc tgx =arctgl=:

S 1422
0 0

primijenivsi gore navedene &etiri metode i odredi za svaki dobiveni rezultat apsolutnu,

relativnu i procentualnu pogretku (Interval {0; 1] podijeli u 10 jednakih dijelova, vrijed-

nosti ordinata podintegralne funkcije ratunaj na 6 decimala ta¢no). Nari$i sliku funkcije
1

e s

1422
((2) 2.83992; (b) 3.13992; () 3,14793; (d) 3.14160].

| R
Izratunaj integral f V6 x—5dx najprije tacno, a zatim priblifno po metodama pravo-
1

kutnika nutarnjih i vanjskih, trapeza i Simpsona podijelivii interval {1;9] u 8 jednakih
E ]

———

A o e 1 1T

726.

dijelova i ralunajuéi vrijednosti ordinata podintegralne funkcije na 4 decimale tatno.

Odredi takoder apsolutne, relativne i procentualne pogreske dobivenih rezultata.
[38; (@) 34,8183 i 40,8183;
(b) 37.8183; (d) 37.9655].

0,8
Yzratunaj of cosxdx po metodi trapeza i po Simpsonovoj formuli podijelivii interval

[0; 0.8] u 10 jednakih dijelova i ratunajuéi vrii i i i
v juci vrijednosti ordinata cosx na 5 decimala taéno.
Izratunaj takoder apsolutne, relativne i procentualne pogrefke dobivenih rezultata. "

[(®) 0.71676; (d) 0,71736).
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IX. DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

A. OPCENITO O DIFERENCIJALNIM JEDNADZBAMA'

Diferencijalnom jednadzbom zovemo jednadZbu koja sadrZi derivacije ili diferencijale ne-

' poznate funkcije.

Ako nepoznata funcija zavisi samo- od jednog argumenta, diferencijalna jednadzba zove
se obiéna, a ako zavisi od nekoliko argumenata pa sadrZi parcijalne derivacije te ne-
poznate funkcije,-tada se jednadiba zove parcijalna diferencijalna jednad?ba. Red
diferencijaine jednadzbe je red najviSe derivacije koju sadrZi diferencijalna jednadzba.

Zadaci koji slijede sadrzat ¢e samo obitne diferencijalne jednadibe, npr. diferencijalne
jednad’be prvog reda, koje imaju opéenito oblik
F(x:y)y’)=0:

gdje je x argument, a y traZena funkcija.
Cesto ‘se diferencijalna jednad?ba prvog reda dade rijeSiti po y”:

¥'=f(x3)
a kad§to se svode i na ovaj oblik
P (x,y) dx+Q (x,y) dy=0.

U tom shudaju mozemo za nepoznatu funkciiu uzeti kako x, tako-i y.

Funkcija, koja zadovoljava diferencijalnu jednazbu, zove se rjeSenje ili integral diferenci- -

jalne jednadzbe.

Rjetenje ili integral difesencijalne jednad?be zove se op ¢im, ako sadrii toliko neza-
visnih konstanata po “Volji, kolik je red diferencijalne jednadzbe, dok funkcije koje se do-
bivaju iz opéeg integrala uz razlitite broj¢ane vrijednosti konstanata po volji jesu par-
tikularna rjeSenja te diferencijalne jednadZbe. Iz navedenog slijedi da opée rjeSenje di~
ferencijalne jednad¥be n-tog reda sadrZi uvijek n nezavisnih konstanata C,,Cy,C3, .+ ., Cy.
Geonietrijski odgovara svakom partikularnom integralu diferencijalne jednadbe njegova
graficka predodZba, tj. graf. u obliku ravninske krivulje, koja se zove integralna kri-
vulja te jednad?be, a oplem integralu odgovara familija svih integralnih krivulja.
[z toga slijedi: ako je zadana jednadZba familije krivulja koja ovisi 0 # parametara
C.C;.Cs, - -, Cy pa ako tu jednadzbu n puta redom deriviramo pa iz zadane i tako do-

" bivenih 7 jednadibi. uklonimo sve parametre, dobit ¢emo diferencijalnu jednadzbu n-tog

reda, kojoj je zadana-jednad’ba familije opée rjeSenje.

Da se iz bezbroja rjesenja, koja sadrzi integral diferencijalne jednadZzbe izlu¢i jedno naro-
&ito rjeSenje, koje odgovara uvjetima konkretnog zadatka, koji- se rjeSava pomocu diferen-
cijalne jednadZbe, ili, geometrijski shvaceno, da se dobije jedna naroCita krivulja familije,

»

i treba uvesti u-opée rjefenje podetne uvj i i ij
; 1 « jete, a ti su npr. za dife jed-
| ﬁfedszm: ;:irvog OrgdaTl:(l)(ordmatg jedne tatke x=x, y=y, koiompta naroéit:r %uf;;§
E a T e, 0 2 I - . - - . .o .-
| as ey p! se dobije ve¢ spomenuto partikularno rjeSenje diferencijalni-
Rj:%enje diferencijalne icdngdib_e, koje se ne moZe dobiti iz opéeg rjeSenja ni za kakvu
;:medn?ﬂ konstz.m'ata C ulil;uéu)uél I +oo, zove se singularno (osobito) rjelenje.
b_a kaaju ge!)a jo8 podvuci golemo znacenje prakticko i teoretsko diferencijainih jednad?-
i, jer pomocu njih dolazimo do analititkih izraza funkcijske zavisnosti izmedu promjen-
Jjivih parametara mnogih tehnickih i fizickih procesa. .

Zadaci

{ U za(!acima]ﬁ do 735 uklj. pokaZi da su zadane funkci;'e TjeSenja zadanih diferencijalnih
jednadzbi.
721. y=|x, 29y =1.
1
2V =

Uvritenje u diferencijalnu jednadzbu daje:

Deriviramo: - y'=

S

2 . 1
y——=
2Vx
ili
. — 1
2-fx——=1,
_ 2V x
pa je . 1=1.
" Zadana funkcija yf——V; pretvara u identitet zadanu diferenciialnu jednadibu, pa je—%
=) partikularno tjefenje te jednadzbe. . -
5 V—
1—= — .
728. y=e  ° ;xydx+V1—x’dy=0.
. — Ji==
Diferenciramo: dy= — Vims 2"_ dx=—>¢ dx.
2)1—= yi==2

Upvritenje u zadanu diferencijalnu jednadzbu daje:

x-eyl_“a~dx—x-¢yl;“‘dxs 0.

Vi==
=e

y je partikulamo. rjeSenje zadane diferencijalne jednadZbe.

729. Inx-lny=C; yInydx+xInxdy=0.

Diferenciramo zadanu implicitnu funkciju:

1 1 .
Inx-—-dy+Iny-— dx=0.
y -




730.

731

732.
733.
734.
73s.
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Odatle slijedi:

yhnydx
dy=_'.—_
xInx
Uvrstenje daje identitet:
ylnydx
ylny-de—xlnx-—————=yIny-dx—yIny dx=0,
xlnx -

pa je Inx.Iny=C opée rjeSenje zadane diferencijalne jednadZbe.

z L 2t d~3+ t & s 2t
=—t——sin2t; —— o — =§ 2
s 2° = TEhg T

Funkciju s deriviramo dvaput redom po t:
2

i 1 2t A 2sin2t.
— =—1—co: ; =2sin2¢.
dr cosLts de . '

Uvritenje u zadanu diferencijalnu jednad?bu drugog reda daje idemtitet:
2sin2z4tge (—1—cos2#)—sin 2 t=sin 2¢—tgt-2 cos*t=
=sin 2 z—2 sin ¢-cos t=sin 2 t—sin 2 ¢=0.

Zadana funkcija je partikularno rjeSenje zadane diferencijalne jednadibe drugog reda.

y—x+Cy-Iny=Cy; 39" —(¥)P+(yP=0.

Deriviramo: y’4 1+C, 4 =0 @
y

, w—y-y
y +C1—y2—=0. (b)

Da uklonimo C, iz' (b), ratunamo C; iz (a) i uvritavamo w (b). Dobivamo:
N Car 212

,

y
1—y’ "y
Y +( J:)y 4 :
y y
3 — (¥ P+ R=0.
Dobili smo zadanu diferencijalnu jednadsbu, a to znali da zadana funkcija predotuje

geometrijski familiju krivulja koja ovisi o dvjema parametrima C, i C,, dok je zadana
diferencijalna jednadZba diferencijalna jednadiba zadane familije.

i drugi put:

G

=0 {-yy’ i uredimo.

y=Ce~%; 3'4+2y==0.
y=x*—-4x; xdy—ydx=x*dx.
y=Crx+Cyx®; x2y'-2xy+2y=0.

3

d3s
s=1*Int4-C, 2 Cyt+C3 5 1 —=2.
'+ 1 ;] + 3 dt"

e

U zadacima 736 do 740 ukjj.. prema zadanom opéem rjefenju diferencijalne jednadsbe prvog

reti: konstruiraj integralne krivulje, tj.- grafove partikularnih rjefenja, koje prolaze zadanim
tatkama.

1
736. y=Cx2; A (1; ?), B(; 1 i C(l,'—%).

737.

Opc1 integral diferencijalne jednadsbe I reda odreduje geometrijski fami]ijil krivulja-koja
ovisi o jednom parametru C, u nafem sluéaju familiju parabola. Uvrstavajuéi  redom u
y=Cx? koordinate zadanih tataka i ralunajuéi vrijednosti parametra C dobivamo jed-
nadZbe pojedinih integralnih krivulja te familije 4. grafove partikularnih integrala dife-
rencijalne jednadZbe.

Uvrdtenje u y=C x*

A(l' l) daje 1 C j 1 2
> 3 ) 3—,P31°y=?x.

B(1; 1) daje 1=C, pa je y=x2.

1 1
Cll; —— | daje ——_ =
( 3) aje 3 C,

paje 3= — ?xz.
Slika:108

Vidi sliku 108.

4x*+32=C%; A(—1;0); B(; —3) i

C(2; 0). SL 109.

Podijelimo li zadano oﬁée rieSenje s C2, dobit

2

s XY
¢emo 5+5=1, ‘a to je jednadiba familije

4
o . C
koncentri¢nih elipsa s poluosima > i C, koje

leZe na koordinatnim osima.

5 -318(0,-3)
Stent. 2 — 2
vistenje u C?=4 x%4y2 Slika 109
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x2 y2
A (—1;0) daje C=42, pa je 4x+y*=4 ili T+Z="

xz 2
B(0;—3) daje C=13, pa je 4x2+y*=9 ili ;+%=1.

4
o . A
C(2; 0) daje C=14, pa je 4x°+32=16 ili 7+E=L

Vidi sl. 109.

738. y=x2+C; 4(0; 0)> B(_1’4)> C(_31’-])'
1

739,

740.

[y=x% y=x"43; y=x'—4]

¥4y:=C*; A3, —4, B(—6 8.
[x2+3°=25; x*+3?=100]).

x24y*=2Cx; A(—1; 1), B(@3; 0).

[xz+y2=—2x; x'3+y2=3x].

U zadacima 741 do 745 uklj. odredi diferencijalne jednad?be zadanih familija krivulja.

741.

742.

743.
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y=Cx+C:

Da dobijemo diferencijalnu jednadZbu zadane familije krivulja, moramo iz zadanog op-
Ceg rjelenja traZene diferencijalne jednadZzbe ukloniti konstantu po volji. odnosno para-
metar C. U tu svrhu deriviramo zadanu jednadZbu po nezavisnoj promjenljivoj pa iz
tako dobivene jednadibe i zadane jednadZbe familije uklonimo parametar C.

Radunamo: y'=C,
pa uvritenje u y=Cx-+C?* daje trafenu jednadZbu

y=y x+(¥ )
x2 yf‘.
ettt @
1 1, 2%
—c—2-Zx+z-2yy =0 ili r it
4
Odatle: C’=——i,.
yy
Uvritenje u (a) daie»
—xyy’ +y*=4.
x24+y:=C=
2x+2yy'=0,
pa je x+yy' =0
-

traZena diferencijali-a jednadiba zadane familije koncentri¢nih kruZnica polumjera C po
volji. Vidi slika 110.

y
Napisemo 1i tu jednadzbu u obliku 3
MHxiy)

. X
P = b
y . A
o«
1
X

vidjet éemo na slici 110, da je \\/ - \
t t ¥ ‘x ’ k1 .
¥

Slika 110

S

a to je chﬁciicng smjera tangente na bilo koju kmemicu familije u bilo kojoj tadki
g ng, ) te kruZnice. U drugu ruku vidimo iz slike da je koeficijent smjera radijvektora

pa je tangenta z okomita na OD.
1z toga slijedi opée svojstvo krivulja zadane familije: tangente na kruZnice familije oko-
mite su na polumjerima povuenim u diralifta tangenata.

744. y*=2Cx. [y=2xy}

745. y=Cx" Izvedi takoder opée svojstvo krivulja te familje prikazavsi ih graficki.

[_v'=21 ; k=2 kl].
X

e ™
i B I}IFERB:CIJALNE JEDNADZEE PRVOG .REDA

S
a. Opéenito
Opéi oblik jednadzbe
¥'=f{x,y) ili implicitno F (x,y,y)=0.

Opce rjesenie

y=y(x, C) ili implicitno ¢ (x,y, C)=0.
Pocetni uvjeti
koordinate jedne tacke x=x,

} pocetni polozaj.
I=Ye

16 B. Apsen: RijeSeni zadaci iz vife matematike II 241



Geometrijsko znadenje:

Iz diferencijalne jednad?be prvog reda y’=f(x,y) neposredno slijedi da svakoj tacki u.

ravnini XY diferencijalna jednad?ba dodijeluje tangens smijera y'=tg « u toj tacki, tj.
odreduje polje smjerova u ravnini XY, odnosno silnice ravnog polja sila, jer integralne
krivulje imaju u svakoj svojoj talki smjer koja pripada toj tacki.

b. Integriranje pojedinig tipova diferencijalnih
jednadzbi prvog reda

TIP I.

Promljenifive x i y su separirane, odnosno dadu se separirati

Uputa

.U tom sludaju svodi se zadana diferencijalna jednadba na oblik

J(x) dx=F (y) dy.
Taj se postupak zove separacija promljenljivih. Integrirajuéi obje strane jed-
nad?be dobivamo rjeSenje ili integral diferencijalne jednadzbe:

[roa-{row.c

Zadaci

U zadacima 746 do 759 uklj. rije$i zadane diferencijalne jednadZbe natinom separacije pro-

- 746.

mienljivih.‘

(x¥*+5%) dx+(x*—x*y) dy=0.

. Odatle 32 (+ 1) dx+22 (1—y) dy=0.
Separiramo x'i y tako -da jednadZbu podijelimo s x2 y%:
1 1—
P W S
x2
x+1 1—
Integriramo: S‘~ dx+5 Y dy—c.
x* 2
dx dx {d d:
ili S—+S—+S—y—g—£=c
x' x2 »* y
1
Inx————— lny=C,
x
pa je mi Y g
Y xy

242

opéi integral zadane diferencijalne jednadZbe.

747.

748.

Primjedba.. Uvritenje =0 i y=0 u zadanu. jednadZbu daje. identitet 0=0, =0
N 5 & % ' P -U=0, pa sux=
y=0 r;e§en)a. zadane diferencijalne jednadibe i to singularna rj&ﬁenia,p jer ich (x)né
moZemo QO_bm iz opteg integrala. Te dvije integralne krivulje x=0 i =0 (koordinatne
](:Sl) ézigubl!;‘ smo pri dijeljenju jednadZbe s x? 33, a taj je produkt jednak nuli uzdus

oorainatnin osl. - :

x+xy+y (y+xy)=0
x(14+y) 3y’ (1+x)=0] : x
1+x -
1+_V+yy’—:— =0{:yy’
14y . 1+x
v, Lz,
y x
d.
Uvritenje y'=ay daje
1+y 14x
——dx 4+ ——=0{:dx"
ydy x 1
I+y 14« a xdx ydy
=" —0 ili reciprotno - XY o
ydy  xdx 1+4=x T I+y -
Integriﬁuno ; Sxd_x + &'=C’
1+x 1+y
ili

(- ot {15 ) o-c

x—Inx+1)+y—In(y+1)=InC.

‘Radi jednostavnijeg rezultata konstantu po volji C’ uzeli smo u obliku InC, ¥o je do-

pusteno, jer InC prima sve-vrijednosti od —oo do + oo,
pa je : x+y=In|C(x+1)(y+1)] opé integral.

gx
cos?x

dx-}sin y cos y dy=0.

Integriramo uz supstituciju tg x=¢, tada je di= »1sin y=u, pa je du=cos y-dy. Do-

bivamo:
St dr+ Sutkc=C‘ )

ili ' L oee

7+
pa je g2 x+sin®y=2 C’
ili tg2x+sin?y=C.

16*
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749. (Yxy+ =)y —y=0.

s dy dx
Odatl +1) — —y=0 ] o
e Vx> ™ B

i fiee

2)y+ny—2yz=C.

750. 2%+Y+3%=2y5'=0.

2x.2y+3x‘3—2yd_y =0 ‘ .2-Y.3~%dx
dx
2\
(?) dx42-7-(3)~Ydy=0

2\
(3) dx-+18—¥dy=0

5 e

(2),
3 —y
3—2—11:?“’
ln_
3

751. sina cos B da=cos asin B dp.

Da separiramo promjenljive « i B, podijelimo obje strane jednadZbe s cos B.cos a:

tg o da=tg f dB.
Integriramo: —In cos a+1n cos B=In C.
Stiedi PRI NG
€0s o
i ' ‘ cos B=C cos o
752. 2 Qyy'—1)=1.
-~ . dy
Dijelimo s x* uzevii y'=—:
dx
244 .

dy

2
T

1 1
= -dx
yy(z =

. 1
Integriramo: y2+C=——4x| -x
x

x(y* 4+ C)=x>—1.

753. 3eé*sinydx=(e*—1) secy dy.
Da separiramo x i y, dijelimo obje strane jednadibe sa siny-(e*—1):
3e* dy

de=——"—
e&—1 sin y cos y

er dy
3\ ——dx=2 InC.
S'e"—l Ssin2y+ -

de . du
Uz &=t dobivamo &* dx=dz, pa je e"=7; dok iz 2y= u slijedi d)r=7

&
3S—=S & ime

t—1 sinu
Prema (67): 31n(t—l)=lntg| ; +1nC
dli In (e*—1)*=1n (C-tgy)
slijedi: ' (—1P=Ctgy.

ds
754. 14+—}=1.
-r{+a)’

Odatle 8 .
. -dt e—1
—ds, paje t=—= tmG
a1 oREE=ITT ‘
du du
Uz es=u i es ds=du, dobivamo ds=—=—,
e u
a je L i +In C.
- - u(u—1)

Nakon rastavljanja———— u parcijalne razlomke, dobivamo
u

@—1)
t=—52+£ - +lC

u u—1

t=—hnutln@—-1)+nC
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- -1
ili  t=In (Cu——), odnosno t=In C(1—u%),a kako je u=es,

u

bit ée

t=ia C (L—e™s).

Odatle po definiciji logaritma slijedi

755. @*dr+(r—a) dp=0.
Dijeljenje s dr.do daje:

L
de

Integriramo: In
ili

pa je

756, yy'+x=1.
4 >
757. 1+(1+y") e¥=0.

758 x V1i32+y Y1525 =0.

759. y +sm

et=C (1—es).

r—a . dr _ de
dr r—a ¢
1
r—a|—InC=—
?
r— 1
In r—a =
c ?
r—a 1
T =¢°
1
r=Ce°+a.

e

[

[e— 1243 =C.

[(e?+1) &*=Cl.

VT+=+) T +y7=C).

w |=c_2sin X
~— |=C—2sin—~ {.
€% 3

U zadacima 760 do 767 uklj. odredi partikularna rjelenja zadanih diferencijalnih jednadzbi
prema zadanim podetnim uvjetima.

760. (1-++y%)dx=xydy; y(D=I.

Najprije natinom separacije ptom)enluvih odreduno opée rjelenje zadanc )ednadzbc
pddijelivsi je u tu svrhu s x (1 +y’)

dx  ydy
x 1432
d
Integriramo: In x=S 2 & +In
R 1432
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761.

762.

1
ili Inz==In(1+y)+nC,

pa je x=C J1+3* — opte rjesenje.
Uvritenje potetnog uvjeta y=1 za x=2 daje

2=C|2
a odatle ratunamo C: c=V—_=V2.

. 2,
Uvrstenje u opée rjelenje
_ =)z ity

ili =242y

daje traZeno partikularno rjeSenje odredeno poletnim uvjetom y (2)=1.

s=¢ costz-Ins; s(m)=1.

ds de
Uzevsi s'=— i pomnoZivéi jednadZbu s 5
de - scos?t

de Ins-ds
‘cos®t s
Cdr Ins
Integriramo: S = = S_—s ds+C.

Uz supstituciju Ins=ui du=—s— dobivamo opée rjeSenje

1
tgz‘—-; In?s+C.

Uvrltenje t=n i s=1 daje-C=0,

pa je 2tgt—In®s=0 — partikularno tjeSenje.

’ T
ydx+tctgxdy=0; y (3) =—1.

Mnogenje jednadbe s —tii daje

y d
téxdx+—y=0.

. Yy
Integriramo: —lnloosxl+Aln|y|=l_nC
ili : In|y|=In[C-|cosx|],
a odatle je

|y1=Clcosx|
iti

=4Ccosx, odnosno, y=C,cosx. .

separiramo varijable ¢ i s:
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,

r T
Uvrstenje x=§ i y=—1 daje: —1=C; cos e
1
pa je Cy=— =—7
™
cos —
3
Slijedi: y=—2c08x — paftikulamo rjedenje.

Csin?x—1
y= v

3 —ZSin%c—i
5 ¥ 2]

. b 1
. ¥y =Qy+1ctgx; — ==
7;3/3’ Q@y+1cgx y(4) 3

Y = arcig oL
64. - ——a; —1)=0. ST .
7 (xy'—y)arctg - x5 y(—1) lv e x

765. 2(1+e)yy'=e*; y(0)=0. [2e*=e*+1].
766, (1+x)53dx — (52— 1)Bdy=0; y(1)=1. [l+l'=2(l+ln;ii)].
.ﬁ . AR |y |

- - : 7
767. xy dx+ (143D 1+22dy=0; y()/8) =1. []/1+x2+1n|y|+ %:E].

c. Primjena diferencijalnih jednadZbi prvog reda za odredivanje analiti¢-
kog izraza funkcijske zavisnosti izmedu promjenljivih veliina

TR

(parametara) nekih fizi¢kih, tel}niékih i geometrijskig problema

Zadaci

U zadacima 768 do. 783 uklj. izrazi pomocu diferencijalne jednadzbe, a zatim pomocu opceg:
odnosxgo partikularnog rjeSenja te jednadZbe funkcijsku zavisnost izmedu zadanih pro-
mjenljivih parametara. . -

768. Tijelo se kreée pravocrtno s brzinom v, koja je razmjema's kvadratom vremena z. Odre--
di zavisnost mnedu'prevalicnog puta s i vremena ¢, ako je poznato da je u pocetni mo--
ment ¢t=0 prevaljeni put iznosio s=s,.

Znamo kinemati¢ko znadenje prve derivacije s po 1:
ds

e

de
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769.

770.

U naem je slucaju

E.—:k.tﬂ -de,
dr :
gdje je % koeficijent razmjernosti.
ds=k2dz
.k
s=k S t2dz=—3- £+C. @

Uvrtenje poéemog uvjeta: s=s,.za 1=0 daje
_5y=04-C, pa je C=sq.
Uvistenje u (a) daje traZenu nvism sod?
S(t)=—;t’+§,, .

Tatka mase m pomide se pravocrtno pod djelovanjem sile F, koja ig upravno I;azmiex:na
s vremenpom £ i obratno razmjerna s brzinom gibanja ». Odredi zavisnost izmedu brzine
v i vremena ¢, ako je za =0 i 9=0.

Prema drugom Newtonovu zakonu

E dv
_m;,

d .
gdje je _d_v akceleracija gibanja, imamo prema uvjetu zadatka
[2

dv &
mdv K)o
de o
myvdv=~ktdt.

Odatle :
m f‘vdv=kf tde+C

v £
m—=k—+C. :
2 2

Uvritenje podetnog uvjeta v=0 za t=0 daje C=0, pa je
. . .
v= I/ —t.
m

Okrugla plotica rotira u tekuéini. Djelovanje trenja na plo_éicu usporava_ rotaciju i
to razmjerno s kutnom brzinom « okretanja. Izrazi kutnu brzinu kao ﬁx}lkcqu viemena
1, ako je poznato.da se za 25 sekundi od pofetka gibanja kutna brzina smanjila od
100 na S0 2SR -

na 50 ————

. - sekunda

do .. .
Oznatimo li s @ (@) broj okretaja plolice u sekundi u moment ¢z, tada é&e r biti broj
okretaja plodice u jednoj sekundi u moment ¢, tj. kutna brzina u taj moment Z.
Prema uvjetu zadatka:
da

s @
de
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771.

gdje je k koeficijent razmjernosti, dok predznak minus pokazuje da funkcija o (f) opada,

. L] 0
aje — <0.
pa) a@ <
d
=~ —kar.
(o]
Integriramo: Ine=—kt+InC
ln2=—kt
C
w=Ce k.

Da odredimo C, uvedimo potetni uvjet: ©=100 za t=0.

Dobivamo 100=C,

pa je w=100e—k : ().
okretaja

k ¢emo odrediti iz drugog uvjeta za r=25 sek 'u_)=50 —=

50=100.e=2%% ili 1=2e¢—25%,
i 0=In2—25k i
In2
k= — =0,04In2.
" 25 .
Uvritenje u (a) daje

m(t)=' looe'—o,odlnz.:

U sobi pri stalnoj temperaturi 20° nalazi se tijelo ugrijano do 100°. Za koliko ¢e se vre-
mena to tijelo. ohladiti do 25° ako se do 60° ohladilo za 10 minuta i kako glasi zavis-
nost temperature tijela od vremena.

' i S ¥ g
Oznatimo li ‘temperaturu s 7, a vrijeme s f, bit ée rr brzina hladenja tijela.
Prema Nervtonovu zakonu koji kazuje da je brzina hladenja razmjerna s razlikom tem-
peratura, dobivamo
dr

— =—k(T—20%,
T (T—-2079)

gdje ié k koéficiient razmjernosti, a predznak minus kazuje da je 7'(r) opadajuéa funkcija.
Separiranje promjenljivih T i ¢ daje:
aT

a integriranje
In(T=-20)= ~kt+C.
Za t=0 temperatura tijela T=100°. Uvrstenje daje
In 80=C,
pa je In(T--20%)= —kt+1n 80>

772

) 80°
ili kt=In—
T—20°" - )

Kako je prema zadatku T=60° za r=10 minuta, dobivamo

80 In2
E-10=In—, pa je k——>= 0,07
0P

In(T—20°)= —0,07¢+1n80°

. T—20°
ili n——=-0,07:
80°
ili T=20°4-80°¢—%%t — traZena .zavisnost temperature T

tijela-od vremena .

. . In2
Da odredimo za koliko ¢e se minuta tijelo ohladiti do 25°, uvrstimo u (a) k=T i

T=25° pa dobivamo
In2 80° 10 4.ln2.10

——t=In—— ili t=lnl6-—— =-
10 5° In2 In2

= 40m§nuta.

Optereéenje uZeta viseceg mosta iznosi p kp (kiloponda) na jedinicu duZine horizontalne
grede. Zanemarivii teinu uZeta, odredi njegov oblik uz pretpostavku da naprezanje uzeta
u najniZoj tadki iznosi H kp. )

Slika 111 |

Na luku u?eta uzmimo talku T'(x;y) po volji pa u krajnim tatkama O i T dijela O T
uZeta, koji je opterecen teZinom px horizontalne grede, zamijenimo nutarnje sile napre-
zanja_uZeta vanjskim silama: horizontalnom silom H i tangentnom silom F u tacki 7T
Tu silu F ractavimo u horizontalnu F, i vertikalnu F,, kompomentu. Vidi sl. 111.

Da taj dio uZeta ostane u ravnoteZi, moraju biti jednake nuli sume projekcija sviju sila
n2 os X i os Y, pa prema sli¢ci ra¢unamo:

XX=H—F,=0, pa je F,=H
XY= —px+F;=0, pa je Fy=px.

Znamo geomettijsko znaCenje derivacije:

v _, e FB_px
——=tga= prema slici ::-= =-_, pa je
dx {4 P! F, H > Pa)
dy px s i 5 T .
= =E — diferencijalna jednadZba oblika uZeta. Odatle je
X

P
dy=—xdx
H
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i 773.

774.

252

p
=—.—+4C. -
g2t S ;
Prema slici: za x=0 y=0,"pa je C=0 i .
y= ——P x3,

2H .

Uze ima oblik parabole! . |
Odredi jednadzbu familije krivulja kojima diralifta raspolovljuju odreske tangenata izme-
du koordinatnih osi. Napisi takoder jednadZbu one integralne krivulie koja prolazi tad-

kom T;(2;1). 4
Prema slici 112;

MD
MA=MD-ctga'=—MDctga=— ——.
tgo
Kako je MA=0M=x, DM=y i 1ga=y’, dobivamo:
y ydx : ]
x—— ii x=— ., pa je
¥ dy
dy dx
Y o ox
Integriramo: Ilny=—Inx+InC
il
Iny=In—,
C
y=—
o

Slika 112

a to je familija istostranih hiperbola.
Uvritenje koordinata tatke T;(2; 1) daje C=2, slijedi

7
y==
x

jednadzba integralne kgivulje koja prolazi tatkom 7.

Odredi jednadzbu familije krivulja kojima je koeficijent smjera tangente u bilo kojoj tacki
dvaput manji od koeficijenta smjera radijvektora diraliSta. Napisi takoder jednadzbu one
krivulje familije koja prolazi tatkom T (4; 3). :

Prema slici 113:

.

d
y= Ex{ = tg o= koeficijent smjera tangente z.

y = . .
tg p=—- = koeficijent smjera radijvektora r.
x

Prema uvjetu zadatka

y P
zgzl E : 71(4,3)t
dx x| y =
1
2d—y—_—.2. < |D(Xig) :
y i
o o4 ! 1
Odatle: 7 - % s
d dx
2S—y=g—+mc
y x . .
2Iny=Inx+InC '
Iny*=In(xC) y
Slika 113

¥*=Cx — familija parabola

kojima je os simetrije os X.

Upvritenje koordinata tatke 73(4; 3) daje ‘iategralnu krivalju, koja prolazi tom tackom:

9=4C, paje C=% i

L9,
=— X
Y%

775. Krivulja prolazi tatkom A4 (0; @), dok je MN neka ordinata te krivulje. Odredi familije
krivuljd uz uvjet da je povriina O 4 MN=S=as, gdje je s duljina luka 4 M.

Prema slici 114: dS=y-dx, a kako je prema zadatku S—

dS=ads, pa ie
dx=ads ili =a—
< B
y y 3

pa je prema (86): y=a/T+37
ili ¥=at(1+y%),

a odatle je ‘=4 i—l. .
ud l/ o
Stavimo 1i y=achy, tada je y'=ashu-u’,

Slika 114

as, imamo u drugu ruku

@
®)
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776.

. . a® ch*u _—
a uvritenie u (a) daje: y'=+4 — —1=:}:Vch’u~—l=ishu.
a

Uvritenje u (b) daje )
ashu-u'=+tshu.
Odatle slijedi:
1) shu=0, tada je chu=1, y=achu=a-1=a
y=a — pravac.

: d
2) shu#0, tadaje au'=<Ll, 1i.»aau.=:£:1 i gdu=-+dx.

: A . x+C
Integriranje daje au=4 (x+C), pa je u=+——of
a

a kako je y=achu, dobivamo -

*+C

y=ach

c .. . C_. .
a=ach— ili ch—=1, pa je C=0.
a a

) x
Slijech y=a§:h; — lan&anica. -

) i x
Zadana poviiina O A M N omedena je odozgo ili pravcem y=a ili lan¢anicom y=dch p

Odredi krivulju koja prolazi tatkom . T;(a;a), a kojoj je subnmormala u svakoj tatk
jednaka dvostrukoj apscisi diralista. :
Diferencijalna jednad?ba ‘tra¥ene familije krivulja glasi prema zadatku

w'=2x,
jer je subnormala Sy=pyy’. Vidi formulu (134a) u I dijelu Repetitorija.

Odatle
ydy=2xdx,
pa je
y2=2x242C @
C il _ .
. e 2
LR ®

_a_to je familija hiperbola kojima se osi podudaraju s koordinatnim osima.
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th§ienje koordinata tatke T,(a; @) u (a) daje traZeni partikularni intégral: -
. a?=2g2112C, -
pa je
a
C=—-_—
2

777.

n

778.

i prema (b)

L. ; ap?2
To je hiperbola s poluosima —l;,/— ia -

Odredi familiju. krivulja, ako je u’ bilo kojoj tadki tih krivulia radijvektor r jednak odresku
normale izmedu doti¢ne krivulje i osi X.

.y . 7
Tlxjy)
{
|y
N
of\ | .
0 / \ X N x
Slika 115,

Na slici 115 se vidi da.je prema zadatku u nekoj ta%ki 7'(x, y) krivulje
r=0T= VF+}2,

"dok je duZina normale N=y )/ 1+y2

Kako je prema zadatku r—=N, imamo
Vi =y V1457
Nakon kvadriranja i uredivanja dobivamo:

x
y==+—
y
d d
b_x 5 Yo%
di oy dx y
xdx=ydy ydy=—xdx
K2 ¥t CE
l =T 4C']2 e ———tC
) +C’/ 2 2 +C
x2—y2=C. x4 y3=C2
Familija istostranih hiperbola. Familija kru¥nica sa sreditem u
. 0(0, 0).

Tijelo se giblje pravocrtno s ubrzanjem koje je razmjerno s umnozkom brzine v gibanja
1 vremena’ ¢. Odredi zavisnost izmedu brzine i vremena, ako je u moment =0 v=v,.

ket
v=v4¢ 2 |"
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779.

780.

781.

782.

783.

Brzina razmnoZavanja nekih bakterija razmjerna je s koli¢inom bakterija u momentu

promatranja ¢. Koli¢ina bakterija utrostrucila se u toku od 5 sati. Odredi zavisnost ko-,

licine x bakterija od vremena .
[x @)=x, %2l “ﬁxnc”»” q.

Odredi uz grafidki prikaz familiju krivulja, kojima je koeficijent smjera tangente u bilo
kojoj tacki -dvaput veéi od koeficijenta smjera radijvektora diraliSta, napose jednadzbu
one krivulje familije koja prolazi tatkom T, (2;4).

: [y=Cx* y=x7.

Qdredi i konstruiraj krivulju koja prolazi tatkom A (—1; +1), ako ie koeficijent smjera
tangente u bilo kojoj tacki krivulje jednak kvadratu ordinate diraliSta.
1
e

Odredi i konstruiraj krivulju koja prolazi ta¢kom A4 (—1; —1) i za koju je odrezak OT,
§to ga odsjeca na osi x tangenta povudena u bilo kojoj tacki 7, jednak kvadratu apscise

diraliSta.
2=
1 —x] .

Krivulja prolazi tatkom A4 (0; a), a M N je po volji uzeta ordinata te krivulje. Odredi i
konstruiraj krivulju uz uvjet da je poviiina S=O0AMN=a(MN —a).
l
s}

TIP II \,
Homogené dif@pedglnc jednadZbe
Upute

Diferencijalna jednadzba y =f(x,y) zove se homogena, ako f(x.y) moZemo prika-
zati kao funkciju omjera promjenljivih x 1 y, tj. kao ¢ (1), pa jednad’ba prima oblik
- x

sf2)

Iz toga slijedi da zbroj eksponenata od x i y u svakom ¢lanu homogene diferencijalne
jednadzbe oblika P (x,y) dx 4 Q(x,y) dy =0 mora biti isti.

'RjeSavaju¢i homogenu diferencijalnu jednadzbu svodimo je na tip I i to pomoéu sup-

stitucije

l=z, a odatle je y=x2z i y'=xz'+z.
x

Zadaci

U zadacima 784 do 800 uklj. rijeéﬁi zadane homogene diferencijalne jednadzbe.

784.

256

x
Cy—xy'=yln—.
.

785.

Da se uvjerimo da je zadana jednadzba homogena, rijesimo je po y’

y'= Z(1—lni),
x Yy

Ly y 'y
y= ;(l-i—ln——) =q)(—) (a)

x X

ili

Stavimo
y - .
;=Z. paje y=xz'+z.
Uvrstenje u (a) daje

x2'+z=2z (1+In 2).
Separiramo promijenljive x i =:

dz In
xdx—z z

" zlnz

dx dz
X

Integriramo:

dz dx In
zlnz_S—;+ *

_ . dz
Uz supstituciju In z=¢ je —=dt, pa dobivamo

In !lnz|=In|x|+InC
In {ln z{=In |C x|
Inz=Cx

pa je y=x¢“* trazeno opce rjeenje.
Odredi " - S - e o G
daiee mo joS partikularno rjeSenje uz podetni uvjet y{h=e %, Uvritenje u opée rjeSenje
. 1
e~3=1-¢C, pa je C=——
2
_x
y=xe 2 —traZeni partikularni integral
2x*dy=(x2+y%) dx.

JednadZba je homogens, jer su eksponenti od x i y jednaki 2.
Dijeljenje s 2 x2-dx daje:

4GP )

17 B. Apsen: Rijeseni zadaci iz vise matematike IT ' 257



i y'=xz’4-z dobivamo

®|<
I
N

v Y '
787 xy' cos L=y cos > — .
x x

.

1 .
xztr=-( +2%).

Dijelenje s x daje: ¥’ cos Zrzcosz—l
x

Separiramo x i z i integriramo x o
dz d Y .,
2 — -z U -=% 1 y'=xz'+z dobivamo
(z—-1® =x
2 timc=t ' L
— ——+4+InC=Inx X — =
z—1 - o dx 2]9032 ZCosz—1
ili L ili
mf_=__2_, ' xdz 1 I )
C :'y___l . E-=—cos—z‘; dz i uzimamo reciproéno:
x .
- dx
] —=-—coszdz
pa je x=Ce ¥ x
Separirajudi x i z podijelili smo jednadZbu s x-(z—1)% 2 to je moguée, ako je x7%0 § : In}x|=—sin 3'.7.,_ c
; o x
2:9— # 1, tj. y5£x. Medutim i x=0 i y=x su rjefenja diferencijalne jednadZbe, jer je . ili
x
zadovoljavaju. To su singularna rjefenia, jer ih ne moZemo dobiti iz opéeg rjeSenja. In x|+ sin Y_ c
x
R ]
786. (x*+3»% dx—2xy dy=0. .
. . . . o 788. y—xy'=x+yy".
JednadZba je homogena. jer je zbroj cksponenata, odnosno eksponenti od x i y jednaki 2.
Podijelivsi jednadZbu s dx dobivamo nakon uredenja |- Homogena! L y—xl:x
¥+ i - y+xl: x
‘v =———‘ ¥
4 2xy - , z—1
odnosno Yy =—
¥ 2 . & z+1
y'= =g (i) . : xzhl—z:ﬁ, a Qdaﬂe dobivamo
22\ =
x 7 dr  (+Ddz
i Lo x gl
Uz Y ez i y'=x2’-+ z imamo 1 Integriranje daje
X
1
' 1+ o 1"11|+1nC=—51nH+32{——arctgz
X3 z=——m ] ili konaé&no o
ili .
x 122 . dr 22dz arctg — +n (C) 5% =0,
—= , a reciprono —=-———. :
dx 2zdz x 1-3z%
Integriramo: Inix!+In C=—In|1—2%; " . C 789, yy'=2y—x. g X
ili = ’ ,y—.\-=c e"’J
1 i {5 5 .
lnix(l—»z"’)i=lné- . paje uz s=2 E N // >
x F L 90, y=et Y 5
»y b ! o~/ * In (Cx) =»=c7_”]'
x(l—§)=—é ili uz—c—‘:=C1 | 4 .
yr=x2—C; x. - L U9 3 cos x— ysin x=sin 2. [ C— cos 2x
—_— ¥ :
- 2cosx ]
258 17
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-
792. y’—};ln;=0 [y=xeCaxt1],

793. ;xdy— ydx=ydy i partikularni integral za poletni uvjet y=1 za x=—1.

: x=y(C—Inly]); x=—y(I+llyD].
79y" 3>+ x2y’=xyy’ 1 partikularni integral za poletni uvjet y=4 za x=3.

wux
[y=4e 3x ] %
i

5. Zadana je diferencijalna jednadiba familije krivulja /
. Y ~ .

(xy'—y)arctg —=x.
x

Odredi onu krivulju familije, koja prolazi tatkom T, (1; 0).
Dijeljenje s x daje: .

dy y) y
= =Ly
(dx x i
. y . d dz
Stavimo ; =z 1 d—z=z+x d_x:

- dx .
ili —=arctg zdz.
x

Integriranje daie: In |x|=zarctgz —1nV1+z’+ C (vidi zadatak 208)
ili

In 2+ md a'rctgz +C-

o x

Uvrstimo sad pocetni uvjet, tj. y=0 i x=1. Dobivamo

¥ t ¥
& arc gx

Vetyi=c"

796.. Zrcalo reflektira sve zrake, koje izlaze iz jedne tacke O (izvora svijetla) paralelno
sa zadanim smjerom ON. Ofredi oblik tog zrcala.

Promatramo ravni presjek zrcala pnkazan u slici 116. Neka je M jedna tacka tog zrcala.
Ishodiste koordmamog sustava XY sm]a:umo u zadanoj tagki O,,a os'Y uzmimo u
smjeru ON. Tada je OM upadna, 2 MS, koja je paralelna s ON, reficktirana zraka. MN
je normala, a PV je tangenta na presjek zrcala.

Kako je kut upadne zrake jednak kutu reflektirane
X OMN=%XNMS, pa je OM=ON, (ay
dok je OM=Vx2{3?, a ON=OK+KN.

260

Prema slici: OK=y, a KN=x 1gf=x tg (90—o)=x ctga-‘i—i, pa je ON=y}
gy

+Z a iz (a) slijedi
y

Vet =y 2
&

dok je odatle

dy x
Ve
= e
1 & _Yl»/
dy x
y Stika 116
s dx :
Za —=z —=y—-+z paje odatle
¥ dy “d
zdz _dy
Viiz—a+ ¥

dr d:
Uz supstituciju 1--2%2==12 i 2 dz=¢ dt dobivamo I——t= - inakon integriranje i uredenja
i y

V2 +=C 1y

Opce rjeSenje predocuje familiju parabola, kojima je os Y os simetrije, a tatka O
zajednicki fokus. Zrcalo mora imati oblik rotacionog paraboloida. Parabolitna zrcala pre-
tvaraju snop zraka u paralelne zrake, a upotrebljavaju se za reflektore.

797. Odredi familiju krivulja kojima je suptangenta u bilo kojoj tacki jednaka aritmetitkoj
sredini iz koordinata dirali§ta, a napose onu krivulju familije, koja prolazi tatkom M (4; 3).
Prema slici 117 i formuli (134a) (vidi dio I Repetitorija)

Yy Suptangenta
A S1=TA=7,
x:y) < a prema zadatku
1
1
S y xty
St : Y 2
0 A x T x -
Slika 117
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To je diferencijalna jednadzba familije traZenih krivulja.
Prikazavdi tu jednadZbu u obliku
dx 1+4=2 .. .
—_— dz, gdje je z=1 , integriramo:
x z—2% x

i
lnx=S t2 42+ InC.

z—2%

+z .. .
S u parcijalne razlomke dobivamo:

‘Nakon rastavljanja integranda
Z2—X

Inx=Inz—2In [1—2z{+1n C,
pa je konafno Cy=(x—y)*

Uvritenje x=4 i y=3 daje partikularno rjeSenje odredeno tatkom M (4; 3):
y=3 -y

798. Zadana je diferencijalna jednadzba familije krivulja
x2+ yz

y+—

xy

=0.

Odredi krivulju familije koja prolazi tatkom T, (15 0)- [x2 (2 +2yD=1L

,ﬁ@lz familije integralnih krivulja diferencijalne jednadzbe
{ N

x

L," y-xy'=—-
cos —

-]

800. Odredi uz grafitki prikaz krivulju, ‘ako u bilo kojoj tacki te krivulie os Y raspot
odrezak tangente omeden diralitem i presjekom s osi X. ’

odredi krivulju koja prolazi tatkom T, (1;%).

(Za diralitte D(xy)t=Y—y=y'(X—2). 2 2Y=0 X,=x—2 itd; y*=Cx].
. A?\ y
NI
Linearne diferencijaine jednadZbe

Upute i formule

Diferencijalna jednadzba oblika
¥+ (©y=g()
zove se linearna, jer se trafena funkcija y (x) i njena derivacija y’ pojavljuju u prvom
stupnju, dok su f(x) i g(x) zadane neprekinute funkcije od x.
Ako je g(x)=0 ta jednadiba glasi y'4-f(x)3=0.a taj se prikradeni oblik jednadzbe zove
linearna homogena diferencijalna jednadba prvog reda.
Prvi nadin rjeSavanja: pomocdu supstitucije =1 {x) 2 (%)
Uvritenje y=wv i y'=uwv'-+ou’ u Y4 f(X)y=g(x) daje

wv’ +olu’ +f(x)- u} =g (@

- 262

Kako je y=u'v, jednu od tih funkcij . : = )
jednadzbom (a)- unlfCl)a mozemo uzeti po volii dok je druga odredena

Funkciju % (x) odabrat éemo tako da bi i i j
s o staviing _ a bi izraz u uglatim zagradama jednadzbe (a) postao

u'+f (x) u=0.
Ostaje u (8) wv’ =g (). ibi
(S

U tom sluaju dovoljno j 0 . .. .
C=0). jino je da za u(x) dobijemo bilo koji partikularni integral (uzet éemo

Rijedimo jednadzbu (b):

du
d_x= —f(x)ul.—
o .
2 -f (x)_ dx.
Integriramo: In u=—{f (x) dx,
pa je u=eff(x)dx, @

Uvritenje u (c) daje: g—]/(x)_dx.ﬁ_’_’x:g(x)_

Slijedi o=felI® dx_g(x) de+C, %

a kako je y=u-v imamo prema (d) i (e):

y=e~ T@&[ [ Ifex 401 . (106)

To je ople rjeSenje linearne diferencijalne iednadibe.

Primijetimo da linearna diferencijalna jednad¥ba mo2e imati i drugi oblik
&
& ) x=¢(»).

Nacin integriranja je isti, razlika je samo : k
; : je samo u t " i
% () traiena funkcija, pa prema (106) imamo §to je sad y nezavisna promjenljiva, 3

e~ V[ [ 1

x=e IOV [ [ 11OV, () 1 . (106a)
Zadaci

U zadacima 801 do 815 uklj. rijeSi zadane linearne diferencijalne jednadzbe.

801, y'4dry=2xte-%,
To ie Ii . . . . , .
0 je linearna diferencijalna jednadZba, jer su y° i y u prvom stupnju, dok je f(x)=2x,

a g(x)=2x%e>.
Stavimo y=u-v
pa je ¥ =uwv'+ou’
i v (W + 2xu) fuv'=23e",
Lyl . 263
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Stavimo u' +2xu=0 @
preos‘[aje u v’=2x2 e_xz. (b)
du
Rijesimo (a): o —2xu
Inu=—x2 i u=e*
Uvritenje u (b) daje
=% = Dy2 g%
. 2
ili do=2x%dx i v=—3—x“+G.

y=u-v, paje

2
y=e~*2(*:‘;'xs+ C).

802. y dx—(3x+1+Iny)dy =0
1
i partikularni integral uz poletni uvjet y=1 za x=— '
Zadana diferencijalna jednadZba nije linearna, jer funkcija y (x) ulazi kao argument lo-
garitamske funkcije (Iny). Ku$ajmo izraziti x kao funkciju od y.
Podijelimo 1i jednadzbu s y dy, dobivamo .

dx 3x 14-lny

- . (@
dy y .y
a to je linearna diferencijalna jednad?ba s obzirom na x(y) i x'(y).
Stavimo x=u(y)-o(¥),
. dx dv+ du
a je —=u—+tv—.
Lk dy ay dy
Uvritenje u (a) daje:
(dv 3'11) du 1-+lny
—_— |+r—=—=
dy v dy ¥
Odatle slijede dvije jednadZbe: zd odredivanje « i v:
dv 3v du__l—}—lny - ‘\\
dy’ v dy
Iz prve jednadZbe dobivamo z:
ds d;
—1):3—3’. pa je me=3Iny i e=y3. (b)
v y

Iz druge jednadZbe slijedi:
' dz 1 blny 1+1ny
W = e g dy
dy vy ¥t

264\ .

(Y
b
i
.
e
|
'
I
i
|
i
804.
e
i
)

1
u= Sy“"dy+ jy*‘lny dy+ C= —3§+I+C--

Uzevsi 4;=Iny i dey—y~*dy i parcijalno integriraju¢i dobivamo I =~E] ——i .
3 9%
. I Iny 1 .
pa je Us=———— — —4-C,
B 3 "
a kako je x=u-v dobivamo prema (b) i (c):
4 1
x=Cy’————1Iny.
oy T

. . 1
Upvritenje podetnog uvijeta x= e i y=1 daje C=%, paje
-4

x=
9

1 .
—?lny traZeni partikularni integral.

dy=(x*4+2x—2y) dx.
Odatle ¥ +2y=x%+2x.
Rijesimo tu linearnu diferencijalnu jednadibu neposredno po formuli (106):
Y= ) ax [ TRD 4% gy G O]

koja daje opée rjelenje jednzdZbe y'-+f(x)y=g(x),
kako je za nal stucaj f(x)=2, a g(x)=x2+2x to je [f(x)dx= [2dx=2x,

pa je y=e %[ [ € (x242x)dx+C]. @
[ € (3®+2x) dx= [ x%>dx+2 [ xe**dx=nakon parcijalnog integriranja =

1
=L @at2x-).

Uvritenje u (a) daje

1
y=Ce“’-”+:(2x2+2x—1).

Ig_ na§eé; primjera i (106) vidimo, da se linearna diferencijalna, jednadzba ﬁajjednostav—
nije rjefava tako, da se izratuna [ f(x) dx, a zatim ibtegral u uglatim zagradama, koji se
pomnoi § ¢~ [/

dy
&*— 12 xye=1x si
5, T2@et=x sin x
Dijelienje s. e** daje
. dy xsin x

F2ay=—u—,

pa je prema (106): f(x)=2x, a g(x):’-c—z—::—x.

Ratunamo:  [f(x)dx=2 [ x dx=x2
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x sin x 3 i
Se"’--—';-—‘dx= Sx sin xdx=—x cos x+ sin x+C.
ex

Uvritenje u (106) daje

y=e—*(—xcos x+ sin x4 C)=Ce~*"+(sin x —x cos x)g-"’.

dy 1

dx  x cos y+asin 2y

ednadzba nije linearna s obzirom na y, jer y ulazi kao argument za funkcije sinus i
{zosinus. S::)dimo zadanu jednadibu na linearnu s obzirom na x i x". U tu svhru izjed-
nadimo reciproéne vrijednosti obiju strana zadane jednadzbe. Dobivamo:

dx .
— =x cos y+asin 2y
dy

dx .
ili — —x cos y=a sin 2.
dy

Rafunamo prema (1062):
f()=— cos y; g(y)=a sin 2y
[f()dy=— siny ; e O —g—siny
1 e g(3)dy=a fe""7 - sin 2ydy=2a fe=$" 7 siny cos ydy= (nakon parcijalnog in-
tegriranja) = — 2ae-%" Y (14sin y).
Prema (106a):
x(y)=enY [—2ge~sm Y (1 +siny)+C]
iti
x(y)=—2a(l4 sin y+Cesiny,

_ ¥y +3a8y=1.
Kako je f(x)=3" a g(x)=1 ; prema (106) dobivamo
y=e—afr‘dz;[fesfx’dxdx+(;]_
Uvritenje
Sxmx=§ daje

y=[fe*dx+C]. . @

o izraziti pomotu konatnog broja elementarnih funkcija, pa éemo in-
{e::a‘:::'l n:"’mmﬁ u Mac iaurinov red -poter}cija‘ pa taj red integrirati élgn po &an.
Kako red potencija konvergira uniformno, dobiveni red integrala konvergirat ce.za‘sgf x
koji leZe u nutrini intervala konvergencije reda potencija, pa ga smiyemo mtegn.randc an
po &an. (Vidi u dijelu I Repetitorija § 20; 7. 8 91i 11, au dijelu IT § 5.8. i zadatke
701 i sl. u zbirci I RijeSeni zadaci viSe matematike*).

Za f(x)=¢*" dobivamo:

867.

FO)=1 ; f (x)==¢-3x% £(0)=0,
F (0=36"Qx+3x8), F0)=0,
Fr(x)=:3¢(2+ 185"+ 95, f(0)=6 itd.
x& 5
&= SR R TR O
pa prema (a) imamo:

y=e—"[ S (1+.~c’+x—6 +f- +.. .)dx+,C] =
21 ' 31

e(e+ T . )
=e€r X4+ — —_— e
4 720 1031

Jakost struje 5 u vodu s otporom R, samoindukcijom L i elektromotornom silom E za-
dovoljava jednadzbu

L;;+R i=E.
Odredi zavisnost jakosti struje ¢ od vremena ¢ smatrajui, da su R i L stalni, da elek-
tromotorna sila E raste razmjerno s vremenom ¢ i da je jakost struje u poetni moment’
t=0 jednaka nuli.
Zadana diferencijalna jednadzba uz E=kz1, .

di

L5'+R i=kt
linearna je, a i (f) je traZena funkcija.
Uvritenje i=y-v i =uv'tou daje

Lu'vtu(Lv'+Ro)=kt. ,

Stavimo Lv'+Rv=0. _ . ‘ (@)

®staje . Lwv—kt=0. ®
. ds R _R
Iz (a) slijedi: —v=*—d1, paije v=e L °,
) v L
. du _R
dok iz (b) imamo: La &L=k,
j k t '%'dz

a je =—\ze s
. paj u L

Uvrstenje u §=u-v daje opée rjeSenje diferencijalne jednadZbe

B RL _ _R,
i=—t——+Ce L .
1 R Re 4
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268

kL
Uvrstenje poletnog uvjeta i to +=0 za ¢=0 daje C=— ik pa traZena zavisnost izmedu

jakosti struje 7 i vremena ¢ glasi:

,/;4,4 o . Zo 1 C
e %L\ IR ' [4 +x]

y'—y ctg x=sin x. (x4 C) sin x].

1
¥y +——=0. [x=2y—3y*—2+4Ce~?].
x+3°
(1—x) (¥'+ y)=e~* i partikularno iicéenie uz poletni uvjet: za x=2 y=0.
[y=—e*1n |[1—x]].
cos ydx=(x+2cosy)sinydy. [2xcosy=C — cos 2 y].
Y —2y—xt -
=] tikular tegral 1)=-1. =—x].
y P yo— par arni integral uz y (1) [y x]
ydy+(x—2y) dx=0. [x=(y—x)In C(y—x)])
y=xy+3-Iny. [x=Cy—1—Iny].

Drugi nafin rjeSavanja: pomoéu metode varijacije konstanata.

Upute

Lagrangeov natin varijacije konstanata sastoji se u tome, da se rijedi prikratena ili ho-
mogena linearna diferencijalna jednadzba, koja se dobije iz zadane potpune tako, da se
stavi g (x)=0, pa ima oblik

¥'+f () y=0.

Da rjeSenje te prikracene jednadZzbe bude i opée rjeSenje zadane potpune linearne dife-
rencijalne jednadZbe, uzima se da konstanta integracije C, koja ulazi'u opée rjeSenje pri-
kraéene jednadzbe, nije konstanta ve¢ funkcija od x, tj. C(x). Zadatak ‘se prema tome
svodi na odredivanje te funkcije C(x). Primijetimo da je taj drugi nadin rjeSavanja
linearnih diferencijalnih jednadZzbi u bitnosti isti kao i prvi nadin. .

Zadaci

U zadacima 816 do 818 uklj. rije$i zadane linearn diferencij j < .
cije konstante C. - cijalne jednadzbe natinom varija-

816. y'—y=¢*. @)
RjeSavamo pripadnu prikracenu jednadsbu, 1.
y'—y=0

dy
——y'; —=de paje MWL=x i
y C

y=Ce~ (®)
To je opce rjeSenje prikracene diferencijalne jednadzbe.
Neka je y=C (x)-¢*— opée rjeSenj j. j Z
Hovati 7 n Pce njeSenje potpune, tj. zadane jednadzbe, pa ono mora zadovo-
Stoga rafunamo:
Uvritenje (b) i (c) i (2) daje:

Ce* e C'—Cer=e*

ili =

C,_"Q_l .
i b mie C@x)=x+4.

¥'=C(x)-e*+€*-C’ (). ©

Uvritenje u (b) daje
y=(x+4)e.
4 je konstanta po volji!

BI7. (2+1)y'+dxy=3.

Odatle
4x 3

210 21

Pripadna prikraena diferencijalna jednadzba:

.

ry+

'+ - 0.
—_y=0.
x241
Rijesimo je: *
ty_ 4x dx
y x+1

lny——zsz"d'ﬂnc
_ 241

y
n=—=_
c 2In(x2+1)

(o]
J’=W — opéi integral prikratene jednadibe.
__€® - .
—(x2+1){~ op¢i integral zadane jednadZbe.
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2 . %
, (@+1)C" —4xC 4) uvrdtavamo (b) i () u (a) pa dobivamo lincarnu diferencijalnu jednadzbu u z i x, tj

Ratunamo: y= [ +’ﬁ._' v
g Uvritenje vrijednosti dobivenih za y' i ¥ u zadanu jednadzbu daje nakon uredenja: 1—”+f(x)z=g(x)
i
_ i 2_1:3 i g3 pir %, koju rjeSavamo prema (106) uvrstivii na kraju u rezultat vrijednost z iz (b).
x | 11 nadin. Bemoullijevu jednadzbu rjefavamo kao linecarnu pomocu supstituciie y=u-v
pa je C(x?—x°+ 3x+A. E v III nadin. Pomoéu metode varijacije konstante.
C . s
Uvritenje u yzm__(i,,: daje opée rjelenje zadane diferencijalne jednadZbe:
@2+ 1)® ‘
Arintd Zadaci
y=—2——_.
12 . - R )
(x2+1) . U zadacima 819 do 829 uklj. rijeSi zadane Bernoullijeve diferencijalne jednadzbe.
818. Rije§i natinom varijacije konstante zadatke 819
803, 807, 808 i 809.. ' @y D=0
T Odatle y'+y =232 a0 ijeva di !
) e y +y;=—x—y , a to je Bernoullijeva diferencijalna jednadba, u kojoj je f(x)=—
. x

2Inx |
Bernoullijeva diferencijalna jednadZba g(’«')=—x— i =yt

Opci oBie Rlp(;dli%.:?i:nie'na 1 nadin, tj. svedimo je na lincarnu drmerencijalnu jednadibu. U tu svthu
¥ () y=g(x)y" - ’ jelimo je s y2.

gdje je n bilo koji realni broj osim =0 i n=1. y_l+i 1 —2 5
Usporedimo li tu jednadibu s linearnom diferencijalnom jednadibom tipa 111, opazit Cemo ¥y x ¥ (a)
odmah da je funkcija g(x) pomnoZena s y", pa za n=0 Bernoullijeva ;gdnadiba prelazi ) P
u linearnu, a za n=1 ta jednadZba prelazi u jednadZbu u kojoj se varijable dadu sepa- upstitucija :
rirati. . )
—=z daje ——-y'=2, ‘1-.:_31,
yz
Upute Uvritenje u (a) daje linearnu diferencijalou jednadZbu u = i x:
Bernoullijevu diferencijainu jednadZbu moZemo rije¥iti na tri nadina. p 1 zlnx
—Cg=—2
1 nadin. Bernoullijevu jednadzbu svodimo na linearru. x x
U tu svrhu Prema (106) uzevsi u obzir da je u naem sludaju f(x)=—i, a g(x)=_21n_ x.paie
1) dijetimo jednadZbu s y™: o <
’ dx 1 .
y f(x) —S—.:_lnx’ a e mx—_ j gux— . i 1 ‘]le _ .
—y;+;n:-=£(x). @ s el x, dobivamo da je—2| — ;—dx—(nakon parcijalnog
i stitucij . N Inx 2
2) uvodimo supstituciju ; integrivagia) = 224 2.4C. Dakde
p— 1 (b) x x
g1
Inx 2
3) z deriviramo po x pamtedi da je ¥ funkcija od x: z=x 27+-;+C)=21nx+‘2+cx
, Y
z =(l—n);l_’ a kako je z=i:
pa je : ’ y
y z
Foay © y—— -,
o 2(nx+1)+Cx
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Y%y +xy=1.
Dijeljenje s x%? daje

Y+—=—Dy3 @

1 1
a to je Bernoullijeva diferencijalna jednadiba, u kojoj je f(x)=—. g(x)=? , dok je
X

n=—2.
Prelazimo na linearnu jednadZbu pomnoZivii zadanu jednadZbu s y2.
1

¥
yy *"‘__;.

2
Supstitucija y*=z, pa je 3y*-y’'=z’, a odatle je yl:ﬁ'
Y

Uvritenje u (a) daje: \

®\2
il
3 ¢
z=5;+x3 . a kako je y=Yz bit &
opée rjeSenje
_1/3 +C
= 2%
2y V¥
= ~—4— arc tgx=0
T Ve

Rijesimo tu Bernoullijevu diferencijalnu jednadzbu na II nadin, tj. pomoéu supstitucije
y=u-v, odnosno y'=uv'tovu’.

Uvrstenje u zadanu jednadZbu daje

2x arctgx
‘vtulv———v
bl ‘( 1+ ) V1= Tiee 14°
. 2x arctgx
Stavimo v'— =0, taj 5
O v preostaje u’ v=4 ——— -Vl Vu'v
- dv 2xdx : .
Slijedi: ;=1+—xz. pa je v=14x% dok je

du arctgx —
— =4 ———
& =ty Ve,

Separirajuéi promjenljive # i x dobivamo .nakon integriranja
u=(arctg®x+C)%
pa uvritenje u y==u-v daje traZeno opée rjeSenje:
y=(1++% (arc tg’ x* CY’,

822. y'+ %=x’y‘.

Tu Bernoullijevu diferencijalnu jednadZbu rije§imo na ITI nalin, tj. metodom
konstante C.

Najprije rijefimo pripadnu prikracenu jednadZbu

¥+ 2 o.
-3
. Dobivamo
y=; .
Odredimo C=C (x) tako da je
_6@

x
rjefenje zadane diferencijalne jednadZbe.
Ra¢unamo:

_C’ (€3] - C(x)
x P
pa (2) i (b) uvritavamo u zadanu jednadibu.
Dobivamo:
C'(x) C'()
x £
Integriranje
dC(x) dx
C'x) =x

varijacije

@

-(b)

C(x)=; . gdje je A konstanta po volji pa je prema (a):

3
3]ni
’ s x

y=

1
3m4
x

823. (x*lny—x)y'=y; poletni uvjet: x=2 za y=1.

- dy .
Dijeljenje s y'=— daje:
dx

18 B. Apsen: RijeSeni zadacl iz viSe matematike II
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dx x Iny

a to je Bernoullijeva diferencijalna jednadZba u X, tj.
, ,, . 1 Iny
x'+f(3) x=¢g(3) %", pa je f(y)=;. g(.v)=7 in=2.

Rijedimo jednadZbu na&inom varijacije konstante C. Integriranje ptikraéené jednadzbe
dx x
—+—=0 daje
dy »
C()
r=—
y
,_C) CW
x'= -—
y y
Uvritenje vrijednosti za x i x” u diferencijalnu jednadZbu daje nakorn uredenja
dC(y)_Iny
. ciy) 2
a odatle parcijalno integrirajuéi dobivamo

pa je

k4

COr =y

c»

Uvrltenje u x= daje opdi irtegral

1
Thytri-dy

1.
a uvritenje x=2 i y=1 daje A=E’ pa je

1
xr=—
1ny+1—z
trazeno partikularno rjefenje.
/
ra : 1 1
824. y —y=x9y% Svedi na linearnu jednadZbu; y=———— —|{.
/ Y —y=xy [ : P G |
‘ = l ) J .
8. ’‘—y?ln =0. ’ Isto; y=———-1. :
}{ *y-yinzty [ = 14+ In x+ C x|
I P
826. y'—xy=—ye—*". Uzmi y=u-v; y2=——|.
Ymxy=—yie [ i >y 2(x+0) ]
1 L R 2x. 7
827. ¥y — — y+y?=0. Primijeni metodu varijacije konstante; y—=———
x %244 |

274

. 1
828. yy'v4x—y21{ x=0. [x:yZ In? (Cx)].

829. y+y= e% V; 5 pocetni uvjet y (0)= % s [yze"‘-" (% e+ l)z] .
TIP V
Clairautova diferencijalna jednadZba
Opéi oblik
‘ y=xy'+f(¥)-
Upute
Karakteristi¢no je za Clairautovu jednadzbu da prvi ¢lan desne strane glasi xy’, dok je

drugi ¢lan zadana funkcija od y’.
Clairautova diferencijalna jednadzba rjefava se deriviranjem!

Y=xy"+y+f )y,

odatle je
¥ [x+f ()1=0.

Slijedi:
X y'=0 (@
i

x+f (¥)=0. (b)
Iz (a) slijedi

y'=GC,

a uvritenje u Clairautovu jednadzbu daje opée rjelenje te jednadibe

y=Cx+f(C).

Clairautova diferencijalna jednadZba rjeSava se tako da se u jednadibu uvrsti y’ =C,
gdje je C konstanta integracije.

Geometrijski predouje opée ajeSenje familiju pravaca koeficijenta smjera C
po volji, kojima su odsjeéci na osi Y odredeni zadanom funkcijom f konstante C. Uklo-
nimo li ¥’ iz (b) iz Clairautove jednadzbe, dobit ¢emo jo§ jedno rjeSenje jednadZbe i to
singularno rjeSenje, jer ga ne mozemo dobiti iz opéeg rjeSenja dajuéi konstanti C
bilo koje vrijednosti. Geometrijski predofuje to singularno rjeSenje ovojnicu (anve-
lopu) familije pravaca odredenih opéim rjeSenjem.

Zadaci
U zadacima 830 do 838 uklj. odredi opéa i singularna rjeSenja zadanih Clairautovih diferen-

cijalnih jednsdzbi i prikaZi graficki integralne pravce i ovojnice.

830. x =

1

< e
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Rijesimo li jednadZbu po y, dobit cemo
, 1
y=xy'+—, (a)
y

a to je Clairautova diferencijalna jednadzba.
Uvrstenje y'=C daje opde rjeSenje

1
—Cxt+— .
P

Da odredimo singularno rje$enje, derivi-
ramo (a) po x.
Dobivamo:

’ ’ o
¥ =y +xy"—=
ili

Odatle slijedi:
¥"=0, pa je y'=C

a to smo ve¢ imali,
i . 0 ili vy l_.
X——= e
yn ¥y Vx

Uvritenje u (2) daje

x — ... o
C=-2 N\ oy y=y—;+1/xv ili y_ZVx

‘ | Slika 118 ili
2=4x.

To je singularno rjeSenje, koje predofuje grafi®ki ovojnicu familije integralnih pravaca.
Vidi sl. 118.

831. y=xy'+y'+y*.
Uvritenje y'=C daje opée rjesenje:
y=C(x+1)+C2
Deriviranje po x daje:
¥ (x+1425)=0. = e
Slijedi: =L ol
¥"=0, pa je y'=C o 2

i ; - x+1
*+142y'=0, pa jey'=— 3 "

Uvrstenje u diferencijalnu jednad?bu daje

nakon uredenja singularno rjeSenje

1
y=—?(x+1)2.

Vidi sl 119. Slika 119

276 .

832.

833.

834.

835.

y=xy' £ J4+%"%
Opée ;jéélenje:
‘ y=Cx+)4+9C2

Odredimo singularno rjelenje. Deriviranje daje

9 s
y.( o _y_) —0.
Va+oy?

Odatle je
y"=0, pa je y'=C
i
20,
Vet
pa je
¥
Va9
Uvrstenje u diferencijalnu jednadZbu daje
4
y=——"-
Va+92

Stavimo li y’=p u (@ i (b), dobit éemo
singularno rjeSenje u parametarskom obliku
Sp

e
Ja+9¢

®)

- 4
Viror

Uklonimo li p iz tih jednadzbi, dobit ce-
mo singulamo rjelenje u obliku

x2 3
= +=—=1
9 4

Slika 120

a to je elipsa s poluosima 3 i 2. Vidi sl. 120.

y=xy'+y —y2

1
y=xy’+7y’2—3y’+2. . [y=

yeaxy —eY.

1
[y: z(x-[— l)’] .

x2+3 5]
— 5+ .

2

[y=x(n x—1D)].
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Odredi krivulju kojoj tangente zatvaraju s koordinatnim osima trokute konstantne
povrsine 2a%

Slika 121

Zadatak se svodi na odredivanje ovojnice familije pravaca koji zatvaraju s koordinatnim
osima trokute povriine 2a%

Odredimo najprije diferencijalnu jednadibu te familije pravaca.

Znamo da jednadZba tangente na krivulju Y=f(X)u tatki T (x.,y) krivulje glasi Y—y—
=y(X—x) ili u segmentnom obliku

e ) . ¥ . ,
pa su odsjelci tangente na osi X: x—-——, a na osi Y:iy-—xy'.
y

.Prema zadatku za povrdinu trokuta dobivamo

1 R Y
_(1_ _') (r—xy)=2a%
2 y

a odatle nakon uredenja dobivamo
e = @
To je Clairautova diferencijalna jednadzba, kojoj je opée rjeienje
y:Cx;i;l.-":——:laEE‘
traZena jednadiba familije tangenata.

Odredimo singularno rjeenje, koje ¢e biti jednadiba traZene krivulje, tj. ovojnice fami-
lije tangenata.

837.

838.

Deriviranje (a) daje nakon uredenja:

2a®
y” (x:F? )=0,
V=das

. 4a? a®
pa je x%= —, odriosno y'=—— -
—day’ X2
i
a?
y=—"-
x

TraZena ovojnica je igtostrana hiperbola. Vidi sliku 121.

Odredi krivulju kojoj tangente sijeku na koordinatnim osima odreske kojima je zbroj a.
[Parabola (y—x—a)*=4ax].

2]

1
y=x (—+y )+y"
x

TIP VI

Lagrangeova diferencijalna jednadZba
Opéi oblik
y=x9(y)+f(¥).
Vidimo da je Lagrangeova jednadzba opcenitiji slutaj Clairautove, jer za ¢(y)=y’ dobi-

vamo Clairautovu- jednadZbu. Kao i Clairautova jednadZba tako i Lagrangeova su line-
arne jednadZbe s obzirom na x i y, pri ¢emu su koeficijenti funkcije od y".

Upute

1 Lagrangeova diferencijalna jednadiba rjeSava se deriviranjem.
Oznalivii u jednadibi y* s p, tj. napisavii je u obliku
y=x9(p)+f(9) @
deriviramo je po x i piSemo u obliku
L4 dp

P—9(p)=¢'(p)- —+f @)- - )
Smatramo l da je x traZena funkcn,a od p, tada jednadZba (b) predo&u)e linearnu dife-
rencijalnu )ednadibu u x i p pa je moZemo rijediti po formuli (106).
Dobiveno neﬁen;e x=x(p, C)
uvrstimo u (a) pa dobijemo

y=y (p. O

Te dvije jedn.adibe daju opée rjeSenje Lagrangeove jednadibe u parametarskom obliku.
Uspijemo li da iz tih jednadZbi uklonimo parametar p. dobit ¢emo opce rjeSenje u
obliku y=y(x, C) ili F(x,y, C)=0.

Lagrangeova diferencijalna jednadZba moZe imati 1 singulsrno rjesenje.
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839.

840.
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Pretpostavimo da je
2—9(@)=0 ©
za neku vrijednost p=7p,.
Jasno je da p=p, zadovoljava jednadZbu (b).
Uvritenje p=p, u zadana diferencijalnu jednadZbu (a) daje linearnu funkciju u x i y.
y=o(p)x+f (o) @

- - : B o ednadsba
koja je singularno rjeSenje Lagrangeove jednadzbe. Geqmeyruskl predocu)?. ta je
fat]rﬁliiu integralnih pravaca, koji tangiraju integralne krivulje odredene opéim integralom
diferencijalne jednadzbe.

Zadaci

U zadacima 839 do 843 uklj. rijeSi zadane Lagrangeove  diferencijalne jednadzbe i odredi

singularna rjeSenja ukoliko postoje.

y=2xy +y"
Uvrstivii y'=p
y=2xp+p*
deriviramo po x tu jednadZbu
dp dp
- p=2x—+42p+2p—
p=2x ax +2p4-2p a
dx 2(x+p)
ili e
dp ?
i dx n 2 "
ili —4—x=-2.
dp p
: . C 2
Integriranje te linearne diferencijalne jednadZbe u x i p daje prema (106) x= ; -3
Upvritenje te vrijednosti za x U y=2x p-+p* daje
_2C p*
a~a . :
pa je opce rjeSenje, p=y’ je parametar.
: _C 2
~5 3 ‘
Iz usporedenja zadane jednadZbe s opéim oblikom Lagrangeove jednadZbe vidimo da i¢
? 0)=9 ()=2y'=2p.
Uz pretpostavku da’ je p—o (p)=p—2p=0 dobivamo p=y'=0, pa uviitenje p=0 u
zadanu jednadibu y=2 xy’+ y’? daje singularno rjedenje
y=0.
y=xy:2 + y,z.
Uvritenje y'=p daje y=x p*+ p%
®

A

&

841.

Deriviranje po x daje nakon uredenja
dx 2 2
Ca —x=-—-——,
dp p—1 — |
a to je linearna’ diferencijalna jednadzba u x i p.
Integrirajuéi je prema (106) dobivamo
(6
A= 2
(1)

—1

’ TraZeni opéi integral u parametarskom .obliku.
y
l

T
U nalem sludaju moZemo iz izraza za x i » ukloniti p pa tako dobiti integral u obliku
¥=f(xC). U tu svrhu uvrstimo C* mjesto C u izraz za x i izratunajmo C2.
Dobivamo

C=(=x+1) (p—1)y,
a odatle je

_C+x1

_Tx—ﬂ .

Uvritenje u izraz za y daje opée rjcsenje u eksplicitnom obliku
y=(Cc+ Vx+1).

Usp(_)redimo li zadanu diferencijalnu jednadzbu y=xp?+p* s opéim oblikom Lagrange-
ove jednadibe opazit éemo da je u nasem sludaju

9 (p)=2?

pa uz pretpostavku da je p—g (p)=0 dobivamo p—p*=0, odnosno p (1—p)=0.
Odatle slijedi:

1) p=0 pa je y=0 singularno rjelenje;

?

2) p=1 pa je y=x--1. To nije singularno” rjeSenje, jer ga dobivamo iz opleg
rjeSenja uzevdi C=0.

1
y=2xy 4 —.
y
. 1
Uz y'=p: wy=2xpt — @
?°
Deriviramo po x pa nakon urcdenja _dobivamo linearnu diferencijalnu jednadzbu u x i Pz
dx+ 2 2
A P
@ p»
-
Rijesimo li t jednadibu prema (106) uzevsi u obzir da je f (p)=i .ag (p)=il , dobit
¢emo . .
- Cc 2
r



a uvritenje vrijednosti dobivene za x u (a) daje

2C 3
y=—=
2

Time smo dobili opce rjeSenje u parametarskom obliku.
Iz usporedenja zadane Lagrangeove jednadZbe s njenim opcim oblikom slijedi da je

p=0¢ (p) pa uvritenje u p—q (p)=0 daje p—p=0.
Zadana Xagrangeova jednadiba n-ema singularnog rjefenja.
842 2 '+1 -3y +2 ¢ p+3. 2C+”z+z 2
. y=2x — = A X=— =, y=—F— ;5 y=2]-
y Y+ -3y p3TYT, T TE Y

843. y=2xy -ty y* [2Cx=C?— 3", singularnog jeSenja nema].

TIP VII
Egzaktne diferencijalne jednadZbe. Eulerov multiplikator

Vidi u zbirci ,,RijeSeni zadaci viSe matematike* uz Repetitorij III dio poglavlje VIII, zadatke
569 do 581 uklj. i poglavlje IX, zadatke 582 do 595 uklj.

TIipP VIII
Diferencijalne jednad¥be kojim je opéi oblik

x=¢ (¥, odnosno y=9 (")

Upute

~
JednadZbe toga tipa moZemo lako rijeliti u parametarskom obliku stavivii y'=p i
uzevsi p za parametar.

Zadaci

U zadacima 844 do 851 uklj. rijesi zadane diferencijalne jednadzbe prelazeéi na parametarski
oblik.

844. x=y'sin y’'4-cosy’.
Stavimo ‘

o d
y'=pNpa je dy=pdx i dx= j",

a x=p sin p-+cos p.

Diferenciramo: dx=p cos p dp,

d:
a uvritenje dx=;y daje dy==p%cospdp .
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- . o~ I

Integriramo: y={p* cos p dp+ C = (parcijalno integrirajuci) = (p*— 2)sinp+2p cos p+C.

Opce rjefenje ddbivamo u parametarskom obliku

X
845. arcsin — =y".
y

x=2p sinp+ cos p

. r=y-
y=(p*—2)sinp+2p cos p4-C-;

o e X i ; .
Odatle je siny’=— ili x=y’siny’, pa je uz y’=p x=psinp.
y :

Slijedi

dx=p cos p dp-+sin p dp,

a kako je dy=p dx, imamo

dy=2? cos p dp+p sin p dp.

Parcijalno integrirajué¢i dobivamo
y=(p*—1)sinp+pcosp + C

zadano je
x=psinp

846. y=e¥'(y' —1).

Opcée rjeSenje u parametarskom obliku, p=y’,

e .. dy.
Slijedi y=e? (p—1), gdje je p=dT':. pa je dy=p dx.

Diferenciramo y=e? (p—1) po p, pa je:

dy=e? dp+(p—1) e? dp=p P dp,

a kako je dy=p dx, dobivamo pdx=p e dp, pa je

Integriranje daje

Imali smo

dx=e? dp.
x=e+C

] Opce rjesenje.
y=e?(p=1) |

¢+ moZemo ukloniti: iz prve jednadbe slijedi

e?=x—C, pa je p=In(x—C),

a uvrtenje u drugu jednadzbu daje opce rjeSenje u eksplicitnom obliku:

84& x=y'4 ]ny:‘;

848. y=y'Iny’.

y=E—C)n |x—C)—1].

[x=V26-0-14+m Y 2G=¢)-111.

1 .
[x=—2— In?p—Inp+C; y=p lnp]-
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849. x=2(ny’'—y"). [x=2(np—p); y=2p—p*+C].

850, y'=ar6tg;—,,- [x=ptgp—Incos p+C; y=p*tgpl.

: B 1
851. x=e' 2y —2y'+1). [x:e"i’ @p2—2p+1); y=é (21)3— 3p2+3p——2—) + C] .

d. Primjedbe o rjeSavanju diferencijalnih jednadZbi prvog reda

Ukoliko zadana diferencijalna jednad?ba ne spada ni u jedan od navedenih tipova,
treba je uz podesnu transformaciju, odnosno supstituciju svesti na jednadZbu kojoj je
nadin rjefavanja prikazan u gore navedenim tipovima diferencijalnih jednadZbi.

Zadaci
U zadacima 852 do 857 uklj. rije§i zadane diferencijalne jednadZbe.

852 @2x+y+1) dx+ (—x—2y+1)dy=0.

P Q
Kusajmo rije$iti zadanu jednadZbu po tipu VII:

oP el

=t —Q =—1.

oy ox

eP @ o
Kako je a—~§Q=2¢o, lijeva strana jednadZbe nije totalni diferencijal neke funkcije
b7

=06 ).
Odredivanje Eulerova multiplikatora prema formulama (152) (vidi dio IIT Repetitorija)
daje

p=p(x3);

tj. ¢ nije funkcija samo od x ili samo od y (pokaZi to!).
Svedimo zadanu diferencijalnu jednadZbu na homogenu, tj. na tip II. U tu svrhu napi-
Semo zadanu jednadibu u obliku

Y= T @
Brojnik i.nazivnik desne strane jednadbe izjednaeni s- nulom predotuju geometrijski
dva pravca, koji se sijeku. Odredimo njihovo sjeciSte S rijeSivii sustav jednadzbi
2+ y+1=0 '
x+2y—1=0 |
Dobivamo S (-—l‘, 1) i u tu tatku prenésimo ishodiSte koordinatnog sustava, tj, stavimo
x==4--1, pa je dx==du
y=v+1, pa je dy==dv.
Uvrdteénje u diferencijalnu icdngd’lbu daje nakon uredenja
Qu+v)du + (u-t 2v)dv =0, ‘ (b

a to je humogena diferencijalna jednadiba.
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53.

. v - " .
Uzevdi — =t, bit e v=ut i d&——iudt—{-du, dobivamo nakon uvritenja u (b) i separiranja
u
varijabla u i ¢ opée rjeSenje u obliku
th’—i— 1+1=C,

v ) P
a nakon uvritenja r=— i kvadriranja
u

et uwwtv?=C?,
a uvrstenje u=x+1 i v=y— 1 daje
trazeno opée rjeSenje zadane jednadibe u obliku
4y +xy+x—y=Cy

gdje je C,=C*—1.
Primijetimo da jednadzbu (b)
Qu+9)du+ (u+20)dv=0

P o
mozemo rijesiti jednostavnije, jer je
cP ) ]
T B g By
v o @ ou

te lijeva strana jednadibe predotuje totalni diferencijal funkcije 2(x, ). Odredimo je-

fu Qutv)dut [ (u-+20)dv=C2
ty

Yo
Slijedi :
w?tuvtei=Co.

UvrStenje #=x--1 i 9=y—1-dajé gore navedeno opce rjeicnje.

(x+y+2)dx+ (2x+2y—1)dy=0.

P &
Opet je - —TQ=+ 1--2=—1=0 pa lijeva stran2 jednadZbe nije totalni diferencijal.
Yy dx

Opazamo da jednadibe
xty+2=0
254 2y—1=0

predoduju geometrijski dva paralelna pravca kojima je koeficijent smjera tga=-—1, pa
mozemo odmah staviti

x-by=t, paje y=t—x i dy=di--dx.
Uvritenje u diferencijalnu jednadzbu daje

211

dx= de,
3

T
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a integriranje

21 5
ng _dtzg(”—_)cu:zhtsm ft—3| +C,
t—3 =3

Kako je t=x+y, dobivamo trazeno opce rjeSenje

x+2y+5ln{x+y—3| =C,

gdje je =—C.

854 (x+y+ Ddx+(—2x—2y+1)dy=0. {x—2y+In{x+y|=C]

855. (3x-+3y—1)dx+(2x+2y)dy=0 uz pocetni uvjet y(0)=2.
: [Bx+2y—4+2In| x+y—1|=0]

856. (2x+y—1) dx+(x—2y+3) dy=0. [+ xy—y*—x+3y=Cl.

857.. y’=—-’;:z--. Odredi integralnu krivulju koja prolazi tatkom T,(1 ;1.
y—x—
[x%+4-2xy—3y2—4x+8y—6=0].

e. Ortogonalne trajektorije

Upute

Ortogonalnim trajektorijama zadane familije- krivulja, koja ovisi o jednom

paramétru, npr. a, zovemo takvu familiju krivulja koje sijeku pod pravim kutom kri-

vulje zadane familije. ’ .

Postupak =z odredivanje ortogonalnih trajektorija za zadanu familiju krivulja

F(x,y.a)=0: o

1) Deriviramo po x jednadZbu zadane familije krivulja i uklonivii iz zadane jednadibe
i deriviranjem dobivene parametar ., dobivamo diferenci jalnu jednadzbu
zadane familije krivulja

1 .
2) U toj jednad?bi zamijenimo y’s——- pa tako dobivamo diferencijalnu jed-
nadibu trazenih ortogonalnih trajektorija.
3) Integrirajuci tu jednadzbu dolazimo do jednadZbe, koja predocuje familiju ortogonal-
- nih trajektoriia. : »
Primjedba. Trajektorije koje sijeku krivulje zadane familije pod kutom koji je razli¢it
od pravog zovu s¢ izogonalne traj ektorije.

Zadaci

U ‘zadacima 858 do 866 uklj. odredi ortogonalne trajektorije zadanih familija krivulja i prikaZi
grafitki zadane krivulje i njihove ortogonalne trajektorije.
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858. Familija parabola x=ay*.

Deriviramo po x.:

’

1=2avy

Odatle i iz x=gy* uklonimo parametar a

X -
a=—-. paje

v

2xy'=y

diferencijalna jednadzba zadane familije parabola.

- 1 .
Uvrstenje —y_' mjesto y* daje diferencijalnu jednadZbu ortogonalnih trajektorija:

. =
ili
§x+yy'=0.
RijeSimo tu jednadibu:
ydy+2x dx=0
[ydy+2 [ xdx=C

Slika 122

T? je jednadzba traZenih ottogonaln_i_h trajektorija, koja predocuje familiju koncentri¢nih
elipsa, kojima je vertikalna poluos ]/2 puta veéa od horizontalne. Vidi sl. 122.

859. Familija istostranih hiperbola

a
y=—-
x
Deriviramo:
y= 2
. . ) %2 -
Uklonimo a uvrstivii a=xy:
. ) »
y T ————
x
. 1.
Uvrstimo—— miesto 3"
y
| S
——=—=ili y= il
y y
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860.

861.
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Integriramo:

fydy=fxclx+Cl

yi—x2=C

— familija istostranih hi-
perbola, gdje je C=2C,

Vidi sl. 123.

Slika 123

Familija parabola y*=4(x—a).
Deriviranje po. x daje 2yy'=4.

5 . 1
Kako parametra a ve¢ nema, uvrstimo —— mjesto »":
J}

1
—2y.—-=4
¥
ili
dy 1
L =——dx.
¥ 2
Integriramo:
In|yl=——-+hC
. 2

_.x
y=Ce 2 -> familija eksponencijalnih
krivulja.
Vidi sl. 124.

Familija elipsa konstantne velike osi 2a Slika 124
a® g
aranl
e o
b je parametar.
- 2y 2yy°
Deriviramo po x: — +——-=0. (a)
a* b
L ]

: . a’y*
Iz zadane jednadZbe slijedi 5°*= N
a*—

, dok uvrStenje u (a) daje nakon uredenja
xy+y’(@—x%)=0.
1
Uvritenje — — mijesto y* daje
y

1
xy——(a®—x»=0
y

ili
dx
ydy=a*— —xdx.
. o7
2
Tntegriramo: %+%=a’lﬂlxl +InG
ili
x24+y*=2a*In|Cx{,
gdje je C=2a%C,.
862. Familija parabola ay=ax2. [2+2y2=C1).
. . C
863. Familija hiperbola x*—2y%=ga3. =¥ 5
864. Familija kruZnica x2+y%=2ax. [y=CG*+y9))
86S5. Odredi familiju izogonalnih trajektorija koje sijeku pod kutom 2=60° familiju krivulja

x’=2a(y—x]'l_3),
gdje je a parametar.
Da uklonimo a, deriviramo po x:
2x=2a(y'—}3),

pa je
2a= -
. y-V3
a uvrtenje u jednadzbu zadane familije daje makon uredenja
y’=2%—ﬁ- (a)'

Ako su koeficijenti smjera zadanih krivulja iznosili tg==y’, koeficijenti smjera izogo-
nalnih trajektorija bit ée:

, - tg60° v+}3
W=tg@+n)=1g(@+60)= KR o = ‘ ok

1—tgB-tg60 1—)3
18 B. Apsen: Rijeseni iz vise ike II 289



Uvritenje y; mijesto y* u (a) daje nakon uredenja:

2_y3
, X

=
ViZ-a
X

Uz £=t, y=t-x i y'=t+xt’" dobivamo
x

t+xt’=i,
V3e-1
ili
e —J3er2-]3
T Ty n
a odatle je

dx V3i-1
* Vie—24)3

. ; du
Uz supstituciju }/ 3i2—204+) 3=u i =}3r—1 dobivamo

dx 1 du . 1
—=—-——paje Injx{=In — 4+ InC,.
x 2 u @

QOdatle je
x V u=C,.
Nakon uvritenja =} 322--21+}3 i t= 2 dobivamo poslije uredenja jednadzbu traZe-
’ X

nih izogonalnih trajektorija u obliku

. 3
e : xy— VY(x"-E—y’):C .

866. Odredi izogonalne trajektorije familije parabola, y*:=dax ako e kut presjeka a=45".
. 6 x+2
[In @x*+xy+y)+ - arctg ——y = C].
V7 x|7

1

t

.

* C. DIFERENCIJALNE JEDNADZBE DRUGOG REDA

; -
o, a. Opcenito

Diferencijalna jednad’ba drugog reda ima opcenito oblik

A =f(x,y,v) ili implicitno F(x,y,y’,¥")=0.
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Da prikazemo geometrijsko znacenje diferencijalnih jednadzbi drugog reda, podijelimo tu

jednadzbu s (1 ..;..ylz)‘i'

¥ fOu3,97)

Uyt A4y

Lijeva strana gornje jednakosti predoCuje prema formuli (26) zakrivljenost —  krivulje
(4
v= _y(x) u nckoj tacki apscise x. dok je desna strana funkcija od x, ¥ i 3’ 4. p(x, ¥, ¥,
pa je
. | '
5 06 3,5)-

Odatle slijedi: za svaku tacku (x,y) u ravnini XY i po volji uzeti tangens smjera y’ u
toj taCki diferencijalna jednadzba drugog reda daje zakrivljenost, odnosno polumjer
zakrivljenosti one integralne krivulje koja prolazi tom tatkom.

Prema tome rijesiti diferencijalnu jednadZbu drugog reda znali geometrijski povuéi u
ravnini familiju krivulja. koje ispresjecaju tu ravninu u svirfi smjerovima, ali od bezbroja
krivulja te familije, koje prolaze nekom tatkom ravnime, svaka krivulja ima zakrivljenost
propisanu diferencijalnom jednadzbom.
Kako se opce rjesenje diferencijalne jednadfbe drugog reda dobije nakon dvije kvadra-
ture. ono sadrZi dvije konstante po volji C; i C, pa oplenito ima oblik

=y xCy, CY) ili f(xxy: Cy; C)=0.

Iz geometrijskog znalenja diferencijalne jednadibe drugog reda jasno slijede pocetni uvjeti
da se dobije partikularno rjeSenje, tj. jedna narotita krivulja familije zadane diferencijal-
nom jednadzbom.

Ti uvjeti jesu:

1) podetni poloZaj, tj. koordinate jedne talke x=xg y=yo kojom ta krivulja ima prodi,
2) poetni smijer, ij. tangens smjera 3=y u nekoj tafki (x5,y;) te narclite krivulje,
Uvrstimo li poletne uvjete x==x, 1 ¥ =y, u 0péé rjeSenje y=y(x, Cy, Cp), a x=x,, 'y’ =y;
u v'=y'(x, Cy,Cy), dobit ¢emo dvije jednadibe, iz kojih odredimo C, i C..  Uvritenje
tako dobivenih za C, i C; vrijednosti u opce rjeSenje daje partikularno rjeSenje diferen-
cijalne jednadZbe drugog reda za te poletne uvjete.

Navedimo kao primjer zadatak

867. Ispitaj da li je _\-=C1x% +C; opce tjeSenje diferencijalne jednadzbe
2xy"—y'=0
u podrudju x~0 i odredi partikularno rjelenje koje odgovara podetnim uvjetima y(1)=4
iy (=3
Zadano op¢e rjeSenje deriviramo dvaput redom po x:

3 3

.3 ., 3 -
Y= 0" iy =G

Uvrdtenje u diferencijalnu jednad?bu daje identitet:

}=0

3 -1 3
2x--=Cyx - ——Cyx*=0.
4 2

Slijedi: y= Cl.\-l«:—‘ C, opce je rjesenje zadane diferencijalne jednadibe u podrudju x>0.
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Da odredimo partikularno rjeSenje uvrstimo u v=C +Cz iy »—C x % sadane po-
Cetne uvjete y(D)=4 i y'(1)=3:

3
4=c1™1C, paje C,=4-C,

3 1/ 5
3=701~1 , pa je =2,

a odatle je C,=2
i y=2x%+2

partikulano rjeSenje odredeno zadanim pocetnim uvjetima.
e

7 /

.
y b. Rédukeija diferencijalnih jednadZbi drugog reda
\ /" na diferencijalne jednad’be prvog reda

.~
Ako u diferencijalnu jednad?bu drugog reda, kojoj je opéi oblik

¥ =f(xyy7)
ne ulazi eksplicitno jedna ili viSe od tih promjenljivih x,y i y’. diferencijalna jednadzba
je nepotpuna, pa je moZemo reducirati, tj. svesti na diferencijalnu jednadibu
prvog reda.
Promotrimo pojedine sludajeve redukcije.

Prvi sluéaj redukcije
" =f(x).

tj. diferencijalna jednadZba ne sadrZi traZenu funkciju -i njenu
prvu derivaciju.

Uputa
Opce rjesenje dobivamo uzastopnim integriranjem zadane diferencijalne jednadzbe.

Zadaci

U zadacima 868 do 877 uklj. odredi opéa rjeSenja zadanih diferencijalnih jednadZbi,
odnosno partikularna rjefenja ukoliko su zadani pocetni uvjeti.

| 868. y’=xe—* uz pofetne uvjete (0)=1 i y(0)=0.

d dy’
y'=—2y mozemo napisati u obliku dl , pa imamo
X

dx?
dy’
=x-e~%| -dx
dx '
dy’=x-e~*dx.

869.

Integriramo:
= [ xe~*dx+Cy=—xe*—e—*4C,
ili
dy
i —~xe~*—e *4C; | -dx i integriramo parcijalno:

= [ (—xe*—e~*+C)dx+Cy=
=xe~*+e *+e ¥4+ Cix+C,=(x+2)e=*+ C;x+C,.
Upvrstenje pocetnih uvjeta daje:
v O)=1->1=24C,

9(0)=0-+0=—1+C,.

Odatle: C,=—1 i C,=1.

Uvrstenje u y daje traZeno partikularno rjesenje.
y=(x+2e*+x—1.

Do xstog rezultata dolazimo i na taj natin da odmah iza prvog integriranja uvrstavamo
jedan pocetni uvjet, a drugi iza drugog integriranja. PokaZimo to:

Imali smo y'=—xe~*—e *4C,.

Upvritenje ¥(0)=0 daje 0=—1+C;. pa je C;=1

i Y=—xe*—e~*} 1.

Odatle je y=xe"*+2e~*+x+C,,

a uvritenje . y(0)=1 daje 1=2+C,, paje C,=—11i

y=(x+4+2)e*+x—1.

Iz toga slijedi: .
Pri odredivanju partikularnib rjeSenja diferencijalne jed-
nadibe drugog, a i vidih redova mije potrebno da se najprije.
odredi opée rjelenje, 2 tek zatim odreduju vrijednosti konstanata
integracije. Mnogo je jednostavnije odredivati vrijednost po-
jedine konstante, ¢im se ona pojavi u toku rjeSavanja dife-
rencijalne jednadibe.
¥y“=2sin x cos®x — sin®x.

-y’=2fsinxcos2x dx— fsin’xdx+C,=

= (uz supstituciju cos x=¢, odnosno prema tipu VIII neodredenih integrala) =

2 1 1 in® 2 c
=—-— CO§' = — .
3 XS 3 SIN"x €OS X 3 cos x+C,;,

2 1 2
9= S(—? cos’x- Y sin®x cos x+ ry cos x+Cl)dx+C,=

2 . 4 1 200
=3 sin x.coszx—*9— sin x+? sm”x»}—? sin x4+ Cyx+C,=

1
3

sin®x+ Cyx-+C,.
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%& ¥y“=4 cos 2x uz poletne uvjete y(0)=0 i ¥(0)=0.
¥'=4 f cos 2xdxC,=2 sin 2x+C,.
Uvritenje x=0 i y'=0 daje 0=C;:
=2 { sin 2xdx+C,= — cos 2x+ C,.

Uvritenje x=0 i y=0 daje
0=—1+4+C,, pa je C,=1.
TraZeno partikularno rjeSenje glasi: y=1— cos 2x.

3
871. y*=x+ sinx. [y=x?— sinx+Clx+C,:|.

x? 2
y=> (ln x—T) +Cix+GCy|.

[y=xarctg_x—ln I/l+x’|.

872. y'=Inx.

1 )
873. y"=——-- uz poletne uvjete y'(0)=0 i y(0)=0.

142
. arctgx x
874. y"=arctgx uz y'(0)=0 i y(0)=0. [ =T(x2—l)—-7 In (1+r’)].

875. Krivulja zadovoljava jednadZbu

d
'%=x+3.

Odredi njenu jednadzbu, ako je poznato da prolazi tatkom T;(2;4) i ima u 7, Kkoefi-
cijent smjera jednak 3. .
20

2 3
=X sy 2L
.[" 6tz ""'3]

876. Odredi jednadzbu krivulje savijanja (elasti¢ne linije) horizontalne grede kojoj je jedan
kraj uklje$ten, a na drugom kraju djeluje sila P, zanemarivsi teZinu grede 1 pretposta-
vivi da je savijanje maleno. Vidi sl. 125.

i
' I
i
1
!
[ ; o x
X D -x
1
A L -
Yy
Slika 125

Qcito da je zakrivljenost elasti¢ne linije, tj. -— “- -3 u nekom presjeku. m
(14527
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gredg u udaljenostivx od ukljetenja to veca, §to je veédi moment savijanja M, u tom
presjeku, a to manja §to je veéa_krutost El grede, gdje je 'E modul elasticiteta, a I
;pqr_ncn; tromosti poprecnog presjeka grede. Prema tome diferencijalna jednadiba elasti¢ne
inije glasi

Y M
3 EI :
a+y

Uz pretpostavku da je savijanje maleno mozemo uzeti da je »'=tgx=0 jer je kut o ma-
len, pa diferencijalna jednad?ba prima oblik : &

o x
EI°
Na slici 125 vidimo da je
My=P({—x),
9 P
je =— (l—x).
pa y EI( x)
Integriramo: P 1 il C
eg 3 y—ﬁ x—3)+ T

Prema slici: za x=0 y’=tg 2=0, pa je C,=0.

Px
Dakle = l-x).
: 261 219 ®

Kako je y'=tg =2, jer je savijanje maleno, jednadzba (a) prima oblik
Px @l-x)
x=—:—(21—x
2EI :
i daje luénu mjeru kuta 5to ga elastitna linifja zatvara s osi X. Npr. za kraj grede
(x=1) imamo
P

= s
2EI

Integriranje jednadzbe (a) dajc

_P ’:r“ kS G
}*E( 7 6 +Cs.
Prema slici: za x=0 je y=0, pa je j C,;=0.

Dobivamo jednadzbu elastitne linije
== },i:» @Bl-x).
6EI
Uvritenje x=:1 daje najvei progib grede na njenom kraju
_re
Simi= g
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877. Izvedi zakon slobodnog pada tijela mase  uz pretpostavku da je tijelo u potetni mo-
ment z=0 veé prevalilo put s=s, i imalo brzinu v=v, Otpor zraka zanemari.

d2s 1
m - =mg; v=gt+7; s=—2-gl’+vot+so .
Primjedba. Diferencijalne jednadzbe oblika y™= f(x).

Na isti nadin rjefavaju se i diferencijaine jednad?be visih redova toga tipa.

U zadacima 878 do 883 uklj. odredi opéa rjeSenja zadanih diferencijalnih jednadibi. odnosno
njihova partikularna rjelenja, ako su zadani poletni uvjeti.

878 -t
. & =8

3 3
y'= S( ;s‘f‘cl) dx+ Cz—— +Clx+C«

3 e
y= S(;-lCxx+Cz)dx’fcz-—3lnle+C1 +Cix+Cs.

1
879. y'Y=cos?x uz poletne u\r)etey(())—— 3 ¥ (0)=0; »” (0)=-§ iy’ (0)=0.

Drugo integriranje daje

1
" =———c0s 2x+TC,
d 4 8 $ohln

1 1
a uz y"(0)=— dobivamo Cz—z, pa je

s lc 2:»4—1
T — — os 3 —_—
4 8 4
Integriramo treéi put:

B |
¥y= B l6.-'.1112.'v::-§-—:c+C,

Uvritenje 3'=0 za x=0 daje C;=0, p je

S D §
=———sin —'x
T 64

i &etvrti put:
XA x2
_y=—§+ﬁc032x+ P +C;,

296 . .

1
aza y=—jx= i = j Z i
y T 1 x=0 dobivamo C;=0, pa je trazeno partikularno rjeienje

880- y”'=(y”)2.
Stavimo y" =z, tada je ¥'"=z’, pa je

.. dz
2=z ili E=2’.aodatleje

dz
— —dx
Integriramo: ———x4C, ili z=—— L -
_ 1 z x+cl.akak0]ez—y,1mamo
. 1
x+C,
Integriramo: =—In(x+C)+C;.

Trete integriranje daje:
Y=—@+C)In(x+C)+xLCy+Cox 4 C,
ili =—(x+Coln(x+C)+x (Co4+ 1)+ Cy+Cs
Uzevsi radx jednostavnosti
' K,=C,,

K3=C2+1;

Ks=C,+C;,
dobit ¢emo opée rjefenje u obliku

¥=—G+K)Inx+K;y) +Kax+K;.

C+2y

24
881y . 1 G
; [y=——— + x'+c,x+c,].

(x+2)?

882 y"'=xe%; y(0) =0, y' (0)=2, y* (0)=2. [ PR S S 3]
. .

883. y"'=xsinx; y(0)=0, ¥ ©0)=0, y* (@)=2. [y=x cos x—3 sin x 224 2x].
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{ Drugi sluiaj redukcije
¥ =f(x,y)
tj. diferencijalna jednadiba ne sadrZi eksplicitno traZenu

funkciju y.

Upute

Supstituiramo
!“ yl=pn
! pa uvritenje y'=p i y‘-—.-p’ u zadanu diferencijalnu jednadzbu daje diferencijalnu jed-
nadzbu prvog reda u p i x:
p'=f(x,p), odnosno F(x,p,p)=0
koju znamo rijediti prema gore navedenim tipovima diferencijalnih jednadzbi prvog reda.

Zadaci

U zadacima 884 do 891 uklj. odredi opéa rjeSenja .zadanih diferencijalnih jednadzbi, odnosno
partikularna rjefenja ukoliko su zadani pocetni uvjeti.

884. y"+y tgx=sin2x.
Zadana diferencijalna jednadzba ne sadrZi eksplicitno y, pa uvrstimo u jednadzbu y'=p
iy'=p":
p’+ptg x=sin 2%, @
a to je linearna diferencijalna jednadZba prvog reda, koju znamo rijeéiti prema tipu III.
Stavimo p=uv, pa je p'=uv +ou'.
Uvrstenje u (a) daje

(dv ) X
vu' fu| —+vtgx]=sin2x.
dx

dv
Uzimamo E+vtgx=0 ®)

ostaje du
v— =sin2x. ©
dx

d:
1z (b) slijedi: —v=—tgxdx, pa je Inv=Incos x
v

i
U =CoSX.

Uvritenje u (c) daje

sin 2xdx

=2sinxdx i u=—2cosx+C,.

Cos x

d
Slijedi: p=uv=—2c0s?x+C; cosx, akako je p:% bit e

i y= IZScoszxdx+Clscosxdx+Cz.

298 d

88s.

886.

Odatle je
sin 2x
5 -+Csinx+C,.

Y= —x—-

o in
xy"=y'ln —.
x
y cksplicitno ne ulazi, opet imamo drugi slufaj redukcije pa uvrtavamo y'=p i y"=p'~

p .

— 1
x

, . ., P
xp'=pln li P_;m%:o’ (a)

a to je homogena diferencijalna jednadzba prvog reda s obzirom na x i p. Rijesimo je
prema tipu IL

Stavimo ﬂ:z, p=xz; pl=xz'+z.
x

Uvritenje u (a) daje xz'+s—2Inz=0

ili
dz (nz—1
dx—z z~1),
pa je
dz dx
z(nz—1) T x
. . dz
Pomodu supstitucije In 2—1=¢ i dt=— dobivamo
z
dz  dx
t x

pa integriranje daje
In(ln2—1) =In(Cyx)

ili
Inz—1=Cyx
i
In2=Cyx+1,
pa je
2=eCx 7,

a kako je 2=2, acbivamo p=y —xeCi¥t1
x

pa je ;
yzfxfC"'H dx+C,
i nakon parcijalnog integriranja
y=Lxec,x+1__¥ Cotlyg,.
Cy C}

(x—3)y”+y'=0 uz pocetne uvjete y (4)=2 i y'(4)=1.
Uvritenje y'=p i y"=p’ daje
(x—=3)p +p=0
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889.

890.
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d
i1i (x—3)£ +p=0]|:dp i reciproZno:

dx dp

x—3 '

Dobili smo diferencijalnu jednadibu prvog reda sa separiranim promjenljivim x i p, tj.
tip I. Integriramo:

In|x—3{+In(p|=InGC,
1p(x—3)|=C;
p(x—3)=+C,=C.
Za x=4 2=y'=1: C=1

y=In|x—-3[+C,.

Za x=4i y=2 Cy=2, pa je
y=In|x—3]|+2.
” ’ 1
Ky" 5%y =l(-/' [y=T+Cl lnx+02].
X
Yelnx=y. / [y=Cix(nx—1)+Cyl.
¥y . 1
Y= =x =1 5 y@=1, ¥y @ =—1. E(314—4x3—36x2+7?x+8)].
Tijelo mase m pada vertikalno s neke visine podetnom brzinom 0. Odredi zakon gibanja

tijela, ako je otpor zraka razmjeran s kvadratom brzine tijela.
ds 2
Znamo: ako je s-prevaljen put tijela, tada je brzina v= o ubrzanje w=¥=‘;_52 i da
'3 14
prema zadatku na tijelo djeluju sile:
u smjeru pada: tefina tijela G=mg, gdje je g=9,817/;2

. . ds\*
u suprotnom smjeru: Otpor zraka F=kv’=k( E) , gdje je k koeficijent razmjernosti.

" dss
Prema drugom Newtonovu zakonu sila je m-ﬁ, pa diferencijalna jednadZba pada zada-

dts k( ds )=
m— =mg— —_—
a T E

- 2

ms=mg—ks - (a)
U diferencijalnu jednad?bu ne ulazi traZena funkcija s, imamo dakle drugi slucaj re-
dukcije, pri éemu su

pocetni uvjeti:

nog tijela glasi:

ili

s=0 za t=0,

2=5=0 za 1=0.

Podijelivii jednadzbu (a) s i uzevsi u obzir da je s—=~d— = 15 a
i [
dv k m
de — m k
m do gn
— — fvP=—.
kB dt ki k

" em . m _a : . .
Oznadimo Tza-. tada je e pa jednadzba (b) prima oblik:
-4

FE ] E_F
g dr I a@ m
dv k dv
—=(a?—v)-— ili =—dt.
dz & ) m a—-1 m
Integriramo pa prema (55a) za v<a dobivamo
1 at+v R
—In =—t+C;.
2 a-v m G
Upvritenje potetnog uvjeta v=0 za =0 daje C,=0, pa je
a+v —2akt
a—v m
ili
2ak
a+tv W :
a—uv
a odatle je
3ak, ak,
e M. e ™
o=g—— — -
zak , _ak,
e™ i1 e =
ok,  _ak,
e™ —e
V= 3
ak ak

a prema formuli (59) iz dijela I Repetitorija

ak
v=gth—1t.
m

a* k ak
Imali smo —— ,aodaﬂeiea=|/%l.—daje—=|/£.
kg & m m m

Uvritenje u (c) daje
k.,

m

ds
U= —d—t—=a th

a odatle je ds=ath VE tdt, pa je
m

—, dobivamo
1

®)

©

@
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891.

302

J— .
s= L/ ™ alnch 1/Et+czx (prema (d)) =
kg m

=" lnch fﬂti-cz.
k m

= —m—lnch V_kﬂt
k m

To je traZeni zakon pada tijela uz otpor zraka, koji je razmjeran s v% dok je zakon
brzine pada odreden prema () s

Za t=0s5=0, pa ie C,=0 i

ak
v=ath —z.
m
Uzmemo li u obzir da th x—1, kad x— o0, dobivamo

v=alimth E t=a.
——

100

Dakle v ne teZi u beskona&nost kad ¢ teZi u beskonatnost ve¢ teZi konstanti a= 1/ g—;n- =

G i
= |/ —., gdje je G teZina tijela koje pada.
a

Prakticki brzina pada postizava svoju graniénu vrijednost vrlo brzo i malo se razlikuje
od nje, tj. praktitki se moZe uzeti da veé nakon nekoliko sekundi od poletka pada
gibanje tijela postaje jednoliko.

Ta &injenica se opaza kod zategnutih skokova padobranaca s velike visine.

1
Odredi ravne krivulje kojim je zakrivljenost konstantna i jednaka X"

[Kruznice (x+Cp*+(y+C)*=Re.

Treéi stuéaj redukcije

' =fo)

tj. diferencijalna jednadZba ne sadrii eksplicitno nezavisnu
promjenljivu

Uputa

d:
Opet stavimo y’=ay=p. ali sada smatramo da je p funkcija od y. U tu svrhu mnoZi-

mo i dijelimo desnu stranu jednakosti

”

_%
i

s dy pa dobivamo:

L dp dy dp dy dp  dp

= c——= = | )
¥ dx dy dy dx dy‘y dy @

Uvritenje u y"=f(y,y") daje
dp
d—P =f(.p)-
34

Odredivii odatle p izraZen s y, opce rjeSenje zadane diferencijalne jednadzbe dobivamo iz

,_dy

y =‘d;=1>-

Zadaci

U zadacima 892 do 901 uklj. odredi opéa rjefenja zadanih diferencijalnih jednadzbi, odnosno
partikularna rje§enja prema zadanim pocetnim uvjetima.

892. 2y2=(y—1)y".
Zadana jednadZba ne sadrZi x eksplicitno, pa spada u treéi sludaj redukcije.

s, d L . -
Upvritenje y'=p i prema (a) y*= d—zp daje diferencijalnu jednadZbu prvog reda u p i y:

d;
2p==(y—1)pd—§

ili
p[lp—(y—l)g]=0.
dy
- dy
Slijedi: p=a =0; a odatle je y=C i y"=0.

Uvr§te1_1ie tih vrijednosti u diferencijalou jednad¥bu daje identitet, pa je y=C partiku-
larno rjefenje diferencijalne jednadzbe. N
Da odredimo opée rjeSenje separiramo promjenljive p i ¥y u

dp dy
2p—(—-1)—=0|. —————
)dy 2p-(y—1)
b _Y
2 y—1'
5 1
Integriramo: £y Inp=In(y—-1)+InC,,
a odatle je
" Vp=Cio-1 ili p=Ciy—-17
dy .
ax =Ci(y—1)3.
Integriranje
dy _
G-
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893.

89%4.
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daje
1
———=x+GC,
Ci-1)

ili (x+Cy (y—1)=Cy,

. . 1
gdje je Ci=— —

Cy

y+2y (yy=0.
d,
Stavimo y’=p, a prema (@) y'=—p:
dy
d
? (—P +2y1>’)=0-
dy

Slijedi: 1) p=y'=0, pa je y=C i y"=0. Te vrijednosti zadovoljavaju diferencijalnu jed-
nadzbu, pa je y=C partikularno rjeSenje zadane jednadZbe.

dp | dy

L 42y92=0 . —

dy+ yp? : 25
dp
—=—ydy.
257 ydy

1 . dx P
Integriramo: —=3*--2C, ili d—y=y=+C.,, gdje je Co=—2C;5.

Drugo integriranje daj. ¥34+Cy+Co=13x,

- Jie je - C;=3Cs a C3=3C,.

<

1
- (v')?=y> uz pottne uvjete y(0)=—? i ¥’ (0)=0.

d
Uvritenje y'=p i y’zzd—P p daje nakon uredenja
y

L
dy y o
a to je Bernoullijeva diferencijalna jednadba u p i y. Prema tipu IV uzimamo:

e dp d‘v+ du
= g g
r=u v pa) m o dy’

do de w32
U—tv———=—,
d dy 3y up
d du 2
a odatle je u—z+v(——£)=y—.
dy dy uw
du ' d 2
Stavimo: —-—1=0, ostaje u bl i .
dy dy wv

895. y"tgy=2 (y)*.

Iz prve jednadibe slijedi:
ol ST
. -7. pa je u=iny 1 u=y.
Uvritenje u drugu jednadzbu daje
e
vdu=dy. pa je 3=y+01
ili v=+{2G+C).
. dy S
pa je p= - =uv=yv=132(+C). @
: S 1
Uvedimo prvi poéetni uvjet y'=0 za y=—?:
l/ 1
0=TF 2(—3+C1),

1

pa je CI=E .
Uvritenje u (a) daje
d e d
Ey=;|:y]f2y+1.aodaﬂeje Y ide
yV2y+1
Integriramo: +x4C, S—dy
. X = -
)y V2y+1
dy . - z%—1
I=\—=———x(2=) 2571, 22=2y+1, y= i 2zdz=2dy|=
Sy }/2y+1 ( y+1, y+1l. y 3 i2z 2dy)
dz = oyt 1—
=2S—f—=<pm Goty=in |27L] g V2H 1]
= =1 V2y41+41
pa je +x+Co=In L—IZJ’H—” . .
' V2y+i+1

S . 1
Uvrstenje drugog podetnog uvjeta y=—; za x=0 daje
Cy=In}—1[=0.
TraZeno partikularno rjeSenje glasi:
x=4 hl}iﬁl
V3yFi+1
[ctgy=Cy+Cyx, gdie je C;=—Cf. a C3=—C,C}].

20 B. Apsen: RijeSeni zadaci iz vise matematike I 305
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898.

899.

4 900.

J01.
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y3"—(¥)2=0 uz poletne uvjete y (B)=11i y' (0)=2. [y=e¥].

¥y +y'=0. [¥*=Cix+C:].

- _
14y2=yy". lc— ln(C;y+V nyz—l)=i(x+cz)]-
1

Yy =0P-0; y=1; ¥y ()=—1 [x=-2Iny+5}.

Odredi sve krivulje u ravnini, kojima je polumjer zakrivljenosti jednak kubu duljine nor-
male, a napose onu krivulju, koja prolazi tatkom T, (0;1), a sije¢e u toj tacki os X
pod kutom ax=45°

a +y")% %

Prema formuli (26) za krivalju y=f(x) je p= , avprema (134a) dijela I Repeti-

torija N=y J/1+y? piSemo diferencijalou jednadzbu traZenih krivulja:

a4y’
=5l —I—y'z)%.
y
Odatle j L
je — =y yy=1.
¥
; dp . .
Stavimo: y=p; y= . », pa je nakon uredenja
Ly
dy
? dP=—a .
y
dy V201551
Integriranje daje: p=_y=V1—y @
dx y

Integriranje uz supstituciju VZC{ y®—1=2 daje nakon uredenja
C1*=1+(C, 2+Cpf, ®)
gdje je C,=2Cy, a C,=2CiCh.

To je jednadzba svih krivulja u ravnini XY zadanih svojstava.

Odredimo jo§ jednadZbu krivulje odredenu podetnim uvjetima y (0)=11i y’ (0)=tg 45°=1,

Uvritenje x=0 i y=1 u (b)‘ daje Cl=l+C§, a uvritenje x=0 i y’=1 u (@) daje

1=VZCi—l, pa je Cy =1, a C;=2C;=2, dok je Cs=1. Uvritenje u (b) daje
y¥=2x242x+1.

Odredi sve krivulje u ravnini, kojima je polumjer zakrivljenosti’ dvaput veéi od duljine

normale.
C Cp)? .
[CIJ' =$+ 1] ;

Poseban slu¢aj redukcije

Uputa

Ako je diferencijalna jednadsba oblika F (39, y")= i
) ! 5% ¥")=0 homogena stepena homogenosti dva,
ti. F(Ay, Ay, Ay") =32 F ,(y, s %), tu homogenu jednadZbu moZemo rijeﬁitig jednostav-

nije pomocu supstitucije Y2
y

Zadaci

dva.

902. 3(y)=4yy"+y>
Dijeljenje jednadibe s y? daje
\2 »
3 (1) =41,
y ¥y
Supstitucija ;=z, a diferenciranje po x daje
oy ¥\ ) "
2= —— (—) » paje y—=z‘+z’.
y y y
Uvrstimo 1i to u (a), dobijemo
322=42"+42211,
a odatle je
dz 1
1+22 4
Integriramo: arctgz=01—%
i x . y .
z=tg(Cl— —). a kako je z="—, bit ée
4 y
dy x
—=tg|{C;——]dx.
y tg( ! 4)
Integriranje daje
Iny—41ncos (c,-i)ﬂnc,
- 4
i c
y=C,cos‘(C,—-i).‘
_ \__ 4/
903. (3)%+23y"=0.
Rijeimo ovu homogenu jednadibu na drugi nacin i to pomodu supstitucije
ymeletaas,
20*

- U zadacima 902 do 906 uklj. rijei zadane diferencijalne jednadibe stepena homogenosti

@

@
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904.
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Deriviranje daje
. y, =K,rz dx =

ylr:e.].z dZ(zl+zz)’
pa diferencijalna jednadzba prima oblik

ez".Zd"(3zg+22’)=0

2529 40, paje 322422/=0

- " 342 dx | teor
— =—3x2|--—— i integriramo:
1 dx 2z2 -
dz 3
— =—_—dx
=2 2
1 3 ic
—_——
2 2 .
1
2=——
—x—Cy
3 1

Radunamo prema (a):

2 dx 2

zdx=3J‘—2—,+lnC2= uz——3—C1=Cl =
x~——C1

)

2
=3 G+ +InCo=1n[C, -+ G,

pa je
. =R ICa(x+CPF
i
%
»=C, (x+C)3.

Oty =yy".
Kako je (vy")'=yy"+(y')*= lijeva strana zadane jednad?be, moZemo jednadZbu rijefiti
jednostavnije, jer jednadzba prima oblik

oy _
. dx_ IV

pa je .

ﬂ?:dx‘

y
Slijedi: In(yy)=x+1InC,,
a odatle je lni =x i yy’=C,¢c,
G
pa je ydy=C, e¥dx
. 1., .
. Eyu:cle +G;.
-

905. 2yy"—3(¥")*=4y~ [y cos*(x+Cp=C,).
906. Rijesi zadatak 885 uzevdi u obzir da je zadana diferencijalna jednad¥ba homogena
stepena dva.

= \
 D. WDXIFERENCIJALNE JEDNADZBE VISIH REDOVA

I

a. Linearne diferencijalne jednadZbe s konstantnim koeficijentima

Opéi oblik:
YDta, Y Dta, DL Ly tayy +a,y=f).

Diferencijalna jednadzba zove se linearna, kad je linearna, tj. u prvom stupnju, s
obzirom na funkciju y i sve njene derivacije.

Ona se zove homogena, kad je njena desna strana f(x)‘=0, inace je nehomogena.

10 Gn_p @p_3---, 0y @5, Gy Su zadani realni koeﬁcijenti‘.

1. Homogene linearne diferencijalne jednadsbe s konstantnim koeficijentima

a) Drugog reda :
Opéi oblik: y"+a,y"+a,y=0-

Upute

Ako su y,(x) i y,(x) dva partikularna rjeSenja te jednadibe, pri &emu su ta rié§enja
’ 1(x)

(%)

linearno nezavisna, ftj. + const, tada je -

=G, .Vl(’.‘) +Cey,(x)
opée rjelenje diferencijalne jednadibe.
Da se odrede ta dva partikularna integrala, treba rijeSiti karakteristiénu jednadZbu, koja
se dobiva iz zadane diferencijalne jednadibe tako da

mjesto y* pisemo 72

mjesto y’ piSemo r

a mjesto y pifemo 1.
Dobivamo:
*+ta, r+a;=0.

"“To je kvadratua jednadZba pa pri YieSavanju te jednadzbe mogu biti tri siutaja:
1) Korijeni r; i r, su realni i razliCiti:
Opce ricSenje diferencijalne jednadzbe glasi:
y= C,e"""-f- Ce?™. (108a)
2) r, i r, su jednaki, tj. r;=ry=r.
Opée rjesenje glasi
9 =Cye L xCye™. (108b)
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3) r, i r, su konjugirano kompleksni. tj.
ryma b i ry=a—bi.

Opce rieienje .
== Cyela+bidrp Coela=bid%, (108¢c)

ali prema Eulerovim formulama (vidi dio I chetitoréja § 21) transformira se u oblik
y =:¢9%(C, cos bx--C, sin bx)

ili

_y=C,¢% sin (bx—;-C,_). (108¢c)

Zadaci

U zadacima 907 do 923 uklj. rijeSi zadane diferencijalne jednadzbe odredivii opéa rjeSenja,
odnosno partikularna, ako su zadani podetni uvjeti.

907. y"—5y’—6y=u.
Pisemo karakteristicnu jednadzbu 3
2—5r—6=0, ' )
pa je rjeSavamo.
Dobivamo r=61ir=—1L :
Opée rjeSenje glasi prema (1082): |
y=C*4Cpe™*.
908 y~—2y’+y=~0 i partikularno rjeSenje prema ¥0)=4 i y'(0)=2.
Karakteristi¢na jednadzba
2 =2r4+1=0; r,=1. |8
Opce rjeSenje '
y=Cye*+xCse*
ili
=G+ G-
Da odredimo partikularno rjeSenje, ratunamo
¥ =e(Cy+Cy+Cp).
Uvritenje podetnih uvjeta daje
uy: 2=G+GC,

u y: 4=GC,
pa je C,=—2 i partikularno rjeSenje glasi:
y=c*(4—2x).

909. y”+6y'+13y=0.
r2+H6r +13=0; a','z-——'—SiZi: paje a=—31 b=2.
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910.

911.

912.

913.

914.

915.

916

917.

918.

919.

Prema (108c) :
y=e"¥(C; cos 2x4 C, sin 2x).

e
a —(E-l" s=0.

P+4r4+4=0; ry=r,==-2.
Prema (108b):

— UG+ G

3"+ 16y=0.
r2+16=0 ;1 ,=+4i, pa je a=0 i b=4.
Prema (108c)':
y=Cj cos 4x+C, sin 4x.

" —9y=0.
2—9=0 ;7 ,=+3.
y=C,*+Ce~3*.
y’+3y’=0_.

243r=0 ;r=01ir=-3.
Prema (108a):

y=Cy+ Gy~
¥ —y'—2y=0. : [y=Cye®*+Cype~*].
¥"—6y"+34y=0. [y=€%(C, cos 5x+ C, sin 5x)] .
¥ —2ay+a*y=0. [y=e*(C,+C,x]-
¥y —5y'=0. [y=C,+C.%*).
$4255=0. [s=C, cos 5t+4C, sin 5].

Odredi integralnu krivulju jednadibe y°—4y’+3y=0, koja prolazi tatk 32) i
koja dira u toj tatki pravac y=x-2. i e P o L0
Bii%imo zadanu diferencijalnu jednadibu i odredimo familiju krivulja odredenih tom
jednadzbom: :

r2—4r+3=0; r,=3, r,=1

y =Cleax+ Coe*,
dok je
¥'=3C,e*4-Cpe*.
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920.

921.

TraZena krivulja prolazi tatkom 7,(0;2) pa je

2=GC,+G, (@
i u toj ta’ki ima tangentu y=x+2, pa je y'=1 i

1=3C,+C,. ®)

1 5 .
Iz (a) i (b) slijedi Clz—T i Cz=7. pa je

51
AP S >
Y=

" traZena integralna krivulja.

"Odredi partikularno rjeSenje diferencijalne jednadZbe x—2%=0 koje zadovoljava uvjetima

na krajevima intervala: za t=0x=0, 2 za t=In2 x=3.
. 72—2r=0;r,=0 i r,=2
x=Cr+ C,gél.
Uvritenje potetnih uvjeta daje
0=C,+GC,
3=C;+Csc?122 ili 3=C,;+4C,.
Ci=—11i Cp=1, pa je
x=e*—1.

Odatle:

Materijalna tatka mase  giba se po osi X pod djelovanjem elastitne sile F; koja_je
usmjerena prema ishodiftu O koordinatnog sustava, a proporcionalna je s udaljenoStu
tatke od O; sredina u kojoj se giba tatka vili otpor, koji je razmjeran s brzinom gi-
banja ta&ke. Odredi zakon gibanja tatke. -

.Ako je x(z) put ¥to ga je tatka prevalila u moment z, tada je u taj moment z brzina
tatke x(1), ubrzanje x(z), dok je elastitna sila Fy=—w®x(2), a sila otpora F,——2kx(z),
gdje su w® i 2k koeficijenti razmjernosti.
Prema drugom Newtonovu zakonu imamo
mx="—ox—2kx
ili za m=1: T+ 2k5+w=0,
a to je linearna homogena diferencijalna jednadzba drugog reda.
Karakteristi¢na jednadZba:
B34 2ki4-w?=0,
a odatle je
b= —k|E—o. _ (2
Promotrimo tri sludaja:
1) Diskriminanta #2—w?>0 pa su korijeni realni i razli¢iti, oznadimo ih s =-r i
Ly=—r,.
Tada je .
x=Ce~ " | Ce=T¥,

Opée rjelenje kazuje da je gibanje tatke aperiédiéno.
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922.

923.

2) Diskriminanta #*—w?=0, pa je prema (a) Li=l=—p.
x=(C,+C,)e~kt.
Gibanje tatke opet je aperiodiéno.

Opce rjesenje

3) Diskriminanta k*—w®<0, pa su korijeni konjugirano kompleksni.
Oznadimo 1i ¥—w?=—%;, dobit éemo prema (a) .
hy=—kt i by
dok je opce rjeSenje prema (108c)’:
x=Ce—k-sin (k,z+D),

gdje su C i D konstante po volji: ‘
Tatka vidi priguena titranja, jer amplituda tih titraja nije konstantna ve¢ je funk-
cija vremena Z i to eksponencijalna funkcija Ce—k, koja tezi nuli kad z—»cc.

« [Vidi Titranja, § 10, 3. )}

Odredi integralnu krivilju diferencijalne jednadzbe ¥"-1-2y°4-2y=0 koja prolazi tatkom
T,(0; 1) i dira u toj tatki pravac y=x}1. .

'[y=e—"(Cl cos x+-C, sinx) ; y=e—*(cos x+2 sin x)}.

RijeSi zadatak 921 zanemarivii silu otpora F,——2k%.
2
[x=C sin (wz4D)— harmoniéno gibanje perioda = .
@

koji ovisi samo o koeficijentu elasti¢nosti .
b) Vigih redova

Upute
Op¢i oblik jednadzbe:
@YD +ay F D40, YDA . tayy tay Fagy=0.
Njoj odgovara karakteristiéna jednad¥ba:
it + 8y Ty 2 L @ ayr  ag=0.
Opée rjesenje:
¥=C1y1+Ce¥:+Cays+ ... +C 1351 +C, 3y,

gdje sU 1, ¥s5 -+, ¥u-1, ¥, partikularna tjefenja diferencijalne jednadibe i to line-
armo nezavisna. Sporaenimo, da je dovoljni uvjet linearne nezavisnosti » funkcija nepre-
kinutih zajedno sa svojim derivacijama jest da je determinanta Wronskoga | vronskijana®
razlitita od nule u intervalu {a, 5], 4.

7 Yz -ecenne- In
7N ¥
W= | T 7 O Yoo |y
i J
i ...............
i yl(””')yg(" -0 ¥, (-3

U tab’l.ici !«)ja slijedi prikazana je veza izmedu korijena karakteristiéne jednadzbe i parti-
kularnih rjeSenja diferencijalne jednadibe.
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Redni | Oblici korijena . o L
brol i karakteristiéne jednadzbe Partikularna rjeSenja diferencijalne jednadibe
r je jednostruki realni e
i korijen €
L ojsetir;alm korijen viSestru- €, X, A2, , xh—lgrs
atbi ax < X . k—1,ax
par konjugirano kompleks- e cosbx ; xe®¥cosbx........ 5 xk—1e* ¢cos bx
nih korijena vi§estrukosti % ¥ sin bx; xe®™sinbx,....... s xk—1e9% 5in bx
Zadaci

U zadacima 924 do 944 uklj. rije¥i zadane diferencijalne jednadZbe odredivii opéa, odnosno

924.

925.

926.

314

partikularna rjeSenja, ako su zadani pocetni uvjeti.

3" —y'=0.
Funkcije €%, ¢~* i chx su partikularna rjeSenja zadane diferencijalne jednadibe, jer je
zadovoljavaju (pokaZi to uvritenjem!). Nastaje pitanje, da li je moguée po tim partiku-
larnim rjeSenjima sastaviti opce rjeSenje diferencijalne jednadibe? Znamo, da partikularna
rjeSenja, koja ulaze u opéerjefenje, moraju biti linearno nezavisna, stoga ¢emo izratunat
vronskijan:

l & e=* chx !
W (x)== { e*—e~* shx l=0,
|
|

&

tet e* ¢

jer su elementi prvog i ireCeg retka jednaki, pa su te tri funkcije linearno zavisne, pa
pomotu njih ne moZemo sastaviti opée rjeSenje zadane diferencijalne jednadzbe. Primi-
e¥f-e=*

jetimo da do istog zaklju¢ka dolazimo i jednostavnije, ako se sjetimo da je

= chx (linearna zavisnost!).

Rije$imo zadanu jednadZbu pomocdu karakteristitne jednadZbe koja glasi
r*—r=0, pa je r;=0, ry=1 i rg=-1.

Korijeni su realni i razli¢iti, pa prema retku 1 tablice partikularna rjeSenja glase 1, ¥ i

.e—%, dok je opcle rjesenje

¥=C;+ Coe*+ Cae—*.

Da li su zadane funkcije lineagno neczavisne? Ako jesu, napili pripadno opée rjelenje

1)) 2x2 1 5 %=1 ; x+2.

[dal.
2) J4x; 2x4+1 5 x+2.

[ne].

Y =6y 13y"=0.
Karakteristi¢na jednadzba: »"—6r2 113r==0 ili r(2--6r+13)=0.
Odatle je

ry =0, 1y 35=3420

VPR S

927.

928.

929.

930.

931.

Rjeenja su jednostruka pa prema recima 1 i 3 tabele imamo
y==1 ;5 y,=e¥ cos 2x i y;=¢ sin 2x,
Opce rjeSenje
y=C;+¢*(C, cos 2x-+C; sin 2x).

Yy —6y"4+9y=0.
Mgt 49=0 ili (r*—3)*=0.
Slijedi (& je videstrukost korijena)
r1=V—§ 5 k=2
ry= —V3 ; k=2.
Opée rjesenje prema retku 2 tabele:

=C,e"v_3+ C,xi‘v 3y Csc_xv.§+ Cyxe V3,

YV —2y""+y"=0.
=28 4r2=0 ili r2{:-2r+1)=0.

Slijedi: r,,=0 ; r54=1

Partikularni integrali: y,=1 ; y,=x ; y3=¢€" ; y;=xe".
Opée rjeSenje: y=C, +Cx+Cse*+ Cyxe™.

dty

—y=0.

r-1=0 ili (*~DG*+D=0
ne==21; rga=xi.
Prema recima 1 i 3 tablice )
3,=€ ;¥ =€"% ; y3=0C0s X ; yy=Ssinx

y==Cy"+Cse~*+4-C5 €08 x+Cy sinx.

YO +13y"436y=0.

r+13724+36=0.

Stavimo li ©?=u, dobivamo 2+ 13u+36=0,

paje uy=—4, a ug=—9, slijedi r y=12i i ry =43,
Prema retku 3 tablice

"y=C, cos 2x+C, sin 2x+C; cos 3x+C, sin 3x.

#+1=0 ili +DE2—r+1)=0.

1 )3
r=—1: ry3= 471};*-

- —
2

L

¥}



932.

933.

934.

935.

316

Prema recima 1 i 3 tablice
' 3 *
t; sg=e?sin—¢.
2

—e—t: s.—e?
s;=e~%; s,=e” cos

. -
- 3 v 3
s=C,e~t+e? (C,,cos—y2 : t+Cssin—2 ‘)- -

¥©+64y=0.
19+64=0; 1, ,=)3ki; ry=+2i; re=—) 3£i.
(vidi Dio I Repetitorija § 1, 2).
Prema retku 3 tablice:

y=(Cl ev?‘ -+ C,e‘ys") cos x+(C,eV?"'+ C.e_ﬁ‘) sinx+C3c0s 2x+Cysin2 x.

4y(‘)—3y’—y=0.
4r4—312—1=0.

Pomoéu r2=u dobivamo:

1
=41 i ra,4=:l:5 i

be x
y=Cle"+C,e—’+Cacos3+C.sin3 , @

Kako je chx+shx=e*, a chx—shx=e=* [vidi Dio I Repetitorija, formula (60)]
dobivamo

C, (chx+shx)+C,y(chx—shx)=
=chx(C;+Cyp+shx(C,—Cy)=Cychz-+Csshx.
Hl_/ H'_/
C Cs
Uvritenje u (a) daje
x

. . x
y=Cichx+Cgshx+ Cycos 2 +Cq sin 2

FD4+2y® 4 y'=0.

P20 43=0 ili P22 E)=0 ili r5@E241)2=0.
Slijedi: 755=0; rys=di; 7gz=oi

y=C,+C; x+C353+ (Cy+ Ce x) cos -+ (Cs+ C; x) sinx.

¥"4+3y°+3y+y=0 i partikularno rjefenje za podetne uvjete y(0)=1; y'(0)=2; ¥"(0)=3.
#4372 4+3r+1=0 ili (+1P=0, paje r4;=—1.

Opce rjedenje y=C,e*+C,xe*+Cyate *=e *(C;+Cox+ Cyx?).

Odatle ¥'=e*[—C;+C,+(2C3—Cp) x—C3x%,

a ¥ =e*[C;—2C,+2C3+(C,—4C) x+Cyx%).

936.

937

938.

939.
940.
941.

942.
943.

944.

UvrStenje podetnih uvjeta daje
—1=C;
2=C,+1, paje Cy=1
3=(—1-2+2Cy), paje C3=3

partikularno rjeSenje y=e *(—14+x+3x%)-

d? d
P +2aF +420=0 i partikularno tjeenje za p(0)=a i p'(0)=0.
de? do
*+2ar+a*=0; 1;,=—a.
p=Ce™® 4+ Cpe
il p =¢~®(C,+C,p). Opée rjckenje.
p'=e"?[C,—a(C;+C.9)]-
Upvrstenje pocetnih uvjeta daje:
a=C;; 0=C;—a* paije C,=a"
Partikularno rjeSenje: p=ae °(1+ag).
X —3%x+4x=0.
r*—3r°+4=0 ili *4r*—4r244=0, paje
PE+D—4—1=0 ili (+1)G*—4r+4=0
ry=—1 r33=2
x=C,e~1+e%(Cy-+Cyt).
&y ly :
— - 46— +25—=0. [y=C,+e%(C,cos4x+Cysin4 x)].
da dx? -
T455=0. [s=C,+Cyt+Cse—51].
)49y =0. [y=C,+C,x+C3x2+C4 cos 3 x+ C;sin 3x].
y1V+18y"+81y=0. [y=C;cos 32+ C,sin3x+x(Cycos 3x+C;sin3x)).

y+y'=0; y0)=2. y(0)=0 i y(O)=-1 [y=1+cosx].

¥ -2y 4 y'=0.

—% 5 5
[y:Cl-{rCze"-%e 2(C3cos—vz—x+C.,sin V2 x) |-
We-v'=0; za x=0 y=0 3'=1; y'=0, y"”=1 i y'Vv=2 [y-—-e"—'rcﬁsx‘l].
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945.

318

2. Nehomogene linearne diferencijalne jednaZbe s konstantnim koeficijentima

Op¢i oblik

Yy YDt a, oy BVt gy ey Fagy =f(x).

a) RjeSavanje tih jednadibi natinom neodredenih koeficijenata.
Pomoc¢u te metode rjeavaju se samo linearne diferencijalne jednadibe s konstantnim
koeficijentima i samo u dolje navedenim posebnim sludajevima. U opéem sludaju treba
primijeniti metodu varijacije konstanata integracije (vidi dalje b).
Opce rjescnje glasi

Y=Yot
gdje je: y, ople rjeSenje pripadne prikracene diferencijalne jednadibe. tj. homo-
gene jednadzbe, koja se dobije iz zadane jednadibe tako da se desna strana f(x) stavi
jednakom nuli;
7 je partikularno rjeSenje zadane nehomogene jednadibe.

Prvo se rjelava na gore navedeni naCin pripadna prikracena jednadiba da se dobije y,,
a zatim se odreduje partikularno rjeSenje n prema desnoj strani f(x) zadane diferenci-
jalne jednadzbe.
U ovisnosti o zadanoj funkciji f(x) razlikujemo viSe slucajeva.

Prvi sluéaj

Desna strana lincarne diferencijalne jednadibe je polinom n-tog stupnja.

Upute

v je takoder polinom i to stepena r4-n, gdje je r red najni’e derivacije koja ulazi u di-
ferencijalnu jednad?bu (y se smatra derivacijom nultog reda pa se uzima r=0), dok je
n stepen polinoma na desnoj strani zadane jednadZbe.

Zadaci

U zadacima 945 do 958 uklj. rije§i zadane diferencijalne jednad?be odredivii opce rje-

Senje, odnosno i partikularno, ako su zadani podetni uvjeti.

¥ =2y +2y=x%
y=YoT4-
Prikracena diferencijalna jednadzba
Y =2y'+2y=0
P=2r42=0 ; 7 ,=14i
Y9=e*(C, cos x+C, sin 'x). @)
n=? r4+n=042=2, 4 je po’iinom stepena 2:
n=ax*+a,x+ay . (b)

gdje su a:, g, 1 a, koeficijenti koje treba odrediti uz pretpostavku da je v partikularno
rjeSenje zadane diferencijalne jednadzbe, vrjednosti v, % i v,” moraju zadanu jednadZbu
zadovoljavati.
Racunameo:

= 2ax4+a,

7 - 202 X

946.

947.

Uvrstenje u diferencijainu jednadsbu daje

2a,5+ (—day+2a,)x+ (2a,—2a,+ 2ay) = x*
Dva su polinoma identicki jednaka kad su im jednaki koeficijenti istih potencija x
Slijedi:

. 1
2a,=1, pa je az=?

_402-;.2a1=0 ili —‘2+201=0> pa je =1

2a,—2a,+2g,=0 ili 1—-2+24y=0, pa je au=l.
2

Uviitenje u (b) daje:

1 1 1
n—;x‘*’—!‘x+—2—=;(x+])=. . ©

. . . "\
Uvrstimd 1i (a) i (¢) u Y=yo+1, dobit ¢emo trazeno opée rjesenje A

7

y=¢€*(C, cos x+C, sin x) +% (x+1)2.

YAy Sy 2y 3.
Rije§imo pripadnu prikracenu jednadzbu —
P—4rtySr—2-0.

Lako se moZe pogoditi da je r,=1, jer zadovokiava ; 7 Podijelivsi j Z
G % omote | r2_3r+2=0’}1’a je’ :-2=1 ?vc;::;-)ednadzbu. Podijelivii jednadibu s
Shijedi:

~ Yo=C ¥+ Cyxe*-|- Cqe®*.
7 je polinom stepena’7i4-A=041=1, paje

'l}=a1x+a;,.
Racunamo:

n=a 5 4=0 i 7""=0.
Uvritenje u zadanu diferencijalnu jednadzbu daje

—2a,x+-(5a,—2a) = 2x-} 3.

Slijedi:
—2a,=2, a;=—1. !
~5—-22,=3, a,=—4.
N=—x—4.

3=(C;+Cox) e+ Coe®* —x—4.

YOGy =ty x

_1'(‘)+y'=0



=0, ry0.=0 i 7r34=%1
0=C; 4 Cyx+C; cos x+Cy sin x.
r+n=2+2=4, paje
N=ax*+a3+ax*+ax+ag
n'=4a,x*+ 3agx® +2a,x+a,
" =12a4x>+6asx+2a;
n'=24a;x+6a;s
=244,
Uvritenje u zadanﬁ diferencijalnu jednadzbu daje

12a, %2+ 6asx+ (24 a3+ 2 a) =x*+x.

1 L
Shijedi: =15 BT BT
Xyt
=2 41 e
KPR
- ﬂ 1 xa
—_ y=Cl+sz+C‘s°°sx+C4smx+ﬁT 3

A

i

948. y"'—y'=3(2—x?) i partikularno rjeSenje uz poletne uvjete za x=0. y=1, y'=1 iy -

B—r=0; 7,=0 i re3==%1.
y=C;+-Cse*+Cse~*.
Kako je r+n=l-v+2=3 to je
n=azx*+ax*t+a; x+ap
n'=3a;x°+2a:x+a,
7'=6a3x+2a
7n'"=6a;
Uvrstenje u diferencijalnu jednadibu daje
6a3—3a3x®—2a:x—ay = —3x*+6
—3a3——3, paje ay=l
—2a,=0, paje a=0
6—a,=6, pa je a=0
n=x*+a
y=Ci+Csc*+ Coe*+3,

gdie je C1=C,+ao
Ra¢unamo: . 3’ =Coe*—Cge~*+3 x*

3" =Cye*+Cze~*+6%.

(93]
(35
(=

Uvrstenje podetnih uvjeta daje

pa je

C=1, C;=0 i Cj=0,

y=e*+a®

traZeno partikularno rjefenje.

949. 2y"—y'=1; 0)=0 i y(0)=1.

1
2r—7r=0; r,=0, n=5

x
yo=C;+C,e?.

T+n=1-10=1, jer je konstanta polinom nultog stupnja, pa je

Slijedi: -

dok koeficijent a, moZe biti koji god realan broj;
kularno rjelenje to je najjednostavaije uzeti ady=0.

950. y'—4v=813
951. y'—2y =x2—x.
952. F+i=32

953. yW—2y° 4 y'=2x

=& xtap W=a; i 3"=0.
4@=-1,

kako nama odgovara bilo koje parti-
. Partikularni integral je tada oblika:

1=—x

x
y=Cy+C,e® —x.

1 =
y,=502€2 —1
¥(0)=C,+C.=0 1
Co=4; C,=——4

1 i
0)=—Co—1=1 ;i
¥'(0) o |
=
y=4e® —x—4.

[y=C,e* L Coe~*—23—3].

) o)
[y=Cl+Cee3*‘——].

. 6
[x=C;~C,cos24-Cysint—3+61].

X s /5
[y:C,-i—C,e*+e Z(C;,oosVTx+C4sinl—2—x +x*4+4x |-

954. V" 46y +5y=25x2-2; p0)=1 i ¥ (0)=1.

21 B. Apsen: RijeSeni zadaci iz vise matematike IL

1
[y = — el (3% L2l e™) +5x2—]2x+12] .

321



955. y'—y=x%—1.

C 70
956. y"—3y'=3x+x% 3(0)=0 i y'(0)=5;-

957.

322

) /3 3 -
[y:Cle"-l—e 2 (Czcos lT:chC3 sinVT x) —x"—S].'

1., u
el P — x|.
[y TR x]'

Lanac duljine 18 m, koji visi na glatkoj kuki, sklie pod djelovanjem vlastite teZine. U
poletni moment s jedne strane kuke. visjelo je 10 m lanca; a s druge strane 8 m. Odredi
72 koliko ¢e vremena skliznuti s kuke &itav lanac, ako je u -pofetni moment s jedne

strane kuke visjelo '10 m lanca, a s druge 8 m i ako je brzina lanca bila jednaka nuli.

Odito je da je pokretna sila F lanca razlika teZina dijelova lanca s jedne i druge strane kuke-
Qznatimo s P kg tefinu jednog tekuceg mewra lanca, a sa x (u m) duljinu viseCeg dijela
lanca, koji visi ispod kuke iza ¢ sek nakon pocetka gibanja. Otito je da -je pokretna sila
F lanca jednaka razlici teZina dijelova lanca s jedne i s druge strane kuke, pa’ e prema
slici 126 biti: _ .
Fi=[x—(18—x)] Pkp=2x—18) P.
U drugu ruku prema drugom Newtonovu zakonu imamo:
: 18P ' .
masa lanca M= —— EE sek?, dok je ubrzanje u moment ¢.
. g m 4 : o
a=xm/sek?, pa je
18P

Fy=M-a= x.

Slijedi F,=F.. pa je
. 18P L) g
2x—18)P= ——— ¥ |+ ——
Q2x—18)P F; x o

‘ N . 3

.

o g s e @

To je diferencijalna jednadba gibanja teZifta lanca. -
RijeSimo je uz pofetne uvjete : u r=0 ¥=10'i ¥ =0.
xo=? Prikracena jednadba: % —%5::0 s

=

. o .
Karakteristicna P =0 pajer= i._f_
Vi, ¥,
3 3
B-x  |x %=Cie > +Ce
' aml 1wom %=? r+n=0+0=0. '
' n=as 1,"=o i 77=0.
ut ut=0 Uvritenje u (a) daje
g . -
00— a=—g @=9 i 1=9

Slika 126 ) 9

L

N -¥e

% —==
paje x=xg+9=Cie 3 +Cie 3 49

To jé zakon gibanja teZiSta Janca.
Uvedimo poletne uvjete: x(0)=10 i x(0)=0: