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I. GLAVA

1. POVRSINA (KVADRATURA) POLIGONA

1® Povrsina trougla:

/ h / . ) .
= az]" = 23 = % (a, b, ¢ stranice, h,, hy, k., odgovarajuce visi-

ne trougla).

) P= alf (@ stranica jednakostrani¢nog trougla).

c) P= 5 Vbt — a2 (a osnovica; b krakjcdnakokrakog trougla).

d) P= ﬂ —a)(s — b)(s — ¢) (Herenov obrazac—s po[uob:m, q bic
stranice trougla). -

£y P = ab 52m Y - acszmﬁ = b—c-%l—a (a, b, ic stranice,aa, Biy

uglovi trougla).
f) P =rs (r poluprecnik upisane kruznice, s poluobim trougia).

g) P= ‘:&C (@, b, i ¢ stranice trougla, R poluprednik opisane kruZni-
ce  oko trougla).
2° Povrsina paralelograma:

a) P = ah, = bh, (aib stranice, h, i h, odgovarajuce visine paralelog:ama)
2
b) Kvadrat: P=qa? = % (a stranica, d dijagonala kvadrata).

¢) Pravougaonik: P = ab (aib stranice pravouganika).

d-d
d) Romb: P = %ﬁ = =5~ (a stranica, h visina, d, i d, dijagonale

romba).
_a+b
2

4° Pravilan poligon: P = —“S; (S obim, 7 polupre&nik upisane kruznice).
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IzraCunati povisinu pravougaonika Ciji je obim 14 dm, a dijagonala
5dm.

« IzraCunati povrdinu pravougaonika, ako se njegove stranice odno-

s¢ kao 3 : 4, a poluprenik opisane kruZnice je Ldm.

. U oStrouglom trouglu osnovice 10 ¢m i visine koja odgovara osno-

vici 8 em, upisan je pravougaonik Cija dva temena leZe na osnovici
trougla, a druga dva na drugim dvema stranicama. Ako je povriina
pravougaonika 15 em?, izraCunati njegove stranice.

Stranice pravougaonika su 3 cm i 1 cm. Konstruisane su sve Cetiri
simetrale njegovih uglova do wzajamnih prescka. [zraCunati
povriinu dobijenog Eetvorougla Cija su temena preseéne tacke si-
metrale.

U jednokrakom pravouglom trouglu 4BC konstruisana je simetra-
la oStrog ugla B, koja sede katetu 4C u tacki M. Nad du¥ima AM i
MC;, kao nad stranama, konstruisani su kvadrati. Dokazati da je
povrsina jednog kvadrata dva puta veca od povrsine drugog.

Izratunati povrsinu paralelograma Cije suvisine 3cm i 2 V3 cm, a
ugao izmedu njih je 60°.

Visine paralelograma odnose se kao 2 : 3; njegov obim iznosi 40 cm, a
ostar ugao 30°. Izratunati povrsinu paralelograma.

PovrSina paralelograma je 36 m?, a odstojanje presecne tacke dija-
gonala do stranica su 3 m i 2 m. Odrediti obim paralelograma.

Jednokraki trapez osnovice 8 cm i 2 om, opisan je oko kruZnice.
Izracunati povisinu trapeza,

Povrsina jednokrakog trapeza, opisanog oko kruZnice iznosi 50 cm?, a
0star ugao na osnovici 30°. Odrediti krak trapeza.

[zratunau povrsinu paraielograma ¢ije su dijagonale 26 cm, 30 cm,
a stranica 14 cm.

Osnovice trapeza su 142 ¢cm i 89 cm, a dijagonale su 120 cm i 153 cm.
Odrediti povrsinu trapeza.

Osnovice trapeza su 24 cm i 10 cm, a kraci 13 ecm i 15 cm. [zraCuna-
ti povrSinu trapeza.

Stranice trougla su 13 cm, 14 cm, i 15 cm. Prava paraleina najvecoj
stranici trougla odseca trapez obima 39 cm. Izracunati povrsinu
trapeza.
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+ lzraCunati povrsinu jednakokrakog trougla osnovice 12 cm, ako je

visina koja odgovara osnovici jednaka odsedku koji spaja sredine
osnovice 1 kraka.

Dve stranice trougla su 10 cm i 14 ¢cm, a ugao naspram prve je 45°,
[zracunati povrSinu trougla.

Zbir dve stranice trougla je 15 cm, a visine koje njima odgovaraju
su4cmi6em. [zraCunati povrinu trougla.

[zracunati povrsinu jednakokrakog trougla ako je visina koja od-
govara osnovici 20 cm, a visina kraka 24 cm.

Jednakokraki trapez osnovice 40 cm i 10 cm opisan je oko kruZni-
ce. IzraCunati povrsinu trougla &ija su temena dodirne tadke kra-
kova i manje osnove.

Izra¢unati povrsinu i katete pravouglog trougla u kome dodirne
taCke upisane kruZnice na hipotenuzi deli hipotenuzu na odsecke
od3cmi 10 cm. ’

Stranice trougla su 26 cm, 30 cm, i 28 cm. Izracunati povrinu trou-
gla, ogranicenog visinom i medijanom koje odgovaraju srednjoj po
velidini, stranici.

Povrsina trougla ¢ija je osnovica bilo koja stranica datog trougla, a
treée teme teZidte jednaka je trecini povrsine datog trougla. Doka-
zatl

- Dokazati da teZiSne linije trougla dele trougao na Sest trouglova

jednakih povriina.

Izra¢unati povrSinu jednakokrakog trougla osnovice 30 c i polu-
precnika upisane kruZnice r = 10 cm.

U trouglu upisan je krug polupre¢nika r = 4 cm. Jedna stranica
dodirnom tackom podeljena je na odsetke duZine 6 cm i 8cm.
IzraCunati druge dve stranice i povrsinu trougla.

Katete pravouglog trougla su 3 cm i 4 cm. U trouglu tacka O je na
odstojanju 1 cm od obe katete. Odrediti odstojanje tacke O od hi-
potenuze. Koju znacajnu tacku predstavlja tacka O? -

Stranice trougla su 25cm, 24 cm i 7 cm. Izradunati polapre¢nike
opisanc i upisane kruZnice u trouglu. -

[zraCunati povrsinu trougla stranica 27 cm i 29 cm § medijanom
prema tre€oj stranici 26 cm.

29. Odrediti stranice i uglove pravouglog trougla ako je njegov obim

24 cm, a poluprecnik upisane kruznice 2 cm.
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30. Iz 2 ar '
nictfngnfi' lupog ugla romba spustenc su normale na njegove stra
- DuZina svake od ovih normala i ' j ovih
u ala je a, dok je rastojanie niihovi
podnoZja b. Izracunati povrSinu romba. ] RS
31. Izradunati stranj
Iz stranice trougla ako ] i
‘zracuna 4KO0 Su one uzastopni prirodnj jevi i
ako je njegova povrdina 6v6 cmz S TR B

32. are ‘ Z
2 Epsotramu 4BCD s fe prooln st O. Dok d
: VL uglov: ‘ . —— i
glova BOC i 40D, glova AOB i COD jednak zbiru povrina trou-

33. U jednakokrakom tra ij
- jednakok pezu dijagonala d = 16 cm i krak ¢ =
zaklapaju prav ugao. Odrediti paralelne stranice i povr§inuirapézzacm

34. Visina CD pravouglo
i glog trougla ABC gradi na hipotenugzi ¢
AD =12 cm. Odrediti povrSinu trougla ako je zu{:CD ={§D(steédk
38, Obl:p romba iznosi 2 pem, a zbir 1
lzratunati njegovu povr&inu.

36. Nad teti ice i
Suaiiatjc‘;?evgi?m}}cgtltzelelcc I:;;011“!pre(‘fml\:a r kao osnovice konstruisane
54 1 Ive dva jednakokraka trougla, jedan s viho
s = <Ok gla, jedan sa vrhe
- zjlt}r)u,ﬁa((zlrwuiglf‘;)vrgolg na kruZnici. Odnos nj;liovih povr%‘irigljg
1= 2= (2¥3 + 3): 3. Bez upotrebe tablice odrediti ‘ i
vrhu manjeg trougla. g =

jegovih dijagonala m cm.

lemena leZe na krajevi i
: jevima precnika. Izraziti povrsi
- ap . lzre rSinu trapes
funkciju ugla & na osnovici i datog poluprcc‘.‘nIi)ka r SRS
38. Izracunati uglove romba stranice a, ako

avV2 V3.

39.
I{ﬂ)]ﬁ;i?pkra_kom trouglu osnove b = 18 cm i krakova g = 15 cm
WU n-‘(])?i ;:Ilfdv():gum‘uk tako da osnova pravougaonika p['l'p'ld'l. Em :
: e ) & Jdlded, () =
e gla. Ako je povriina upisanog pravougaonika 48 ¢ i
Zracunatt visinu pravougaonika, o ) aas

37, Znici i
U polukruZnici datog pre¢nika 2 r upisan je trapez, tako da mu dva

je jedna dijagonala

1 1 1 1
40 a0 W S
ha + ht. + hc - F‘.
3
41 Y % abchahbhr.
i}
42, P= "jhnhbhrR

. m,+m, +m
43. P = % Vim(m — m)(m — m,)(m —m.), m = -"—2”—~—C

44. Izratunati povrsinu trougla ¢ije su medijane 9 cm, 12 cm i 15 cm.

45. Odrediti povidinu Zetvorougla je su dijagonale 15 cm i 20 V3 i
ugao izmedu njih je 60°. .

46. Visina romba je 24 cm, jedna dijagonala 30 cm. Odrediti povrSinu
romba.

47. Povrina romba je 1dm? a oftar ugao 30° IzraCunati dijagonale
romba.

48. U &etvorouglu ABCD tatka E je srediSte stranice 4B i spojena je
sa temenom D, a tatka F je sredina stranice CD i spojena s temom
B. Dokazati da je povriina Cetvorougla ABCD dva puta veca od
povrine Cetvorougla BFDE.

49. DuZi koje spajaju sredine suprotnih stranica ma kog Cetvorougla
su 6cm i 8cm, a jedna dijagonala je 10 cm. Izracunati povisinu
Cetvorougla.

50. Dokazati da je povriina pravouglog trougla jednaka proizvodu od-
setaka koje obrazuje na hipotenuzi dodirna tacka upisane kruZnice.

51. Nad stranicama pravouglog trougla, ¢ije su katete a i b, konstruisa-
ni su kvadrati, a slobodna temena tih kvadrata spojena su duZima.
Izratunati povrSinu dobijenog Sestougla.

52. Dokarzati da je precnik kruga upisanog u jednakokrakom trapezu
jednak geometrijskoj sredini osnovica. '

53, U kvadratu strane a spojene su sredine susednih stranica sa su-
protnim temenom kvadrata. IzraCunati poviSinu dobijenog trou-
gla.

54, Nad dvema suprotnim stranicama kvadrata Cije su duZine a, kon-
struisani su u unutradnjosti kvadrata jednakostrani¢ni trouglovi,
tije stranice obrazuju jedan etvorougao. Ispitati kakav je taj cet-
vorougao i odrediti njegove uglove i povrsinu.

55, Dimenzije pravougaonika su a i b (a > b). Simetrale njegovih
uglova obrazuju &etvorougao MNPQ. Izratunati povrSinu tog et-
vorougla u funkcijiod a i b.

56. Odrediti razmeru stranica pravougaonika ako njegova povrsina iz-
nosi % povrSine kvadrata, ¢iji je obim jednak obimu datog pravou-

gaonika.
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59,
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67.

68,

69,

. : 1 ; ;
- Povigina tetivnog Cetvorougla P = 5 (@b + cd) sin a, gdesua b cid

Stranice Cetvorougla, a ¢x u 820 koga obrazuju stranice a i p, Dokazati.

Povrsina paralelograma P = 5 (a* = b 1g ¢, gde su a i b stranice,

4 p ugao izmedu dijagonala. Dokazati,

U jednakokrakom trapezu srednja linija jednaka je m, diia onale
) : ] ) ; 1= J

trapeza se seku pod pravim uglom. Izradunatj povisinu trapeza.

Povrfine trouglova koje ¢ine odseici dijagonala sa osnovicama tra-

pcza jednake su P, i P.. Izracunati povrsinu trapeza.

Kroz tacku © y trouglu 4BC, konstruisane su trj prave paralelne
sa odgovarajuéim stranicama trougla. Ove prave dele povisinu
trougla na Sest delova, od kojih tri trougla imaju povisine P, | P,
Py Izracunati povesinu datog trougla.

U trouglu ¢ije su stranice, a, b i ¢ upisana je polukruznica sa
precnikom na stranici ¢. [zradunati precnik.

Qdrediti povrsinu trougla ako su odsedci koje odreduje dodirna
tacka upisane kruznice na jednoj stranici trougla, m i n, a ugao na-
Spram ove stranice 6(°,

Prava paralelna osnovici trougla povrine P odseca od njega trou-
8a0 P Dokazati da je povisina Cetvorougla Cija su tri temena, te-
mcna manjeg trougla, a cetvrto pripada osnovici vefeg trougla,
geometrijska sredina povrsine veceg i manjeg trougla. -

Manja osnovica trapeza DC = b, veéa osnovica AR = a. Na pro-
duZenoj manjoj osnovici odrediti tacku M iz uslova, da prava 4M
deli trapez na dva jednaka dela.

Medijane m_ i 7, trougla 4BC obrazuju sa Stranicom AC uglove, Ciji
j& zbir 60° a proizvod "M, = V3. lzratunati poviiiny trougla ABC.

Dat je romb sa uglom od 30° i ve¢om dijagonalom a. U rombu je
upisan pravougaonik, tako da je jedna njegova dijagonala manja
dijagonala romba. Odreditj povisinu pravougaonika, /

Date su dve stranice b i ¢ trougla i njegova povrsina p = ébc.
[zratunati treéu stranicu g trougla,
Dat je trougao ABC i tatka o, Akosu T, T,, T, tezista trouglova
AOB, BOC, COA, dokazati da je
; I
PTIJETE - 9 Pipc
10

P—— . a4 ied-
70. Svaka dijagonala konveksnog Cetvorougla deli ga na dva dela j

71,

72,

nakih povrsina. Dokazati da je Cetvorougao parulclograin. -
Na produZecima stranica AB, BC, CD, AD‘RDI}VQ}(:;}I&(SJECtietvomug
A:BCD preneseni su, u istom smeru, n_dgnvarajuc:

BM = AB, CN = BC, DRﬁ: CD, AQ = DA.

Dokazati da je Pyyro = 5 P pcp- | P
Dat je konveksni ¢etvorougaq ABCD. Tacke M i N dele strani

i ani : a tri
BC na tri jednaka dela, a tacke R i (J stranicu ADAgé?}dtc;;um
jednaka dela. Dokazati da je povrSina Cetvorougla :

veca od povrdine Cetvorougla MNRQ.
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1I. GLAVA

2. POLIEDRI

2.1 PRIZMA I PIRAMIDA. RAVNI PRESECI PRIZME | PIRAMIDE

75' Teati T s de -
‘E(énitmlsfm kosi presek prave petostrane prizme ako su date tri
acke preseka sa boénim ivicama.

4 [?dltci.}e llfockd vice 1 m. Konstruisati presek kocke sa ravni koja
Sfi( rZi _dtjagona!_u osnove 1 srediste bilo koje ivice gornje osnove, a
zatim izraCunati povrsinu prescka. ’

75. Zbir kvadrata dijagonals i j
| vad jagonala paralelepipeda jednak i i radre
njegovih ivica. Dokazati. S e o

6 8?1?&&.'1\_1@. a1 b pravog paralelepipeda obrazuju ugao od 60°.
;‘,d‘ unati duagona.le paralelepipeda ako je bo¢na ivica geometrij-
ska sredina osnovnih ivica, ) :

77. Data je kocka ivice b. Izrac i janj ‘
7. 1zracunati odstojanje jednog teme ij
: _ _ men -
gonale koja ne prolazi kroz to teme. i : e

78‘ v - o = - . -
Nrac f{@km. Je rastojanju od vrha date piramide konstruisan paralelan
presel ako je visina piramide 15 ¢m, povrSina osnovice 18 dm?, ;
povrsina preseka 8 dm2? Y

Xy i T i 1 Ve 2

79. ig;gsmd czsnmg_puarpt_(.le Je 1,5 dm’, povrgina jednog njenog para-
‘ g preseka 3-1 tm* 1 rastojanje izmedu osnove i preseka je 14
cm. [zratunati visinu piramide.

80, E(:)d.r(')_d.ill povrsine paralelnih preseka piramide, koji dele visinu na
-ctirt jednaka dela ako je povriina osnove 144 em? \

81. }1)71.;22;@ tf,e’tv_orostrana piramida ima osnovnu ivicu g i visinu H.
();nos;c;;il\;ccluo:cockre ]-;0}3 J€ upisana u piramidu tako da donja
nROva 1CZ1 na osnovi piramide, a gornia osnova ie Z :
Sek pitamide. » & OTnja osnova je paralelan pre-

Y H DT, . AN Birapa;
82.*Pravilna osmostrana piramida osnovne ivice a presetena je para-

lelno osnovi jednom ravai koja deli visinu u razmeri m : 1 racuna.
Juci od vrha. Izracunati povisinu preseka. )
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2.2. POVRSINA 1 ZAPREMINA PRIZME

Obrasci

1. Prizma

P = 2B+M (P povrsina, B povr§ina osnove i M povr§ina omotaca).
V' = BH (V' zapremina i [{ visina prizme).

2. Kocka

P =6a% V=a’ D =aV3 (a ivica kocke, P poviSina, V/ zapremina i D
dijagonala kocke).

3. Paralelepiped

P=2(ab + ac +bc), V=abc, D=Va>+b>+c?, (a, b, ¢ ivice, P
povrsina, V' zapremina i D dijagonala paralelepipeda).

83. Odrediti povrSinu i zapreminu kocke u funkciji povisine dijagonal-
nog preseka.

84, Bazen oblika pravouglog paralelepipeda ima dimenzije 4 m, 4,5 m
i 2,5 m. Za koje ¢e se vreme napuniti ako se u njega svake sekunde
uliva 5 litara vode?

85. Pravilna Cetvorostrana prizma ima omota¢ 8 m* i dijagonalu 3 m.
IzraCunati njenu zapreminu.

86. Osnova prizme je romb, a njen omotac iznosi 360 dm®. Dijagonala
bocne strane je 20,5 dm, a rastojanje naspramnih strana jednako je
visini prizme. IzraCunati zapreminu prizme.

87. Osnova prave prizme je jednakokraki trougao osnovice 10dm, a
visina tog trougla jednaka je visini prizme. Ako je zapremina priz-
me 720 dm’, izraCunati povrSinu prizme.

88. Osnovna ivica pravilne Scstostrane prizme iznosi 3 m, a dijagonala
boc¢ne strane 6 m. Izralunati zapreminu prizme.

89. Dijagonale strana pravouglog paralelopipeda su d,, d, i d,. Izracu-
nati zapreminu paralelopipeda.

90. PovrSina prave trostrane prizme jednaka je 1440 cm? a njena visi-
na 16 cm. IzraCunati osnovne ivice prizme, ako se one odnose kao
110 8

91. Osnovne ivice pravog paralelepipeda su 10 cm i 17 cm, veca dijago-
nala osnove iznosi 21 c¢m, a veca dijagonala paralelepipeda je 29 cm.
Izra¢unati povrSinu paralelepipeda.

92. PovrSina pravilne jednakoivine prizme je P. Izratunati ivicu ako
je osnova prizme pravilan Sestougao.
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93. Ivice pravouglog paralelepipeda q, b, ¢, koje polaze iz jcdnakng te-
mena, odnose se kao m:in:p, a dijagonala osnove (g, h) je d.
[zraCunati povrsinu i zapreminu paralelepipeda.

94.*Osnova pravog paralelepipeda je romb, a povrtine dijagonalnih
preseka su P i 0. Izracunati povrsinu omotada.

45, Osnova pravog paralelepipeda je romb, &ja je povisina 1m? a
povrSine dijagonalnih preseka su3 m? i 6 m2. [zracunati zapremi-
nu paralelepipeda.

6. Osnova kose prizme je jednakostranitan trougao stranice a, jedna
botna strana je normalna na ravan osnove i ima oblik romba sa
manjom dijagonalom c. Izratunati Zapreminu prizme,

97. Osnova prave prizme je jednakokraki trapez ABCD sa stranicama
BC=AD =13cm,CD = 11 em i AB = 21 cm, a povrSina dijago-
nalnog prescka iznosi 180 em” Izradunati povrSinu prizme i
povrsinu prescka ABC D,

98. Kosa trostrana prizma ima osnove ivice 5 m, 6mi9%mibofnu ivi-
cu 10 m, koja zaklapa sa ravni osnove ugao od 45° Izracunati za-
preminu prizme.

99. Osnova pravog paralclepipeda je romboid sa stranicama ¢ = 3 cm
16 =8cmiuglom izmedu njih y = 30°. Odrediti povrinu i zapre-
minu paralelepipeda ako Je povsina njegovog omotata M = 220 cm?.

100.#Osnova kosog paralelepipeda je romb ABCD sa stranicom a i
ostrim uglom 60°, Ivica AA, takode je jednaka 4 i sa ivicama AB i
BD gradi uglove od 45°, Odrediti zapreminu paralelepipeda,

101. Osnova prave prizme je romb Cije su dijagonale ¢, = 18 cm, d,= 24 cm,
dok je dijagonala bo¢ne strane prizme d = 39 cm, Izracunati povrsinu
prizme.

102. Ivice paralelepipeda sua, b i c. Iviccaib Su uzajamno normalne, a
vica ¢ obrazuje sa svakom od njih ugao od 60°. Odrediti zapremi-
nu paralelepipeda,

103.*Osnova pravog paralelepipeda je romb povrsine Q. Povrsine dija-
gonalnih preseka jednake su S, 155, [zracunati zapreminu parale-
lepipeda.

104.*Osnova prave prizme je trapez. Izracunati zapreminu prizme u fun-
kciji povisina Py i Ps paralelnih bocnih strana i njihovog rastojanjad.
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105. PovrSina osnove prave trostrane prizme jednaka je 4 cm? povrdine
bocnih strana su 9 em?, 10 cm?i 17 cm?. Izradunati zapreminu prizme.

106. Zapremina prave pravilne osmostrane prizme jednaka je  m3, a
njena visina je (\/2 +1)m. IzraCunati povriinu omotaéa.
187, Osnova prave trostrane prizme je trougao ABC, Eije su strani-

cea =3484cm, b = 38,03 cm i ugao y = 58°22'. Botna ivica priz-
me jednaka je visini 4, trougla ABC. Izradunati zapreminu prizme.

108.*Dijagonale pravog paralelepipeda su 9 ¢cm i v33 ¢cm. Obim nje_govq
osnove jednak je 18 cm. Bodna ivica je 4 cm. Odrediti povrSinu i
zapreminu paralelepipeda,

109.*Osnova pravog paralelepipeda je paralelogram sa stranicama a i b
i o8trim uglom a. Ako je manja dijagonala paralelepipeda jednaka
vecoj dijagonali osnove, izracunati zapreminu paralelepipeda.

110.*Neka je m duZina dijagonale pravilne ¢etvorostrane prizme koja -
sa bofnom stranom prizme zaklapa ugao a. Izraunati povriinu
omotada te prizme.

HLL Splav je nacinjen od 16 greda ¢iji je presek u obliku pravougaoni-
ka, od kojih svaka ima duZinu 3,6 m, &irinu 0,20 m i debljinu 0,25 m.
Koliki je najveci teret koji ovaj splav moZe da nosi a da se ne potopi?
(Specilicna teZina drveta je 0,84.).

112, Osnova prizme je jednakokraki trougao osnovice 30 cm | polu-
pre¢nika upisane kruznice 10 cm. Izradunati zapreminu prizme
ako Je njena visina jednaka visini trougla koja odgovara osnovici.

113. Osnova prizme je trougao poluprecnika upisane kruZnice r = 4 cm.
" Jedna stranica trougla dodirnom ta¢kom podeljena je na odsecke
duZine 6 cm i 8 em. Izracunati zapreminu prizme ako je njena visi-

na jednaka srednjoj po velicini stranici trougla!

L14.  Prava trostrang prizma, ¢ija je osnova jednakostraniéni trougao stranica
@, presecana jc sa ravni neparalelno osnovama. Bocne ivice tako
dobijene presecene prizme imaju merne brojeve m, n, p. Qdrediti
povIsinu njenog omotaca.

LIS, PovrSina veceg dijagonalnog preseka pravilne estostrane prizme
iznosi 24 cm? i obim 22 em. Izratunati povrSinu i zapreminu date
sestostrane prizme.

116. Osnova prizme je pravougli trougao sa povrsinom 9 v3 cm’ i jed-
nim uglom od 30°. Povr§ina najvece boéne strane jednaka je 8 cm?,
[zratunati zapreminu prizme.
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117. Osnova prizme je paralclogram &ije su stranice g = 13 cm, b = 14 ¢m
4 dijagonala d = 15 cm. Izracunati Zapreminu te prizme ako njena
pOvrSina iznosi 876 cm?,

L18. Osnova prizme je trapez Cije su osnovice 24 cm i 10 em, a kradi 13 cm
115 em. IzraCunati povrsinu i zapreminu prizme ako je njena visi-
na jednaka visini trapeza.

2.3. POVRSINA | ZAPREMINA PIRAMIDE [ ZARURLIJENE PIRAMIDE

Obrasci
1. Piramida

P =B + M (P poviiina piramide, B povr§ina osnove i M boé‘nal

povrsina piramide).
F o=z %BH (V zapremina i H visina piramide).

2. Zarubljena piramida
P=B+B,+M (P povisina, B, i B, povrsine osnova i M boc¢na
povrsina zarubljene piramide).

g g (B, + VBB, + B,) (V zapremina i H visina zarubljene piramide).

119. Date su osnovna ivica @ = 10 ¢ i visina H = 12 em pravilne &et-
vorostrane piramide, Odrediti njenu povriinu i zapreminu.

120. Izracunati zapreminu pravilne Cetvorostrane piramide ¢ija je visina
H =15 mi povrina dijagonalnog preseka P = 120 m2.

121. Osnova prave piramide je pravougaonik, sa stranicama 12 cm i 9 cm.
Odrediti zapreminu piramide, ako Je njena bocna ivica 12,5 cm.

122. Izratunati povrinu osnove i visinu trostrane piramide &je su
bolne ivice jednake ¢ i normalne su jedna na drugy.

123. Naci zapreminu prave Cetvorostrane piramide Cija je osnova pra-
vougaonik, date dijagonale d, datog ugla @ izmedu dijagonala i da-
tog ugla 3, koji bo¢na ivica zaKlapa sa osnovom piramide.

124, Od kocke ivice a odsedeno je osam rogljeva, tako da je od svake

strane kocke nastao pravilan Osmougao. Izratunati zapreminu
preostalog dela kocke.

125, Osnova piramide je trougao cije su stranice 13 cm, 14cm i 15 ¢m.
Bodna ivica naspram srednje po veli¢ini osnovne ivice normalna je
Na ravan osnove i jednaka je 16 cm. Izracunati povrSinu i zapremi-
nu piramide.

1€

126. Izralunati zapreminu pravilnog tetraedra u funkeciji ivice q.
127. Izraziti zapreminu pravilnog oktaedra u funkciji ivice a.

128. Trostrana piramida ima visinu 6 ¢m, a njeno podnoZje le#i u centru
kruga opisanog oko osnove. Ako j¢ obim osnove piramide 120 cm
i ako se osnove ivice odnose kao 5 - 12 : 13, izradunati zapreminu i
povrsinu piramide,

129. Povriina dijagonalnog preseka pravilne ¢etvorostrane piramide jz-

nosi 12 dm? a obim osnove 8 dm. Izracunati povrsinu piramide.

130. Osnova piramide je romb stranice 15 cm; bocne strane nagnute su
prema osnovi pod uglom od 45° povisina omotaa je 4 dm2
Izratunati zapreminu piramide,

131. Izradunati povr§inu pravilne Sestostrane piramide ako je apotema
piramide 4 i apotema osnove 7.

132. Centri strana pravilnog oktaedra su temena kocke. Odrediti raz-

meru zapremina oba tela.

133. Izraziti visinu pravilnog tetraedra u funkciji zapremine V.

134. Svake dve botnc strane trostrane piramide medusobno su normal-

ne i njihove povriine iznose 3 cm?, 4 cm? i 6 cm?. Izradunati zapre-
minu piramide.

135. Piramida je podeljena na dva dela paralelnim presekom koji sadrzi
srediSte visine. Odrediti razmeru Zapremina oba dela.

136. Izratunati zapreminu pravilne etvorostrane zarubljene piramide
ako su osnovne ivice 7mi5 m i dijagonala 9 m.

137. Izracunati zapreminu pravilne cetvorostrane zarubljene piramide

ako su povrsine osnova 50 cm? i § cm? 1 povrsina dijagonalnog pre-
seka 28 cm?

138

[zracunati zapreminu pravilne Sestostrane zarubljene piramide ako
Suosnovne ivice 2m i1 m i botna ivica 2 m.

139. Osnovne ivice pravilne trostrane zarubljene piramide su2 mi 6 m.
Bocna strana nagnuta je prema vecoj osnovi pod uglom od 60°.
Izracunati zapteminu te piramide,

140. Strane pravouglog roglja (tj. roglja Cije su strane uzajamno nor-
malne) prosecene su dvema paralelnim ravnima, tako da su preseci
jednakostrani¢ni trouglovi sa stranicama ¢ j b (@ > b). Izratunati
povrSinu omotada zarubljene piramide.
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141. Nagib botne strane pravilne trostrane zarubljene piramide prema
ravni osnove iznosi 60°. Ivica te osnove je a i povrSina piramide P.
[zraCunati osnovnu ivicu druge osnove. .

142.*Odrediti zapreminu pravilne dvanaestostrane zarubljene piramide
ako su dati poluprecnici kruZnica opisanih oko osnovaR i r ako su
bocne ivice nagnute pod uglom od 60° prema ravni osnove.

143. Osnova piramide je jednakokraki trapez sa paralelnim stranicama
3cmiSem i krakom 7em. Visina piramide prolazi kroz presek di-
jagonala osnove. Veca botna ivica iznosi 10 cm. Izratunati zapre-
minu piramide.

144. Visina pravilne Cetvorostrane zarubljene piramide iznosi 3 cm, za-
premina 38 cm”’ a povriine osnova odnose se kao 4 : 9. Izratunati
povrSinu omotaca zarubljene piramide.

145.*Odrediti 0dnos zapremina pravilnog tetraedra i oktaedra ako su
njihove povrSine jednake.

146.*Odrediti zapreminu pravilne &etvorostrane zarubljene piramide
ako je veca osnovna ivica a, manja osnovna ivica b, a oftar ugao
bocne strane 60°.

147.*Osnova piramide je pravougaonik &ija je povisina S i ugao izmedu
dijagonala 60°. Odrediti zapreminu piramide ako su bo&ne ivice
nagonute prema ravni osnove pod uglom 45°.

148. Osnova piramide je paralelogram &ije su strane 10 cm i 18 cm, a
povrina 90 cm* Visina piramide prolazi kroz presek dijagonale
osnove i jednaka je 6 cm. Izratunati povr§inu omotada.

149.*Dve bocne strane trostrane piramide uzajamno su normalne. Nji-
hove povrSine jednake su P i Q a zajednicka ivica normalna je na
ravan osnove i jednaka je a. Izra¢unati zapreminu piramide.

150. Bocne ivice piramide imaju duZinu b. Osnova je pravougli trougao,
Cije se katete odnose m : n. Izratunati zapreminu piramide ako je
duZina hipotenuze c.

Pl

151.*SrediSta strana tetraedra su temena novog tetracdra. Odrediti od-
nos njihovih povrSina i odnos njihovih zapremina.

152. Dijagonala kvadrata, koji je osnova pravilne &etvorostrane piramide,
jednaka je botnoj ivici i iznosi a. [zracunati povrsinu i zapreminu
piramide.

153. Osnovne ivice pravilne ¢etvorostrane zarubljene piramide su a ib

(a > b). Bo¢ne ivice nagnute su prema ravni osnove pod uglom ¢ =

45°. Odrediti njenu zapreminu.
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154. Botne ivice pravilne trostrane zarubljene piramide nagnute su pre-
ma ravni osnove pod uglom od 60%. Osnove ivice su 2 i b (a > b).
Odrediti zapreminu zarubljene piramide. ' ;

- I35, Visina zarubljene trostrane piramide je 10 m. Osnovne ivice jedne

osnove jednake su 27 m, 29 m i 52 m, a obim druge osnove jednak
je 72 m. Odrediti zapreminu zarubljene piramide.

I56. Osnove ivice pravilne osmostrane zarubljene piramide jednake su
‘Sm i 4m, a visina zarubljene piramide jednaka je 3m. Zarubljena
piramida dopunjena je do pune piramide. Odrediti zapreminu cele
piramide.

157. Osnovna ivica pravilne Sestostrane piramide jednaka je a. IzraCunati
zapreminu piramide ako je poznato da je poviSina omotada deset
puta veca od povrSine osnove.

158. Osnova trostrane piramide je pravougli trougao, &iji je ugao
a = 42°5". Sve bolne ivice / = 7 cm nagnute su prema osnovi pod
uglom g = 46°9". Odrediti zapreminu piramide. '

159. Visina pravilne ¢etvorostrane piramide je H = 12 cm, a ugao zah-
vacen visinom i apotemom 8 = 25°24’40". Odrediti zapreminu pi-
ramide.

160. Neka je povrSina osnove pravilne trostrane piramide B = 12 cm?i
bocna ivica obrazuje sa visinom ugao 8 = 6°55'24". Odrediti za-
preminu piramide.

161. Osnovna ivica pravilne petostrane piramide je a. Botna strana na-
gnuta je prema ravni osnove pod uglom c. Odrediti zapreminu pi-
ramide. . .

162. Osnovna ivica pravilne trostrane piramide jednaka je a, a bo¢na
strana nagnuta je prema ravni osnove pod uglom .. Odrediti za-
preminu i povrSinu piramide.

163.*Osnova piramide je tangentni poligon sa n stranica opisan oko
kruga polupre¢nika . Obim poligona je 2p, a bo¢ne strane pirami-
de nagnute su prema ravni osnove pod uglom ¢. Odrediti zapremi-
nu piramide. ‘

164.*Bocne ivice pravilne trostrane zarubljene piramide nagnute su pre-
ma ravni osnove pod uglom a. Osnovne ivice piramide su aib (a > b).
Odrediti zapreminu piramide.

165.*Osnova piramide je pravougaonik. Dve bo¢ne strane normalne su
na ravan osnove, a druge dve obrazuju sa njom uglove « i 8. Visina
piramide jednaka je H. Izratunati zapreminu piramide.
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166.*Piramida, ¢ija je osnova pravougaonik sa stranicama a i b, jednakih
bocnih ivica /, presetena je jednom ravni, paralelno osnovi, na dva
dela jednakih zapremina. Odrediti rastojanje vrha piramide od
ravni preseka,

167.*Na kom rastojanju od vrha treba preseCi piramidu paralelno osno-
vi da bi se njena zapremina podelila u razmeni m : n?

168.*Zapreminu jednakoivitne petostrane piramide izradunati u funkei-
jlivice a.
169.*1zracunati povrSinu omotada pravilne desetostrane piramide ako je

poluprecnik kruga opisanog oko osnove jednak R, a visina pirami-
de veca od poluprednika za polovinu osnovne ivice.

170.%U pravilnu trostranu piramidu upisana je pravilna trostrana prizma
Cija je gornja osnova paralelni presck piramide a donja osnova pripa-
da osnovi piramide. Osnovna ivica piramide je 12 cm i visina 15 cm.
PoviSina omotada prizme je 120 cm Odrediti odnos zapremina
prizme i piramide.

171U pravilnu piramidu upisana je pravilna prizma, tako da donja
osnova prizme pripada osnovi piramide, a temena gornje osnove
prizme poklapaju se sa teZistima bo&nih strana piramide. Odrediti
0dnos zapremina prizme i piramide ako je piramida: a) trostrana;
b} Cetvorostrana.

172.*?ravi[na prizma i pravilna Setvorostrana zarubljena piramida imaju
Jednake visine. Osnova prizme jednaka je srednjem  paralel-
nom preseku zarubljene piramide. Odrediti razliku zapremina oba

tela ako su osnovne ivice zarubljene piramide 20 cm i 18 cm, a vi-
sina 6 m.

173. Osnova piramide je pravougaonik obima 14 dm i dijagonale 5 dm.

Visina piramide jednaka je dijagonali pravougaonika. Izraunati
njenu zapreminu, ;

174. Osnova piramide je trougao stranice \/Scm, V10 cm i VI3 cm.
IzraCunati zapreminu piramide ako je njena visina 12 cm.

175. Bocna ivica pravilne trostrane piramide je 10 cm i ona sa osnovom
obrazuje ugao od 30°. Izradunati osnovnu ivicu, a zatim povrSinu i
Zapreminu piramide.

176. Data je prava pravilna &etvorostrana piramida osnovne ivice a=5y7 c¢m

i botne ivice s = 13 cm. [zradunati ivicu kocke koja je upisana u tu

piramidu tako da se njena Cetiri gornja temena nalaze na boénim
ivicama piramide. '
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177.*Osnova &etvorostrane piramide je romb &ji je ostar ugao a a kraca
dijagonala d. Izradunati povrSinu piramide ako sve bo&ne strane te
piramide zaklapaju isti ugao f sa osnovom.

178.*Osnova trostrane piramide je trougao stranica 25 cm, 29 cm i 36 cm.
Izratunati zapreminu piramide ako je njena visina jednaka naj-
manjoj visini trougla osnove.

179. Visina piramide iznosi 16 cm a povrsina njene osnove 512 cm? Na
rastojanju 11 cm od osnove piramida je presetena sa ravnj paralelno
njenoj osnovi. Izratunati zapreminu piramide, zapreminu dela pira-
mide iznad ravni preseka i zapreminu zarubljene piramide,
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IT1. GLAVA

3. KRUG

3.1. DUZINA KRUGA 1 KRUZNOG LUKA. POVRSJNA KRUGA, KRUZNOG
ISECKA I KRUZNOG ODSECKA

Obrasci:
1. DuZina kruga

(1) € =27R (R poluprednik kruga).
2. Duzina kruinog luka

@) i= %—% (e centralni ugao meren u stepenima i R poluprecnik od-

govarajuceg kruga),

(3) /= Ra (a centralni ugao u radijanima).
3. Povrsina kruga

(4) P= xR~
4. Povrsina kruinoy isecka

e F3 D

(3) = ~_.—)i (« centralni ugao u stepenima),

(6) P = zR% {a centralni ugao u radijanima).

3. Povrsine krufnog odsedka

4 I - . . - .
i %ﬁ( sin e (@ centralni ugao u stepenima )

188, Odrediti odnos ohima upisanog i opisanog kruga oko jednakostra-
riCnog trougla.

181, Odrediti obim kruga ako je: 7a 7 em ved od obima pravilnog v nje-
mu uptsanog Sestougla,

182, Precnik tocka tramvaja jednak je 78 em. Koliko obrtaja €ini 1odak
prelazedt put 0d 1 km?

183, Odrediti polupredaik kruga koji je pretvoren u kruZni luk polu-
prednika 4 em, sa centralnim aglom od 120°

a7

184. Krug polupretnika r = 2 cm pretvoren je u kruzni luk polupreéni-
ka R = 5 cm. Odrediti centralni ugao kruZnog luka.

185. Odrediti polupre¢nik kruZnog luka / sa centralnim u glom:
a)135°,b) 10° 40",

186. Kvadrat i krug imaju jednake obime. Odrediti odnos njihovih
povrdina,

187. Iz starih grekih rukopisa se vidi da su povrinu kruga izracunavali
kao povrSinu kvadrata &ja je stranica 0,875 od pre¢nika kruga. Ko-
ja je pribliZna vrednost za z kori$éena u tom slucaju?

188. U trapezu ji su kraci 15 cm i 13 cm i veéa osnovica 21 em upisan
je krug. Izratunati njegovu povrsinu. -

189, Visina hipotenuze pravouglog trougla deli hipotenuzu na odsedtke
duZine 16 cm i 9 em. Odrediti povrsSinu upisanog kruga u trou glu

190. Stranice trougla su a = 26 em, b = 30cm ic = 28 cm. Odrediti
povrsinu kruga koji dodiruje stranice ¢ i b a njegovo sredifte lezi
na stranici ¢,

191. Krug je opisan oko jednakokrakog trapeza, sa krakom 10 cm i
osnovicama 14 cm i 2 cm. Izradunati povrSinu kruga.

192.*Nad vecom katetom pravouglog trougla, kao pretnikom, opisan je
polukrug. Odrediti duzinu tog polukruga ako je manja katera 30 cm,
a duZina tetive koja spaja teme Pravog ugla sa tatkom preseka hi-
potenuze sa pelukrugom iznosi 24 cm.

193.%Oko pravilnog poligona stranice g cm Opisan je i u njemu upisan
krug. Dokazati da je povisina kruznog prstena adredenog tim kru-
govima jednaka povrSini Kruga ¢iji je pre¢nik a cm.

1¥4. Oko kruga poluprefnika 2 cm opisan je jednakokraki trapez
pavisine 20 cm? Odrediti stranice trapeza.

95, Tzratunati potupreénik kruga koji ima- jednaku poviSinu sa
KruZnim prstenom &ji krugovi imaju polupre¢nike 21 cm i 29 cm.

196, Odrediti poluprecnike kruZnog prstena povrsine 50,24 e’ § Sirine
1,6 cm.

197. Daia su dva koncentri¢na kruga. Tetiva veceg kruga duzine 6 cm, -
dodiruje manji krup.. Izracunati povrsinu kruznog prstena.

198, Odrediti centralni ugao i povrsinu kruZnoeg isetka polupretnika 4 m i
luka 5 m.

199, Tetiva odseca fuk od 90° § kruZni odsedak povesine 27 -~ 4 ¢
fzradunati duFinu tetiva,



200. Izraunati centralni ugao i luk kruZnog isecka povrsine 75 m® ako
je odnos polupre¢nika i luka 2 : 3.

201. Polupreénik kruga je 2 m. Izratunati duZinu kru'inog luka kome
odgovara centralni ugao od 32° 15’ sa tatnoscéu od 1 cm.

202. Date su kruZnice K(O, r) itacka 4 tako da je O4 = 2r. Izratunati
duZinu kruZnog luka koji se vidi iz tatke A.

203.*Dati su krug K, poluprecnikar, = 2 cm i krug X, Ciji je poluprednik
jednak stranici Jednakostrani¢nog trougla upisanog u krug K, tako
da centar kruga K, leZi na krugu K. Izratunati duinu krive koja
obrazuje Junelu, a koju ¢ine huci krugova K, i K,.

204.*Dat je jednakostranian trougao stranice 3 cm i krug sa sredistem
u srediStu trougla, koji deli stranicu trougla na tri jednaka od-
secka. Odrediti povriinu figure koja predstavlja zajednicki deo
trougla i kruga ograni&en kruZnicom.

205.*Centralna razdaljina krugova K i K, je 2 cm. Oni se seku pod pra-
vim uglom, a polupreénik kruga K, iznosi 1 cm. Odrediti povriinu
figure koja istovremeno pripada i jednom i drugom krugu.

206.*Ako se nad katetama pravouglog trougla upisanog u polukrugu
OpiSu polukrugovi dobice se dve krivolinijske figure u obliku polu-
meseca (Hipokratove lunele). Dokazati da je zbir povrdina tih fi-
gura jednak povrini datog trougla.

207.*Ako se pre¢nik nad kojim je opisan polukrug podeli ma sa kojom
tackom na dva dela, pa se nad tim delovima opifu polukrugovi, on-
da je povrSina izmedu tih polukrugova jednaka povr3ini onog kru-
ga Ciji je preénik duZina normale povucene u deonoj talki na

precnik datog polukruga do preseka s tim polukrugom (Arhime-
dov srp). Dokazati.

208.*Krugovi K(O,1) i K, (Oy, 37) se dodiruju spolja u tadki 4 i imaju za-
jedni¢ku spoljnu tangentu BC (B i C dodirne tacke),
Izratunati:
a) povrsinu trapeza OBCO,;
b) povSinu trougla 4ABC:;
¢) povrsinu ogranicenu zajednitkom tangentom i krugovima.
209*. Ako se pre¢nik AB ma kog kruga podeli tatkama C'i D na tri jed-
naka dela, tako da je AC = CD = DB, pa se nad AC 1A4D, s jedne

Strane, a nad BD i BC, s druge strane precnika opiSu polukrugovi,
onda je povriina kruga podeljena na tri jednaka dela. Dokazati.
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210.*Dat je krug K(O,r). Tatke 4, B, Ci D pripadaju krugu i raspo-
redene su u datom poretku tako da je odnos lukova 4B : BC = 2 - 1,
ugao A0C = 90° i tetiva BC || AD. Dokazati da je povrdina dela
kruga izmedu te dve tetive jednaka trecini povrsine kruga.

211.*DuZ a podeljena je na n jednakih delova, nad svakim kao tetivom
konstruisani su naizmenitno sa jedne, a zatim sa druge strane,
kruZni luci od 60°. Odrediti duZinu dobijene talasaste linije. Da li
se duZina linije menja ako n neograniteno raste?

212.*SrediSta tri kruga pripadaju pravoj i svaki krug prolazi kroz sre-
diSte susednog. Odrediti duZinu / konture dobijene figure,

213.*U jednakostraniénom trouglu stranice a = 6 cm upisan je krug K,.

Jedno teme trougla je centar kruga K, polupretnika % Izradunati

(na dve decimale) povrSinu luka izmedu K| i K,

#.io)



IV. GLAVA

222. U jednakostranicnom kruZznom valjku upisana je i oko njega opi-
sana pravilna Sestostrana prizma. Ako je polupre¢nik osnove val-
jkar, odrediti razliku povrSina omotaca obe prizme.

223. Poluprecnik osnove pravog kruZnog valjka je r a visina H. Ako se
poluprecnik r smanji za izvesnu veli¢inu x, a zatim se visina H po-
veca za istu veliinu x 1 ako ta dva valjka imaju jednake zapremine,

4. OBRTNA TELA drediti
odrediti x.

R —

4.1, VALJAK 224. Ako se pravi kruzni valjak presefe jednom ravni paralelno njego-
- ‘ voj osi: a) izraCunati povrdinu preseka u funkciji polupre¢nika 7,

‘ P e ‘ . - : r 3 i 1
Obrasci visine H i rastojanje d od ose valjka; b) d = —> izraunati
1. Povriina omotada pravog valjka

M = 2RxH (M povréina om Otaca, R poluprecnik i H visina valjka).
2. Povriina pravog aljka |

P = 2Ra(R + H) (P povisina, R polupreénik i H visina valjka).
3. Zapremina pravog valika

povr§inu preseka i zapremine oba dela,

4 -
225, lzraCunali zapreminu kosog valjka iji je osni presek romb stranice
aiodtroguglaa = 60°.

226. Odrediti povrSinu pravog kruznog valjka Cija se visina odnosi pre-
. - ma precniku njegove osnove kao m . n, ako je njegova zapremina V,
V= R*a H (V zapremina, R poluprednik osnove i i vising valik ’
s A polsiprecnk SRnOVE LR vistns valjka). 227. lzraCunati povrSinu Supljeg valjka &ja je visina H = 25 c, polu-
o Inie r—_— » - i s .
5 . . o — ] ) ' precnik spoljnjeg omotata R = 15 ¢m, a unutradnjeg r = 6 cm.
214, E'__klf’-””f’m valjku visine 3 dm upisan je pravougli paralelepiped, _ ) e B ot 5 m. tefka i sradunati s e
Cijd je dijagonala 34 cm. Trradunati poluprecnik osnove valika 228. Bakarna 7ica, duga 25 m, tefka je 0,1 N. Izracunati precnik Zice ako
215, Koliko je kvadratni il ' ayRa. je specifitna teZina bakra 8,9 gfem’.
5, H;}){;ﬂ.gﬁjb! ;_.nirgti:h :}1?rtarlzzonacletlno‘;; lima potrebno za izradu ci- 229. Data je povidina P = 150976 m’ pravog kruznog valjka i povrsina
fndricnog dimnjaka visine 18 m i preénika 65 cm. : b BN Qe == K% P 5 VKA S POVESIE
M = 94,2478 m’ njegovog omotata. Izracunati visinu valjka.
fjcgove osnove odseea luk kome odgovara centralni ugao od 120° 20
[uZina ose je 10 em, a RICNo rastojanje od ravni preseka jea = 2 cm.

- Y i Pl 7 S - = v 2 :
216. Ravan paralelna osi pravog kruznog valjka sede ga tako da od kruga

Kvadrat strane a rotira oko ose koja je od centra kvadrata udaljena

8.
~%

bR
.-‘{:\

1w
it

lzracunati povedinu proseka.

Cd _kn-m@rma stranice ¢ nadinjen je omotad kruznog valjka. Izradunati
zapremimi vaiika u funkeiji od a. : h

Odrediti odnos izmedu visine pravog kruZnog valjka i polupredni-
ka njegove osnove ako se njikov zbir uzme za prednik kr'uaf:; ¢ifa je
povrsina jednaka povrding valjka. B
o T . )

<4 koliko se mora povedati visina pravog kenZnog valjka tako da
povising omotada novoy valjka bude jednaka ;)<w1'§irﬁ datog \fﬁi;‘k:—;?- l

Oieny iedns IVicne trasira e mrs ivice b i i v i
JKO JL.(_'TLJ}(DI\TL,!_,L Hostrane prizme ivice b opisan je kru#ni valjak.
Odrediti zapreming valika, '

it

[ krudnom v

L R {_\"illikl‘i apisana je trostrana prizma, o u prizmi je upi-
g vadjak. Qdrediti razmera zapremina tin valjaka.

el TRy ‘ . . .
wpp> hzn-). Odrediti povrSinu i zapreminu obrinog tela ako je

osa paralelna stranici kvadrata i leZi u njegovoj ravni.

231.*Data su dva kruZna valjka. Polupreenik x osnove prvog valjka jed-

nak je visini drugog, a poiuprednik y osnove drugog valjka jednak
je visint prvog. Za koliko se razlikuju povidine ako je zbir tih
povrSina 200 x, a zbir zapremina 240 7?

232.*Precnik osnove pravog kruinog valjka je 2r = 12 am, Ako je dija-

233,

gonala osnog preseka valjka d = 13 ¢, izralunati povidinu i za-
preminu pravilie rostrane prizme upisane u valjak.

Povriina kruZnog valjka je 180 cm?, a razlika visine i poleprecni-
ka osnove fe 3 em. Tzradunati zapreminu valjka.

1. Ako se razvije omotad jednog pravog kruineg valjka, dobija se

pravougaonik Cija je dijagonala dufine 4 eagnuta prema osnovici
tog pravougaonika pod uglom . Odrediti zapreminu tog valjka.

e
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235. lzracunati zapreminu kruznog valjka upisanog u pravoj trostranoj
prizmi ¢ije su osnovne ivice g = 9 cm, b = 10cm, ¢ = 17 ¢cm, a visi-
na H = 30 cm.

236.**Ravan prolazi kroz centar donje osnove kruZnog valjka i nagnuta je
prema ravni osnove pod uglom . Ta ravan sede £Ornju osnovu po te-
tivi b, kojoj odgovara centralni ugao f. Izradunati zapreminu valjka.

237.#*Kroz tatku kruZne linije bilo koje osnove valjka postavljena je ra-
van koja sa ravni osnove zaklapa ugao od 60° i omotad valjka deli
na dva jednaka dela. Povrsina valjka je 277(1 + 2v3), Izracunati za-
preminu.

238. Stranice trougla su 25 cm, 24 cm i 7 cm. Izradunati razliku zapre-
mina valjka Cije su osnove opisan i upisan Krug u dati trougao. Vi-
sine valjaka jednake su srednjoj po velicini visini trougla.

239.*Povriina pravilnog Sestougla je 54 v3 cm? Odrediti odnos zapre-
mina valjaka Cije su donje osnove opisan i upisan krug u dati
Sestougao. Visina valjaka su jednake duZoj dijagonali Sestougla.

240.*Oko osnove valjka opisan je jednakokraki trapez povrSine 50 cm?,
sa oStrim uglom 30°. Izratunati povrsinu i zapreminu valjka ako je
njegova visina jednaka kraku trapeza.,

241. Osnova prizme je jednakokraki trapez osnovica 8 cm i 2 ¢in. U tra-
pez je upisan valjak. Izradunati razmeru zapremina valjka i prizme
ako je visina tela krak trapeza,

242.*Osnova prizme je romb visine 24 cm i dijagonale 30 cm. U prizmu
je upisan valjak. Izradunati razmeru povrSina valjka i prizme i razme-
runjihovih zapremina ako je visina tela manja dijagonala romba. )

4.2. KUPA I ZARUBLJENA KUPA

Obrasci
L.Povr3ina omotada prave kupe
M = Rxs (M omotag, R polupretnik osnove i 5 izvodnica kupe).
2. Povrsina prave kupe '
P = Rn(R + 5) (P povriina, R poluprecnik osnove i s izvodnica kupe).
3. Zapremina prave kupe

V= R—?,fg- (V zapremina, R poluprednik osnove i H visina kupe).

4. Povrdina omotada prave zarubljene kupe
M=nsR+r) (Rir polupretnici osnova, M omota& i s izvodnica kupe).
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5. Povriina prave zarubljene kupe

P=mR+r+s(R +r)) (P povrsina, R ir poluprednici osnova i s iz-
vodnica).

6. Zapremina prave zarubljene kupe

V= % (R*+ Rr + r?) (V zapremina, H visina i R i r polupreénici
osnova zarubljene kupe).

243. Visina kupe je 12 cm, a povrsina osnog preseka 42 cm. Odrediti
polupreénik osnove i izvodnicu kupe.

244. Prava kupa je opisana oko prave pravilne Cetvorostrane piramide.
Visina piramide je 7 cm a zapremina 70 cm’®, Izracunati izvodnicu
kupe.

245. lzraCunati povrSinu i zapreminu kupe ako je njena izvodnica za 1 cm
duZa od visine, a pre¢nik osnove 1 dm.,

246. Paralelni presek valjka je osnova kupe sa vrhom u centra gornje
osnove valjka. Odrediti u kom odnosu paralelni presek deli visinu
valjka ako omota¢ kupe deli zapreminu valjka na dva jednaka dela.

247. Obim osnove prave kupe je p, a osni presek je pravougli trougao.
[zradunati povr$inu i zapreminu kupe.

248. U prvoj kupi upisana je i oko nje opisana pravilna Setvorostrana
piramida. Ako je r poluprecnik osnove kupe i H visina, izracunati
~ povrSinu obe piramide.

249. Odrediti zapreminu prave kupe ako njen omota¢ razvijen u ravni
Cini kruZni isecak sa centralnim uglom od 120° i polupreénikom s.

250. Ako je najveci ugao izmedu dve izvodnice prave kupe 120°, onda je
povrsina njenog omotada jednaka povrsini omotada pravog valjka
koji sa kupom ima istu osnovu i visinu. Dokazati.

251. Stranice trougla su a = 10 cm, b =17cmic = 21 cm. Izradunati
zapreminu tela koje nastaje kad dati trougao rotira redom oko
svake stranice.

252.*Ako trougao ije su stranice a, b i c rotira oko svake strane, onda
su dobijene zapremine obrnuto proporcionalne stranicama trou-
gla. Dokazati.

253. Izvodnica prave kupe jednaka je s i sa ravni osnove nj u 2o od
30° IzraCunati zapreminu kupe.
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A

254. Osni presek kose kupe j pravougli trougao koji na osnovici ima
ugao: a)a = 60% b) a = 30%c) a = 72°.

Ako je polupre¢nik osnove r, izradunati zapreminu kupe.

255. Iz prave kupe izdubljen je pravi valjak, Cija je visina jednaka polo-
vini visine kupe i ¢ija se osa poklapa sa osom kupe. Polupre¢nik
osnove kupe je R = 3 cm, osnove valjka r = 1 cm, a izvodnica kupe
§ =5 cm. Izradunati zapreminu i povrsinu izdubljenog tela.

256. U pravoj kupi upisana je kocka. Izratunati zapreminu kocke ako je
poluprecnik osnove kupe r = 10 cm i visina H = 12 cm,

257. Povssina prave kupe je P = 96 x em? i izvodnica s = 10 e Odre-
diti zapreminu kupe.

258.*Projekcije kateta pravouglog trougla na hipotepuzi su 32 cm i 28 cm.
Odrediti povrSinu i zapreminu tela koje nastaje rotacijom trougla
Oko prave koja sadri teme pravog ugla i paralelna je hipotenuzi.

289X AkosuV, , ¥, i V. zapremine tela koje se dobijaju rotacijom pra-
vouglog trougla oko kateta a i b i hipotenuze ¢, dokazati da iz-
medu zapremina V,, V, i V. postoji relacija

1’ 11 e _1_
b ¥ g

¢

260. Pravougli trapez osnovica a = 10cm i b = 2 cm i povrsine 90 cm?
rotira oko vece osnove. Izradunati povisinu i zapreminu nastalog tela.

261. Pravougli trapez osnovica 9dm i 2 dm i duZeg kraka 25 dm rotira
oko manje osnovice. Izratunati povrsinu i zapreminu nastalog tela.

262.*Odrediti zapreminu prave kupe ako njen omotad razvijen u ravni
Cini kruZni isecak ¢ija je povr§ina M i centralni ugao 270°.
263.*Povrsina omotada kupe je dva puta veca od povrsine njegove osno-

ve. Izratunati centralni ugao kruZnog ise¢ka omotaca kupe u razvi-
jenom obliku. -

264.*[zraCunati povrsinu i zapreminu tela koje nastaje rotacijom pra-
vouglog trougla Cije su katete Scm i 6 %cm, oko ose, koja sadri
teme pravouglog trougla i paralelna je hipotenuzi.

265. Odrediti zapreminu kupe, ako tetiva a kruga osnove odvaja kru7ni
luk e, i visina kupe zaklapa sa izvodnicom ugao 3.

266. Povrsina trougla 4BC jednaka je P, stranica AC = b u X CAB = a.

Odrediti zapreminu tela dobijenog rotacijom trougla ABC oko
stranice 4B,
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267. Kroz dve izvodnice konusa koje obrazuju ugao a postavljena je ra-
van koja sa osnovom konusa gradi ugao . Povrsina preseka je Q.
[zraCunati visinu konusa.

268.*U jednakostrani¢nom trouglu stranice a konstruisana Jje kroz
teZiSte prava [, paralelna osnovici. Odrediti razmeru veliCina
povrsina na koje je trougao podeljen. Svaka od tih povrSina poseb-
no rotira oko prave /. Dokazati da tela koja nastaju tom rotacijom
imaju jednake povrSine i jednake zapremine.

269.*Visina pravog kruznog konusa je h. Dve uzajamno normalne iz-
vodnice dele krug osnove na dva luka, od kojih je jedan dva puta
“vedi od drugog. Izracunati zapreminu kupe.

270.*Odrediti povrsinu omotata prave zarubljene kupe ako njena iz-
vodnica gradi ugao od 30° sa ravni osnove a povrSina osnog prese-
ka iznosi Q.

271. Zapremina kofe je 10,5 litara. Pre¢nici osnova dna i otvora su 16 cmi
28 cm. Odrediti dubinu kofe.

272, Polupre¢nici osnova i izvodnica prave zarubljenc kupe odnose se
kao 1:2:5. U kom odnosu stoje povr§ina-omotada i povriina za-
rubljene kupe?

273. Poluprecnici osnova prave zarubljenc kupe i njena izvodnica od-
nose se kao 1: 4 : 5, a visina zarubljene kupe je 8 cm. Izradunati
povrSinu omotada.

274. Izvodnica prave zarubljence kupe je s = 5 cm, a poluprecnici osno-
vasuR =35cmir = 1cm. Izratunati polupretnik osnove pravog
valjka koji sa njom ima jednaku visinu i jednaku povrSinu omotada,

275 *Isecak kruznog prstena sa centralnim uglom od 288° ¢ini omota¢
prave zarubljene kupe. IzraCunati zapreminu te kupe ‘ako polu-
precnici koncentri¢nih kruZnica koji obrazuju prsten iznose R i r.

276.*Jednakostrani¢na kupa sa polupretnikom osnove r presecena je
jednom ravni paralelno osnovi, tako da se povrSina omotaca dopu-
ne prema poviSini omotada zarubljene kupe odnosi kao 1 : 3,
Odrediti odnos povrine omotata zarubljene kupe prema zbiru
povrsina njenih osnova. ;

277. U pravoj zarubljenoj kupi visine H i polupre¢nika osnova R i r upi-
sana je pravilna Cetvorostrana zarubljena piramida. Odrediti za-
preminu te piramide.

278. U pravoj zarubljenoj kupi upisana je i oko nje opisana pravilna
Sestostrana zarubljena piramida. Odrediti zapremine obe piramide
ako je visina kupe H i polupre&nici osnova R i .
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279. Pravougli trapez osnovicaa = 10cm i b = 2 cm rotira oko manjeg
kraka. Izracunati povrdinu i zapreminu nastalog tela ako je visina
trapeza 15 cm.

280. Pravougli trapez osnovicaa = 9cm i b = 4 cm j sa duZim krakom
13 em rotira oko ose paralelne visini, koja je u ravni trapeza i ne
scCe ga. Rastojanje ose je 1cm od temena pravog ugla trapeza.
[zracunati povrsinu i zapreminu nastalog tela.

281, Data je povrSina zarubljene kupe P = 216 & dm? razlika polu-
precnika osnova je 5 dm i izvodnica 13 dm. Odrediti zapreminu za-
rubljene kupe.

282.*Nad krugom polupreénika R = 5 ¢cm postavljeni su, na istoj strani,
uspravni valjak i uspravna kupa. Ta dva tela imaju jednake
povrsine i jednake zapremine. Izracunati zapreminu onog dela ku-
pe koji pripada valjku.

283.#Ako se u osnom preseku zarubljene kupe moze upisati kruZnica,
onda je:

a) H = 2VRr; b) M = a5, c)V:%P-H,
gdesuRir polupreénici osnova, H visina, s izvodnica, M omotac,
P povrina i V zapremina zarubljene kupe. Dokazati,

284.*Poluprecnik jedne osnovne zarubljene kupe dva puta je veéi od po-
lupre¢nika druge osnove, bo¢na povrsina jednaka je zbiru povriina
0snova a povrSina osnog preseka iznosi 36 m2, Izracunati zapremi-
nu zarubljene kupe.

285 *Romb Cije su dijagonale 3 dm i 4 dm rotira oko visine koja prolazi
kroz srediSte romba. Izracunati zapreminu dobijenog tela.

286.*Stranice pravougaonika su 20 cm i 15 e, Izratunati povrsinu tela
koje nastaje pri rotaciji pravougaonika oko jedne svoje dijagonale.

287. Jednakokraki trapez ¢ije su osnovice 20 cm i 8 cm i krak 10 cm ro-
tira oko ose koja leZi u njegovoj ravni a ne sece ga. Osa je paralel-
na vecoj osnovici trapeza i na rastojanju je 25cm od nje.
[zraCunati povrsinu zapreminu nastalog tela.

288.*Trapez jedanput rotira oko vece, a drugi put oko manje paralelne
stranice. Zapremine tih obrtnih tela odnose se kao 3 : 4. Odredit
razmeru paralelnih stranica trapeza.

289.*Polupretnici osnova zarubljene kupe su R i r. Izvodnica jé nagnuta
préma ravni osnove pod ulgom ¢. Izradunati povriinu omotata i
zapremine kupe.
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290.*U zarubljenoj kupi povrina jedne osnove je Cetiri puta veéa od
povriine druge osnove. Ako je izvodnica, &ja je duZina s, nagnuta
prema ovoj osnovi pod uglom a, izratunati zapreminu kupe.

291.*Date su paralelne stranice jednakokrakog trapeza a = 25 c¢m |
¢ =7cm i poznato je da dijagonale toga trapeza stoje normalno
a neparalelnim stranicama, Izracunati povrsinu i zapreminu tela
koje nastaje kad taj trapez rotira oko jedne neparalelne stranice.

292.*Visina kupe ¢ija je zapremina podeljena je na tri jednaka dela.
Kroz deone tacke postavijene su ravni paralelne sa ravni osnove.
Odrediti zapreminu srednjeg dela kupe,

293.*Duzina sred nje linije jednakokrakog trapeza je m, njegove dijago-
nale su normalne, a jedan ugao trapeza iznosi 60°, Odrediti zapre-
minu tela dobijenog rotacijom trapeza oko ose koja lezi u njegovoj
ravni, prolazi kroz jedno teme na vecoj osnovici i normalna je na
dijagonalu koja polazi iz istog temena.

294. Izralunati povrSinu i zapreminu zarubljene kupe ako su povriine
njenih osnova 25 7z em?i 4 cm? g povriina omotaéa 35 7 cm?

295. Jednakostrani¢ni trougao stranice a rotira oko prave koja sadrzi
jedno NjCgovo teme i paralelna je naspramnoj stranici trougla.
[zraCunati povrsinu i zapreminu dobijenog obrtnog tela,

296. Jednakostranicni trougao ABC stranice a rotira oko prave koja
sadrZi teme A i paralelna je visini kroz teme B. Izracunati povrsinu
1 Zapreminu dobijenog rotacionog tela.

297.*R_gmh ABCD, stranice a rotira najpre oko stranice AB, a zatim oko
dijagonale AC. Neka su Vi 1V, zapremine tako nastalih tela.
[zraCunati ostar ugao romba ako jeV,:V,=9:v3. Izratunati, dalje,
zapreminu tela koje nastaje rotacijom romba oko ose k¢ ja sadrzi
leme A4 oStrog ugla i normalna jena4B.

298, Izratunati povrsinu kupe &ja je izvodnica hagnuta pod uglom o
PTema ravni osnove, a povriina 0snog preseka kupe je S.

299. Polupreénici osnova j izvodnica Zarubljene kupe stoje u odnosu

3:11:17. Izratunati povisinu zarubljene kupe ako je njena 7apremi-
na 815 cm3,

(OS]
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4.3. POVRSINA LOPTE, SFERNE KALOTE I POJASA. ZAPREMINA
LOPTE, LOPTINOG ISECKA 1 ODSECKA

Obrasci

. Povriina kalote

P = 2 7 Rh (P povrSina kalote, R poluprecnik sfere i h visina kalote).

. Povrsina zone

P = 2z Rh (P povrsina zone, R poluprecnik sfere i A visina zone).

. Povrsina lopte

P = 47tR* (P povriina i R poluprednik lopte).

. Zapremina lopte

V= %R?‘Jr (V zapremina i R poluprecunik lopte).

. Zapremina loptinog isedka

V= % Rh (V' zapremina isecka, R poluprecnik lopte i h visina kalote).

. Zapreming ioptinog odsedka

ye=2 ,:*l' (3R — h) (V zapremina loptinog odsecka, R polupretnik lopte

1h visina odsedka).

. Zapremina sloja lopte

= %(3;-; + 315 + h%) (V zapremina sloja lopte ry ir, poluprecnici kru-

gova koji fine sloj L A visina sloja).

300. Povrdina lople jednaka je povr§ini omotada valjka opisanog oko
lopte. Dokazati.

251, Visina zone je 7 cm, a poluprednici osnova iznos¢ 16 ¢m 1 33 cm.
Izracunati povrsina zone.

302, Na kom rastojanju od centra lopte poluprednika R treba postaviti

svetln tacku da bi ona osvetlila 7 njene povriine?

2

- ¥ e T " 7 LA . X 5 -

303, KruZni odsetak sa lukom od =5~ i povisinom  obrce se oko svoje
vising. lzraCunati povrSinu obrinog tela.

364, U praviinoj trostranoj prizmi sa osnovnom ivicom a upisana je
lopta. Odrediti povrSinu i zapreminu oba tela i razmeru povrsina.

365, Visina pravilne Cetvorostrane prizme je 2 cm i osnovna ivica 4 cm.

drediti poluprecnik lopte opisane oko prizme.
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306. U lopti povriine wm® upisan je valjak, ¢iji osni presek ima
poviSinu 48 dm*. Odrediti povrSinu i zapreminu valjka,

307. U pravilnom tetraedru ivice a upisana je i 0ko njega opisana lopta.
Odrediti polupreénike obe lopte. )

308. U polulopti je upisan prav KruZni konus &iji je polupre¢nik osnove
}Iednai{ visini. Koji deo je zapremina konusa od zapremine polu-
opte? .

309 U pravilnu jednakoivitnu &etvorostranu piramidu ivice a treba
upisati loptu. [zrafunati poluprecnik i zapreminu lopte.

3],0.*(§sn0vna ivica pravilne Cetvorostrane piramide je a, a bo¢na ivica
Vi Odrediti zapreminu piramide i polupregnik lopte koja je oko

nje opisana.

31'1_.*Vising pravilne trostrane zarubljene piramide iznosi 17 cm, a polu-
prednici ki_‘ugov_a opisanih oko osnova su 5 cm i 12 cm. Izratunati
poluprecnik opisane lopte.

312. U lopti poluprecnika r upisana je kupa, Cija je visina jednaka polu-
precniku osnove. IzraCunati povrdinu i zapreminu kupe.

313. U kvadratu su upisani krug i jednakostrani¢ni trougao, tako da se

osnovica trougla poklapa sa jednom stranicom kvadrata. Ako sve tri
ot - : :

povrs rotiraju oko ose koja sadrZi centar kruga i normalna je na

osnovice kvadrata i trougla, nastaju kupa, valjak i lopta. Odrediti:

a) U kom odnosu stoje povrine omotada kupe, valjka i povrsina
lopte? !

b) Kako se odnosc povrsine ta tri tela?

¢) Kako se odnose njihove zapremine?

314.%Oko lopte je Opisana prava zarubljena kupa Ciji su polupre¢nici
osnova R ir. Dokazati da je polupreénik lopte geometrijska sredi-
na polupre¢nika osnova kupe.

315.*Zapremina odsecka lopte poluprecnika r tri puta je veé&i-od zapre-

mine najvece lopte koja je u njemu upisana. Izraunati zapreminu
odsecka.

316. U lopti je upisana kupa poluprecnika osnove r i visine A, [zratuna-

1 povisinu i zapreminu loptinog odsecka Cije su osnova i visina
jednake osnovi i visini kupe, i
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317. U lopti poluprecnika R konstruisan je valjak, &ija osa sadrZi sre-
. . R e
diste lopte, a polupretnik osnove je 5- Odrediti zapreminu
sloZenog tela odredenog valjkom i loptinim odsedcima.

318, U steri poluprecnika R upisan je pravilan tetraedar. Odrediti za-
preminu tetraedra.

319. U kupi su upisanc dve lopte koje se dodiruju spolja. Jedna od njih
ima polupre¢nik R i zapreminu osam puta ‘manju od zapremine
druge. [zracunati povriinu omotada i zapreminu kupe.

320.*U lopti je upisana kupa. Centar lopte deli visinu kupe tako da je

— > - - . . = i - 5 WL, w
vei odseak geometrijska sredina visine i manjeg odsetka. Odre
diti odnos zapremina lopte i kupe.

321.*Omotac zarubljene kupe jednak je povriini krtfga Ciji je polu-
precnik izvodnica kupe. Dokazati da se u zarubljenoj kupi moZe
upisati lopta.

322.#0ko sfere poluprecnika R opisana je zarubljcna kupa. PovrSina
jednog bazisa dva puta je manja od povrSine drugog bazisa. Odre-
diti zapreminu zarubljene kupe.

323. Na osnovi polulopte &iji je polupretnik r = 10 cm stoji kupa visine
30 cm. Odrediti povrsinu zone koja se nalazi izvan kupe.

324. U lopti polupretnika R = 8 dm upisana je kupa &ja je visina jed-

naka preCniku osnove. Odrediti povrinu i zapreminu kupe.

325. Odrediti zapreminu zajednickog dela dve jednake sfere, ako se
centar jedne od njih nalazi na povrSini druge.

326. Sa iste strane centra lopte postavljene su dve paral@nc ravni koje
presecaju loptu. Rastojanje ravni je 9cm, a povrsine krugova u
presecima su 400 7 cm*i 49 & cm®. Odrediti poviSinu i zapreminu
lopte, kao i poviSinu zone i zapreminu sloja.

327.*Odrediti povrSinu prave kruZne kupe koja je opisana oko lopte
precnika 2r i &ija je visina dva puta veca od preénika iopte.

328. Izratunati deo povrdine lopte koji se vidi iz tatke A4, ako je polu-
precnik lopte R = 4 cm i odstojanje tacke 4 od centra lopte d = 8 cm.

329. Izralunati povrdinu pojasa lopte poluprednika R = 65 cm ako su
poluprecnici granitnih krugova pojasar, = 33 cmir, = 25 cm.

330.*U konusu je upisana lopta. Izratunati zapreminu lopte ako je iz-
vodnica konusa s nagnuta prema ravni osnove pod uglom .
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33L.*U lopti je upisana kupa Cija je zapremina jednaka% zapremine lopte.
Odrediti zapreminu lopte ako je visina kupe H.

332.*Nad visinom H kupe, kao nad precnikom, opisana je Jopta. Odre-
diti zapreminu dela lopte koji leZi izvan kupe ako je ugao izmedu
visine 1 izvodnice kupe c.

333.#Odrediti ugao koji zahvataju visina i izvodnica kupe ako je omotaé
kupe podeljen na dva jednaka dela presekom sa sfernom povrii
koja ima centar u vrhu konusa i poluprecnik jednak visini kupe.

334.%U krugu polupretnika R upisan je kvadrat i jednakostrani¢an trou-
£20, tako da mu je osnovica paralelna stranici kvadrata. Rotacijom
ove slike oko njene ose simetrije postaju valjak, kupa i lopta. Do-
kazati da je:

a) povrSina valjka geometrijska sredina povrsine lopte i kupe;
b) zapremina valjka geometrijska sredina zapremina lopte i kupe.

335.*Data je lopta poluprecnika R, Odrediti poluprecnik r(r<R) lopte
koncentri¢ne sa datom loptom, ¢ija je zapremina geometrijska sre-
dina zapremina date lopte i onog dela date lopte koji se nalazi van
lopte poluprednika r.

336.*Sfera poluprednika R podeljena je jednom ravni na dva dela, tako
da je odnos povrsina odsecaka jednak 1 : 3. U kom odnosu stoje
zapremine dobijenih delova? Odrediti povrsinu i zapreminu opisa-
nog konusa koji dodiruje sferu Po krugu nastalom presekom date
ravui i sfere,

337.*Oko date lopte Opisana je prava zarubljena kupa. Dokazati da je
povisina lopte manja od omotaca kupe.

338. Ravan osnove prave kruzne kupe dodiruje sferu, a vrh joj se nalazi

u centru te sfere. Odrediti ugao izmedu visine i izvodnice kupe ako
je povrsina sfere jednaka povrsini kupe.

339. Svaka od &etiri kugle koje leZe na ravnom stolu (i dodiruju sto) do-

diruju ostale tri kugle. Tri kugle imaju polupre¢nik R. Odreditj
poluprecnik Cetvrte kugle.

340.*Stranice trougla ABC su g, b, c. Naci polupreénike sfera koje dodi-

Tuju ravan trougla 4BC u tatkama A4, B, C i koje se dodiruju
medusobno,

341. Izracunati poluprecnik lopte upisane u pravilnu detvorostranu pira-

midu ¢ija je osnovna ivica a i na nagibni ugao bocne strane prema
osnovi a.
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342. Sfera je preseéena sa dve paralelne ravni ¢yje je medusobno rastoja-

343,

344,

nje 3 em. Ravni se nalaze sa iste strane centra sfere. Te ravni se-
ku sferu po krugovima polupreénika 9 em i 12 cm. Izradunati
povriinu sfere.

Radijusi triju sfera se odnose kao 1 : 4 ; &, a zbir zapremina odgo-

23{%8 % Odrediti zapreminu lopte Cija sfera ima

varajucih lopti je
povrsinu jednaku zbiru povrSina datih ‘sfera.

[zraunati poluprecnik sfere i zapreminu lopte ako s¢ sfera moze
Opisati oko paralelopipeda cije se ivice odnose kao 2 ¢ 3 - 6, a mer-
ni broj povisine paralelopipeda jednak je mernom broju njegove
zapremine.

- Dijametar sfere 2R podeijen je na tri jednaka dela dvema paralel-

nim ravnima. Odrediti povrsine kalota i zone koje su nastale pre-
sckom sfere paralelnim ravnima.

346.*Oko sfere polupre¢nika R = 1,5 cm opisana je prava kupa ¢ija je

povrsina osnove jednaka povrsini sfere. Odrediti odnos zapremina
lopte i kupe.
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V. GLAVA

3. DETERMINANTE SA PRIMENOM

5.1. DETERMINANTE DRUGOG I TRECEG REDA -

. e |la b ¥ ’ :
Primenom denmcqu a d{ = ad — be, izratunati vrednost ;
determinante (347 - 350):

: - 3 6. la-b =2

7. a) | 2 8[, I ] ahb,.

1 loga | a+ bi - T =
38.3) liogs 1 ' L1 I bz’{’ @ =1,
349, |COSa tisina 1 @ =-1).
1 cos @ — fsin o
Iga 1

350, -1 ctgat'
Primenom definicije

a, by ¢ df b b ’ b

a, b, ¢ =ag172 £y o e ¢ +a 1 G

& b; ci Vby 2lby ey 51by ¢,

Izratunati vrednost determinante (351-354):

1.2 3 i 2 3
351 2)| 2 4 —g : B 1=2 4 6
wl 2 4 2 6
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1].

1 1 3 1 2 1
352.3)| 2 ~2 —6; W] 2 4 -7
-1 4 6 -1 2 4
a -—a a 1 U T#¢
353. a) |a g ~al; by 0O 1 i
a -a a Joaeg ) 1
2 cos? % sina 1
l+cose 1+sinae 1 B ‘
354.a) |1 —sinae 1+cosa 1i; b) 2costly  singf
1 1 1 o
1 0 1
Resiti jednacine (355-359):
¥ 4 9 i 3 X
355.8)jx 2 3| =0 by j1- =1 =1|=0.
I 1 1 £ 1 5
x—2 1 -] 4 g x+3
Ide.a)] -1 x+2 1] =0; b)|x+2 6 3
-1 X =] 1 2x b
=2 8 a3 4 =2 x%3
357.2)| 1 6 3 | =0 by [x+2 1 3
-1 : % i ] :
1 1 r 1
x|l 71 7Ll o
1 5 1t 8
a 1-1 1
o1l 4 1 Moo
I 1 1 a
Koriste¢i osobine determinenata dokazati da je (360-368):
28 E iz Ty z
360.% X A T i =2 +y +z)%
% ¥ X4y + 2z
8—p—¢ 2a 24
361. 2b beg=—g 26 | =(a+b+c)
2c 2c g =gl
~2a a+b a+c :
2xib+a =26 b+c|=4(0b+c)(c+a)(a+bd).
' ct+a c+b -2
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5.2. SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA

Ispitati saglasnost sistema linearnih jednaéina (363-367):

363 +y=0Ax+y==-1A%k-2=7.
364, x~-y=3AX+y=5A2c+ 3y =11
365 x+Y+R=6 A~y +z=0A

366

367

Nx—2y+dz=5Ax~-y+3z=3
X+ty=3Ad+ay=4Ax+2=35
(@ realan parametar).

Xty+tz=1A2x=y+z=04

AXx=2p+z=—2Ax~y+az=1(aparametar).

Primenom Gausovog algoritma resiti sistem linearnih jednacina (368-376):

368.

X+l -S2=6A2+y+2=5A~3+3y—4z=8.

369, X+t +32=32A2+y+32=31A3x+2 +2z=28.
370. %+;+§-:4A%+§+§=4 A%+%——-%O~z4
ML%+%—;:%AS-%+§=%%A%—%—g:—%
372. x+y=20Ax=2A2+1=12 A2y -3t =0,
3B x—y—z~t==2Ax—y+z—1=0A
AN2+y—-2—t=0Ax+y—z—t=10.
34, x+y+z+r=1 A2 -y +3z2+5t=4 A
N=x+2y—2+t=—6Ax+y~2~(=~1.
35 x+ 2y~ +U=2A
AN2x+5 —8+6t=5A3x+4dy— 52+ 2 =4.
oo Sx+y+dz ~13r=3A —x+3y+22+5r=2A

A+ Y+l = 1,

Koristedi Kramerove formule resiti sistern linearnih jednacina (377-384):
T x+2Y+3=1A2+dp—-62==2 A “Edy+ae sl

B x+y+z=9Ax+2+2 =16 Ax+3y+4z=21.

379, 3x-~5y+2zz—-5/\6x+2y+32=253/\4x-3y-z=8.

380. ~X -+ Mz =8 A2+ Y+ Tr=9 A A -2 -3z =24
41



Odrediti realan parametar a tako da homogeni sistem ima i netrivijalna
reSenja (400-407): .
t 400, x+y+z=0ANax+4d+z=0A6c+ (a+2)y +2z=0.

BlLx+y+z=2 AX—y=3Ax+zs4
382. ‘3x+2y+z=3/\2y~z=2/\3z—2y=¢—4.

H F _
Ai’+5wx“2x2‘§ L 402 %+ G+ (@a+6)z=0A—-x+Ty+52=0A
21 > . | Aax+ 5y + 13z = 0.
384.MHMmMAm_.M=})+2A r 403'*x+y+az+r::0Ax—y“2“5=0/\
4- %S 2 i g ’ ' {' ‘ Nax+y+52+3t=0Ax+5y+11z+ 8 =0.
W=z 22— _ : | ¢
/\—-#—--w-—-——n——;:)
2 i

, _ 404.*2,x+y+z+x=0Ax+2y+-2+f+=2?’\0
: t=0Aax+y+z =4u
U zavisnosti od realnih parametara a, b i m diskutovati i regiti sistem (385-393): B & R t=0A
. _ 405*ax +y+z+t=0Ay+ay+z+t=
38s., 4x.+8y+(m+3)z—w—2f\ +1=0Ax+y+z+at=0.
/\(??1+2)x+6y+3z=1/\x+2my+n-zz=—1, AX+y+az A2+ +(@-1z=0
386. x + (m +2)y ~z =0 A RO = hnab PA R 2L - b 3
e = ! ; = +az =
A A28 4y —2=1Ax+y—(m+2Dzamss3, | AVTra by +bz=1Abytay+bz=2Abx+by
B x—y—mr=1Am+3+3=—1, R hosoain PUSSIC
Amx+y+mz=1—-m. .-
BB x+y—z=—1p — -y +mz=m A
Am—1x+y+4z=2 -
389.x+y+(1--m)zzm/\(l—m)twyw#z:-l/\
Ax+(m-—1y—-z=0.
390.ax+22*-:2A5x+2y:=l/\x—2y+bz:3.

391. ax+y+z=4/\.\:+by+z=3/\x+2by+z=4.
392. ——2x+y+z=l/\x~—2y+z=:—2/\x+y+az=4.
393, rz:c+y+z=1Ax+ay+z:al\x+y+az=a2.

Refiti homogeni sistem linearnin jednadina (394-399):

394, 2t -y + 3 =0Ax+2y-5}:=0/\3ac+y—2z=0.
395, 3x+2y—~zm0/\2x—y+3z=0/\x+3y~4z-:0
396.3x—-y+22=0/\2x+3y—5:»:=0/\x+y+z=0. i
397.x+y=—-z/\3x——y=z/\2x+3y+zx(}. -
8. x+y+z=0A22~6p—2 =01 |

/\x—3y—-2:0/\2x~4y—z=0.

399.x+y—-22=0/\x——2y+z=0/\ 2t +y+z=0.

!
l
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VL. GLAVA

6. VEKTORI

6.1. VEKTORI U RAVNI I PROSTORU

408. Dve stranice trougla ABC su BC
nyih tezisne linije A4, BN i pido

409. Ako je T tezist
.- ] ISte trougla 4ABC, tada je ﬁl + TB % TO= O. Doka-

kazati da je njihov zbir nula,

410. Dat je kvadrat ABCD, Ako je CE| |BD, Ee4D,
4) AC + BD = 4D + gt
b) AB + BC + &b = =AB + €E,

411. TdeCA B, C, D,
Dokazau da je

dokazati da je:

AB+ AC + 4D + 0% + AF = 14D,

412. Dat je trougao ABC, gde je AC =

== = - i
=q, B
je kvadratACDE 5 FEAL BT a, BC = p. Nad 4C konstrmsan

0de kvadrat BCFG. Ako je AD = ;5

i BG = 9 odrediti vekt
k4 ore EF DI
toraa P ;. (}, JoN FGlDG u funkciji datih vek-

413. Sredi$ta stranica AR P
: BCiCA trougla ABC
aMij i : suredom
aMije prmzvoljna tacka ravni trougla. Dokazati d?i Jcta(‘fke By

MA, + MB, + MC, = = MA + MB + Mc

414. Ako je tadka M tesiste

stora, tada je 303 = G4 + OB + OC. Dokazati.

415. Dati su vektori g 5
== (=l i h — e
( ; 3)i b= (2, —f)' Odrediti vektore:

]

a)c?-}-[;? b E T -
)a—=b;  ¢)3d + 2"

44

d) 22 — 45,

418. Tzratunati skalarni proizvod vektora aib ako je

=71 CA =F Izraziti pomocu

£ 1 F dele kruznicu na Sest jednakih delova 72

lfougla ABC, a tatka O ma koja tatka pro- -

416. Odredm projekciju vektora AB na s- osu, ako je ugao izmedu vek-

tora AB i jedinitnog vektora e s-osea = 60°iakoje \AB[ =8.

417. Odrediti skalarni prmzvod vektora 4 i 2a —~b ako je

jd1=2, [F1=3, %(@5)=60"

a=3m 27,
b =m + 4n, gde su /it i " uzajamno ortogonalni ortovi.

419. Izradunati intenzitet vektora a=73m— 4:?, akosumin ortogonal-
ni ortovi.

420. Akoje |AB| = 3,|AC| = 4, %(4B, AC) =% i ako je tatka M sre-

e - = -

diste duzi BC, izratunati AM pomocu vektora AB i AC , zatim
izra¢unati ]A‘i/!i.

: ; . >, — . _
421. Tzralunati intenzitet zbira vektora aib , ako je |a| = 5,{b] -

4@h) =%

422. Pomocu vektora izradunati duZinu teZisnih duZi jednakokrakog
pravouglog trougla, konstruisanih iz temena o$trih uglova.

31

423, [zracunati duZine dngnndld paralclouama ako su mu stranice vek-
tori a=2m+211ib=m-~ ?m , gde je \m| =22, 7,7 =3 i

4(??1, f’l) =
424 QOdrediti skalarni proizvod vektora a= (1, =3)1i b= (6,2). Sta se

moZe zakljuditi o njihovom uzajamnom poloZaju i uglu koji oni
grade?

e

425. Izratunati ugao koji zaklapaju vektoria =2i i b =1+ JV3.

[T

426. Za koju su vrednost parametra m vektori @ = 2i + 3j ib=mi—6§
ortogonalni? '

427. Dati su vektori:
a—(m—1)1+(3m+4)/ ib= (m+1)z+(3m+4p,
gde ;c m realan parametar. Odrediti:
- —»
a) V=24 — 3b;
'b) za koje je vrednosti parametra m vektor v nula vektor?
45




428. Dati suvektori 2= 47 127" = <7
s ’(-tham4z—«}2],b==5z.—;i?=3zﬂ+
POstoje dva realna parametra m in, takvadajead = mb + nc.

- -
i — . =1+ 4j. Odrediti re-
alne parametre p i ¢ tako da vayj Jednakost ¢'= pa + iy,

429, Dati su vektorj 4 = 4% j? b=~ 2% 3]'_?

430. V= (4,2) razlositi ima 2
= “OZIL PO vektorima a = (2, -1} i 5=
diti koeficijente razil)aganja. SRR s

431. Dat A=A,
t;e‘\iektm a =A.A, sa pocetkom A,(xy,y,) 1 krajem Ay(x5,,)
Odrediti Dekartove koordinate vektora ;- S
432. Nad vektorima = 57% 27 P »;
vektorima q = 57 4 Y ib=2- 4}T}konstruisan jet
Odrediti vektor visine /- j ji . e
Isme &, i ugao koji zaklapa ovaj vektor sa stranj-

e o S
Savektorimah = — [ Yo ¢= B?Hj jednake uglove.

434. Koji ugao zak ju jedini m
. .dk.I < > i 'CKT ] i
ST g : apaju jedinicni vektori 7 1 n ako su vektori
= m_+ 2n 1 b= 5m — 45 uzajamno ortogonalni?

435, Izracunati (mxnd? + (w2
nat (mxn)* + (m Xn)% ako su m fz-}jediniéni vektori

s>
436. Ako je p=23"+ i T=a~28 |2 =3 151 =4i x@H) ==
iztadunati == ' 4(a,b)==—6-,
racunati pxg.
437. Akoje |a] =6, |5] = 5 -
Akoje |a| = 6, [b] =5 4(a, b) = 30°, izratunati axh,
38. Akoje |a] =10, |B] =2
438, Akoje |a] = 10, |B] =2 jg-5 = 12, izratunati lffxf?]
439. Dati su vektori &= 2% mi® e 2 -
vx,ktog a=2+mj,b=3"+ 0/, gde je m realan broj.

Al (o]

440, Prime ekt i i
nom vektorskog proizvoda, izradunati povrsinu paralelogra
ma, ako su date dve stranice vektorima g = 27 ib = n
" i Aa=2m+3nib=pm — 4
8CC sum i n normalni ortovi,
441. Data su temena trougla u Dek
A(:I_, =4), B(2,3) i C(-5, 4).
a) Izracunati njegove unutrasnje uglove.

artovom koordinatnom sistemy
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5 deazati da

-

b) Primenom vektorskog proizvoda vektora izraCunati povrdinu
trougla.

442. Data su temena Cetvorougla A( —4, =2), B(-5,5), C(1,3) i
D —=5,0).
a) IzraCunati njegove unutrasnje uglove.
b) Primenom vektorskog proizvoda izratunati povr§inu etvorougla.

’ - . -
443. Odrediti koordinate vektora p kolinearnog vektoru g = (3, —4),
. ako vektor E’ obrazuje sa osom Ox tup ugao, a | fﬂ = 10.

444. Ako sujedinicni vektori koordinatnih osa Ox, Oy, Oz redom t_,)ﬁ K,
dokazati da je skalarni proizvod svaka dva od njih dat Kejlijevom

tablicom
rr R
e 0 0
fgL I 0
2100 1

445, Ako su jedini¢ni vektori koordinatnih osa Ox, Oy, Oz redom ff,’z
dokazati da je njihov vektorski proizvod dat tablicom

x|\ 7K
il I S i
Fal ™ A
ElL = 8

446, Dalta su tri uzastopna temena paralclograma
ABCD 1 A{ =3,~2,0), B(3, =3, 1)1 C(5,0,2)
- —3
Odrediti koordinate Cetvrtog temena i ugao izmedu vektora AC i BD.

447, Vektori AB = {3, =2,2) 1 BC = ( —1,0, — 2) pripadaju dvema su-
sednim stranicama paralelograma. Odrediti ugao izmedn dijagonala
ACiBD.

448. Pokazati da vektori @ = (7,6, ~6) i b= (6,2,9) mogu biti ivice
kocke i zatim odrediti vektor ¢ treée ivice kocke.

449. Dati su vektori: @ = (1,1, -1), b = (=2, -1,2), ¢ = (1, ~1,2).
RazloZiti ¢ po vektorima a,bi (ff xgj.
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450, Izracunat Ugao izmedu simetrala uglova XOyixoOgz,
451. Odredjtj kosinuse ugloya koj a
. 4 KOJe vy =5 E é jc s
koo;dmamjm Osuma“g e vektor g (1, -2, 2) Obrazuje sq
452. Odredit skalarni proizvod vektora:
el S T T T, ~3);
—r ~
b) a = (3, =, Dib= (4, ~7, =3
S - i Y 364
V=G~ pif= @33
453. Dati sy vektori
T B em o
=LY -k P o 4437

- — =T - — 3k, e R
(a + ijcl / = 3k Odredigi

454. Odrediti ugao izmedy vekiora @'=(~2,7 - 1y 7a (=6,3,6)

455. Dati su vektori 7w L -L2)ib'= (0,2, 1, Odrediti y

‘ i a0 izmedy
veklora g 4 b 1&9— f? ' L

456. Date sy koordinate lemena (

e o rongla ABC (4(~1. 3 3 (. =
€6, 2, ~1)).0drediti ugao 450> L3 814, -

457, Dat je rougao 4RC (4(2,4, 5), B{~3,2,2), C(-1,0, 3)).
Dokazati da je trougao 4pc Pravougl;, ,

proizvod

438, Odredjij { ski
0 i %vekmmkl vektora

editi R A R
{5:2!_‘/4“3}3? el

459, {itrougiu ABC iia{c $u koordinate temena 4(2, —5 3) 1 vektori
T{ZB = (.4, 1L.2) 8 :_(3, =2,3). Odrediti koordinare emenaBjicC
Lkoordinate vekiora C4, '

460, gdrediti Projekeiju vektora. 5w (2,3, ~1) na Pravac vektora
b = (-3 =1, 1), kao Projekeiju vektora b na p.r_"avz;ac vektora q,
461. Odrediyj Projekeije vekiora ;7 — (3,2, 5) na vekior b= (21, 2).
462, Odredit rojekdiju vektora 5w 37 o %
2 ) ;13’ : }) ,kgs%; i (if;(:]r; ;—‘; i: :1: %5)2;;1 vekior ¢, ako je:
463. Gdreditj vektorski proizyvoq vektora i = (G ~2,5)iv= 2, ~1,3).

464, Izraf‘_,‘migli_projekciju vektora g = (3, =12,4) na vektor b = cxd,
WO (1,0,-2) 1T 1,3, g ’

:

465. Datisuvektori: 4 = (1,2,1), b= (1, -1, 2} =@ 1 -D.
e S i R . — i o

[zratunati ax (b ><E§ 1 projekeiju vektora b na vektor ax t‘beS.

466. Izradunati povisinu paralclograma konstruisanog nad vektorima
d=(21.2)iF= (3,22

467. lzratunati povriinu paralelograma konstruisanog nad vektorima
a=(11,-1)i5=, ~1,2).

468. Izracunati povidinu trougla ako su date koordinate njegovih teme-
na: A2, -3,4); B(1,2, =11 ¢@3,~ 2. 1.

469. Ako su u prostoru Oz dati vektori )
a=xi+y 42 B= 0y 2k

e P s P TN T
€ =X+ yy + 25k, tada je meoviti proizvod

T S A % i
(axbyc == |x Yo 23], Dokazati.
fo Yy iy

i
470. Dokazati da su vektors )
&‘:("_ 1, 3, 2), 5’:::(-“--2‘ ol 3'4)’ ¢ :("_3! 12‘6) I

komplanarni { zatim odrediti njihovu linearnu zavisnost.

471. Tatke A(1,2, —1), B0, 1,5), C(-1,2,1) i D(2,1,3) pripadaju
jednoj istoj ravni. Dokazati,

472. Dati su vekiori:
- 5 5 -
a=(ln(p~2),~2,6), b=(p,~2,5), c= (0, -1, 3).
Odrediti realan broj p, tako da dati vektori budu komplanarni.

473. Izratunati zapreminu tetracdra Cija su temena data koordinatama:
A(2,3,1), B4, 1, ~2), C(6,3,7), D(~35, ~4, 8).

474. Izralunati zapre:uing paralelepipeda konstruisa nog nad vektorima
a=(01,1,5=(1,0,1)i = (1,1,0).

475*Tatke A(2, 0, 0), B(0, 3, 0), C(0, 0, 6)1D(2,3,8) su temena pirami-
de. IzraCunati zapreminu piramide i visinu koja odgovara osnovi 4BC.

476.4Odrediti v, ako je v'a'=1 A 7°B5= 2 A 75— 3 i ako su vektori
Ef: Ef E: dati koordinatama:
a=(2,-43), =0, «1,5);: € (L, ~2,4).
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477.*Dati su vektori
"-)_ o -
¢=(0,2p,p), b=(2,2,1), o= (~1,-2,~1)id=(p,0, 0.
Qdrediti realan broj p tako da je 725’ = 274 7
d - D)k ora-
di jednake uglove sa vektorima b = — i+ Bj_’i =5 —-]'_{)ng ’
479.*Datj su vektori |
- - — ;
1=0,2,p),5=(2,2,1)id= (~1,-2, -1),
4) Odrediti vektor c?:(x,y,z) tako da je
axf?:?.xz?ic?x.?:gxf?.

478.*Odrediti realan broj P tako da vektor @'= 2piy /%4 a

-

b) Dokazati da sy vektori g — dib - ¢ kolinearni.
¢) Dokazati da su vektorj axb, axci z?k(')mplanami

4) Odrediti realan broj p tako g je @=B)c= a-c+p

480.*Odriditi vektor d =(x, , 7) koji obrazuj
ma b =(y,2z, 3x), € =(=22,3x, —
vektor d = (1, —1,2) j ld|=
4 osom Oy-tup.

481.*Datj su vektori:

e Jednake uglove sa vektori-
Y, ako je vektor 4 normalan na

2+/3 i ako Je ugao koji gradi vektor a

a=(L1,-1), &= (-2, =1,2), ¢=(1,~1, 2).

) Rastaviti vektor ¢ PO pravcima vektora a, b, axb
; /

b) Odrediti ugao kojj ; -
)J1 obrazuje vektor ¢ sa i
- ravni
torima 4 g ni odredenom vek-.
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VII. GLAVA

7. ANALITICKA GEOMETRILJA U RAVNI

7.1. TACKA

L. Rastojanje izmedu dve tacke:

Neka su u odnosu na izabrani koordinatni sistem XOY date tacke
M(x,,y;) i M(x,,). Njihovo rastojanje odreduje se pomocéu formule

d=V(u—x)+ (1~ y)*

2. Deljenje duzi u datoj razmeri. .
Koordinate sredine duZi. Ako je tatka M(x,y) unutra$nja tacka duZi
MM, (M, (x,y,); My(x,y,)) i ako je data razmera

MM

— 1
4 ~ MM,

u kojoj tatka M deli du M,M,, onda se koordinate tatke M odreduju
obrascima .

_xntAn oy + Ay

PEREA YT

AKko je tacka M srediSte duZi MM, (A = 1), njene koordinate su
. T
B

3. Povr§ina trougla
Neka su M, (xy, y1), My(x,, y2), Ms(xs, ;) temena datog trougla M, M M,
odredena pomocu naznafenih koordinata u odnosu na izabrani pra-
vougli koordinatni sistem XOY, tada je povr§ina trougla data obrascem

x1, n, 1

x2, 2,1
X3, y3 1

P=% [xl (2=y3) + X2 (13=y1) + X3 (V1 —y2) = %

482. Odrediti rastojanje tatke M(3vZ, ¥7) od koordinatnog potetka.
483. Odrediti duZine stranica trougla &ja su temena A(1, 1); B4, 1) i
ca,s. _
484. Odrediti na x-osi tatku koja je podjednako udaljena od tacaka
M(7,-4)i N(1, =2).
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487.

488.

489.

490.

491.

492.

493,

494.

495,

496.
497,
498,

499,

500.

- Na y-osi odrediti onu tatku koja je podjednako udaljena od tacaka

A(2, ~4) 1 B(6, --2).

- Odrediti apscisu tacke A(x, 3), tako da njeno rastojanje od tacke

B(—4, 8) bude 13.

Odrediti polupre¢nik Opisane kruZnice oko trougla A 15T

B(3, -1), C(6, 8).

Data su temena trougla A( =3, =2), B(0, -8) i C(5,y). Odrediti y

tako da trougao bude pravougli sa pravim uglom u 4. '

Odrediti geometrijsko mesto centara kruZnica koje prolaze kroz

tacke A(1,2) i B(S, 3).

Ocirediti koordinate tatke M(x,y), koja je podjednako udaljena od

tacaka: 4(~-1, ~3), B(—4, 6), C(3, —1) i naéi to rastojanje.

Odrediti duZine teZi$nih linija trougla, &ja su temena: A1, 1),

B(5,3)iC(3, -3). '

Odrediti koordinate Eetvrtog temena D paralelograma ABCD, ako

su data ostala tri temena: A(1, 1), B(4,0)i C(5, 3).

Date su tatke 4(3, —1) i B(2, 1). Odrediti:

a) koordinate tatke M koja je simetri¢na sa tatkom 4 u odnosu
na tacku B kao centar simetrije;

b) koordinate tatke N simetri¢ne tacki B u odnosu na ta¢ku 4 kao
centar simetrije.

Do koje tatke treba produZiti du? d&je su krajnje tatke A(1, 4),

B(5, 1) da se ona udvostruci, ako se produZenje vrsi:

a) u smeru 4B, b) u smeru BA?

Data su dva susedna temena paralelograma A(~3, 5) 1B(1,7), kao

i prese¢na tacka dijagonala M(1, 1). Odredi koordinate druga dva
lemena.

Tacke A2, -1), B(-1,4) i C(~2, 2) su sredine stranica trougla.
Odrediti koordinate njegovih temena,

Odrediti koordinate teZista trougla ¢ija su temena

A(4,2);, B(7, -2), C(1, 6).

Odrediti koordinate teista trougla Cija su temena

A(3,4), B(-5,2)i C(-1, -6).

TeZiSte T trougla lei na apscisnoj osi, dva njegova temena su

A(2, -3) i B(—5, 1), a treée teme C le¥i na y-osi. Odrediti koordi-
nate taaka Ti C.

IzraCunati povrsinu trougla ABC
(A(—z’ '3)5 B(ga "2)3 C(-?" 8))

37,

506,

507.

508.

509.

- 510,

511.

512

. Odrediti povrSinu trougla ABC

(A(=3, =3), B(3, 5), C(=2, 5)) i visinu ..

. Talke A(—4, —2), B(2,4) i C(—3,y) su temena trougla. Odrediti y

tako da povrSina trougla bude 21.

. Data su temena A(2, 5—-2) 1 B(6, 0) jednakokrakog trougla ABC i

njegova povrsina P = 20. Odrediti koordinate vrha C.

. IzraCunati povrSinu Cetvorougla ABCD (A(-2, ~1), B(4, 0),

C(2, 3), D(0, 4)) i duZine dijagonala.

. Date su tacke A(—1, —-2) i B(2, — 5). Odrediti tacku C koja deli

duz AB u razmeri 1: 2, zatim D na x-osi, koja je podjednako udal-
jena od tataka 4 i B i povrdinu trougla ABD.

Temena trougla su A(2, —4), B(7,6) i C(12, 1). Tatka M deli strani-

cuAB urazmeri 2 : 3, a tacka N stranicu BC u razmeri 3 : 2. Odre-

diti: :

a) povisine trouglova ABC, MNB'i povrSinu trapeza ACMN; -

b) odnos povriina trouglova ACB i MNB.

Tacke A(8, 6), B(2, 4) i C(x,y) su temena trougla.

a) Odrediti relaciju koja postoji izmedu x i y da bi poviina trougla
bila 20.

b) Odrediti x i y, tako da povrSina trougla bude 20, a stranica
AC = BC. '

Data su temena trougla 4A(5, 1) i B(3, 4), a treée se teme nalazi na

y-osi. Odrediti ordinatu trefeg temena, tako da povisina trougla bude 11,5.

Koordinate temena trougla su A(7, 10), B(~1, —4) i C(-8§,4).
Odrediti srediSte stranice 4B, podeliti stranicu BC u razmeri 1 : 2
a stranicu CA u razmeri 2 : 3, povezati deone tatke i izracunati
povisinu dobijenog trougla.

Ako tacke A(tyy,), B(x,y,) i C(xyy,) pripadaju jedn-s istoj pravoj,
njihove koordinate zadovoljavaju relaciju

Xy — Xy = 42— I

=X yi—=y/

Dokazati.

Date su tri tatke M, (1,3), M, (3, y) i M, (—4,—2). Odrediti y tako
da date tr tacke leZe na istoj pravoj.

Prava odredena tatkama M(S, 5), N(1, 3) see x-osu. Odrediti ko-
ordinate presetne tacke nepoznavajudi jednadinu prave MN.
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1%

2%

3°,

4,

60

7%

8,

9°,

*

7.2. PRAVA
}cdnac‘fén'ft y= kx-l-n predstavlja eksplicitni oblik jednadine pra\«'ei
k = g a je koeficijent pravea prave; a je ugao koji prava gradi sa po-
Zivnim delom x- ose, a p Je odsetak koji prava odseca na ordinatnoj

0si. Odsctak koji prava odseca na apscisnoj osijem = — -E

Jednacina Ex? H % =1 (m=0, n=0) predstavija segmentni oblik jed-

nacine prave; m in su odsedci prave na koordinatnim osama.

;gzdnaﬂ‘ina Ax + By + C = 0, naziva se opsti oblik jednacine prave ili
ckartova jednacina prave, gde su4, B i C realni parametri.

Tanges ugla ¢, koji grade dve prave koje se seku, a ¢iji su koeficijenti

ki ik, odreduje se obrasc . =1
RS j ascem tg o I FER
jc(nefici;cnli pravaca k; i k, paralelnih pravih zadovoljavaju uslov
= k.
1 2

Dve prave su normalne ako njihovi koeficijenti pravaca zadovoljava-
juusiovk, = — E]"
qedr}aéina‘ pramena* pravih koje prolaze kroz datu tacku M(x,y)), a
IMaju proizvoljni koeficijent & ima obliky — y, = k(x — X))

b R 2 ‘
Jednadina y—y, = e )r 1(): = X;) predstavija pravu liniju koja sadri dve

date tacke M, (x, y)) i My(x, y,); k = ;"___—f{]l je njen koeficijent pravea,
chpaéma XCOSw +ysinw —p =0 predstavija normalni oblik jed-
nacine prave: p=0 je normalno Odstojanje prave od koordinatnog
pocetka, a w( 0=w<360°) je ugao koji ta normala gradi sa pozitivnim
SMErom x-ose. Opsti oblik jednacine prave Ax + By 4+ C = () napisan
4 mormalnom obliku glasi

s Fod S

Ako su A By +C =0 A% + By + C, =0

jednadine dveju pravrih koje se scku u tadki O, tada jednadina
A + By +Cp 4k (Axe + By + ) =0
predstavija jednadinu pramena sa centrom u 0,
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10° Odstojanje d tatke M (x;, }"1) od prave Ax + By + C=0 dato je formulom

i | 4x; + By, + C|
VA 1 B

11° Ako se prave Ayx + By + C = 0 i Ax + By +C = 0 scku, jednatine

simetrala uglova koje obrazuju te prave su
Ax + By + C, & A;.x-i-Bzy-}-CZ_HD

+VA ¥+ B +VA} + B}
gde znak + izmedu razlomaka odgovara simetrali koja prolazi kroz
ugao ( ili njegov unakrsni ugao) kome ne pripada koordinatni
pocetak, a znak — odgovara simetrali koja prolazi kroz ugao kome
pripada koordinatni podetak.

513. Odrediti jednacinu prave koja sa x-osom zaklapa ugao «, a na y-osi

odseca odselak n:
a)a = 135%n = 3;
a=45°n=~8§;

b)a =120°%n = - 3;
d)a =150%n = 2.

514. Odrediti ugao koji prava zaklapa sa pozitivni}n delom x-ose i od-

sefak na y-osi;
a)x —y+3=0;
OXx+3y—-5=0.

b)2tV3 — 2 = 1 = 0;

515. U jednatini 2x — (5p ~ 2)y ~ 3 = 0, odrediti parametar p tako da

grafik prave sa x-osom gradi ugao a = 45°,

516. U jednaCini 3y — 5¢ + dp — 3 = 0 odrediti parametar p tako da
prava: _ -
a) sadrZi koordinatni pocetak;
b) da odseca na y-osi odsedak 3.

S17. Odrediti segmente koje prava 3x — 4y — 12 = () odseca na koordi-
natnim osama, zatim konstruisati njen grafik.

S18. Napisati jednadinu prave koja sadr¥i tatku M (6, —4) i na apscisnoj
0si odseca odsefak 3. -

519. Prava sadrzi tatku. M(~5, 4) i sa koordinatnim osama gradi trou-
£a0 povriine P = 5. Odrediti njenu jednacinu.

320. Odrediti jednacinu prave koja sadr#i tadka M(3, ~-7) i na koordi-
natnim osama odseca jednake odsecke,



521,

in
ba
.41

526.

(¥ 13
b
-3

531.

532.

. Data sy temena

gl(::e)(in: 5¢dnj)t‘fmul prave koja gradi sa koordinatnim osama troy.
40 povrSine £ = 16, ako Je razlika odsetaka pray i

: . d secaka prave ng dinat-
M osama jednaka 4. ; Koordinat

- Na kojoj pravoj je tatka M(2, 3) sredina odsecka medu koordinat-

nim osama?

- U jednading py 4 P+ 1y — 8 =0, odrediti parametar p, tako da

prava gradi dva puta vedi odsetak na apseicn o e i
Prea § p 2k na apscisnoj osi nego na ordinat.

+ U jednacini 3¢ +- PY = 12 = 0, odregiti parametar p, tako da od-

s (e e ; 1: .
SCCak prave izmeduy koordinatnih osa iznosi 5.

- U jednaini fo: + (kK+ )y ~p= 0, odreditj parametre & 1 p tako

(12% p]d\’d i (1['[.1 [(Li(:(.k[. s 2' l d §& ail 1mna gn (ldl i]l‘.}u“
3 3 OS(
g(l(} pUV] siile ‘1-

U jednadini o+ 1+ 3p—~5 iti

] i / FOp =3y +4p =0 odrec 2 :
prava bude paralelna: (! ? PR Rt p vk e
a) sa x-0som:

b} sa y-osom.

- U jednacini

(3n - 25 + S — (m ~ n) ) iti
Fyy y + 2t~ Sn o+ 1 =0, bdre diti m i “
ko da prava bude simetrafa: ’ | o

a) [ kvadranta: b) IT kvadranta.

- Odrediti ugao pod kojim se seku prave:

a),x+2y--‘9::0i.x-—3y+]4=0;
b)x\/g'Hero’i:DE.nf?-ky—dlx[}.

« Data su temena trougla A(1, -4), B(2, 3) 1 C(=5, 4). Odrediti nje-

gOve unutradnje uglove,

ita Cetvorougla 4 w2y BI5. 5 i
D(~35, 0). Odrediti njegove ugiovc.( » 563 weacl

Odrediti ugao za koji treba da rotira prava
2 =3y +5=0 oko svoje tatke M(2, 3), pa da njen odse¢ak na

X-08i bude 4.

U jednadini Ax + By + 5 = 0 odrediti i
. '+ B = diti nepoznate kocficijente tak
da prava sadrzi tadku M1, 2) i sa pravom 2¢ —y — 3‘1-—: 0 ’g::z}(\;i)

7T
Bgaoe = x

56

ey

533.

534,

535,

536,

537,

539,

548,
541,

542.

5§43,

544,

Na pravoj x — 3y = 0 odrediti tacku iz koje se duz 4B (A(-1,7),

B(6, 8)) vidi pod uglom od 7.

Odrediti najmanji ugao za koji treba da se obroe prava

3x + dy — 25 = 0 oko svoje tacke M(7, ¥), da bi joj pripadala tatka

S(6, 8).

Odrediti najmanji ugao za koji treba da se obrme prava3y +y =6 =10

oko svoje presecne tacke sa y-csom da bi sekla pravux ~ 3y -6 =0
: 4 )

pod uglom « = T

Napisati jednatinu prave koja sadrZi tacku S(—2,0) i sede prave
£+ 7y =23 =017 ~y—11 =0 pod jednakim uglovima. Odre-

diti taj ugao.

Odrediti jednacinu prave koja sadr#i tacku P i paralelra je sa pra-

Vi ¥

A PL3)ipix+y—-2=0

by P(7, —~4) ip: 9 + Ty — 25 =0,

Qdredit jednadinu prave koja sadr#i datu tacku A inormalna je na
At pravu p

AL 2)ip: 2 +3y—~1=0

b) A(—1, =2)ip:x +y-3=0.

Qdrediti tacku R simetricnu s talkom P(--5,13) u odnosu na pra-
vulr—3p—3 =0

Odrediti projekeiju tacke P(—6, 4)napravudy — S5y + 3 = Q.

Iz 1acke A(6, 4) konstruisane su normale na prave3x +y + 8 =01
X+ Zy + 6 = 0. Izralunati povrsinu trougla Cija su temena tacka 4
i podnoZja normala.

Date su tatke A(—3,7)i B(5, ~4). Odrediti jednacinu prave koja
je normalna na pravu AB i deli du? AB u razmeri 4 - 7.

Cdrediti jednatine visina trougla Cije su stranice date jednadina-
ma:

BC:3t-y-18=0

CA x=y=2=0

AB:x+ 2y +1 =0, a zatim odrediti ortocentar.

Odrediti pravu kojoj pripada tacka M(2, - 3), tako da s osom Ox
gradi ugao dva puta veci od ugla koji sa osom Ox gradi prava
2y iy 3,
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543,

546.

547,

548.

349,

. Odrediri

Odrediti ] jednaé.inu prave koja sadrii preseénu tadku pravih
L+Tly=12=0i2y =y +6=0itacku A8, ~4),

Napisati jednacine dijagonala fetvorougla dija su temena:
A(~4, ~5), B(7, 6), C(3,8)iD(-2,3).

Jednacine rombovih dijagonala su:
Y=x+2 ix+y=4; apscisa jednog temena koje se nalazi na

pryo;udljagon'a_]i jex = -3, a apscisa temena koje se nalazi na dru-
80] dijagonali je x = 3. Odrediti jednacine stranica romba, njegove
uglove i njegovu povriinu.

Nadi jednacine tezignih linija trougla ¢ij >me
‘ at ; ja su temena
A(=1,6), B(5,3), 'C( -3, =2}

D_ara su dva temena trougla 4(—4, -5) i B(~2, 3), a teme C pripa-
da pravoj x +y ~ 11 = 0. Odrediti koordinate temena C, tako da
povrsina trougla bude 15,

- Data je prava x + 2y — 2 = 0 i tadka M(4,4). Odrediti koordinate

oriogonalr}c projekcije date tacke na datu pravu i odstojanje date
tacke od njene projekei je

« Odrediti jednacinu prave, ako je njen odsedak izmedu koordinat-

n;h Qsa 1 prvom kvadrantu dva puta veci od njenog rastojanja od
l\oordma_mog_p(:-éctka, 4 povrSina trougla, koji ta prava ohrézuje
sa koordinatnim osama Jjednaka je 4,5,

. Odrediti jednadinu prave koja sadri tacku R(0, 1) znajudi da je

njen odsecak izmedu praviiix ~ 3y + 10 = 0i2%k +y — 8 = 0
prepolovijen tackom R.

jednalinu prave koja sadryi presek y-ose i prave
A2y -6 =04 paralclna je pravojx — 2y 4 3 = (),

- IzraCunati rastojanje prescka pravih3x — 2y -~ 5 =0, y + Zy~T7=0

od prave 3x — 4y + 15 = 0,

- Od svih pravih koje sadrie koordinatni potetak, odrediti jed-

ratine one prave koja j¢ normalna na pravax + 2y + 1 = Q.

- Tacke A(1,0) i B4, 1) su temena na osnovici Jednakokrakog trou-

£14, a trece teme C ledi na pravoj x = 4. Odrediti jednadinu strani-
Letog trougla kroz 1adke 4 1 C.

- Dat je skup pravib x -y + 2 + A(2x = y) = 0. Odrediti onu pravu

B 215 3, Tt ) 3 >
iZ.0V0g Sxupa koja sa koordinatnim osama gradi trougao povedine

£ =18,
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558. Napisati jednacinu prave ako se zna njeno odstojanje p od koordi-
natnog pocetka i ugao w koji normala p gradi s pozitivnim delom
x-0se ako je:
a)yp =3, w = 30% b)p =2, w =135°

559, Izratunati odstojanje p prave od koordinatnog pocetka i ugao koji
p gradi s pozitivnim delom x-ose, ako je jednadina prave:

A3 +y—-6=10; b)x —y+2=0

560. Odrediti duZinu normale p konstruisane iz koordinatnog podetka
na pravu, kao i koordinate podnoZja te normale, ako je jednacina
prave:
aydr -3y + 50 = 0; b)dx +3y + 35 =0.

561. Odrediti jednacinu prave koja je paralelna sa pravama

3 —2y—1=01i3x—2~13 =0 i podjednako je udaljena od
obe date prave.

562. Napisati jednalinu prave koja sadri tatku M(3, —5) i obrazuje sa
osom Ox ugao dva puta veci od ugla koji sa istom osom gradi pra-

Cvax =2y - 5= (.

563. Odrediti jednacinu prave koja sadrZi tatku preseka pravih
X =3y +2=0i5 + 6y — 4 = (i paralclna je pravoj
a+y+7=0

564. Napisati jednacinu prave koja sadrZi tacku preseka pravib
3¢ —y+4=0i4c— 6y +3=0inormalna je pravoj
S+ +6=0

565. Odrediti dufinu visine A, trougla sa temenima 4( -3, 1), B(S, ~1),
C(6, 3).

566, Odrediti duZinu visine BD trougla ¢ija su temena A(- 3, 0), B(2, 5)
13,2} '

367. Napisati jednacinu prave koja sadri tacku 4 (2, 4) i wdaljena je od
koordinatnog potetka zad = 2.

568, Date su tacke 4(—4,0) i B(0, 6). Kroz srediSte dufi 4B postaviti
pravu, koja na osi Ox odseca odsecak dva puta veéi nego na osi Oy.

369. Date su tacke A(—2, 0) i B(2, —2). Na odsecku OA konstruisati pa-
ralelogram OACD, tije se dijagonale seku u tacki B, Napisati jed-
nacine stranica, dijagonala i odrediti ugao CAD.

'570. Dva suprotna temena romba ABCD su talke A4(1,3)iC(5,9), a
stranica 4B ima jednatinu x -~y -+ 2 = 0. Odrediti koordinate
druga dva (emena.
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579,

580,

581.

582.

583,

584,

Dva suprotna lemena pravougaonika ABCD su tadke A1, 4)
C,_(i), 6) a Stranica BC gradi sa pozitiviim delom Ox-0se ugao od
45% Odrediti povriny pravougaonika.

- Jedna stranica romba sadry koordinatni podetak i sa pozitivnim

defom ose Ox gradi ugao Ciji je tangens 7 » 4 druga stranica ima

jc_dnaéinu’y = 8. Qdrediti jednatine ostalih stranica romba, ako se
hjegove dijagonale seku u tacki, koja pripada APsSCiSnoj osi.

« Iz tacke A(6, 9) polazi svetlosni zrak pod uglom od 45° prema po-

zitivnom detu ose Ox. Dolaskom do ose Ox zrak se odbije od nje.
Odrediti jednatinu upadnog i odbijenog zraka. - '

- Svetlosni zrak prostire se po pravoj y = %1 — 4. Dolaskom do osc

O, onse od nje Odbije. Odrediti jednacinu odbijenog zraka.

. Svetlosni zrak se prostire od tatke A4(2, 3), odbija se od ose Ox |

sadrzi tacku B(S5, 8). Odrediti jednadine upadnog i odbijenog zraka.

- Svetosni zrak se prostire od tadke A(3,4), odbija se od prave

¥ +) ~2=0iposle Odbijanja prolazi kroz tacku B(5, 2). Odrediti
jednacine upadnog i odbijenog zraka.

« U jednadini prave my 4+ (m + T)y — 48 = 0 odrediti m tako da nje-

no rastojanje od tacke A(2, 1) bude 2.

- Odrediti koordinate temena trougla, ako su date jednadine dveju

Stranica
x o+ Iy = 18} 4 = 3y = 12, jednacina visine koija odgovara trécoj
stranicix - 2y + 2 = 01i du¥ina te visine A = 2\/.%

Na pravojx — 2y + 8 = 0 odrediti tatku, koja je podjednako udalje-
ha od tacke A(8, 3) i od prave 3x + dy ~ 11 = 0 '

.

U JE{]AHd(fIm prave =+ %:‘ = 1 odrediti odse¢ke m in, tako da prava
sadrii tatku M(2, 1) i gradi sa pravom 2x —y — 1 = 0 ugao od 45°,

Na pravojx —y — 3 =  odrediti tatku koja je podjednako udalje-
naodpravih 7 —y — 11 =Qix +y— 5 = '

Odrediti jcdna(‘finp prave koja sadrZi tadky M(8,1) i sa pravama
T+ 6y —d42 =0i9 + Y—-14=0 obrazuje jednakokraki trou gao.

Napravojx —y +3 =0 odrediti tacku koja je podjedn: j
7 3 . _ nako -
na od tacaka A4(2, —=1) 1 B(6, 3). PSS b

Data su dw? temenajedqakokrakc)g trougla A(1, —4), B(7, ~2), a treée
teme € pripada pravoj x — y + 1 = 0. Odrediti koordinate temena C.
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585,

586.

587,

588.

589.

590,

591.

592.

593.

594,

5935,

596,

597.

Date su koordinate krajnjih tacaka osnovice jednakokrakog trou-
gla A(3,0) 1 B(0,4) i visina koja odgovara treéem temenu b, = 5.
Naci trece teme.

Dat je trougao ABC : A(-1, 2), B(3, 5), C(0, 6). Odrediti njemu si-
metrican trougao u odnosu na pravux —y = 0.

Odrediti koordinate temena trougla koji je simetrican trouglu
ABC (A(2,3), B(11,6),C(4, 7)) uodnosu na pravuy = 5 — 1.
Odrediti jednatinu prave koja sadrZi koordinatni pocetak i ako je
njen odsedak izmedu pravih 2x —y 4+ 5 =01 2x —y+ 10 = 0 jed-
nak V10. ‘

Napisati jednatinu prave koja sadrZi tatku P(—5, 4), tako da je njen
odseCak izmedu pravihx + 2y + 1 = 0ix + 2y — 1 = 0 jednak 5.
Kroz tatku M(—1, 1) postaviti pravu, tako da sredina njenog od-
seCka izmedu paralelnih pravih

¥+2y—1=0ix+2 ~3 =0 pripada pravojx ~y — 1 = 0.
PovrSina trougla iznosi 8, dva njegova temena su A4 (1, -2)iB(2,3)
a tree teme pripada pravoj 2v +y — 2 = (. Odrediti koordinate
temena C.

Napisati jednadine stranica trougla ako je dato teme B(2, =7), jed-
nacina visine /1, : 3¢ + y + 11 = 01 teZiSne linije Lrx+y+T=0,

Odrediti jednatine stranica trougla, ako je dato teme C(4, 3), jed-
nacina simetrale ugla 8
Sg:x + 2y — 35 =01 tezdna linija 7,:4x + 13y — 10 = 0.

Jednacine dveju stranica trougla su:

X —4y+15=01i 4 +y—9=0, a njegovo teZilte je u tacki
1(0,2). Odrediti koordinate temena trougla i jednadinu trece
stranice.

Date su dve stranice trougla 2v —y = 0, 5x —y =01 teZiina linija
3x -y = 0. Odrediti jednacinu trece stranice, ako ona sadci tadku
M(3,9), kao i temena troug|a.

Date su jednatine dveju teZisnih linija trougla

A+ 5y =0ix-3y=0ijedno teme (2, -5),

Odrediti jednadine stranica. i nepoznata temena trougla.

Odrediti jednacine stranica trougla, ako je dato teme A (2, ~-4) i jed-
nacine dveju simetrala uglova Spix+y—2=0is:x~-3y-6=0.
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599,

600.

601,

602.

603,

604,

605.

606.

607.

608,

Date su stranice trouglaito

AB:3x+y—-3=0, AC:3x + 4y = 0, kao i simetrala ugla
Sp:X —y + 5 = 0. Odrediti jednacinu nepoznate stranice BC.,

Tacka A(~4,5) je teme kvadrata Cija dijagonala pripada pravoj
7x =y + 8 = 0. Napisati jednadine stranica i druge dijagonale kva-
drata.

Date su jednacine dveju stranica pravougaonika i to:
5x+2p-7=0, 5¢ + 2y —36=0, kao i jednalina dijagonale
3x + 7y — 10 = 0. Odrediti jednatine ostalih stranica i druge dija-
gonale.

U paralelogramu ABCD date su stranice

AB:3r+ 4y~ 12 =01 AD:5 — 12y — 6 = 0, a tacka E(-2, 2

je sredina stranice BC. Odrediti jednacine preostalih stranica pa-
ralelograma.

Date su jednacine

X+y—=5V2=01ix+y=0 paralelnih stranica romba i tatke
(3,5) 1 (1, 0) koje pripadaju drugim dvema stranicama. Napisati
Jednadine tih stranica.

Data su dva susedna temena A(2,5) 1 B(5,3) paralelograma
ABCD, kao i presecna tatka njegovih dijagonala M(—2, 0). Napi-
sati jednacine stranica paralelograma.

Data su temena trougla A4(0, 1), B(-2,5) i C(4,9). Napisati jed-
nacine stranica romba upisanog u trouglu, ako im je teme 4 zajed-
nicko, dve stranice romba se poklapaju sa stranicama 4B i AC
trougla, a teme suprotno temenu 4 pripada stranici BC.

Dokazati da pravax + 3y + 13 = 0 pripada pramenu
3x+y—1+k(2x—y——9):0.

U pramenu 2x +y + 4 + k(x = 2y — 3) = 0 odrediti pravu cije od-
stojanje od tatke P(2, —3) iznosi v10.

U pramenu 2x +y + 1 + k‘(x = 3y — 10) = 0 odrediti pravu koja
Odseca na koordinatnim osama jednake (po apsolutnoj vrednosti)
odsecke.

Centar pramena 2x + 3y + 5 + k(3x —y +2) =0 je jedno teme
trougla, Cije su visine x — 4y +1=0] 2¢ +y +1=0. Napisati
jednacine stranica trougla.
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610,

611.

612,

613,

614.

615,

616,

617.

Odrediti jednalinu prave koja sadri presefnu tafku - pravih
2+l —-8=0i3k+2y+5=0, a sa pravom 2x + 3y — 7 =0
gradi ugao od 45°, Zadatak resiti ne odredujudi prese¢nu tacku da-
tih pravih. '

Dati su pramenovi:

+3y~2+m@Br—y—4)=0,

x=y+1+n@r—y—-2)=0,

Ne odredujuci njihove centre odrediti jednacinu zajednitke prave.

U trouglu ABC date su jednadine:
stranica AB:x + 3y — 1 = (), )
visinah,ix + 5y ~3=0ih:x+y—1=0.

Ne od'rcdujuéi koordinate temena i presenu tadku visina trougla
odrediti jednacine drugih dveju stranica i treée visine.

Date su jednatine dveju stranica paralelograma: 3x — 2y + 12 = 0
ix—3y+ 11 =0; kao i tacka preseka njegovih dijagonala O(2, 2)..
Odrediti jednacine drugih dveju stranica i jednacine njegovih dija-
gonala. '

Date su jednaline dveju stranica romba: )
X—-1y+37T=01i%N+2-17=0; i jednacina jedne njegove
dijagonale 3x — 2y — 19 = 0. Odrediti jednacine drugih dveju stra-
nica i jednacinu druge dijagonale. :

Data je prava 4B [ A(—4, -2), B(8, 4)]. Odrediti jednainu prave -
koja je normaina na pravu 4B, koja deli odsetak 4B (odA4 kaB) u
odnosu 3 : 4.

Dat je trougao ABC [ A(-5, —-2), B(7, 6), C(5, 4)]. Odrediti:
a) jednacinu stranice AB;

b) jednacinu teZisne duzi ¢;

¢) jednacinu visine A

d) uglove A4 i B;

e) koordinate teZista trougla.

Tatke A(—1,1) i C(5,3) su dva suprotna temena kvadrata. Odre-
diti jednacine stranica i dijagonala kvadrata,

Odrediti jednadine kateta jednakokrako-pravouglog trougla, ako
je jednatina njegove hipotenuze x — 2y =3 =01itatka C(1, 6) te-
me pravog ugla.
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618.*Date su jednatine dveju stranica paralclograma, koje polaze iz
istog temena, Sx ~ 3y + 28 = 0ix — 3y — 4 = (. Tacka C(10, 6) je
suprotno teme paralelograma. QOdrediti jednacine drugih dveju

( stranica paralelograma, kao i jednadine njegovih dijagonala.

619. Datc su tatke A(3, 2), B(=2,3), C(1, ~6). Izracunati koordinate
centra opisanog kruga S, tezidta T i ortocentra O trougla ABC.
Dokazati da tacke S, 7'i O pripadaju istoj pravoj i odrediti jed-
nacinu te prave. g

620. Na pravoj xv3 + y — 2v3 = 0 odrediti tacke A i B, tako da trougao
OAB bude jednakostrapidan. Tatka O je koordinatni pocetak.

621. Odrediti skup tacaka u ravni, podjednako udaljenih od tacaka
A(2,4)iB(4,6).

622.*Odrediti jednadinu geometrijskog mesta tacaka &ija se odstojanja
od ose Oxi prave 3x — 4y = 0 odnose kao 2 : 1.

623.*Odrediti jednacinu geometrijskog mesta tacaka sredista dui kon-
struisanih iz tatke 4 (3, 4) do prave x -y+2=0,

624.*Ortocentar trougla je u koordinatnom pocetkuy, a jednacine dveju
stranica trougla sux + 3y — 1 = 0 3x + oy — 6 = 0. Odrediti jed-
nacinu prave kojoj pripada treca stranica trougla. '

625. Jedno teme trougla je A(3, —4), a dve visine pripadaju pravama
=2y—1=012%~7T ~6=0. Odrediti jednacine njegovih
stranica.

626.*Napisati jednatinu prave koja je podjednako udaljena od tacaka
P(2,5) i O(3, 1), ako njen odsedak izmedu pravihx +y — 3 =0 {
X +y =10 = 0 ima duZinu 5.

627*Tacka A(3, 5) je jedno teme jednakokrakog trougla, osnovica mu
pripada pravojx — 2y + 12 = 0, a povrSina mu je 15. Odrediti jed-
nacine krakova.

628.*Odrediti skup tataka M(x, ), tako da razlika kvadrata rastojanja ma
koje tacke skupa od dve fiksne tatke 4 (—a,a)iB(a, —a) bude 4a2.

629.*Dokazati da je proizvod rastojanja tataka 4(Va® ~ b2, 0) i
B(~Va® =b7,0) od prave ~cosa + Esina=1 jednak b2

630.*[z 1atke A(-5, 6) polazi svetlosni zrak pod uglom a = arc tg {(~2)
prema osi Ox, odbija se od te ose, a zatim i od ose Oy. Odrediti
jednacine pravih koje odreduju sva tri pravea kretanja ovog zraka.

631.*Date su tacke A(@+b,a—-b+1), Ba+b+2,a-b+ 3),
Cla+b+35a~b+2), D(a +b+3,a~b), gde su a ib realni
brojevi. Dokazati da je cetvorougao ABCD paralclogram i da je
njegova povrsina konstantna, '
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632.*Odrediti jednacine stranica trougla ABC ako je dato teme B(2, 6),
kao i jednatine wisine: x~7y—-15=0 i teZifne linije
24x + 7y + 35 = ( iz temena A.

633.*Datoje teme A(~2, 1) ivisine oy : 20 — y — 1 = ()
A.:x +y—3 = 0. Odrediti koordinate druza dva temena trougla
ABC.

634.*Odscak prave 3x + 2y = 6 koga cdsecaja koordinatne ose je hipo-
tenuza jednakokrako-pravouglog trougla. Odrediti trece teme
trougla. ,

635.*Date su jednacine pravih dnw — (2m + 1)y + 14 = 0 |
(4m + 5 — 8m — 1)y + 21 = 0. Odrediti parametar m tako da
se prave scku na Oy osi. Izracunati povrsinu trougla koga Obrazuju
dobijene prave i Ox osa.

636.*Prava sadrZi tatku A(-2, —3) i Sede prave x + Jy—-9=0 i
x +y+1=0u tatkama B i C. Odrediti jednadinu prave AB, tako
da je AB-AC = 20.

7.3. GRAFICKA INTERPRETACUA SISTEMA LINEARNIH NEJEDNACINA
SA DVE NEPOZNATE., RISAVANIE PROBLEMA LINEARNOG
PROGRAMIRANIA

637, U Oxy-ravni Srafirati oblasti u kojima vaze sledece nejednakosti:
a)x>—3 b)ys2%  Gx-y+320, d) 2y —4<0,
638. U Oxy-ravni Srafirati oblasti u kojima vaze konjunkcije:
Ax—y+1<0Ax+2+320;
b)x=—3A2%—y+420A3x -3+ 5<0;
Qx+y>1 A x—2<0Ax—y<l;
d)fx[<4 A |y] =2 |
€) 2w —y<lAx+2y>1 A 2x —2p< 1 A2x + 2923

639. Maksimizirati funkeiju L = x + y, uz ograni¢enja

X=yS3AX <4 Ax+2p<10Ax—-y=—2Ax20A yzi.
640. Minimizirati funkciju L = 2x — y, uz ogranilenja

X¥=y=1 A +ys11Ay = 2<3 Ays5Ax +y=1 A x=0 Ay=0.
641. Naci najmanje i najvece vrednosti funkcija

Li=x+yiLl,= — 2x -y, uoblasti

I+ 226 Ax~ 2<2A ~ 3r + 2y<6 A xz0Ay=0.
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642. Grafickom metodom nadi optimalno reéenje‘ sledeCih zadataka li-
ncarnog programiranja:
a) x + dy<24A3x + y<21Ax + y<9Ar=0Ay =0,
L = 2x + Sy->max;
D) =X + 3y=9A2¢ + 3y<18A2x — y<10Ax=0Ay=0),
L = 4x + 2y->max;
C) 2x +y=20A2x + 3y=230Ax=0Ay20.
L = 3x + 2y~>min;
d) 15x + dy=60A20x + 3y<60Ay=T A x=0Ay=0,
L = 3x + y>max; .
€) 5x + 2y<100A6x + y=30Ax + 2220 AX=0A6=y=30,
| =20 +y>max i L, = x = 2y->min.

7.4. KRUZNICA

Definicija: KruZnica je skup tacaka u ravni Cija su rastojanja od jedne stal-
ne tacke, jednaka datoj velidini.

Jednadina kruZnice

Opsta jednacina kruznice je (x — p)* + (y — q) = 12

gde je S(p, q) centar kruinice, ar polupreénik. Ako se centar kruZnice na-
lazi u koordinatnom pocetku onda je p = ¢ =0, pa jednadina kruZnice
ima oblik x? + y* = r2,

Ako je jednacina kruZnice data u obliku
x3+y3+dx+e‘y+f=0mdajep= —-g, q = —; i rm\/p3+q3—-f.
Prava i kruZnica

Pravay = kx + n je tangenta kruZnice x2 4 y? = r? ako je zadovoljena rela-
cija

(1) P +1)=n

Pravay = kx + n je tangenta kruznice (x — p)2 + (v — q)* = r* ako je ispunje-
na relacija

(2) r(k*+1) = (kp — q +n)~

Prava Ax + By + C =0 je tangenta kruZnice (x =p)y+ @ —q) =r*ako
je ispunjen uslov

(3) r= (Ap + Bg + C)l.

A* + B?
Ako je kruZnica data jednacinom x? +y2 = 72, uslov (1) glasi:
. c:
4y r= :
) A+ B
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643.

644.

645,
646.

647.

648.
649.
650.
651.
652.
653.
654.
655.
656.

657.

Odrediti koordinate centra i polupreCnik kruZnice ¢ija je jed-
nacina: :
Ax*+y*—~2x -8 —-8=0;

x2+y*+6x—4dy—12=0. .

Konstruisati u istom koordinatnom sistemu kruZnice ¢ije su jed-
nacine:

P+y—8&=0,x2+y*+ 8 =0; ¥+ -8 ~8 +16=0.
Odrediti poluprecnik kruzZnice (x — 1)*+ (y — 2)* = r*, tako da
kruZnica sadrZi taCku M(5, 2).

Napisati jedna¢inu kruZnice koja dodiruje koordinatne ose, a po-
luprecnik joj je 5.

Napisati jednacinu kruZnice koja sadrZi tacku 4 i B, a centar pripa-
da pravoj p:

a)A(-1,-3),B(3, -3),p:x—y=0,

b) A(—6, —=2),B(0,6),p:4x + 3y + 6 = 0;
)A(1,6),B(2,—-1),p:x -y +4=0.

Odrediti jednacinu kruZnice kojoj pripadaju tatke 4(3, 1), B(6, 4),
a centar joj pripada y-osi. - gl
Odrediti jednacCinu kruZnice koja sadrZi tacke A(0, —2) i B(2, 4), a
centar joj pripada x-0si.

Napisati jednalinu kruZnice &iji je centar u preseku pravih linija:
2 +y—15=0ix - 3y + 17 = 0, a sadrZi tacku A(9, =5).
Napisati jednatinu kruZnice kojoj pripadaju tacke A(5,4) i
B(-1,2) a centar joj pripada pravoj linijix — 2y =3 =0.
Odrediti jednacinu kruZnice koja sadrZi tacku A(5, 2), dodiruje
apscisnu osu i ima poluprednik r = 5.

Napisati jednalinu kruznice koja sadrzZi tacke: A(5, 6); B(—3,2) i
(=2, -1).

Odrediti jednacinu kruZnice, koja sadrZi tacke A(2,4) i B(6,8) a
dodiruje apscisnu osu.

Odrediti jednacinu kruZnice koja sadrZi tatku A(—3, 7), a dodiruje
x-0su u tacki B(—4, 0). : '

Odrediti parametar k, tako da kruZnica _
x* +y? — (5k ~ 1)x + (4 — 2k)y = 5k dodiruje x-osu.

Odrediti parametar & tako da kruZnica ‘
¥ty —(k—4dp-ky+2k+5=0
dodiruje y-osu. '
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638,

639,

664,

661.

662,

663.

664,

663,

666.

667.

668,

669,

670,

671,

Odrediti parametar & tako da kruZnica
oy 4k + 20+ (2 — 2)y + 2k + 1 = 0 dodiruje obe ose,
Napisati jednacinu kruZnice koja sadrZi tatke 4, BiC;
a) A(—6,3), B(-2,7) i C(-5, —2%
b) A(1,0), B(~1,4) i C(~8,3);
€) A(=1,5) B(6,4) 1 C(7, 1).
Odrediti parametar m tako da kruZnica (& —2m) + (y - m)2 =25
sadrZi ta¢ku M(6, 4).
Odrediti tacke u kojima kruznica
¥y 4+ x =y — 12 = 0 sede koordinatne ose,
Na¢i jednacinu tetive kKruznice koja sadrzi tatku A4 i da tom tatkom
bude prepolovljena:
Ay x*+ 37— & — 4 =0, A(1, 1);

S : * 2 1
by +y ~dr—6y - 12=0, 4 (-2—, — 5).
Prava 3y +y—6 =10 sete kruznicu x2 +yi—ar—dy + 8 = ()
odrediti duZinu tetive i centralni ugao koji joj odgovara.
Kroz tacku A(—1,y) kruZnice 1 + ¥* = 2x + 6y + 5 = 0 konstrui-
sana je tetiva, koja je paralelna sa pravom:
GrE~-3 4 T=0 by3v +y=0,
Odrediti jednaginu tetive i njenu drugu preseénu tacku sa kruZnicom.
Naci jednadinu kruZnice koja sadr¥i tacku M(—0, 2), a dodiruje
y-0su u tacki P(0, 4).
Nadi jednacinu kruZnice koja sadrzi tacke M(10,9) i N(4, 3), a cen-
tar joj je na pravoj 2x —~ 3y + 19 = (.
Kroz tatku A(—7,0) konstruisana je prava paralelna sa pravom
X =3y + 12 =0, koja sete kraZnicu x* + y* — 7x + y—-48=0
u tackama B i C. Odrediti koordinate tih tadaka.
Kada Cc jednadine dveju kruZnica an® + ay*+br+cy+d=0 i
A+ Ay + By + Cy + D = 0 predstavijati koncentri¢ne kruZnice?
Odrediti jednacinu kruznice koja je koncentritna sa kruZnicom
¥4y 4 e+ 2+ 5=0,a pripada joj tatka M(1, —4).
Napisati jednacinu kruZnice koja sadrZi tatke M(3,4) i N(4, 3), a
centar joj pripada kruznicix? + y? = 50,
Odrediti jednacinu kruznice sa centrom u tacki C(3, ~1), a na pra-
voj 2v — 3y + 18 = 0 odseca tetivu duZine 6.

638

672,

673.

678.

679,

680,

681.

682.

683,

684,

6885,

Napisati jednacinu kruZnice Cije je srediSte u tacki C(2, 5), a dodi-
ruje kruZnicu (v + 2)% + (y — 132 =2

a) spolja; b) iznutra.

Odrediti jednatinu kruZnice koja dodiruje apscisnu osu u tagki
A(2, 0), a iznutra dodiruje kruznicu &+ 2)* + (¥ — 8)2 = 100.

. Odrediti jednacinu kruZnice koja sadrzi tacku M(20,3), a dodiruje

kruZnicux? + y? = 25 u tacki N4, y>0).

- Odrediti jednadinu kruZnice, koja ima polupre¢nik r = 5, sadrsi

tacku M(8, 7), a na apscisnoj osi odseca tetivu duZine 6.

- Nadi jednainu kruznice koja dodiruje ordinatnu osu u tatki

M(0, 10) i spolja dodiruje kruznicu x? + y? + 4y — s =

- Odrediti poloZaj tacke prema kruznici:

a) M(=3,6), (x —2)* + (y — 1)* = 25;

b) M(~1,5), x2 + y2 — 4y — D= 2=

) M(0,0), (x = 2)* + (y — 1)2 = 25,

Odrediti polozaj prave i kruZnice:

QX +y—9=0i@-2)+ —~1P =25
D)x+y+4=0ixt+y2—2 -3 =0

Cdv+3y —36=01i x*+ Y —dv -2y —20 =0,
Odrediti uzajamni poloZaj kruZnica

Y - -6 +6=0i x4 y*—10v = 8y + 40 = (.
Odrediti uzajamni polozaj kruZnica

Pyt -8~ 18y +93=0 j Xy -8 -8 +23 =0
Odrediti uzajamni poloZaj kruZnica
x3+y3=25i2r3+2)'3w- dx — 3y — 25 =0,

Odrediti uzajamni polozaj kruznica

Py — 1 +20=0] X4y 2 —dy —20 =0,

Naci uzajamni poloZaj kruZnica \
P+ 12=0i X4y =20+ 4dp - 20 =0,

Naci uzajamni poloZaj kruznica

Xty —dy — 2y —20=0j Xy —dy— 2y — 4 =0,

U jednacini prave y = kx + 10 odrediti parametar k, tako da ona
bude tangenta kruznice x2 +y? =20,
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686.

687.

688,

689.

690.

691.

692,

693,

694,

696.

U jednadini prave 2x +y + m = 0 odrediti parametar m tako da
ona bude tangenta kruZnice

-1+ @y~-1)r=4

Odrediti jednaline tangenti kruZnice x* + y* — 4y — 6y — 12 = 0;
a) koje su paralelne sa pravom 4x — 3y — 12 = (;

b) koje su normalne na pravoj 3x + 4y — 10 = 0.

Odrediti jednacine tangenata kruZnice

X*+y* =2 —24 =0, koje seku pravu 7x —y'=0 pod uglom
a = 45°,

Napisati jednacinu prave koja od koordinatnih osa odseca jednake
odsecke i dodiruje datu kruznicu:

Ayt +yr= 18 b)x?+y* — 12x — 6y + 27 = 0.

Nadli jednacinu prave koja sadrZi tatku 4 (2, — 6) i dodiruje kruzni-
cux’! +y* - —2p—15=0.

Odrediti jednacinu prave, koja na apscisnoj osi odseca odsedak
m = 61idodiruje kruznicu x* + y* — ax — 2y = (.

Odrediti jednacinu prave koja na ordinatnoj osi odvaja odseak
n = 2idodiruje kruZnicu x* + y* — x — 2y = 0.

Odrediti jednacinu prave koja odseca na y-osi dva puta veci od-
seCak nego na x-osiidodiruje kruZnicu (x — 7)* + 3* = 20.

Za koji ugao trcha da rotira prava oko svoje tatke M da bi postala
tangenta kruZnice?

ay M(-=3,y),x — Ty + 59 =0,

Xy 4 -2 —-20=0;

b)Y M(x,7),x — 7y + 50 = 0, x* + y* = 25.

. U prese¢nim taCkama pravex — 7y + 29 = 0 i kruZnice

x* + y* + 8¢ — 9 = 0 konstruisanc su tangente na kruZnicu. Odrediti:
a) povrsinu trougla Cija su dva temena pomenute presecne talke,
a treCe presek tangenata; :

b) ugao izmedu tangenata;

¢) jednacinu kruZnice opisane oko tako dobijenog trougla.

U taCkama preseka prave 3x +y - 5= 0

ikruZnicex* +y* = 2x+ 6y + 5 =0

konstruisane su dirke na kruznicu. Odrediti:

a) povsinu trougla ¢ija su dva temena pomenute presedne tadke,
a trece presek tangenata;

b) ugao izmedu tangenata,
€) jednacinu kruZnice opisane oko tako dobijenog trougla.
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697. 1z tatke A(—5, 7) van kruZnice konstruisane su tangente na kruzni-

cux® +y* + 8 — 9 = 0. Odrediti:

a) povrsinu trougla ¢ija su temena data tatka i dodirne tatke po-
menutih tangenata;

b) jednacinu kruZnice opisane oko tako dobijenog trougla;

¢) ugao pod kojim ova kruznica se¢e datu kruZnicu;
d) jednacinu zajednitke sedice ovih kruZnica.

698. 1z tacke 4 (4,—2) van kru’nice konstruisane su tangente na kruZnicu

699,

700.

701.

702.

703.

2+ y?—2x+6y+5=0.
Odrediti:

a) povrinu trougla Cija su temena data tacka i dodirne tacke po-
menutih tangenata;

b) jednadinu kruZnice opisane oko tako dobijenog trougla;

¢) ugao pod kojim ova kruznica sece datu kruZnicu;

d) jednacinu zajednitke secice ovih kruZnica,

Napisati jednacine stranica kvadrata opisanog oko KkruZnice
x? L de — 6y —12=10, &ije se jedno teme nalazi u tadki -
A(=5,2) i jednadine stranica kvadrata, ¢ija se temena nalaze u
tackama u kojima strane prvog kvadrata dodiruju kruZnicu.

U jednadini prave odrediti nepoznati koeficijent, tako da prava do-
diruje datu kruZnicu.

a)x+y+C:O;x3+yl--5x—7y+6=();

b)x+By +1=0;x2+y> - 1k +7=0;
_C)Ax+4y+8=0;x3+y3+6x~4y--12=O.

Odrediti parametar ¢ , tako da kruZnica

=57+ ¢ —-g)2=20

dodiruje pravux — 2y + 1 = Q.

Odrediti jednacinu kruZnice koja dodiruje prave 3x — dy + 35 = 0
idr + 3y — 20 = 0, a srediite Joj se nalazi u tacki C(p, 1).

Odrediti jednacinu kruZnice koja dodiruje prave

Py 1P, & centar joj pripada pravoj p;:

a)p:2x—y=0; Prix=2y—6=0; p;:5x~Ty -8 =0;

b) py:3x —dy - 20 =, PrXx+y—15=0;p: 2%k —y+5=0;
Opix~y+3=0(; Pridx+3y—10=0; Piix—=y~3=0.
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704, Odrediti jednatinu kru¥nice koja dodiruje prave 2v —y + 8 =0 j
20+ 11y — 48 = 0§ sadrgi tacku A(1, 6). '
705 Odrediti jednacinu kruZnice upisane u trouglu, dje su stranice da-
tc jednséinama;
WAX+D+5=02k4+y—-5=0 jx— y+3=10;
b) x = 2p +8=0; 2r + y=ld=0ix+2 -4= 0
Y x=2w+8 =0 2% —y+25=01i2r+y—~5=0
786, Odrediti jednacinu kruZnice ako su poznate tri njene tangente:
4) =y +1=0x~2Q+8=0 ix+ 2+ 8=
B) &=y~ 8= AX+y—1=0ix+2r-8=0,
707. 1z date tacke van krunice konstruisane su tangente na kruZnicu:
napisati njihove jednaéine: -
a) P(=6,0) iy’ +y' =9
D) P(=3,6) i+ p> 4 v+ 2p — 20 = (;
) P(L 7y ixd+ 2 = 25
d) P(O,8)ix*+y' - 6r+4 =0,
708, a) Pod kojim wuglom s¢ iz tadke P(—6,3) vidi kruZnica
YR - Gy =07
b) Pod  kojim uglom se iz tatke P(8,4) vidi kruZnica
X+ (y — 4y = 167
749.*Naci jednacinu prave koja pripada pramenima
X+ —2+k0B~-y— 4) =0 i
X=y+1+k(2x—y—-2)y=0i njen poloZaj prema kruznici
Xyt = 3r 2 —3 =),
710.*Odrediti ugao pod Kojim data prava sece datu kruZnicu:
a) X =2y =0 x>+t = 3
b) 3x + 4y —B=02+2 4+ 0~y +20= 0;
Xx=3—=5=0x>+p" =% + by 4 §={),
711.*Odrediti ugao pod kojim sc seku date kruZnice:
Y X+ P =5i 4y = Sr 4+ 5= 0;
D)X+ + 8~ 9=0ix+ Y%= Ty 4+ 20 =0
€) X' +y* —dv — 60 = 01!+ y = 20x + 36 = 0.
2. D\"e kruznice jednakih poluprecnika sadrie jedna centar druge.
Odrediti ugao pod kojim se scku kruZnice. N
713, D{}kazfati da se scku pod pravim uglom kraZnice:
Xty —=2ax - 2by —a' + pr =0 |
Xkt = 2bx + 2ay + a* — p2 =),
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7t4. Odrediti jednatinu kruZnice ¢iji centar leZi na x-osi, prolazi kroz
tacku M(—1, —2), a sede kruZnicu .
(x + 3)* + (v + 4)* = 36 pod pravim uglom.

7L, Odrediti jednacinu kruZnice koja sadrzi 1alku A (=2, —6), seéc or-
togonalno kruZnicu x* +y? — 6x — 8y = 0, a sredistc joj pripada
pravojdx =2y = 12.=0.

716.*Napisati jednatinu kruZnice koja sadrzi tacku
A(1, —4) i see ortogonalno kruZnice:
Ay -8 -24=0 10 2+ — 1& + 14y + 94 = (.

717.*Odrediti jednadinu pramena kruZnice koja sadryi presek kruZnica:
Pyt —10 -6y + 17 =0ix2 +y2 — & ~ dy + 11 = ().

718.*Odrediti jedraCinu kruznice koja sadr#i presck kruznica:
B -l -6+ 17=0, 2+y ~&—dp+11=0
i datu tacku 4(10, —1).

719*Nadi  jednaCinu  kruZnice koja sadrzi presek  kruZnica
WAy = 13—y +30=0 i 2+)y" ~ G —2 ~15=0, a njeno
srediste pripada pravoj 3v — 10y — 30 = 0.

72050 pramenu X7 +y* — Qv ~ 6y — 2 + A0 + y* + 20+ 2y — 2) = 0.
Odrediti onu kruZnicu koja dodiruje pravux — 3y — 6 = (.

721, Odrediti zajednic¢ke tangente kruZnica:
)Xty =dA5ixt +y* - 20 — 25 = 0;
D) +y + 10+ 15 =01ix?+y* ~ 10x — 15 = 0;
Q) x+1DP+y'=5i(r—4)>+y=20.

722, Odrediti geometrijsko mesto centara svih kruZnica koje sadrie
tackc A(4, 2) i B(~6, —4).

723. Napisati jednacinu geometrijskog mesta centra svih kruZnica koje
dodiruju prasu 3x — 4y + 16 = 0 u tacki M(x, 1) datc prave.

724. Date su tacke A(1, 0) i B(5, 0). Odrediti geometrijsko mesto tacaka

Y, ¢y uravni 7a koje je L= 5:

725, Odrediti jednacinu geometrijskog mesta tacaka M(x,y) u ravni ta-
kodajei0 = 2 gae 50 i B date tatke: A(1, 1), B(G, 6).

726. DuZz 4B = klizi po kracima pravog ugla, tako da tacka A4 pripada
jednom kraku, tacka B drugom kraku pravog ugla. Qdrediti jed-
nacinu linije koju opisuje tacka M, srediSte duzi AB.

727. Data je kruznica x* + y* = @ i na njoj tatka P(0, a). Gdrediti geo-
metrijsko mesto sredina svih tetiva konstruisanih iz tacke P,
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728. Dve prave rogiryi
V€ Prave rotiraju ok Stalnih 1ataka 4 i g ost

I'.'i'v]ll I UI:” d VIO (_.d”cl na d g + AL e ”l()(ll S ) 1 i C, o

2 . N({ )]S( ] i

koji ima ai :
Ju zajednicku sers i
3 s 4 = Shell ;
drugih dveju strana, A= 2erd Jednake zbiroy

rouglovy
€ kvadrata

:.;“. i ] i
s : A : g me l . k 9
;Jl- O(.! [ ] ) 1 g] ( | ras

kruZnicax? 4 2 = 3¢ ;
dX°+ 32 = 2 yidj pod pravim uglom IS

732. Data sy te '
as Mena jednakokrako
Nat gor. oena.je rakog trougla 4(-2 () )i
0snovice r:]r(;){ L’J?.RL;) MESLo tacaka tako da rgzsto"’zit}],'f gz ;c)) ol
e ot &la bude gcometrijska sredin: e fastar
i dina njenih fdstojanja od
733. Data je ¢
41 je tacka A (q 0). Tack:
e s Vo s)e Lacka M se krece 1ako dau 4 ostaj
I.aéka}b{’ i Qd:gdm;ednaému trajektorije (put o) OMA ol
»4KO je tacka O koordinatnj podetak e R
734, Z: *lanja ta¢ |
Z:dkOj’l kretanja tacke A7 dat je jednacinama
AT Do P G i
e =10 =3, gde je «
Tkl o ,17;_ J€ 84 1 oznadeno vieme. Odrediyj jed-
735. Data je krugnjcg 52
UZnica x° 432 _ 9y
tatke” 4, foia ot~ 2= 4y ~ 20 = 0, Odrediti koo
Ry 4}'; giuiao p;pa_da krujnici, j koja je rig}zﬁl;)ordmatt}
b Bl ). _a§1n1 1zraCunati rastojanje tagke Adncfl)r((;:g
736. cditi zaj ] |
6 C?drulm zdjednicke tangente kruZnica
x:+y~~4x-—2y+4={)i
_1"-+_y3+4»;+2y-4=0
737. Napisatj jc i .
~Al jednacinu kruznjce koiy ; i
Stianien pripys . kT2 0J4 Je upisana u (roy Cija j
¢a pripz + Osl, druga pravoj p - 3, i ) e
123 —dy + 36 = 0, 4 tres
20 = U, 3 treéa

738, Odrediti iodpas:
kl.u;ig‘uﬁciﬂ‘{élnu selice konstruisane iz tatke 4 |
£ o <= 5} tal G : ! 1( ] 5 -5 .
Y* = 50, tako da duging odgovarajuce telivg Ii:f,no«;?)][)nd

L5 ?

S LY R S
B~ 2l =0 Cije srediste pripada ordinatnoj osi
74 |

ajudi stalno yu jsto;

g

740. Odrediti jednatinu kruZnice koja sadrZi preseéne tacke kruZnica

Py =18~ 12+ 92=0i ¥+ + 10y — 8 — 86 =0, kao i

tacku A (1, 0).

741. Odreditl jednaCinu kruZnice koja sadrZi preseéne tacke kruZnica

2 +y2= 65 i x*+y* 4+ & — 9 =0, a srediSte joj pripada pravoj
x= =73

742. Prava 12x + 5y — 111 = 0 je tangenta KruZnice sa srediStem u tacki
C(—4, —2). Odrediti jednacinu kruznice i jednadinu prave koja sadrZi
dodirnu tacku i obrazuje sa pravom 2x — 3y + 1 = 0 ugao od 45°.

743. U kruZnicu x* + y* = 4 upisan je jednakostrani¢an trougao sije je
jedno teme tatka A(0, 2). Izracunati koordinate druga dva temena
trougla.

744.*Odrediti jednacinu sedice konstruisane iz tacke A4 (6, 5) na kruZnicu
x* +yt — 4y + 2y — 29 = 0, tako da duZina odgovarajude tetive izno-
si8V2. '

745.*Odrediti jednacinu geometrijskog mesta tacaka Ciji je zbir kvadra-

ta rastojanje od taaka A(—1, 3) i B(4, —3) jednak 5.
746. Odrediti jednacinu geometrijskog mesta taCaka sredista svih
kruZnica koje sadr7e tacku P(1, 2), a poluprecnik im je 5.
747.*Odrediti skup tacaka iz kojih se kruZnica
(x = 1)* + (y — 2)* = 25 vidi pod uglom od 90°.
748.*Talka M(6, 2) je unutradnja tacka kruznice (x — 3)> + (y — 4)* = 36.
a) Odrediti jednatinu tetive koja sadrzi tacku M i ima duZinu 2v27.
b) Odrediti jednacinu najmanje tetive koja sadri tatku M.
749.%Date su tacke 4 i B Cije je rastojanje jednako 2a. Odrediti geome-
trijsko mesto tataka M za koje je MA-MB = i (k = konst.)

7.5. ELIPSA

Definicija: Elipsa je skup tataka u ravni s osobinom da je zbir rastojanja
ma koje tacke od dveju datih taCaka stalan broj.

Zbir rastojanja ry + r, = 2a, ry i r, su potezi elipse; stalne tatke F,(—e, 0) i
Fy(e, 0), Cije je rastojanje F\F, = 2e, nazivaju se ZiZama elipse.

DuZi AA, = 2a i B,B, = 2b su velika i mala osa; a duZi OA4, =a@i OB, = b

su poluose elipse. Broj e = Va? — p? (e<a) je linearna ekscentriénost

elipse.
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Jednacing elj pse:

Jednacina x g L 1oiki pa2

¢ 2T =l M ERY L GRR —adid i
g e TR Fay =a%’ (a > b)predstavlja centralnu
Jednacinu elipse.

o e

Uslov da prava dodiruje elipsu: prava y = kx 4. p dodiruje elipsu

xT g2 §
o e 1 ako je a%: + p2 = nt.

750. Napisati jednadi ipse
?’ifi[;;d;; J(;,d_ncufmu}ehpsc, ako se¢ dva njena temena nalaze u ta¢ka
aA4,(8,0)iA,(~8, 0), a Zize imaju koordinate (+5 0) T
£35,4).

751. Odreditj jednagi lips i
T \ inu clipse, ako ZiZe imaj i
duZina vece oscjednakajc"£2. S ol £ e

752, Napisati jednacinu

e 2 = I3 clipse, koja sadrii tatku 4(3,v25, a veda 0sa joj

753, Odrediti duyj i i :
3 2Inu tetive, koja sadri ¥isy i T
e B < , koj "1 ZIZu 1 normalna je na veéy osy

754. Odreditj jednacinu elips i
redit elipse ako njena mani; i Z J

N4 7173 ima koordinate (—4, U).J R A g -
755 Odrediti jednaciny clipse koja sadri tacke M(6,4) iN(-8 3).-
786. Odrediti koordinate onc tacke elipse

N + 257 = 225 giie -
o0 s, L)€ Je rastojanje od desnog fokuca fagios
vede od Tastojanja od levog I"ofmsin. ok et S
757. lzradunati duy; i '
2 4nu tetive elipse x2 + 22 — ja i '
medu koordinatnih osa. : e g PO e

758, Odrediti dufinu toti fnse & 4 I |
g ; etive elip L .
lipse a? 1 52 =1, koja se poklapa sa dija-

gonalom pravougaonika, konstruisanog nad osama date elipse

i e
759. Si”é?];]q egzg(é(ég :Clke tacke elipse ¢* + 4y* = 4 i kruznice koja sadrzi
se, Hjerje utemenu na pozitivnom dely ordinatne ose.
760, {\Ii;:];]i\n(;} .rk :: Sr(iyd.rgdi[i la(\,fklli podjednako udaljenu od leve #ize
oy 20.) Pripada pozitivnom dely ordinatre ose elipse
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2 2
761. Na elipsi '%6 i+ 24- = 1 odrediti tacku iji su radijus-vektori uzajam-
no normalni.

762. Apscise tacaka kruZnice x* + y* = 4 su udvostrucene. Odrediti jed-
nacinu dobijene krive.

763. Odrediti trajektoriju tatke M, koja pri svom kretanju ostaje tri pu-
ta bliZa tacki A(1, 0) ncgo pravojx = 9.

764. U elipsix® + dy* = 4 upisan je jednakostrani¢an trougao. Jedno te-
me tog trougla pripada desnom temenu na velikoj osi elipse.
Odrediti koordinate ostala dva temena trougla.

765. Ordinata svake tatke kruZnice x* + y* = 36 smanjena je tri puta.
Napisati jednacinu novodobijenc krive.

766. Elipsa sadrzi tatke M(2V3,V6) i4(6, 0). Napisati njenu jednalinu,
zatim odrediti koordinate ZiZe i rastojanje tacke M od ZiZe.

767. Odrediti trajektoriju tatke M koja pri svom kretanju ostaje dva
puta bliZa tacki F(~1, 0) nego pravojx = — 4, ;

768. Dokazati da za svaku tatku P(x,,y,) u elipsi o + 25 = 1

- non B 5
vaZi nejednakost E}; + 5-<1, a za svaku spoljasnju tatku Q(x,, y.)
1

g s x5
vaZzi nejednakost —b g B,

769. Odrediti poloZaj tacaka:
A(6, —3), B(—-2,5), C(3, -6) D(30,0),
E(-4,2v6) i G(1,V26)
u odnosu na elipsu
r ., ¥
gtyE=1

X2

770. Data je jednadina elipse oo * %-;)- =1 itacka M(8,y>0) na njoj;
odrediti jednatine i duZine potega clipse u toj tacki.

771. Odrediti jednacinu elipse Cija je velika osa 16, a konfokaina je clipsi
Al
oty =1

772. Odrediti one tacke elipse ‘;— - %; =1 za koje je apscisa jednaka

ordinati.
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773.

774.

775.

776.

i f

778.

9,

7840,

781.

782.

783.

786.

787.

Na elipsi Sx* + 92 = 405 odrediti tacku u prvom kvadrantu za ko-
Ju je razlika radijus-vektora Py =¥= 8

Odrediti ugao koji obrazuju radijus-vektori tacke M elipsc 4:

Q) M@3,y>0), k:4 + 92 = 180;

b) M(V3, =2), k:2x2 + 32 = 18,

Oc_lrcglili duZinu potega one tacke clipse %* + 16y* = 25 Cija je ap-
scisa jednaka ordinati.

Odredivti geometrijsko mesto tataka koje su podjednako udaljene
od kruZnica: (x + 2)% + y2 = 64 =2y +y =4,

Data su temena trougla A(4,2), B(-4,2), C(0, —2). Odrediti geo-
metrijsko mesto tacaka sa 0s0binom da je zbir kvadrata rastojanja
svake tacke od strane datog trougla stalan i da ima vrednost 12.

T;?.(‘f.ka P opisuje kruZnicu x? + )7 = r2 Odrediti jednacinu geome-
trijskog mesta tacke M koja deli ordinatu tatke P u razmeri 3 : 2.

U jcdnaéi_ni prave Ax +y — 5 = 0 odrediti paramclar A tako da
prava dodiruje elipsu 9x* + 16y = 144,

U presecnim tatkama prave Sv — 3y — 14 = 0 clipse 2 + 3% = 28
konstruisane sa tangente na elipsu. Odrediti jednatine tangenata.
Tacka M(x.!,y]_) na elipsi 2x* + 3y* = 35 udaljena je od centra elipse
d = VI7. Napisati jednacinu tangente elipse u toj tacki.

Napisati jednac¢inu tangente elipse koja je normalna na pravu:

a) 2% + 3y? = 35, 3x — 8 ~24=0;

by X+ 20 =54, x4y —-4=0,

Odrediti ugao za koji treba da rotira prava

3 =11y — 39 = 0 oko svoje tacke P(14, y), da bi postala taneent
ipse x? 0. V) nt
elipse x* + dy? = 100, (14 P genta

- Napisati jedna¢inu one tangente elipse x? + 3y = 28 koja s pra-

Vomx — 5y — 20 = 0 gradi ugao od 45°,

- Odrediti jednacinu elipse koja dodiruje pravu x + 4~10=0y

taCki M(2, ).

Odrediti ugao pod kojim se vidi eli 24yl = iz talke
P(8, 0). p J Ipsa 3x* +y* =48 iz talke

Napisati jednatinu elipse b%2 + a%? = @22 ko iruj
b 1 ; V= a’h’® koja dodiruje pra
2k + 12y + 75 = 0 u tadki P(x, —4). J S
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788.

789.

790.

[z taCke A4(0,4) i B(0, —4) konstruisanc su tangente na elipsu
9% + 16y* = 144. Dokazati da je figura koju ¢inc tangente romb.

[z twalke A(—-5,4) konsrtruisane su tangente na elipsu
dv? + 25p* = 100. Naci jednacine tih tangenti.

Napisati jednalinu elipse bx* + a*y* = a*h? ako su poznate dve nje-
ne tangente:

Ax+y—-8=01x+3+16=0;

) +5y—-25=01 W+200—-75=0,

791.*Odrediti ugao pod kojim se seku krive

792.

793.

794.

795.

796.

. ¥ F % xz )2

Iz tatke (2, 7) konstruisane su tangente na elipsu
r .3
100 * 25 =1

Odrediti jednaCinc tih tangenti i povrSinu trougla ogranidenog
tangentama i dodirnom tetivom.

Date su dirke elipsc:

X+2p—27=017c—-d-81=0.

Odrediti povrSinu trougla ogranienog dirkama i dodirnom tetivom.
Napisati jednacine zajednickih tangenti krivih: 9 + 16y? = 576 i
X (= 2) =32,

Napisati jednadine zajednickih tangenti krivih:

9= + 16y" = 144 i 16x? + 9y = 144,

Data je elipsa b2* + a%* = @°b* i na njoj tacka M(x, y,). Dokazati
da jednadina tengente u tacki M ima oblik bx, + a¥yy, = a*h%

797.%Ako se iz obe ZiZe elipse b%? + ¢ = a°h* konstrui§u normale na

istu tangentu, njihov proizvod je konstantan i jednak kvadratu ma-
le poluose. Dokazati.

798.%Ma za koju tangentu clipse, proizvod apscise dodirne tatke i apscise

tacke u kojoj ova tangenta sece veliku osu jednak je kvadratu velike
poluose. Dokazati.

799.*Pokazati da su tangente elipse b%* + a’* = a’h® konstruisane u

krajnjim tackama jednog pre¢nika medusobno paralelne.

800.*Na clipsi bx* + a%* = @’h* konstruisane su tangente u krajnjim

taCkama velike ose. Dokazati da je proizvod odsefka na tim tan-
- gentama koje odseca bilo koja tangenta elipse konstantan i iznosi b
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BOL*U ZiZ1 b2 + ay® = g2 konstruisana je normala na veliku osu do
preseka sa elipsom. U presecnoj tacki konstruisane su tangente {
normala elipse, a iz druge ZiZe konstruisane sy normale na te pra-
ve. Odrediti povrsinu dobijenog Cetvorougla.

802.*Odrediti proizvod odstojanja 7iza od bilo koje dve paralelne tan-
gente elipse.

803. 1z tatke A(0, 8) konstruisane su langente na clipsu x* + 3p? = 48, a
u dodirnim tackama normale. Odrediti temena 1 povrSinu dobije-
nog Cetvorougla i ispitati kakav je taj Eetvorougao.

804. Odrediti ugao pod kojim se¢ vidi elipsa x* + 3 =12 iz take
P(0, 4), )

805. Odrediti relaciju koju zadovoljavaju koeficiienti A8, aib da

pravadx + By + C =0 dodiruje elipsu p%:? 4+ ay? = gp?,

806. Kroz tacku N(1, 1) u elipsi 4x2 + 9y = 36 treba pastaviti tetive ko-

ja je tom tatkom prepolovijena.

B § g s i P e S R
867. Napisati jednadinu ove tetive elipse 75 T g =1 koja je prepolo-

vljena talkom M(2, 1).

508. Duta je elipsa x? +4y*=100. Napisati Jednacinu one tetive date
clipse koja je prepolovljena tatkom M 1, —é 'd-zalim odrediti
koordinate krajnjih tadaka tetive.

80%. Data je clipsa bX* + ay = @, Dokazati da se odseCak ma koje
njene tangente, koji leZi izmedu langenata koje su konstruisane u
krajnjim tackama velike 0se, vidi iz fokusa pod pravim uglom.

810.*Oko elipse x* + 8y = 72 opisali jednakokraki trapez sa osnovama
paralelnim velikoj osi i ogtrim uglom od 45°. Odrediti jednacine
stranice; koordinate dodirnih taCaka; koordinate temena i
povrsinu trapeza.

811_,*Qd{cc1iti geometrijsko mesio tataka iz kojih se vidi elipsa
b%* + a%* = a’h? pod pravim uglom.

812. Duz AB =aq s¢ krece tako da tacka 4 klizi PO apscisnoj, a tacka B
po l()rdli.’lam()j 0si. Odrediti geometrijsko mesto tataka M(x,y), koja
deli duz AB v odnosu 1: 2 polazedi od tacke A.

813. U kruznicj x? +y* =25 upisana je clipsa b3 + a’y* = g% Polu-
precnik kruZnice konstruisan u njenoj tacki 4 (4, 3) prepolovijen je
elipsom, napisati njenu jednadinu, ‘
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814. Napisati jednadine pravih koje sadrZe ZiZe elipsa
Yool e g B E
BYE=llmgteg=1

815. U clipsu x*+ 4y = 36 uvpisan je kvadrat, Odrediti njegovu
povrsinu.

816. Izra¢unati povriinu pravougaonika upisanog u elipsi z +2 =1

) = 6127

tako da dve suprotne stranice sadrze ZiZe elipse.

817. Temena Cetvorougla nalaze se u Zizama elipsi b22 + a’y? = a%? i
ax’ + bly* = a’b* Odrediti koordinate temena i povrsinu ovog et-
vorougla.

818. Data je elipsa b%* + a’y* = a’b% Odrediti duZinu tetive koja sadr#i
ZiZu elipse i normalna je na ZiZnu osu.

819.*Odrediti jednacinu skupa tataka u ravni, tako da je odnos njihovih
rastojanja od tacke A(1, 0) i od prave x = 9 jednak % ‘

820.*DuZ AB = 8 krece se tako da jedna njena krajnja tatka A klizi po Ox
osi, a druga B po Oy osi. Odrediti jednacinu geometrijskog mesta
taCaka M(x, y) koje opisuje tacka M dui 4B, ako je MA = 3.

821.*Tangenta i normala clipse x* + 2)* = 54, koje su konstruisane u
tacki M(6, 3), seku koordinatne ose u tatkama T, T}, N, N,
a) Dokazati da obe ZiZe elipse pripadaju kruZnici kojoj pripadaju
itacke M, T, i N,
b) Dokazati da se ova kruZnica i kruZnica koja sadrZi tatke M, N,
T seku pod pravim uglom.

322.*Odrediti jednacinu georlnetrijskog mesta tacaka u ravni koje su
podjednako udaljene od kruZnica
E+2)P+y =69i(x —2)+y?=4.

823.*Data je clipsa
L
W=k

Odrediti jednatinu tangente u tacki P(2, y>0). Neka sutatke 4 i B
presecne tacke tangente sa tangentama konstruisanim u temenima
na Ox osi. Dokazati da kruZnica preénika AB sadri obe ¥iZe elipse.

824, Odrediti gcomctrijsko mesto tacaka tako da odnos odstojanja sva-
ke tacke od tatke F(2,0) i od prave x — 8 = 0 bude stalan, 1 ima
vrednost 0,5.
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825. Data je jednacina elipse 4x? + gy
koordinate sredidta, poluose i zize d
sall
Primedba 1: Translacijom elipse

T

] —gt é—{ =
() =+
tako da njeno srediste bude tadka Clp
S¢ u obliku 1

2) L‘:’._ijﬁ?lf s Qg .

h -

I

Primedba 2: Zize elipse (2) su tatke F, (p — e, g)r F,(p +eq)

826. Dat je opsti oblik jednadine krive drugog reda:
(3) AC + By + Cy* + Dy + Ey+ F =04,
Koje uslove treba da zadovoljavaiu realni brojevi
aje Tal . ; Hjavaju realni brojevi A, B, C, E i F d;
bi jednacina (3) predstavijala elipsu oblika (ZJ)? ’ | i
827.*Data je elipsa:
a) ¥+ dy? + 4y - 16y + 8 = ()
b)at+ 52— & + 11 = 0
©) 7+ 37 — 8y + 12p — 32 = (),
d) 16w + 252 + 32¢ — 100y — 284 = 0,
Odrediti srediste, poluose, ZiZe elipse. pa i ormisati
_ ‘ ; , 2iZ pse, pa je transformisat i
(2) (primedba 1) i konstruisati grafik. i B

828.*Odrediti jednacinu clipse u obliku (2) (primedba 1)

: : ako iruj
Ox osu u tadki P(3, 0), a Oy osu u tacki N, —4). 0 dodiruje

7.6, HIPERBOLA

Definicija: Hiperbola je skup tacaka /ni $ 0sobi a je razli
stojanja ma kéje taékej odkdv{;:jttftlzi:?hliarﬁi\krg :l':;;:h}:?:;]m e i
Razlika rastojanja oznacava se sa |

;E ——’r;I = Zaga >0_), B r su .potezi (rad_ij:us vektori) hiperbole; stalne tacke
](, e, 0), F, (e, 0) su ziZe hiperbole, njihovo rastojanje F, F, = 2e(a<e)
Duz A l__’qu_ 2a je realna osa, a B,B, = 2b imagina}na osa] hii)crhole. Bro:
e=Va + bt (e>a) jelinearni ekscentritet hiperbole. !
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— & — 36y + 4 = 0. Odrediti
ate clipse, i zatim je konstrui-

4). dobija se jednacina elip-

Jednadina hiperbole

Jednadina i_— - %: =1 ili b%? — a’y* = a*b® predstavlja centralnu jednadinu

hiperbole .
Jednadina asimptote hiperbole
Prave:y = %\T iy=— -g;r. su jednacine asimptote hiperbole.

Uslov da prava dodiruje hiperbolu: prava y = kx + n dodiruje hiperbolu
bx* — @y = a*b*ako jea’k? = b2 = n’.

>

829. Odrediti koordinate temena i ZiZe hiperbole 31 93 1.,

830. Napisati jednacinu hiperbole za koju:
a) Zize imaju koordinate (%4, 0)), a reaina osa je 6;
b) #ize imaju koordinate (0, £5), a realna osa je 8.

831, Napisati jednacinu hiperhole ako je razmera njenth poluosa 3 : 41
e=15.

832. Napisati jednacinu jedeakostranicne hiperbele koja prolazi kroz
tacku A4 (10, —8).

833. Tacke A(4,V5) i B(—4V3, 5) pripadaju hiperboli. Odrediti njenu
jednacinu.

834. Napisati jednaCine asimptota hiperbola ako je reaina osa 8, a ra-
stojanje izmedu Ziza jednako 10.

835. Odrediti jednacinu hiperbole ako je rastojanje izmedu 7iZa jedna-
ko 10vZ , a jednacine njenih asimptotay = ii—_};._

836, TacCka A (1{}, 4%] pripada hiperboli, a jedna niena asimptota
sadrzi tatku B(4, 3). Napisati jednacinu hiperbole.

837. Odrediti presefne tacke asimptote hiperbole
x* — 3y* =12 s kruznicom <jje je srediSte u desnom fokusu hiper-
bole i koja sadrZi koordinatni podetak.

838. Hiperbola sadrzi tacku M (6, %fi’) , a njena realna polucsaa = 4.

Napisati jednacinu normale konstruisane iz leve ZiZe hiperbole na
njene asimptote.

839. Na hiperboli x* — y* = 4 odrediti tacku ciji su radijus-vektori nor-
malni.



840. Tack /4 deli rastojanje izmedu #ize hiperbole 9x? -- 16y* = 144 u
odnosu na FM : MF, =2:3, gde je F, leva Ziza hiperbole. Kroz
taCku M konstruisana Je prava pod uglom od 135° prema osi Ok,
Odrediti tacke preseka ove prave sa asimptotama hiperbole,

841. Data je elipsa 37 + %7" = L. Odrediti jedna¢inu konfokalne hiper-

bole Cije su asimptote y= :)ﬂgi

X2 =, : . e i e
842. Data je elipsa 16+ % = 1. Napisati jednalinu hiperbole ¢ija se te-
mena nalaze u 7izama, a #iZe u temenima elipse.

843. Dokazati da je proizvod odstojanja ma koje tatke hiperbole od
njenih asimptota stalan.

844. Iz ZiZe hiperbole 9y* — 16y = 144, konstruisana je normala na
asimptotu: izradunati povrsinu ogranienu ovom normalom, asim-
ptotom i apscisnom osom.

845. Data je hiperbola X — 4y’ = 4. Odrediti jednacine prave koje
sadrZe tacku A4 (2, —5) i paralelne su asimptotama hiperbole.

846. Na hiperboli £ - 1z =1 odrediti tacku dije je odstojanje od jed-

ne¢ asimptote tri puta vece nego odstojanje od druge asimptote.

847. Date su tatke A(~1, 0) i B(2,0). Tatka M krece se tako da jeu
trougly AMB ugao B stalno dva puta veéi od ugla A. Odrediti jed-
nacinu trajektorije kretanja.

848. Odrediti trajektoriju tacke M{(x,y) koja pri svom kretanju ostaje
dva puta bliZa pravojx = 1 nego tacki F(4, 0).

849. Date su tacke A(a, 0) i B(~a,0) i duZ duZine b, Odrediti geome-
trijsko mesto tacaka M(x,y) tako da za koeficijente pravca pravih

MA i MR vazi kA,u'kﬂ.-'-f = "E'_

e
'

850. Odrediti geometrijsko mesto sredine tetive hiperbole x* — 4y? = 16
koje grade sa osom Ox ugao od 45°,

851. Odrediti geometrijsko mesto tadaka iz kojih se vidi hiperbola
b%* — a%* = a%? pod pravim uglom.

852. Odrediti jednaginu centra kruznica koje odsecaju na dvema me-
dusobno normalnim pravama odsedke duZine 2a 1 2b.

34

5 i B ka M se kreCe tako da je
853. Date su tatke A(—a,0) i B(2a, 0). Tack M
) ugao MAB stalno tri puta manji od spoljasnjeg ugla AMC trougla
AMB. Odrediti jednacinu putanje tacke M.
854. Napisati jednacinu tangente hiperbole u svojoj tacki M:
ayx* —y* =40, M, 9);

5
2 e

b) 5= — & = 1, M(~63, y<0).

855. U jednacini pravey = kx — 7% odrediti parametar k tako da ona
bude tangenta hiperbole 5x* — 4y° = 89.

856. Kocficijent pravca tangente hiperbole 4x* — 9y =36 jednak je
20

9

Napisati jednaCinu tangente. |

857. Odrediti jednacine tangenti hiperbole x> — y? = 2 konstruisane iz
tatke M(1, 0). |

858. Odrediti jednacine tangenti hiperbole 235x* — 4y* = 100, konstrui-
sane iz tacke P(0, —10).

859. Odrediti jednacinu tangente hiperbole koja je paralcina sa datom
pravom: _
) M — =32, W+ -1=(
by 16 — 9% = 144, —y+5=0.

860. Odrediti jednacinu tangente hiperbole 3x* — 4y* = 12, koja odseca
na koordinatnim osama jednake odsecke.

3  — V2y = () seCe hiperbolu 3x* — 2)* = i2. Odrediti
el [P;f)ﬁ?iﬁlu tr\:;i)gl: igraniéenog ta?ngcntama, koje sadiZe presetne
tactke, 1 datom pravom.

862. Data je hiperbola 4 — 5y = 20. Odrediti jedna(‘,'inu pr;(we' koja
sadrZi koordinatni poletak, se€e hiperbolu u dvema tackama Cije
je rastojanje v29. _ ‘

863. Napisati jednacinu prave koja dodiruje hiperbolu 5x2 — 7y = 13 i
normalna je na pravu
Tx + 10y + 28 = 0.

864, Odrediti ugao za koji treba da rotira prava |
x+ 7y =9 =0 oko svoje tatke M(2,y) da bi dodirivala hiperbolu,
koja sadr7i tacke A(2,0) i B(6, 4), a centar joj pripada koordinat-
nom pocetku.
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865. Napisati jednadinu tangente hiperbole
x=—2y* = 4, koja sa pravom x + Ty =9 = 0 ¢ini ugao od 45°.

866. Odrediti jednacinu hiperbole b2 — a’y* = a®* ako je data njena
asimptotay = ¢ 1tangenta 15x — 8 + 18 = ().

867, Napisati jednadinu hiperbole b%? — g3? = g2

! . ina = ay” = ab*, ako s znate
jednacine njenih tangenti; L e
X=Tp=1=0ix=y—~1=4

868, I/ [_)l('kt. F(3,2) konstruisane su tangente na hiperbolu
¥ = 2 = 2. Odrediti ajihove jednadine.

869. Odrediti ugao pod kojim se seku krive
0%+ dy? = 84§ 31 — Y2 = 12 i jednadi iuj j

4 . e = 12 acine langent :anoj pre-
senoj tacki. = AR R
870. Dokazati da se hiperbola x* — y* = ¢ i kruZnice 52
% 3 D0la X° — y* = @° i kruZnice x* + y? = 247 se
pod uglom od 60°. . S
871. thpisalli jednadine zajednickih tangenti krivih:
Ay -l + 17 =003 - 42 - 12 = 0,
872. Napisali jednadine zajednickih ta i krivi =4 T 5
vapisati £ ngenti krivih: 6 + 10y7 = 15 j
Gt — 1y = 60, ’ l
873. O(:Eri;dili jednacine zajednickih tangenti krivih linija:
250+ 1000 =4 § x* =32 = 1.

874. Odrediti Jednadinu tangente hiperbole x? — 12y = 36, koja gradi
58 pravomux + 2y = () ugao od 45°, '

LY {(mz taCku A4(3, ~1) konstruisati tetivu hiperbole x* — 4y2 = 4, ko-
Jaje tom tackom prepolovijena. ' ’

876. Napisati jednadinu tetive hiperbole dx? — Oy ' “

. Dl > 3 =3
il AT 1) P =% 6, koju polovi

877. Na /tay;gcnli \elipse 4e* + 5y = 20, koja je konstruisana u tacki
M i —3 Y>0) clipse, Ie7i tetiva hiperbole dx? — ¥ = 36. Odrediti
duzZinu tetive,

878. Odrediti us_l.m' koji zadovoljavaju parametri 4, B | ¢ prave
Ax + By + C =0 parametri a i b hiperbole b%* — a%? = a2 da
bi prava bila tangenta hiperbole. - ’

8?9.*Da@ jc:_hipcrlmlu bt — ay’ = a’? i na njoj tacka M(x,.y,). Doka-
Zai1 da jednacina tangente hiperbole u tacki M ima oblik
by, — avy, = a?,

&0

880.*Dokazati da je odsecak dirke hiperbole izmedu njenih asimptota
prepolovljen taCkom dodira.

881.* Asimptote hiperbole i njena tangenta konstruisana u proizvoljnoj
ta¢ki obrazuju trougao konstantne povrsine. Dokazati.

882.*Asimptote hiperbole bx* — a%* = a*h® i prave koje prolaze kroz
ma koju tac¢ku hiperbole paralelno asimptotama obrazuju parale-
logram konstantne povrsine.
Dokazati.

883.*Proizvod odsiojanja ZiZe hiperbole
bx?* — a%* = a’h* do bilo kojc njene tangente je stalne veliCine i
jednak b*.

884.*Qdstojanje ZiZa hiperbole b%* — a%* = ¢*b* od njenih asimptota
iznosi b. Dokazati.

885.*U trouglu 4RBC date su krajnje tacke osnovice A(—3,0) 1 B(3,0).
Uglovi na osnovici zadovoljavaju relaciju tgo-tg f=—4. Odrediti
jednacinu krive koju opisuje teme C.

- 886.*U trouglu ABC data je osnovica AB = 2c, a uglovi na osnovici za-

dovoljavaju relaciju tga- tgf = — k. Odrediti geometrijsko me-
sto temena C.

887. Na hiperboli bx? — a’y* = a°b” odrediti tacku M (iji potezi ¢ine ugao
od 90°.

388. Napisati jednacinu hiperbole Cija se temena nalaze u ZiZama elipse

+
34

%(_J' + % = 1, aZi7c se poklapaju sa temenima elipse.
2 o - LS. S
889. Odredit rastojanje temena hiperbole 55 = B35 =1 od njenih
asimptota.

890. Odrediti jednacinu elipse (ije ZiZe pripadaju ZiZama jednakostra-
nitne hiperbole ¥* —y? = 18, i ako tatka N(5V2, 4VZ) pripada
clipsi.

891. Na hiperboli 3x? — 4% = 72 odrediti tacku najblizu  pravoj
3x + 2y + 1 =01 izraCunati odstojanje izmedu ove tatke i date
prave.

892, KruZnica sa centrom na Ox osi sefe hiperbolu 3¢ — 4y? = 12 u
tacki A (4, --3) pod pravim uglom. Napisati jednacinu te kruZnice.

893, Na hiperboli % — 16y? = 144 odrediti ta¢ku iz koje se reaina osa
vidi pod uglom ed 60°.
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894, Dve poluprave sa poceinim tackama A(=a,0) i B, 0) rotiraju
0ko njih tako da sa Ov osom grade uvek komplementne uyicve,
Odrediti jednacinu geometrijskog mesta njihovih presednih tacaka.

c . 0 . ; . : ;

895.*U tatki 4 (i‘— y<0) hiperbole 9y? — 16y* = 576 konstruisapa je

tangenta ¢. U temenima hiperbole konstruisane su tangente £, iz,
Odrediti ugao pod kojim se vidi iz desne ¥ize hiperboie odsecak
tangente £ izmedu tangent {; 1t zatim odrediti duginy odsediy,

896.*Prava je odredena tackama A(2,0) 1 B(6, 4). Odrediti realan broj b
tako da prava 4B bude tangenta hiperbole i — 8y = 8b2 U ko-
Joj razmeri ta¢ka dodira delj duz 4B?

897.*Odrediti geometrijsko mesto tacaky Ciji je odnos rastojanja od
; - §ia & o
tacke F(e, 0y i prave ex = o2 stalan i jednak g(e>a ilie<a).
898. Nu hiperboli b3 — ay? = 4% odrediti tacku Ciji su radijus-vektori
medusobno normalni.

899.* Ako se oko jednog temena elipse, koje pripada njenoj maloj po-
luosi konstruie krunica poluprecnika jednakog velikoj poluosi,
ona sefe Ox osu u Zijama elipse. Dokazati,

900.*Data je hiperbola 22 — @y = a*b, Odrediti dudinu tetive hiper-
bole koja sadrzi zizu i normalna je na fokalnu ZiZinu osu,

901. Data je kruZnica x* + Y+ dr =01 1acka P(2,0). Odrediti geome-
rijsko mesto tacaka koje su podjednako udaljene od daiog kruga i
date tacke.

Primedbe 3: Translacijom hiperbole
P sl
®) =1

tako da njeno srediste bude tacka C(p, g), dobija s¢ jednacina hi-
perbole u obliku

(4) (igrﬁt - IL;#); =1

Primedba 4: Jednatine asimptota hiperbole (4) su
. b

G) y-g=22@~p)

Primedba 5: Zije hiperhole (4) pripadaju tackama F,(p — e, q) i
Fip + e,q).

902. Data je jednacina hiperbole

Dt~ G2 — gy 4 36y — 68 = 0. Odrediti koordinate sredidta, po-
luose i Zize date hiperbole, i zatim je konstruisati,

38

903. Dat je opsti oblik krive drugog reda
(6) A*+ By + Cy* + Dy + Ey + F = (. -
Koje uslove treba da zadovoljavaju realni brojeviA, B, C, D, E i
F da bi jednatina (6) predstavljala hiperbolu oblika (4)?
904. Odrediti jednacinu hiperbole &je su Zize F(-10,2) i F(16, 2) i &ija
je realna osa 2a = 24.
905. Odrediti poluose, koordinate centra i jednatine asimptota hiper-
bole, ako je data njena jednacina:
a) 4% — 9 — 16x — 18y — 29 = (;
b)x? =2y — 2 + 8 — 9 = (;
€) W = 16p7 + 9 + 32y — 367 = 0.
906. Odrediti jednadinu hipcrbole‘
bi(x — p) — a*(x — q) = a%? o
koja sadr2i tatke M i N, a centar joj je taCka C:
ay M(1, 1), N(4,2), C(—1, -2);
b) M(11,9), N(3,3), C(1, 2);
) M(3, —2), N(7, —6), C(1, —1).
967.*Odrediti jednadinu tangente hiperbole ,rzp— 2~ +8 =9 =0,
ako tangenta gradi sa Ox osom ugao od 45°.
i “(x P —ay? = a*%? sadrii 1, 4 drediti
908.“Hiperbola b*(x — ¢)* — a¥* = 4% sadrzi tacku M(11, 4). O
njcﬂw poluose i centar ako je jednacina njene  asimptote
x = 2y — 1 = 0, a jednacina njene tangente 5x — & + 13 =0.
909.*Odrediti ugao za koji treba rotira prava ) - -
=T+ lg = 0 oko svoje tatke M(3, y) da bi dodirivala hiperbolu
=3P - 2t + 129+ 1 =0.

7.7. PARABOLA

Definicija: Parabola je skup tacaka u ravni s osobinom da je rastojanje
svake tacke od jedne stalne tacke jednako odstojanju te tacke od jedne
Stalne prave.

Stalna tacka F(%, O) je ZiZa parabole, a stalna prava Cija je jednadina
E+ % = () - direktrisa parabole.

Odstojanje tacke F od dircktrise obelezava s sa p inaziva se parametar
parabole; koordinatni pocetak je teme parabole.
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Jednadina parabole

Jednatina y* = 2py predstavija konaéni oblik jednacine parabole, koja
pripada desnoj polupravi, ima teme u koordinatnom pocetku, a osa joj se
poklapa sa osom Oy

Jednacina y? = —2px predstavlja konacnj oblik jednacine parabole, koja
pripada levoj polupravi, ima teme u koordinatnom pocetku, a osa joj se
poklapa sa osom Oy,

Uslov da prava dodiruje paraboly,

Prava y = kx + p dodiruje parabolu y? = 2px ako je p = 2kn.

910. Odrediti jednaciny parabole y* = 2py koja sadrzi tacku M2, —4).

FL1. Napisati jednaciny parabole Cija je 7iza u tacki F(4,0).

912. Dirckirise parabole sa temenom u koordinatnom pocetku je prava
X +5 =) Napisati jednaciny parabole i odrediti koordinate njene Zize,

3. Kroz 7izu parabole ¥ = 10 konstruisana je tetiva normalno pa
njenu osu. Odrediti duZiny tetive,

. 2 e owen o re oy . -
914. Sctica parabole Y= 8 sadrzi 7iju i tacku Cija je apscisa 4,5 a or-
dinata pozitivna, Napisati jednacinu secice.

915. Data je parabola ¥ = —dy. Kroz njenu Zizu konstruisana Jj¢ prava
pod uglom od 135° pPrema pozitivnom delu ose O Napisati jed-
nacinu prave i odrediti duziny odgovarajuée tetive parabole.

916. U paraboli ¥yi=2px upisan je jednakostranican trougao. Jedno te-
me trougla poklapa se sa temenom parabole, Izracunati duzinu
stranice trougla.

917. Na paraboli y? = ¢ odrediti tatku ako je njen zizni radijus-vektor
jednak 4,5,

918. Napisati jednacinu kruznice Ciji je centar u 7z parabole y* = 2py
dodiruje njenu direkirisy,

919. Kroz 7izu parabole y* = —dx konstruisana je setica pod uglom od
120° prema pozitivnom dely apscisne ose. Napisati njenu jed-
nacinu i odrediti duginu dobijene tetive,

928. Napisati jednaciny parabole i njene direktrise ako parabola prola-
zi kroz prese¢nu tacku prave y = x i kruZnice x2 + ¥+ 6 = (), a si-
metricna je u odnosu na apscisnu osu.

921. Data je parabolay® = —dx. Kroz tadky M(=2, —1) postaviti tetivu
koja je tom tackom prepolovijena.

B0

922.

923,

927.

928,

929,

930.

931.

933.

934,

935,

936,

Data jc parabola ¥ =4dxitatka M (2% —"1) . Odrediti duinu teti-
ve parabole, koja je raspolovljena datom tatkom.
U paraboliy* = 6v upisan je jednakostranican trougao; jedno teme

J€ teme parabole, a jedna stranica je normalna na apscisnu osu,
Odrediti povr§inu trougla.

- Odrediti geometrijsko mesto centara kruznica, koje dodiruju

kruZnicu x* + y* = 2ax i osu Oy.

- Odrediti geometrijsko mesto sredine tetiva parabole y* = dx,

koje zaklapaju sa osom Ox ugao od 45°,

- Sastaviti jednacinu geometrijskog mesta centara krunica xoji do-

diruju kruznicux? + y> — Gr + 5= 0 i y-osu.

Odrediti jednacinu geometrijskog mesta sredina tetiva parabole
y* = 2px koje polaze iz njenog temena.

Odrediti geometrijsko mesto sredina ordinata tacaka parabole
y* = 2px. |

Odrediti geometrijsko mesto tadaka koje dele Ordinatf:v'ta'éakz_i pa-
rabole y* = 2px u razmeri m : n, gde je prvi odsecak bliZi apscisnoj
0si, a drugi udaljeniji od nje.

Odrediti geometrijsko mesto tacaka iz kojih se vidi parabola
¥* = 2px pod pravim uglom.

Napisati jednacinu geometrijskog mesta srediSta kruZnica, koje
dodiruju kruZnicu (x + 5)2 4+ y2 =9 pravux — 2 = 0.

. Odrediti jednatinu tangente parabole (p) u svojoj tacki (M):

3 1
a)py* = 6x, M(2,y>0); b)p:y = 1k, M(2§, _}-«:OJ A

Napisati jednacinu parabole ako je prava 3x + 2y + 3 = 0 njena
tangenta. -
Odrediti jednacinu tangente parabqle y? = 15x, ako ona gradi sa
pozitiviim delom ose Ox ugao od 45°,

Napisati jednacinu tangente date parabole, ako sadrZi tatku M ko-
jane pripada paraboli;

L, V12 = 16y 1
a)y* = 24y, M(--?)-, {l}; b)y* = 16, M(U, 2).

Napisati jednacinu tangente date parabole, ako je poznato da je
paralelna sa datom pravom:

¥eBp =1

—-y=4=0.
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937. Odrediti jednacine tangenti parabole y* = 4x u preseCnim tackama
54 pravom 2x + y — 4 = (),

#38. U kojoj je tacki parabole y* = 16x tangenta nagnuta pod uglom od
135° prema x-0si?

939. Odrediti jednacinu tangente parabole y* = 12x, koja sa pravom
¥ =3 — 4 gradiugao ¢ = —} |
940. [z tatke S(-2, —2) konstruisane su dirke na parabolu y* = 16x,

Odrediti:
4) jednacine dirki;
b) ugao izmedu njih;
) povrsinu trougla kog Obrazuju te dirke i prava koja prolazi kroz
dodirne tacke.
941. Kroz ta¢ku § %, -]) konstruisati tetivu parabole y* = 4, koja je

tom tatkom prepol vljena; odrediti njenu jednadinu i jednacine
tangenti konstruisanih u njenim krajnjim tackama.

Napisati jednac¢ine zajedni¢kih tangenti krivih (942-945)

M2 yr=dvixz+y2— 2y — 9=,

943, X +32 + 3 =) 1y = Oy,

M 24y e+ 4 =) iy = 8.

945, 31 = 2001 N2 + 16y = 144,

6. Prava 2x +y — 12 = O sede parabolu y* = 4v. Odrediti:

4) ugao izmedu tangenti u tim taCkama;

b) jednacinu tangente parabole koja je paralelna sa datom pravom;

C) jednacinu kruZnice Opisane oko trougla Cija su temena pre-
seéne tacke date prave | parabole, i presek tangenata po-
vuCenih na parabofu u tima taCkama;

d) ugao pod kojim se seku data parabola i pomenuta krunica.

947.*Pod kojim se uglom seku kruZnica 3%+ 3y - 32r — 128 = 0 pa-

rabola y* = 8¢?

H48.*Zajednicke tangente parabole y* = 4x i kruZnice
i ~&+9=0 obrazuju trougao, oko koga je opisana
kruznica. Napisati jednacinu te kruZnice,

949. Kroz tacku P(3, 2) konstruisana je tetiva parabole ¥* = 4, koja je
tom tackom prepolovljena. Napisati jednadinu kruZnice koja pro- .
lazi kroz krajnje tacke pomenute tetive i kroz presck onih tangenti
parabole koje su konstruisane u krajnjim tackama te tetive,
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950. 17 tacke B(2, —4) van parabole x* = 8y konstruisane su tangente na
parabolu. Napisati jednacinu kruZnice opisane oko trougla koji
obrazuju te tangente i duz koja Spaja njihove dodirne tacke, pa do-
kazati da je taj trougao jednakokrak.

951. U jednatini prave ax + y — 2a = 0 odrediti parametar a, tako da
povisina trougla, koji se dobije kad se njene presecne tacke sa pa-
rabolom y* = 4x spoje sa koordinatnim pocetkom bude 6. U kojoj
s¢ tacki scku tangente parabole konstruisane u preseCnim tackama
date prave i parabole?

952.%Kroz Zizu parabole y* = 6x konstruisana je tetiva koja sa osom pa-
rabole gradi ugao od 45°. Dokazati: ,

a) da je duZina tetive Cetiri puta veca od duzine parametra;
b) da se tangente parabole konstruisane u krajnjim tatkama tetive
scku na direktrisi parabole;

€) da pomenute tangente grade ugao od 90°,

953.*Ako se kroz ZiZu parabole x? = Zpy konstruiSe tetiva pod uglom od
45° prema x-osi, onda je njena duZina Cetiri puta veca od duZine
parametra parabole; a ako se konstruiSe pod uglom od 60°, onda je
njena duZina osam puta veca od parametra parabole. Dokazati.

954.*Pod kojim uglom treba da je nagnuta prema osi parabole y? = 2px
Ona njena tetiva koja prolazi kroz #izu da bi njena duZina bila &eti-
It puta veca od duzine parametra? Kako glasi jednadina te tetive i
koliki ugao ¢ine medu sobom tangente parabole konstruisane u
njenim krajnjim tatkama. . .

955.*Ako pravay = kx + n sele parabolu y* = 2px u dvema tatkama, a
tangente u tim tackama na parabolu éine ugao od 45°, onda postoji
relacija: (zi;—ffﬁ) +2knp = p*, koja se u specijalnom sluaju za

parabolu y? = 4x svodi na jednadinu (n -2}' k) + nk = 1. Dokazati.

956.*Na parabolu x* = 8y povudena je tangenta paralelno sa pravom
4 —y - 32 = 0, pa je iz 7i%e spustena normala na tangentu. Odrediti:
4) povrSinu trougla ¢ija su temena ZiZa parabole, dodirna tatka
pomenute parabole i prese¢na tatka tangente sa mormalom
spustena iz ZiZe na tangentu i jednadine njegovih strana,
b) jednalinu kruZnice opisane oko trougla.

957.%Prava 3x — 5y + 25 = 0 je zajednicka tangenta elipse
b%* + a%® = a*b* i konfokalne parabole y* = 2px; dokazati da je
trougao, Cija su temena tacke dodira i zajednitka ZiZa pravougli
trougao,
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958.*Date su prave x —Ay + 3 =0, x+ ky + 2k =0 i parabola
¥ = 2px. Odrediti parametre A, k i p, tako da obe prave dodiruju
parabolu i da medu sobom grade ugao od 45°,

959. Odrediti tangentu parabole y* = 12x koja gradi sa pavom
X = 3y — 4 = 0 ugao od 45°, a zatim odrediti njenu dodirnu tacku.

960.*Ako tangenta parabole y* = 4x, &ja je jednadina x — 3y +9 =0,

rotira oko svoje tatke P (L 5| ona opet dodiruje parabolu u tacki

A (]3’ )] Odrediti ugao rotacije i napisati jednatinu one tangente
parabolc koja je paralelna sa dodirnom tetivom prvih dveju tange-
nata.
961. U presecnim tatkama prave 2t +y — 12 = () i parabole y* = 4y
konstruisane su tangente na parabolu. Odrediti:
a) ugao izmedu tangenti,
b) jednalinu kruZnice koja sadr# presecnu tacku tih tangenata i
kroz presecne tacke date prave i parabole,
¢) ugao pod kojim se scku date krive.
962. Tangente parabole y* = 4x konstruisane u njenim tackama A(1, 2),
B(1, =2) i C(49, 14) obrazuju trougao. Napisati jednacine opisane
i upisane kruZnice oko tog trougla.
263. Pravax + 2y + 4 = 0 dodiruju parabolu y* = 2px, Odrediti:
a) jednacinu parabole; .
b) jednacine zajednickih tangent parabole i kruZnice
¥ty —-2—-9=0
€) ugao izmedu date prave i one zajednicke tangente parabole i
kruznice, koja sa x-osom gradi odtar ugao;
d) poviSinu trougla koji obrazuje data prava sa zajedni¢kim tan-
gentama parabole i kruZnice.
964.*Data je jednacina tangente :
X +y+ 1= 0 hiperbole b%* — a¥* = g%
i ZiZno rastojanjc e = V7. Napisali:
a) jednacinu hiperbole;
b) jednadinu parabole y2 = 2px koju dodiruje data tangenta;
¢) jednatinu kruZnice ¢ije se srediSte nalazi u tacki S(0, 2) kojoj
je zajednitka tangenta parabole i hiperbole takode tangenta;
d) dokazati da se dodirna tacka tangente kruZnice nalazi na sredi-
ni rastojanja dodirnih ta¢aka tangenata hiperbole i parabole.
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965. Data je parabola y* = 2px i na njoj tacka M(x,, y,). Dokazati da tan-
genta u tacki M ima jednadinuyy, = p(x + x,).

966. Dokazati da proizvoljna dirka parabole y* = 2px odseca na negativ-
nom delu ose Ox odsecak jednak apscisi dodirne tacke, a na osi Oy
odsecak jednak polovini ordinate dodirne tacke.

967. Data je parabola y* = 2px i na njoj tacka M(x,, y,). Dirka konstruisa-
na u tacki M sece dircktrisu parabole u tadki P, a tetiva, konstruisanu
kroz Zizu normalno na osu Ox u tatki Q. Pokazati da je PF = QF.

268. Oko ZiZe parabole y* = 2px opisana je kruZnica &iji je polupretnik
r = 2p. Odrediti ugao pod kojim se seku data parabola i pomenuta
kruZnica.

969. Odrediti uslov da prava Ax + By +C =0 dodiruje parabolu
y: = 2px.

970. Data je perabola y* = 2px i na njoj tacka M(x, y,). Pokazati da se
dirka u tacki-M i prava konstruisana iz 7iZe normalno na tu dirku
seku u jednoj tacki, koja pripada tangenti u temenu parabole.

971. Odrediti ugao pod kojim KruZnica opisana nad parametrom para-
bole y* = 2px, kao pre¢nikom sece parabolu. ‘

972. Odrediti ugao 'koji obrazuju tangente parabole y? = 2px, konstrui-
sane u krajnjim tackama parametra. Zatim pokazati da seku direk-
trisu na osi Ox. .

973. Odrediti presek parabola sa zajednickim temenom u koordinat-

nom pocetku i Zizama koje pripadaju tatkama F (3,01 F, (B, %) .

" 974. Data je parabola y* = 2px, Dokazati da je parametar p parabole jed-

nak polovini tetive koja sadri #iZu i normaina je na osv parabole.

975. KruZnicax® + y* = 20 sete parabolux® = 8y. Odrediti jednacinu za-
jednicke tetive.

976. Prava 2t — 3y + 4 = 0 sede parabolu y*=4x u dvema tatkama.
Qdrediti jednatine tangenti parabole u tim tackama i ugao izmedu
njih.

977. Data je parabola y* = 16x i hiperbola 3¢* — ¥ = 12, Odrediti:

4) jednacine njihovih zajednikih tangenti;

b) tacke dodira dobijenih tangenti i datih krivih linija;

€) povrsinu Cetvorougla ¢ija su temena dobijene dodirne tacke
(pod b), ali prethodno dokazati da je taj Cetvorougao trapez;

d) ugao pod kojim se vide dijagonale trapeza iz ZiZe paraboie.
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973. Data je parabola y* = 6r. Odrediti jednacinu kruZnice koja dodiru-
je parabolu iznutra u tackama A4 (6, 6) i B(6, —6).

979.*Na paraboli y*= & konstruisane su tangente u tackama
M(2,y>0), N2, y<0), P(8, y>0) koje obrazuju trougao A4BC.
Odrediti jednacinu kruZnice Opisane oko trougla ABC i ispitati da
li ZiZa pripada kruZnici. -‘

980. Konstruisati dve tetive koje sadrZe ZiZu parabole y? = 2px, tako da
je duZina jedne tetive dva puta veca od duZine parametra, a duZina
druge da iznosi %duiine parametra. Pod kojim uglom su nagnute
tetive prema osi parabole I koliki je ugao izmedu tetiva.

981.*Data je parabola y2 = 4v. Odrediti jednacinu tangente parabole koja
J¢ paralelna pravoj 2x — 3y + 9 = (). Zatim odrediti povrSinu trougla
Cija su temena dodirna tacka, 7iza i presek normale sa Ox osom.

982.*Parabola y* = 2px i kruZnica sa centrom na ordinatnoj osi dodiruje
pravuy =x + 3 uistoj tacki. Odrediti jednadine parabole i kruZnice.

983. Oko 7iZe parabole y2 = 12v konstruisana je kruZnica koja dodiruje
direktrisu parabole. Odrediti jednatinu kruZnice i ugao preseka
parabole i kruZnice.

984, Pravay + 2v — 12 = () sede paraboluy* = 4x u tackama 4 i B, u ko-
jima su konstruisane tangente parabole koje se seku u tacki C. Do-
kazati da je trougao ABC jednakokrako-pravougli, zatim odrediti
jednacinu kruZnice opisane oko trougla.

985 *Pravax — 2y + 8 = 0 je zajedniCka tangenta eiipse
bx* + @y’ = a’b* i sa njom konfokalne parabole y? = 2px.

a) Odrediti jednacine parabole i elipse. '

b) Odrediti jednacinu kruZnice koja sadrZi obe dodirne tacke i Ciji
centar pripada tangenti, a zatim pokazati da zajednicka ZiZa
pripada kruZnici.

¢) Odrediti ugao prescka parabole i clipse.

986.*Data je hiperbola b%? — a%* = g%2 -

a) Odrediti parametar parabole y? = 2qx tako da bude konfokalna
sa datom hiperbolom (g>0). .

b) U tacki A(—e, —p), gde je e polurastojanje ZiZa a p parametar
hiperbole, konstruisati tangentu na hiperbolu, pa dokazati da
je ona takode i tangenta parabole.

¢) Dokazati da su radijus-vektori dodirnih tataka i zajednicke ZiZe
uzajamno normalni.
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87 Talka P(5, 3) pripada pravoj koja sede pravu

- 11 jl{}t%d-ft(?u%:fgfﬁlddtg;r}:\(gi\! :— 5= 0 u tacki B. Odrediti geome-
trijsko mesto tafaka sredina dusi 4B ako prava rotira oko tacke P
Prinedba 6: Parabola y = ax* je simetriéna u odnosu na Oy osu.
Niena jednacina je oblika

1

(7) =2y (a= L}) p>0ili p<0).
Primedba 7: Translacija parabole
(8) y* = 2px .
tako da njeno srediste bude talka C(a, f3), dobija se jednacina pa-
rabole u obliku
9 =6 =2p@x - ) (p<0 ili p>0).
Primedba 8: Translacijom parabole
(10) x*=2py
tako da njeno sredisie bude tadka C{e, B dobija se jednadina pa-
rabole v obliku
(1) (¢ — ) = 2ply - f) (p<0ili p>0).
Primedba 9: Parabola oblika (10) kvadriranjem i mnoZenjem svodi
se na poznati oblik
(12) y=ax* + bx + ¢
gde je

b, dac | ‘MR
R Ta ) et

988. Odrediti koordinate temena T, Zize F i jednadinu direktrise 4, ako
i¢ jednacina parabole:
Ay~ — &'+ 17=0;
My —dy+ 9% ~ 14 =0
Ot =~ 8 +9=0;
dyx* = 12¢x — 8y + 52 = (;
ey —dy ~de + 12=0;
D= +4p+35=0.

989.*COdrediti jednacinu parabole (y — ) = 2p(x ~ a) koja sadr#i tatke
A(0, 0), B(—2, 2), C(5, -2) a &ija je osa paralelna sa x osom.

999.*Odrediti jednadinu parabole y* = 2p(x — m) tako da dodiruje pra-
vuox — 2y + 3 = 0 u tatki M(1, 2).

991 #Parabola y* = 2p(x — m) sadrii tatke A(5, 4) i B(9, 4V3). Odrediti:
a) jednacinu parabole;
b} ugao izmedu rangenti parabole konstruisanih u tatkama 4 i B.
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< Dekartovom pravouglom sistemu Oxy Srafirati obl

7.8. GEOMETRIISKO TUMACENJE RESENIA SISTEMA JEDNACINA |
NEJEDNACINA PRVOG 1 BRUGOG STEPENA SA DVE NEPOQZNATE
(primens analiticke geometrije)

Graficki resiti sistem jednacina (992-999):
9. X+ P - —dy - 12=0Ax— pel il
993, x* 4 yr =16 A ¥ = G
994, X+ dyt =4 A dyt= 3y,
995. y=xt+ 3+ L Axy =3
996, 12 kY + 2~ Gy + 5 =0 A s +y =2 -9=9
997, 9" +y =45 Aay =6,
998 By =25 A0 4y =13
999. X'+ 2 =34 Axy = — 15.

1000. {(x, ) | < x} A {(x, y) |x% 3231,
1001, [(x,y)|x? ~ 2 - 36<0},
1002, {(x, ) |x? — y2= 4.

1003, {(x,y)|x? + y? ~ 16<0l.
L004. [(x, y) |97 + 252« 225,
L0085, (v, y)|x* + < L6} (e, 3) [y*<d(x + D}
1006. {(x,y)|x* + dy* = 4N, y)féty3£3,xr},.
LW07.%Odrediti skup tacaka M(x, y) v ravni &je koordinate zadovoljavaju
sistem 2x + 3y - G<() A Y+2>0Ax+ 130 Ax* + 2 - 10,
1068.*Resiti u skupu celih brojeva sistem nejednacina
Yol =2+ S5 0ap+ -1 <2
1009.* J Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu odrediti skup
fataka M(x, y) za koji je
[l +2] - [y -2| <2

918.%U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu odrediti skup
tacaka M(x. y) za koji jc
a) {5, )] Lx +y[=rtr*icq)
b) lx+ 1] + |y - 2] =1
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ast za koju je (1000—1006): |

VIIE. GLAVA

8 MATEMATICKA INDUKCLIA, NIZOVI

8.1. MATEMATICKA INDUKCTIA

Iskaz T'(n), Cija formulacija sadrZi prirodan broj n, je istinit za svaki priro-
dan broj, ako:

1) tvrdenje 7(1) je tatno,

2) za svako k u skupu A implikacija

T(k)=T(k + 1) je tatna.

Matematickem indukcijom dokazati da za sve prirodne brojeve vazi

(1011-1020):

_ap+ 1)

L

bopt e B ,i'_%i%‘j_‘*i__)_‘

0L T +24+34 ... +n

1612, 174 254 354 ...
(e 4+ 1yn + 2

1013, 12423434+ ... +n(n+1)= ’—(M%%L---—l,

1014. 1°2:34+2:3:443:4-5 4 ...

:é n -+ D)(n +2)(n+3).

+ n{n+1)(n42)=

: e
=D ¥ WmAT

(n(n + 1))*
1016, P+ 224+ 3%+ ...+ 1% = IH—LTI] .

1017, 2+ 4 4+ 6 + ... + (2n) = 2n*(n + B3
nar+ DH2n + 7
1008 1 3+244354+ .. +nn+ D = (—ﬁ%(—-)

I{;lg. 1 +2+2"‘ 4+ ... +2ﬂ-—1 ___2,!__ .L
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1020, 1B =22+ 8= .+ (—1p-Tpt= (~1p-1 BEAD

1021. Za sve prirodne brojeve 3 — 1=0 (mod 8). Dokazati.
1022, 3:-5%+1 4 2% +1=(0) (mod 17).

1023. 117+ 4 12%+1=0 (mod 133).

1024. 241 — 9n* + 3n — 2=0 (mod 54).

1025. 3 *2 — 81 — 9=0 (mod 64).

1026. 77+ + 8 +1=( (mod 7).

1027, 3% +2 4 5.2%+1=() (mod 19).

1028. Za sve prirodne brojeve je 271 + n.

1029, Za sve cele brojeven= — 1 je
2n* — 9% + 13n + 25>0. Dokazati.

1030. Dokazati: (1 + )" > 1 + nh
zah#011 + h>0,n>2 (Bernulijeva nejednakost).

1031. Dokazati da je 2">nzan=5.

1032. Dokazati nqednakost Vo \/;g" =V(p +q), gde sup 1q pozitiv-
" nibrojeviin pnrodmbro; =2.

lndukujum dokazati formule (1033-1038)

1033. cosk- cos 2+ cos 2 ... cos & e IBE
Z 2 2 ; 28 ongin X
sin -2-;;
1034. sinx +sin 3 + sin S + ... +sin (24 — )x = ALY
= ’ e il o 1y _ Sin2nx
1035. cosx + cos 3x + cos Sx + ... + cos (2n 1»"—'_—__231'[1:('_
_sin E—';—lx_sm%
1036. sinx + sin 2x + sin3x + ... +sinnx = =
i Siﬂ“z

7 R 8 PO |
€Os —%—=x sin -
1037. cosx + cos 2x + cos 3x + ... + cos ny.= - :

-
blﬂz

' cu b e L X x 1
1038.*tgx+—2—tg§+?tg?+... 2,,tgzﬂ— ctgzn 2_ctg2x.

1039. Indukcijom dokazati formulu
- (cosx + isinx)" = cos nx + i sin nx (*=-1, Moavrov obrazac).
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1041. Akojea,=2,a,=3ia,,,=3a,— 2a

1040.* Matemati¢kom indukcijom dokazati indentitet”
- an n+t 1
1'+2+4+...+2==1+_2
I+x  1+x% 142t 7 14® x-1 g

1—x

n=1

dokazatida jea, =2"+1. _ :

1042. Ako je a,=0, ay=1 1 a,,,=3a,—2a,_, dokazati da je
y a,=2"-1.

1043.*Akosuaib>0 _proizvo]jhi dati brojevi i ako je

1 b 1 b 1 b
01=§(“+E)3‘1:=2(a&+a1)"’ 4 =7("-1+a )’

dokazati da je
e T -
an+\/?)__(a+\/b) (a"#_.ﬁ)

za bilo koji prirodni broj .

1044.*Niz je definisan rekurentnom formulom
a, = (a +ﬁ)an—] i aﬁ“n—l

. : 3__ :
i poletnim uslovima g, = a + f, a, = C;—_gr. Odrediti obrazacza - -
opsti ¢lan. :

- 1045 *[ndukcijom dokazatl da je 2% erj kojem je poslednja cifra 6, za :

svakon=2.

1046.*Dokazati da je bIDj fln) =3 - 1 del]w sa e 5a da nije deljw sa
Erd (n>1) :

1047 *Dokazati da je bl’OJ f(n) 27 + 1 deljiv szi R a‘ da nije deljiv sa
3n+l i

Indukcijom dokazati identitete (1048-1053):
. 2.3 n_ 3 2n+3

1048.3'+‘j§+'3—3+..+§;—}-——z—-§&w
g oL e 1 1 1 e
L iy B S A £ Rl € T Tic i B s

1 - -1 _Ean
5 59 a3t o@D THmET
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o A8 2 3 . _nn+1)
Wl i3tz tsat ~t@menmIyn T 1@m F iy
1052 144 204 314 .+l = n(n + 1)(2n + 1)@nt + 3n — 1),

1053, P+ 224354 ... +1° = %nz(n + 1)*(2n* + 20 - 1%

Dokazati da je (n) n€N (1054-1061):
LOS4, 4°=+1 — 151 — 16 deljiv sa 225,
1055. 5=+ 2 deljiv sa 3.

1056. 11-3"+3-7" — 6 deljivsa 8.
1057, 3% +1 4+ 2n+2 deljivsa 7.

i038. 3-4"*1 4+ 107 -1 — 4 deljivsa 9. .
1059, 2 — 71 — 1 deljiv sa 49.

1060, 32" +40n—27 deljiv sa 64,
1061, 277+ — 28n — 4 deljivsa 196.

1062 *MatematiCkom indukcijom dokazati nejednakost

Wb @yt b v o, 2 —
. - >Va,-a,n,...-a,,

gde su a,, ay, a,,..., a, pozitival brojevi i nEN.

1063.*Dokazati da za ma koji prirodan broj n>1 va#i nejednakost
1 1 1 13
FES S Rl s v

1064.*Dokazati da je 27~ (@" + b7)>(a + b)", ako je
a+b>0,azbinzl,

1065, *Dokazati da je broj 2% — 1 deljiv sa 15, ako jen=2.
1066.*Odrediti realne brojeve a i b tako da jednakost

> k{2 = 1) =n(n + i)(an + b) va¥i za svaki prirodan broj n.
k=1

1967.*Odrediti brojeve 4, B, C tako da za svaki prirodan broj n vazi jed-

nakost
ok _An+ B
2} 55 & il
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8.2, BESKONACNI NIZOVI

Definicija 1. Brojni (realni) niz je preslikavanje skupa prirodnih brojeva N
u skup realnih brojeva R. Obino se slika originala n oznatava sa a, i na-
ziva se opsti ¢lan niza. '

Definicija 2. Broja je grani¢na viédnost niza (a,,), ako se za svaki proizvoljno
mali pozitivan broj e moZe odrediti prirodan broj ny(e), takav da je
|a, — a| <e, za svako n>n,,

PiSemo: lima, = a ilia,~a, n->w.

1068, Odrediti opsti ¢lan sledecih nizova:
3456
)3 3P 3
6 1,3,9,15,31.63. 127
2 3 4
* 1 123 124347

. 1 1 1 1
D)1 79 T T5

d) .19 _I-r 17 _11 1) “15 s
e) 1

1069. Dokazati da je niz D —?—

1070. Dokazati da je niz 1, 3 5 %—, monotono opadajuci.

1071, Ispitatidaliniza, = lrg'— monotono raste ili opada.

=

+ 2

1072. Nizovi:a)a, = 1 bya, = A+ 1 Suograniceni. Dokazati.

n’
: : k+2 ¢ a5
1073. Nekaje a, =2, a,,, = — 4, Dokazatida jea, = n(n + 1).
1074. Odrediti opsti ¢lan niza iz sledeéih uslova: a,=2,a,,,=a +k,
k=1,

1075. Od kog ¢lana u nizu (a,) a, = n? + 1 suslededi ¢anovi niza vedi od 50?

1076. Dat je niz (a,) iji je opsti dan a, = 3’3-

Napisati prvih Sest ¢lanova niza (b,), ako je b_ = E”a—*—i.

1977. Dat je niz (a,) Ciji je opsti ¢lan a, = ”—("?‘Lll Napisati prvih deset
Clanova datog niza. Odrediti a,s, a,y, & wll, oo
1078. Dat je niz (a,) ¢iji je opsti 8lan a, = 5. Napisati peti &lan niza,
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1079. Prvih Scst ¢lanova jednog niza su: 2, 5, 8, 11, 14, 17. (Razlika izmedu

svaka dva uzastopna Clana niza je 3). Kako glasi n-ti ¢lan niza?
'1080. Napisati prvih deset dlanova niza (a,) Ciji je opsti ¢lan:
3n + (=1) =1}~ : ¢
a)an:#; b)anz%i; C)an: (1-{-..1_.) nr
1 n
1081. Napisati prvih Sest ¢lanova niza zadatog pomocu;
Aya, ==35, @,y =4, +5 (n=1),
b) al = 2’ an-!-l = an (n‘?"t')

1082.*Dokazati da niz ¢&iji je opsti ¢lan a, =141 zadovoljava reku-

rentnu formulua, = 3a, _, — 2a

1083. Ako je a;=1, a,,, =a,+8n, dokazati'da ic
a,=(2n—1)* (neN). '

n=2

za svako n=2,

1084, Akojea, =2,4,.,, =5+ -

1085.*Dat je niz (a,, rekurentnom formulom;
)ity =30, =24, ;1 ay=2a,=3;
b) an w3 3ar: " ?‘anvl ] al) - 03“1 =1
Odrediti op$ti ¢lan niza.

a,, dokazatida jea, = n(n + 1).

_ 1086.*Neka su a, i a, proizvoljni pozitivni brojevi, Dokazati da je niz
a,,,=\a,| —a,_, (n=1,2,.) perioditan.
1087.*Odrediti opsti ¢lan niza zadatog uslovima
H=Lon=2ix=0n-1)F,_ +x,_,) (n=3).

8.3. ARITMETICKI NIZ

Definicija: Niz brojeva u kome je.razlika ma koja dva sukcesivna broja ni-
za stalna zove se aritmeti¢ki niz ili aritmeticka progresija.

Oznake i abrasci :

aj je prvi Clan, a, n-ti ¢lan, d razlika aritmeti¢kog niza, S, zbir n prvih Cla-

nova niza, r broj interpoliranih &lanova izmedu dva data brojaaib.
(1) a,=a,+dn-1),

_(a, +ay)n
(2} Sn - ._._1__,,2__’
(3) S, =75 (2a, + d(n — 1),
; b
() =277

104

sin 5
=

&

|

|
I
+

1088.

1089,
1090.
1091.

1092.

1093.

1694,

1095,

~a)Sa, +10a;=0A S, =14

1096,

1097.

1098,
1699,

1160,

Matematitkom indukcijom dokazati:' .

El) a,=a;+ (n = 1)d, b) Sﬂ = % (ai + a_u)'

Na6i 13-ti ®lan afitx’ﬁetiékog niza, ~2, -6, <10, —...

Peti &lan aritmetidkog niza je 13, a deveti 19. Napisati niz.
Izratunati a,idu afitmeliékom nizu za koji je:
a)ya,=—-45n=31i8, =0;
bya,=16n=9i8,=0.

Izradunati a, i d u nizu ako je:
a)a,=2Ln=7,S5,=105

b) a,=105,n =16, S, = 840.

Izracunatini$,,
aya,; = 4,d = 5,a, =49,

b) a, = 14,5,d = 0,7; a, = 32.

u aritmeti¢kom nizu za koji je:

Izracunati n i a, u aritmetitkoj progresiji za koju je:
a)a,=41,d = 2,8, = 4784,

" b)a,=2,d=5,S, =245,

Odrediti aritmeticki niz za koji je:

B)S,~-S,+a,=1AS8,+a,=17.

Cetvrti &lan aritmeti¢kog niza je 9, a deveti ¢lan je - 6. Koliko &la-
nova ovog niza treba sabrati da se dobije zbir 547

Izratunati a,, d i n u aritmetitkoj progresiji za koju je:

aya,+ 105, - 8a,=14 Aa, +2a,—a; =4 A S, = 20;

b) 8, =30 A8 =75 A8,=105

Zbir prva tri Clana aritmetickog niza je 36, a zbir kvadrata prva tri
¢lana je 482. Odrediti niz.

Koliko ¢lanova aritmetitkog niza 5, 9, 13, 17, ... treba sabrati da bi
se dobio zbir 108777 P x

Zbir pr\;a detiri Clana aritmeti¢kog niza je 26, a proizvod istih ¢la-
nova je 880. Odrediti niz. '
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1161, Uariimetickom nizu prvi Clan je 1, 3
1e fetvrting zbira iducip netdan
H02. U aritmetitkom  nizy datoe
IzraCunati prvi ¢lan i diferenciju.

ova. Kako glasi niz?

L1603, Prvi ¢lag aritmetidkog niza
zbirun ¢lanova kao m? - o2, Odrediti taj ni.
Li04. Odrediti aritmetitki niz ako je
ay=2iS§,:8 = mm -+ 1) n(n + L
LL0S. Zbir prvih m &anova
nova je m.
4) Izracunati S 3 b) Izratunati S _
LID6. Nadi zbir prvih m+n Sanova
jednak n, a n-ti dan iznos; F1.

n

1107, ay U aritmetitkoj progresi

od n,pig.

b) Dati su ¢lanovi aritmeticke
[zraCunati a,, i a,

L108. Odrediti zbir celil uzastopnih brojeva od 2 do 25,

L1989, Odrediti zbir svin dvocifrenih celin brojeva.

LLiD. Izracunati zbir n prvih neparnih orojeva,

111 Odrediti zbir prvih n Clanova aritmetickog niza
a,2a~b,3a - 2p. ...

L112. Na¢i aritmeticki riz u kome
uvek jednak trostrukom kv

1113.*Ako su §,8, 1 8, zbirovi 1y prvih ¢lanova, 7, prvih Clanova i ny
prvih ¢tanova nekog aritmetickog niza, pokazati da je

je, koliko god ¢&lanova sabrali, zbir
adratu broja Slanova.

. S, o
r?]{nz = B3} + h;'(”-* ~ )+ }?;(”1 “H) =0

1114

Dat je niz: (a + x)i (a2 + X%, (a —x),
UCki i nadi zbir prvih # danova,

LILS. Aritmetki niz ima 2(
mestima je 250, a zbir ¢
srednja ¢lana,

- Dokazati da je niz aritme.-

Clanova. Zbir &anova Koji su na parnim
4n0va na neparnim mestima 220). Naci dva

1116, Odrediti Cetiri U7astopna neparna broja
drata za 48 veéi od shira kvadrata parni
medu traZenih brojeva.

» ako je zbir njihovih kva-
h brojeva koji se nalaze jz-
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Zbir prvih pet Hanova jednak

jer a, + a - a;=10; a; +a,= 17,

je 1, 7bir m Sanova 0dnosi se prema

aritmetihe progresije je n, u zhir prvih x ¢la-

aritmetickog niza ako j¢ m-ti ¢an
iji @, = ¢; @, = p. Odrediti a_ y funkeiji

progresije a,, . =4 j B =B

L1117, Resiti jednacinu:

Ay 34T 3] +itg = ZUE
B) L9 T woka = B )
118 Ako su brojevi a, b 1 ¢ uzastopni Clanovi aritmeti¢ke progresije,
biCe to 1 izrazi
1, 15 4

L Lo B s
{1(5- + E)’ h (E+&:), Lkﬂ + b) D)Kd!. i

i : ¢+ ¢ = U imati realne korene
1119, Dokazati da Ce jednadina ax” + 2bx +c =4 I'm‘c.l‘tl _r;(,dl[](, ko :
ako njeni koeficijenti @, b ic obrazuju aritmeticki niz.
I i a2 2 /2 2 1 k2 -2 + he biti
18268, Dokazati da e izrazi a* + 0° + gg’:, at + ¢ fm U,l_-f- {bic Is
| uzastopni ¢lanovi aritmeti¢kog niza ako su to brojevi a, 2
{121, Pokazati da kvadrati polinoma x* — 2x — 1, x* + 1,
x*+ 2x — 1 obrazuju aritmeticki niz.
: ; —_—
jevi > ; (x = 1) obrazuju aritmeticki
1122.*Ako brojevi log.x, log,,x, Ilogn.\, x>0, # 1) j
i : 3 8 Sgy, 1
niz, dokazati da je n- = (kn)“&".

1123 I}m(‘du svaka dva uzastopna Clana aritmetickog niza 2, 14, 26, 38,

> g el
umetnuti po 7 flanova take da se dobije novi aritmeticki niz.

1124. Koliko ¢lanova treba umetnuti fzmedu G} 12 da bii fsqdobl() aritm
| ticki niz Ciji je zbir (zajedno sa datim brojevima) 1507
1125. Izmedu brojeva 4 i B umenuti aritmetiCki niz od & ¢lanova. Kako
B : . = o - o o e l}
glasi taj niz i koliki je zbir njegovih Clanova?
. s 4 Ay ey : o3 . g ‘, ?a'
1126. Izmedu brojeva -5 i 30 umewnuti aritmeticki niz od Sest Clanoy
Koliki je zbir svih osam Clanova?
k I tolike jeve iko j : a bi
1127 *zmedu 11 31 interpolirati 1oliko b!’OjL\f.d kc_;hko 43 Potrepn{nl}ad?bir
: zajedno sa brojevima 11 31 obrazovali aritmetiCki niz i o
i 3 B ! o o L )
uriﬂlnu[ih bude cetiri puta vedi od zbira dvaju medu njima naj
vecin brojeva.

g=1 B-~2 B—3.  Gaaidntdent
E > R * B °

1§28, Dai je aritmeti¢ki niz
7hir n prvih flanova.
1 Aln ot 33 M4 li?,a 4
al izraza x — 7 uvzme za prvi fan aritmetickog r &
1129, Ako se kvadral izraza x — 7 u?:n‘:( Pt Hmekog iz, @
kvadrat iziaza x + 1 za treCi Clan, Xojim Ce izraz 2 Mo
odreden drugi £lan tog niza? Foju posebnu vrednost trebf}b 'au' =
f dé”hi drmfi flan bio 20?7 Koliko ¢lanova ioga niza treba sabra
3 ) = Ty
bi s¢ dobio zhir 7607

107



L136. Obim jednoy pravou je 3 '
bim jednog glog trougla je 3 i, njegove stranice obrazuj
armeticki niz, Kolike su stranice? - PSS
1134, Dir‘nen‘?ije Privouglog paralel
nal dimenzije paralelopipeda
dijagonala 5-\,/2 e,

opll(peda Cine artmetigk; mz. lzracy-
+ 4X0 Je njegova povrina 94 cm?, g

11 iz o P l PI L‘ uz 1ce s L6 { E-. 7nos 4(. I <
’illEl]l!Ldll a “l]llE;d é(.‘-t}.il 'S.IJI\LLS!V”& dana d .’(, f_" ed

1133. Po Cnik baze, vising § i i
CI(ulnume‘mk baze, visina i izvodnica prave kupe su tri uzastopna
" . ) ) - e g N <
- ' aritmetickog niza. Omotac kupe je 375z cm?, a pi)vr{i')fm
HSR0VROg preseka 300 em? [zradunaii zapreminu kupr:, o
1134. Obj ) laje {5 j 2ui
o ;:;r:l:]z(ﬁuwa je 138 em. Njegove stranice Obrazuju arinageticki
.~ 54 Tazlikom 3 em. Najveca stranica je ddcm. Koliko sirapie
ma mnogougaon, P
1135, Nati stranice pr |
35, s Ice pravouglog trousla ako Gt J
% = 108 G one Gne aviimeticki niz o
diterenciom 3 g g P ORC Ane acimeticki niz o
136, Da Ii se uve zeti za tri
D lIl s¢ uvek MOgu uzeti za tri uzastopna Snaa aritmetitkoy niza
merni brojevi stranica pravougiog trouufy R
1137, Da li se m zeti 2 iri ,
i s OfU uzet za Cetiri uzasiopus & i
SR T T Ard o L o0 el wrasiopag Sana antmetickoe nivs
merni brojevi stranica i obim jednog Grougla? L o
SL38*Uglovi tr a i i ' i
IBX*Up ougla gine : HCRW piogresiju. [zrai
c‘ ¢gla Sin 3‘11*11\1/11_;_,m}\u progrestju. {zralunati ih ako jc
Zbir njihovih sinusy -+, |

o

gi...},-} ; (}It..l)’{.-Cl 74 ‘ - L € < . =
/L ; ) . p kf ZNict /i b H mc
rovi ni. \j(«dh(f I). Clazl u p,. U{Jj Stl\llndl .; sau ‘\\‘dkoi .NLLIE" 5 '\_}; I vise
i{.‘_‘ YU I\‘ih‘ (JI 0. d d ugoun v i - aus i E}} ..;!u{i{i—{! ﬁbklii‘ ¥
I LY [ & i )} T L p (8] l ) u sy L 5 JJ SCKY L

1 6° viSe nego j
=¢ NEEO u prethodnoj. Kada ée se tola STesti?

.
o
e
-

il)r\i:;:]a polaze Istog trenutka iz dva mesia udaljena 450 m jedno
SOM U 5ustel. Prvo prelazi u prvoi minuti 5 | svakoj sie.
tgom : slaz VO] minuti 5 m, a u svakoj sie
e mesi k) iup » & U svakoj sie-
nu;;_g“]}?} SI;W:L ;,r,g(; u_p;;cthudno;. Drugo teio prelazi u pn-'q';];' -
Al & 1 svako] sledecoi 10 m manie ne ethodnog
Ko sa o ] ] M manje nepo u prethodnoy,
LIL Telo pri slobodnor anju {
: OYOENRGM padanju (u bervazduine
pwo;'psekundi D:m 1;(113;&;4;;411 {u bc.,_tazdu:;uom prosioru) prede u
IVOj | ; »° UL A U svakoj sledecoi sekundi po 9 8
YISE NELO u prethodno;, Kojiki " G B 2O A5 &
; 1 MOCROL. KoLk put prede 1elo v dvadeset mrend co
Kundi, a koliko za 21 sckund? SIS Fradcielprvof se
- Koliko e sekund; padati telo sa visine o4 A 1m?

a5y

o S

1143. U kojoj sekundi telo bateno vertikali.o uvis brzinom 646,8 m/s po-
stize maksimalnu visinu?
Posle koliko sekundi pada ponovo na zemlju telo bateno vertikal-
no uvis brzinom 784 m/s?
Padobranac je skoio iz aviona i pada *0's pre nego $to mu se otvo-
ri padobran. Koliko je metara padao bez padobrana?
Pokazati da kod funkeije f(x) = x* razlike
f + 1) = f); foc+2) = fx + 1);
Jx + 3) = flx + 2) ... fine aritmeticki niz.
Istu osobinu (kao u prethodnom zadatku) pokazati i kod funkcija:
a) [(x) = axs b) f(x) = ax* + ¢
¢) flx) = ar? + bx; d) fx) = ax* + by + c.
Data je funkcija f(x) = x* - 3x + 2.
a) Pokazati da funkcije
S+ 1) = f); fx+2) = fe+1),
S+ 3) — f(x + 2)... ¢ine aritmeticki niz.
) Koju vrednost treba dati promenljivoj x da bi zbir prvih pet ¢la-
nova niza bio 607
¢} Koliko ¢lanova najmanje treba sabrati da bi zbir bio vedi od 120?

1144,
L1458,

1146,

Li47.

1148,

1149. Odrediti aritmetiCki niz koji ima osobinu: ,
Aol =, o
H150.4U aritmetickom nizu i, = a,a, = b, a, = ¢ pokazati da €e za taj niz
vredeti ovaj odnos:
ap —q) + b(g —n) + c(n — p)=0.
1IS1.*Ako su brojevi a,, a,, ..., ¢, razlititi od nule i ako obrazuju aritme-
ticki niz:
a) dokazati jednakost

s 1 1 i n—1
L+ =
t dyd,  d,d, a, .4, a,a,

b) dokazati da je svaki niz brojeva a,, a,, a,, ...a,, koji za n=3 za-
dovoljava usiov (1), aritmetic¢ki niz.
L182.% Ako pozitivai brojevi a,, d,, a5, ...a, obrazuju aritmeticki niz, dokaza-
ti da je '
. + ! P L .
Va, + Va, | Va, + Va Va, | +va, Va, + Va,
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1183. Ako tri broja ¢ine aritmeticki niz sa diferencijom 4, pri Cemu je je-
dan od nfih deljiv sa d, dokazati da Je njihov proizvod deljivsa 6 s,

1154, izracunati zbir
i x¥—2

§ Bk o et
; X g Sl

L1535, lzraCunati sume:
a) S;= PP 434 g
by ;= P+ 2 +3 ¢ 4+ m

FUSE. Nar oo v - " o ; o
156, Nadi artmeticki niz u kome je odnos zbira prvihi i Clanova § zbira
kn sledecih ¢anova stalan i ne zavisi od n.

1157 *Dokazati da v svakom ariimeti‘kom nizy o b 2, 3. .dy VaZi jedna-

kost

a3__»,3‘+_ 5 % L F e k 2 ¥ $l
T ar Ty - az ., A5y — d3, = =T {(af =.al),

LN T
ME8.*Dokazati da je g 1ablic

S

2,3, 4

3,4,5,6,7

4,5,6,7,8,9 10

zbir svih ¢lanova u svakoj vrsti jednak kvadratu srednjeg broja.
L1589 *Koeficijenti drugog, tredeg i Cetvriog Cana razvofa (1 +x)" obra-
Zuju artmeticki niz. Odrediti n,

L160.%Za koje n koeficijenti petog, sestog i sedmog ¢lana razvoja (1 + x)»
obrazuju aritmetickn progresiju?

L6 Ako brojevia, b, ¢ Gine aritmeticki niz, dokazati da | brojevi |

4

i ! 1
Vb + Ve ve v T (@ b,c>0) tine aritmeticki niz.
Vb + Ve Ve + Va va + Vb ( ) itmeticki niz

1162 *Dokazati da raziomei - - - L sine ar BHNE FY g
é T EF¥ ¢ cxw gxp Gine aritmetitki niz
ako brojevi @2, b2, ¢* &ine aritmeticki niz,

1163, Odrediti x tako da brojevi log2, log(2x — 1), log(2x + 3) budu uza-
Stopni ¢lanovi aritmetickog niza. '
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1164, Odrediti realan broj m tako da reSenja jednadine:
A xt—Bm 4+ 2)xt 4+ m? = D
b)xt—(m +3) x>+ m + 2 =0,
cine aritmeticki niz.

1165, Odreditix iz jednadine:
DE+D+E+6)+ &+ 11) + ... + o+ 36) = 172;
D) (r+3)+ (x +6) + x+9) + ...+ (x + 33) = 220

1166. Odrediti &etvorolani aritmeticki niz, ako je zbir kvadrata srednjih
Clanova 468, a zbir kvadrata krajnjih 612.

1167. Odreditl aritmeti¢ki niz kod kojeg je zbir drugog i sedmog ¢lana
23, a njihov proizvod 100.

LI68. Zbir prva tii Clana aritmetitkog niza je 15, a zbir njihovik kvadrata
173, Odrediti dvadeseti ¢lan i zbir prvib dvadeset dlanova.

LE69. Odrediti aritmeticki niz kod kojeg je zbir petog i osmog ¢lana 28, 4
razlika kvadrata petog i tredeg Clana 72,

HL78. Ako brojevia, b, i ¢ Cine aritmeticki niz, rada e
a) (@ =bY+(a~c)+ (b ~c) =607~ acy,

b) a*(b + ¢) + bia + ¢} + c¥a + b) = é (@ +b +¢)* Dokazati.

3.4. GEOMETRIJSKI NIZ

Definicija: Niz brojeva u kome je kolicnik ma koja dva sukcesivna broja
niza stalan zove se geometrijski niz ili progresija.

Oznake i obrasci

aj je prvi clan, g koli¢nik geometrijskog niza, a, n-ti ¢lan, §, zbir prvih n
Clanova niza, r broj interpoliranih ¢lanova izmedu dva data brojaaib.

(L) a,=a,¢"",

LS |
@ §,=29"1D 1 i

n q i i
. a (1 — qn)
[ Lacl 4
(")) n 1 _,,_q (q )
) r4 1 b
@) g=V=,



L1171,

1172,
1173,

1174,

1175,

1176.

£177.

1178.

1179.
1180.

1181,

1182,

1183.

1184,

1185,

Dokazati metodom potpune indukcije iafnost obrasca:
a)a, =a g1
BY 8 & dec.lr

) S, g~ |
Izracunati descti ¢lan geometrijskog niza 1, 3, 9, 27, ...
Izratunati koli¢nik geometrijskog niza ako je njegov prvi ¢lan 1, a
Sesti 1024.
Odrediti broj ¢lanova geometrijskog niza ako je njegov prvi ¢lan 1,
koliCnik 2, a posiednii ¢lan 4 096.
[zraCunati zbir prvih deset &lanova geometrijskog niza ako je prvi
Clan 3, a kolicnik 2.
lzraCunati prvi ¢lan geametrijskog niza ako je zbir njegovih prvih
dvanaest flanova 8 190, a kolicnik 2.
Prvi ¢lan geometrijskog niza je 5, a koli¢nik 3. Koliko Sanova tre-
ba sabrati da bi se dobio zbir 16 4007 .
Poslednji ¢lan geometrijskog niza je 112, zbir 217, a kolicnik 2.
IzraCunati a, i broj ¢lanova,
[zraCunati kolicnik geometrijskog niza ako je a, = 3, a a5 = 12 288.
Prvi ¢lan geometrijskog niza je 1. Zbir treceg ;"pet.ng Clana je 90.
Qdrediti niz.

[zratunati prvi &an i kolitnik geometrijskog niza ako je

AG—a, =15 na;~a,=6.
Odrediti geometrijsku progresiju kod koje je

a;+ay;=15 A a, + a, = 30,

Odrediti geometrijski niz iz sledeéih odnosa:
Aa,+a;—a;=10Aa,+ g — ag = 20,

0)a, +a,+a; =062 Aaq, a, d, = 1000;

C) &; +a, = 1285 A a,-a; = 6 400.

Odrediti Sestodiani geometrijski niz, ako je #bir prva tri ¢lana 112,
a poslednja tri 14.

Cetiri broja ¢ine geometrijski niz. Naci te brojeve ako je prvi ved
od drugog za 36, a tredi od fetvrtog za 4.

£186. Pokazati da je kod svakog geometrijskog niza zbir oy + a5 + s LCO-

metrijskasreding zbivova ay + az+as i ay+ ag + a,

112

L1187,
1188,
1189,
1190,

1191,

1193,
194,
LE9s,
i196,
1197,

FLOR,

1199,

1206,

1261.

Odrediti pravougle trouglove tako da merni brojevi stranica ¢ine
geometrijsku progresiju.

Odrediti puralclogram tako da merni brojevi osnovice, visine i
povrsine ine geometrijski niz, _

Dimenzije paralelopipeda obrazuju geometrijski niz. Povrina ba-
Zisa je 108 cmr, a povrsing tela jo 888 em?. Izradunati dimenzije,
Dimenzije patalelopipeds obrazuju geometrijski niz, Zapremina pa-
ralelopipeda je 216 m, a dijagonala V36T m, lzracunati dimenzije,
Osnovne ivice i visina wipravoe piramide, ¢ija je osnova pravou-
gaonik, jesu i vzasiopna Claga ceometrijskog niza. Zapremina pi-
ramide je 576 an’s 4 povetina dijugonalnog preseka 120 em® Nadi
povrsinu piramide.

U geometrijskom nizy je

A==y =216 Ady~ q, = & A & = 4L
zraunati a,, g in.
DiraCunatiqi Sg ako jo a - 3, dy = 12 288

¢ =2, S, =625 lzradunali Byt

ay =2, q,=1438,5 =2 s, zratunatig in.

ay =, g = -3 S = <364 Izracunati &, 3.1

lzraCunati prvi &an, kolicuik in geometrijskog niza kod koga je
Ay = Qg=d8 Aag~a,= 24 A S, = 1023

Isti tekst kao i u prethodnom zadatku.,

Gtay=-—q0Aag —a,=30A8 =42

9 750 podeliti na cetiri dela tako da delovi obrazuju geometrijski
niz. Odrediti delove tako da je odnos razlike krajnjih prema razlici
srednjih clanova kao 19 : 6,

U rastuéem peometrijskora nizu, zbir prvog i sedmog ¢lana je 63, a
proizvod treceg i petog lana je 64,

a) Odredit niz.

h) Koji ¢lan tog niza iznosi 10247

T'ri broja ¢iji je zbir 57, &ine geometrijski niz. Srednji ¢lan je 33 od
zbira susednih, Odrediti te brojeve,
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1202,

1203,

(204,

1205,

1206.

1207,

1208.

1209,

1210,

1211.

1212,

1213,
1214,

1214,

Zbir prva tri realna broja koji Cine geometrijski niz iznosi 7, a zbir
njihovih kvadrata 21. Koji su to brojevi?.

Brojevix, y, z obrazuju geometrijski niz: dokazati da je
X+y+20 ~y+z)=x 4y + 224

Ako brojevi a, by ¢, d obrazuju geometrijski niz, pokazati da je:
ay(@=cy+b-c)+PH—-di=(a—-d>

b) (@ + b+ Y + ¢ + d¥) = (ab + be + cd)>

Dokazati identiteie:

) (1 +ad 4 4 o FN I FE 420+ L AP Y=

b1 F a4 s b8 (1 = b s ) = Bt

Dat je geometrijskiniz @y, a., ay, .-,
. =y @@y o

.- Jzracunati

nt

[zmedu 471 1 269 interpolirati dva broja koji sa'datim ¢ine geome-
trijski niz '

[nterpolitati izmedu ¢° i b* geometrijski niz od 3 Sanova. Kolika jo
suma svih Clanova dobijenog niza.

S a b
Interpolirati izmedu = § -

- feometrijski piz od 3 ¢lanova,
B a

fzmedu brojeva 41 1 024 umetauti tri broja koji si datim cine geo-
metrijski niz.

Dokazati da jednadina av® + 2bx + ¢ = () ima jednake korene ako
koeficijenti @, b 1 ¢ obrazuju geometrijski niz.
fzraCunati zbir prvih 6 Clanova geometrijskog niza ako je

]

s e
q, =d Py

Izralunati §, pecometrijskog niza ako je a = (—1)a" -t -pn=ntl

D

{“-drulm v tako da binomia +x; b + x; ¢ + x ¢ine geomeirijski niz.
(Specijalen siu€aja = 10,5 = 17, ¢ = 21).

Metalno ogledalo apsorbuje kod svakog odbijanja 10% svetlosti.
Kotika je jaCina svetlosti jednog welm.snﬁg zraka koji se Sest pula
0dbio ako mu je pre odbijanja jatina bila J?

Zagrejano telo se hiadi priblizno po zakonu geometrijskog niza,
Ako je bilo zagrejano do 100 °C, mozZe se uzeti da s5¢ svakog minu-
ta njegova temperatura smanjivala za petinu prethodne. Koliks je
njegova temperatura posic 10 minuta?
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1217, Dat je geometrijskiniz 1, g, ¢% ¢°,... I‘mtiz 1 N3 0SROvVY toga napi-
sati identitet koji pekazuje kako se ¢ — 1 I(fu{(]'\".]n na cinioce.

1218.*Dat je geometrijski nww =1, a =%, a* 3. Naci S, 1 ndosnovu
loga napisati identitet koji pokazuje kuko se a* — b razla’e na
cinioge,

L219.*Dat je geometrijski niz

s s Bgiosy Qo o issvitT o

FEY T AR Oy
Pokazati da je niz $,8,5,... gde je
S, =moy a4 o @
DB ¥ W B Tl
takode geometrijski niz

1220, Tri broja, ¢iji je zbir 26, obray, dju geometrijski niz. Ake se tim bro-
Jevima doda redom 1,6 1 3, dobijaju se tri broja koja o brazuju arit-
melcki niz. Nadi te brojeve.

1221, Cetiri broja ¢ine aritmeticki niz. Ako se od svakog broja oduzme
redom 2, 7, 915, dobijeni brojevi ohrazuju geome m]ak. niz. Odre-
ditite hm;c\ ¢

1222, Ako se Zetiri broja, koji su um%mpw clanovi gemmnerriiskog niza,
wveCaju respekiivno za 5,6, 9 15, dobijaju se detiri broja koji Gne
aritmeticki niz. Nadi te brojeve.

1223, Tribroja, &ji je zbir 3k, ¢ine aritmeticki niz (& prirodan broj). Ako

. i "'\:V
s¢ drugom doda =,

a trecem k, dobija se geometrijski niz.

a) tzraunati te brojeve,
b) Koliko clanova aritmetitkog niza freba sabrati da se dohiic zhir 747

1224, U aritmeti¢kom nizu Gji je pocetni Clan a; prvi, Cetvrti 1 dvadeset-
peti Clan Cine ge ometrijski niz. Kolika je razlika aritme Lickog nizs
1 kako glase nizovi?

1225. "Tri broja, &iji je zbir 93, ¢ine geometrijski niz. Isti brojevi se mogu
uzeti za prvi, drugi i sedmi San aritmetitkog niza. Naci te hrojeve,

1226. Zbir tri broja je 114, Oni se¢ mogu uzeti kao tri u/mwpna ¢lana
geometrijskog niza ili kao prvi, cetvrli i dvadesctpeti Slan aritme-
tickog niza. Nadi ove l'vm;v\ e,

£227. Pokazati da je: x" -y - 7970 = 1 ako @b i ¢ ¢ine aritmetitky, a
X,y iz geometrijska progresiju.

Hs



228, Nadi Cetiri broja, od kojih prva tri &ine geometrijski, a poslednja tri
aritmeticki niz, ako je zbir krajnjih jednak 14 a 7bir srednjin 12,
L229*Napisau u trigonometrijskom obliku brojeve a, b, ¢ i d, ako je
= W2, d=di1ako rjihovi argumenti ¢ine aritmeticki, a moduli
geometrijski niz.

1230. Data su tri uzastopna Clana geometrijskog niza: 1, g, ¢, gde je
i =0,

a) Qdrediti v tako da kvadrati binoma: 1 ~x, g —x i ¢* —x &inc
aritmeticki aiz. Pokazati da je x pozitivan broj, ma koliki hio
pozitivan broj ¢.

b) Izraziti razliku novog niza kao funkciju datog broja g i postaviti
uslov za ¢ da se dobije aritmeticki niz koji je rastudi. Kojim

; . & . I
granicama tada pripada x? (Specijalan slucaj ¢ = 5.)

1231, Cetiri broja cine geometrijski niz. Njihovi logaritmi, uzeti za osno-
vi 3, dine aritmetickl niv Cije je razlika 1, a zbir 18. Odrediti ta
cetiri broja.

1232, U geometrijskom nizu sa parnim brojem ¢lanova, odnos zbira ¢la-
nGVa Na parnim mestima prema zbiry ¢lanova na neparnim mesti-
ma jednak je koli¢niku niza. Dokazati. v

1233.%U geometrijskom nizu a,, = k, «, = . Nadi a,

1234.*zracunqti zbir # brojeva oblika 1, 11, 111, 1117 ...

1235.*Nadi zbir
()5S, =1+ &+ 43+ .+ (n4 1),

1236.*NizZ brojeva Xy, Xy, .0, (1 # 0), za svako 23 zadovoljava uslov
(BRI SO S U Rl £ % S ) E2T 6 R VN R SO T i o
Dokazaii da je niz geometrijski.

1237.*Neka brojevi ay, G, a,...a, Cine geometrijski niz. Nadi proizvod
a,dydy ... a, najudi zbirove

S.=a fa, Fad ot a,

1238. U geometrijskoj progresiji stednji ¢lan jednak je 12, Zbir prvog i
poslednjog Clana je 51, a zbir svih dlanova progresije iznosi 93. Ko-
liko Clanova ima progresija?

L6

1239,

12440,

1242,

1243,

1244,

i246.

1247.

1248.

Zbir tri broja koja ¢ine geometrijsku progresiju je 28. Ako se naj-
veci broj umanji za 4, dobijaju se tri broja koja ¢ine aritmeticku
progresiju. Odrediti ove brojeve,

Cetirl broja ¢ine geometrijski niz. Ako se drugom broju doda 1, a
Cetvrti umanji za 5, dobijaju se Cetiri broja koja ¢ine aritmeticku
progresiju. Odrediti te brojeve.

Cetin broja obrazuju aritmeticku progresiju. Ako se umanji drugi
broj za 1, a Cetvrtom doda 3, dobijaju se ¢ctiri broja koja &ine geo-
metrijsku progresiju. Naci te brojeve.

Cetiri broja Cine aritmeticki niz. Prva dva od njih i Cetvrti Cine geo-
metrijski niz. Nadi ove brojeve, ako se zna da Je razlika aritmeticke
progresije jednaka koli¢niku geometrijske progresije,

Cdrediti aritmeticku progresiju, ako je zbir njena prva tri clana 42,
zbir poslednja tri je ~12, a zbir svih njenth anova iznosi 43,
Odrediti zbir svih dvadeset Sanova aritracticke progresije ako je
a4 g+ ap + a = 20, '

Dokazati da brojevi v2, 3,5 + vZ ne mogu biti lanovi jedne arit-
meticke progresije.

%

o ¥
. P T e i
U jednoj aritmetickoj progresiji dato je 3 = AL
o o - B =
" o
. oGy 2~
Dokazati da je == = Sm—rn
*a o |

"

[zratunati zbir n brojeva obiika -;;—, e, 2
° X P

Odrediti tri pozitivna broja koia dine geometriiski niz ako ie nii.
o - . - o

hov zbir 26, a zbir njihovih reciprotnib veednosti je }’C

: L&

1249.*Ako su @, b, ¢, k-ti, n-ti i p-t anovi jedne geometrijske progresije,

L250.*

tada je e ~P-prkeck=n = | Dokazati.

Ako Clanoviag, a, a, ia_jedne aritmeticke progresije (d=0) ¢ine
LEOTNATTSKY progresiju, & — [ 1 — m, m — 1 sy nzastopnl €lanovi
ncks geometrijske progresije. Dokasaty,

- Odeediti &ctird broia od kojih prva i Sine aritmeticki Rz, 9 po-

stednja try geometntjski niz, 2bir krajnjih je 20, & zbir stednjih 13,

- Qdrediti Cotiri broja od kojih prva tri Sine geometrijski niz, a po-

siednia ireavitmetitkd iz zbir krajnjih e 80, 1 zbir srednjib 60,

P
L



1233.*Akosu S , S, S sume #t, n,-m + n prvih Clanova aritmeticke

rie? n? "ok

- S — m--n .

rogresije, tada je —&——-% =" __" Dokazati.
progresije, e =g m+n :

1254. Odrediti aritmeticku i geometrijsku- progresiju; ako su im prvi
. clanovi jednuki jedinici, peti clanovi s jednaki, a drugi clan :mlzp_c-
ticke progresije je za 12 vedi od treceg Clana geometrijske progresije.

1255, Odrediti aritmetiCku i geometrijsku progresiju, ako su im ‘prvi &la-
novi jednaki jedinici, drugi ¢lan aritmeticke progresije jednak je
treem geometrijske, a dvadeset drugi ¢lan aritmetike- progresije
jednak je scdmom ¢lanu geometrijske. .

1256. Tri broja Cine geometrijsku progresiju. Ako se drugi ¢lan poveca za 2,
dobija se aritmeticka progresija, ako se treci Clan aritmeticke progresije
poveca za 16, dobija se geometrijska progresija. Odrediti te brojeve.

1257. Odrediti zbir prvih devetnaest €lanova aritmetiCke progresije, ako je
as -+ ag + ay + ay; = 40, i : ' -

1258, Broj ¢lanova jedne geometrijske progresije je- paran, zbir svih ¢la-
nova je tri puta vec¢i od zbira ¢lanova koji se nalaze na parnim me-
stima. Odrediti koli¢nik progresije. N .

1259. Tri broja, Ciji je zbir 74, Cine rastucu geometrijsku progresiju. Ako

s¢ prvi broj smanji za 2, dobijeni brojevi obrazuju aritmeti¢ku pro-

gresiju. Odrediti ove brojeve.

1260. Drugi 1 treci ¢lan jedne geometrijske progresije jednaki su respek-
: tivno Cetvrtom i osmom Clanu jedne aritmeticke progresije, a ko-
licnik prve progresije jednak je razlici druge. Odrediti obe

progresije, ako je drugi Clan aritmetitke progresije jednak nuli.
1261. Zbir tri broja koja ¢ine geometrijski niz je 3’51 Odrediti te brojeve
ako i zbir njihovih reciprognih vrednosti daje istu vrednost.

- 1262.¥Odrediti x-ti ¢lan geometrijskog niza ¢ija su prva tri ¢lana:
11— %, glop = 5, 35 — s, -
1263.*Stranice trougla obrazuju geometrijski niz.

a) Dokazati da koli¢nik ¢ toga niza zadovoljava uslov

%(\f‘; - 1)«:;;(‘-%{{?3" £ L

b) Odrediti kolinik ¢ tako da trougao bude pravougli.
1264.*Odrediti x u brojevima x + 5, 25 ~ x, 30 + 2¢ tako da oni budu

uzastopni Clanovi: ‘

a) aritmetickog niza:

b) geometrijskog niza.

Kako glase nizovi?
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1270, x, +x,.,=0.

1265, Odrediti ¢lanove aritmétiékog 1 geometrijskog niza ako je suma
prvih Clanova 23, drugih 21, trecih 22 i ¢etvrtih 29. :
1266. Zbir prvih 10 ¢lanova aritmetickog niza je 153, a zbir prva dva ¢la-
na geometrijskog niza je 9. Odrediti oba niza, ako je prvi ¢lan arit-
metitkog niza jednak koli¢niku geometrijskog, a raziika aritmetidkog
niza jednaka prvom ¢lanu geometrijskog niza. E
1267. Zbir prva tri ¢lana geometrijskog niza je 91. Ako se tim lanovima
doda redom 25, 27, 1 dobice se tri broja koja obrazuju aritmeticki
* niz. Odrediti sedmi ¢lan geometrijskog niza. g

8.5. DIFERENCNE JEDNACINE

Primedba 1. Problem odredivanja opsteg ¢lana x, nekog niza kao funkcije
od k(k<n) prethodnih €lanova tog niza dovodi do rekurentne formule,
odnosno diferencne jednacine k-tog reda.

(1) x-i’l :f(xnﬁ‘i’ 'En—l""ﬁ xn—k)'

Primedba 2. ReSenje diferencne jednatine je svaki niz x, Ciji ¢lanovi zado-
voljavaju diferenenu jednadinu (1) ' - :

- Primedba 3. Jednadina oblika

(@) xpsetag; g+ Akpyp—2t .o+ ax, =0

~_zove sc linearna homogena diferencna jednatina k-tog reda, gde su

@y @y, ... a; realni brojevi (konstantni koeficienti).

Primedba 4. Smenom x,, =, n€N, =0 diferencna jednatlina (2).svodi se
na oblik -

@) ttaf-l+af-t+ .. +a,=0

-1 zove se karakteristi¢na jednacina diferencne jednacine (i) Cija su reSenja

R

Primedba 5. OpSte resenje diferencne jednacine (2) formira se pomocu
ovih redenja i glasi ‘ S

@ x,=CB+Ct3+ ... +C,13,

gde su Cy, Cy,..., G, proizvoljne konstante. -
Rediti slédece linearne homogene diferencne jednacine prvog reda
(1268-1271). :
1268, x,, ,, — 5x, = 0.
1269. x, ., — 3x, = 0.

!

-1271. Qdrediti partikularno refenje diferencne jednadine -

X, —2,_,=0,ako jex; = 1. ; -
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Odrediti opste resenje sledecih homogenih diferencnih jednacina drugog
reda (1

1272.

1273.

{284,

1283,

272-1285%;

Lt i

% o= 3%, o F 6%, =0

B cpedle L p¥ BRSA
’er+_+xn+l+t.;:“

Xppn ™ 24 gt =0

X ,,—06x,, , +9x, =10

X, +3x,_.=4

oo 0 o I6E . =2, =0
X HRE R S Ay =0

B s B o bl = T, o0
P '}LL'H ; $ 2 ¥ 8 0

"'DT +* 3

Xpp3+ 3%

L

,+ 3x

mo 2 noal n

Odrediti partikularno resenje diferencne jednacine (1286-1292):

1286.
1287,

1288.
1289,

1290.

e X i 3, B X

a,.,—5a,, ,+6a,=08kojea =11a,= ~T.

n+
a, —4a, +3a,_ ,=0,akojea,=3ia,=9.

a ,,—4a, ,+4a,=0,akoje a, = 2,a,=8.

a,,3—9a,..+26a,,,—24a,=10,
akojea, =1l,a,= —3iay=—29.

¥, 1y =3x, —2% ako jex, = 2ix; = 3.

n—1

it

e - akojex, = 0ix, = 1.

a,,,—6a,,,+9a,=—-4akojea;=11a,= - 7.

Odrediti sve nizove koji zadovoljavaju diferencnu jednacinu
a, v= 34, ¥ 6a, =4

1728}

1294.

1296.

1297.

1 208,

1299.

1360,

8.6. CGRANICNA VREDNOST RBESKONACNOG NIZA

Koristedi definiciju graniéne vrednosti niza, dokazati:
Re3 2

pinZdlan winiitieg
o ont+n—-1_ 1 e g g h
L) }11_'1"53 **h:%ﬁ—_,:*_—l— == :;, d) ilf{: ( v+ 1 — \/.’_{) = i
atje niza, = 577

a) Odrediti granicnu vrednost niza.

b) Odrediti od kog Slana u nizu pa nadalje skoro svi ¢lanovi su na
rastojanju od graniéne vrednesti manjem od broia e = 0,01
- 1 2 ; 1
Dat je niza, = -3+ -5+ ... + =2

n- n- e
a) Odrediti grani¢nu vrednost niza,
h) Za koje n je ispunjena nejednakost [d, = al<10-"?
Dat i niz d. = "F-1. Dokazati da je lim a, = 1, zatim odrediti
at je niz @, = 5——. Dokazati da je in @, = 1, zatim odrediti n,
2 -
tako da je:
a)e=0,1; b) e = 0,0%; ¢) & = 0,001; d) e = 0,0001.
Odrediti grani¢nu vrednost niza (g, Cijje opit Clan:

Ay a, = (n +3)G”_+_;ﬁ(_5f:_73, b a, = 1+3+ iﬁ_'__“tﬂz;”_”“_n!
n (n+ 1)
2 1P+ 224 ... +n* 1,1 i 1
) an = e ;o Da =1+ 3 + 3% +. e ST
L5+ ..+ 21( e e
C) an = ’{ i Da,{r\/ra3+2n+2»~ Vn?—dn + 3;
g b gy

};)a,,_=\/ﬁ3——5n+6 —n.
1

Dat je niza, = 57 fae

a) Dokazati da je ima, =

H-r e

- - 2
h) Odrediti n, tako da je |a, ~ 3| <107, 7a svako n>n,
ot B it emecniin Bl dn*+ 1 o ;
Dat e niz sa opstim flanom @, = 555, Odrediti granicu ovog
1 el ol ) -

niza. Koliko treba dajen dabi |a, = a| <0601?



1301, Odrediti opsti ¢lan niza: 0.9, 0,99, 0,999; ... i naci njegovu grani¢nu vred-
nost. Koliki treba da je indeks 7-u nejednakosti |a, — af <0,0001?
1302. Odrediti grani¢nu vrednost niza a,, = -1
s T dnt+ 3
Pocevsi od kog ¢lana je ispunjena nejednakost |a, — a|<10-%

n

1303. Odrediti grani¢nu vrednost niza a, = (] + 3] :

1304, Odrediti grani¢nu vrednost sledecih nizova:

v M

LA — n {IL-.— \li . s e ‘.._._—‘2—rz_n..n \ .
‘]') a, = {i_ } H) 3 h) Iy = (f{'? 1) '

2n + 3\ 1, 31
) [f?]?"?'l) P W= (1 "}I) *

n
; fn —3\3
e)a, = [ ——————— ] ;

!

n(ln(n + 3) — Inn).

C) d,

), =n(lnn — o (1 + 2));

i

£) a

1305 *Odrediti graniCnu vrednost niza sa opStim ¢lanom

1 3
o, i
Fe B g TR T

1306.%Odrediti graniCnu vrednost niza (a,)
log.3 + log9 + ... + log3"
o, = - = :

"

.
i

1307.*Niz («,) definisan je rekurentnom formulom 2a, = a
) . 2b+a
gde jea, =a, a, = b, Dokazatida jelima, = 551 -

Hn+x =

1308.*[zraCunati grani¢nu vrednost niza (a,) ako je:

n=1 +an-2’

Fip
a)a, =nt+ Vi — n&:

:!f
v)a,=n+ Vn?—nd;

C) bty = V(f: + ]) -V (n — 13

1309.*Dat je zbir prvih 2 ¢lanova jednog niza S, = n_%f_’"% Naci opsti ¢lan
niva, a zaum ispitati niz.
i ; ; 1-¥ % ‘3 ;
1310.%Dat je zbir prvih n ¢lanova niza §, = 53 Odrediti opsu ¢lan ni-
za i pokazatl da je niz geometrijski, zatim ispitati niz.
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.

1311.* Zbir prvih n Slanova jednog niza dat je obrascem
8, =95n" = 83.0n. .
a) Odrediti opsti ¢an toga niza i pokazati da je aritmeticki. Koliki
su njegov prvi ¢lan i razlika?
b) Pokazati da u posmatranom nizu postoji jedan 6}ari_k0ji je dva
puta vedi od zbira svih prethodnih clanova. Nadi taj Clan.
S+l 5
1312, Dat je zbir od # prvih tlanova niza S, = ——p=—
a) Naci opsti ¢lan niza i ispitati konvergenciju niza.
b) Odrediti sumu niza kad broj ¢lanova neograniceno raste. .
: —— yri—4g
1313. Zbir prvih » Elanova jednog niza dat je obrascem S, = T
a) Odrediti opsti ¢lan niza i granitnu vrednost niza.
b) Nadi limS,.

G
314, Dat je iz q,0xdy-q, ... Ciji su clanovi celi pozitivai brojevi i svaki
dan niza posle drugog jednak je zbiru prethodnih ¢lanova. Odre-
diti ¢, a, ia,, ako jeay, = 512.

87. BESKONACNI RED

Definicija: Neka je dat beskonadni niz realnih brojeva ay, ds, Az o
[zraz oblika

a, +a,+ ... ta, = 2" a, zove scbeskonalni (brojni) red.
=l
Geometrijskom nizu a, ag, ag®, ... ag'... odgovard geometrijski red:
(z?;q" =a{l +4 + @+ o TG Fo)
:;{\:-'dﬂ
a

Zbir beskonatno opadajudeg geometrijskog reda je: S = =7 (1q]<1).

1315, Nadi zbir beskonacnog geometrijskog reda

L, Lo P
yl—g+g—g7 )1+ 53 10 +
e % o VZ 41 11
W ‘/'.;::' * ‘=/‘~;' FENT Rl DT TRV T 2



i & T TR .y .
1316, Kako glasi beskonacni Gpadajuci red ako je zbir prva dva clana 12

A granicna vrednost zbira svik njegovih Sanova 12 :j} ¥
1317, :.*:{acl jbn‘.-sk.un;mjnu Opadajucu geometrijsku progresiju Ciji je svaki
clan 2 puta veci od zbiru svih slededih iza njega. '
1318, Kako glasi beskonadni geometrijski red Eji je kolicnik ﬁ} a zbiy
Y : 6"

1219, Pokazati da je

) 3.5 3
a)3 — < + e + o =1 4 __1) o ;i 4 ;: S
. 2,4 8 - '
h) e SR IR WU L1 I
DFgtgtogto =2l tg+5+55+.0).

1320, Nadizbir beskonaénog geometrijshog reda:
a) 1+ cosee + cos’a + . (b)),
2k + 1)

(c_,.,,t_ﬁ__,,z,_i)_f.f.);

(lel <) 5

b} 1 ~sina + sin‘e —

Ol +lge + 10te + ...

] .4 . 8
)X+ 287 ot 4 Qb4 x2S g
D243+ 20 3 g
84—+ 4t = 2 5 gyt = S e

1321, Odredi bar jedan beskonacni geometrijski red &iji je zbir:
- 6 |
= e Voo 3
J ’_} e EL. b,} .5 — f‘:'_}*,
e ;omm l . Y l
VE = g D =rim
1322,

fbar jednog beskonacnog geometrijskog reda je 72; ako se svakom
Clanu na parnom mestu promeni znak, dobija se beskonaéni geo-
metrjski red sa /birom 36. Kako glase oba reda? '
i1 oy 4 an ' ]

£323. Nadi granicnu vrednost izraza:

e

) Vavsvivs . 0y Vovays ...
1324, [rracunati vrednost periodicnog razlomka 0,777 ...
13235 IzraCunati vrednost mesovito periodicnog raziomka 0,344,
1326, ﬁhdua peiicdicne razlomke pretvariti u obidne razlomke: a) D,555..;;
MTITITL € 03 (85 ¢) 141 (26): €) 017 (20); D148y,

i

1327,

£330,

1331

1332,

1333,

1334,

1336,

Nadi zbir beskonadnog reda
. ! 1 . |
Wi tiEYaat~YemEn

Tt B TR T

1 L L o[
Qrrtig Tyt tmpryy s
1 i e !

. U jednakostraniénom trougly stranice a upisan je novi jednako-

strani¢ni trougao spajanjemn sredina stranica datog trougla. U do-
bijenom trouglu je upisan drugi trougao na isti nacin. Odrediti
zbir obima i zbir povriina svih trouglova,

. U kruznici poluprednika r upisan je jednakostranican trougao, u trou-

glu je upisana kruZnica, a u kruZnici nov jednakostranican trougao itd.

Odrediti zbir obima i zbir povrsina svih krugova i svih trouglova.

U kvadratu stranice a upisan je drugi kvadrat tako da su mu teme-

na sredine stranica prvog kvadrata, a u drugom kvadritu na isti

padin je upisan tredi kvadrat itd. Nadi zbir obima i zbir povriina

svih kvadrata.

U jednakostraniCan valjak poluprenika r upisan je drugi jednako-
i i ¥ 3 7 g

stranicni valjak poluprednika -, uovom treci poluprecnika I itd.

Odrediti zbir povrSina svih ovih valjaka.

Dat je beskonadan niz kvadrata tako da je stranica svakeg prethod-

neg kvadrata jednaka dijagonali iduéeg. Stranica najvedeg je a.

I. {zraCunati zbir obima i povrSina svih kvadrata.

2. Koji kvadrat po redu ima poviSinu I em® ake je a = 1,6 dm?

Za koje je vrednosti a zbir opadajuteg geometrijskog reda

2a + aV2 +a + ... jednak 8.

Dat je beskonacni geometrijski red

i+ cosa+ cos’a+ cos*a + ... lzraCunati e ako je razlika izmedu

zbira svih parnih i 7bira svih neparnih clanova 3. Koliki je u tom

sluaju zbir odgovarajuceg konvergentnog reda?

. U pravilnom Sestouglu stranice ¢ upisana je kruZnica, u njoj opet

pravilan Sestougao, a u ovom kruZnica itd. Odrediti zbir povriina
svib festouglova i krugova.

Dat je jednakostranican trougao stranice a. Nad visinom ovog tre-
ba konstruisali novi jednakostrani¢ni trougao. Nad visinom dru-
gog, trediitd. Odrediti zbir povriina svih trouglova.

125



133720 kocki ivice a upisana je lopta, u topti kocka , a u kocki ponovo

lnpu itd. Izracunati zbir zapremina svih koeki 1 svih lopti.

133820 jednakokrakom trouglu osnovice 2a 1 ugla pri vl 2c upiSu se
jedan iznad drugog sve do vrha krugovi |, tako da pivi dodiruje
asnovicu trougla i oba kraka, a svaki slededi dodiruje i rethodni
krug i krake, Koliki je zbir obima i povr§ina svih krugova?

; ; ; : 1 ! 1
133%.%Dat je beskonadni red sr—— 4 oo me g 4 et
} JARC | {7+ 1)t '”‘H{'r‘f
b konvernienciju 1og reda, zatin ediedit x ko da zbir toga reda bude 7.

1340, Dat jo beskonadan red (1 +x) +x 4 "in{f"i'

. Dokaza-

Odreditd pro-

mcr; l" u ¥ tako da red bude konvergentan, a zatim odredit v (ako

dit zbir reda hude 49,

F3410.% Dat je beskonadan ced im Wk }mn £ loL, x4+ ..o Odredit in

terval u kome w2 mora ng ni‘ml- v da h* red bio lmn" erocntan, zatim

odrediti ¢ tako da zbir reda bude i—

82 SLOZEND INTERESH! RACUN
Suma 0d K dinars uloZena vz p 9 kamate zan godina naraste na £t

K hlu

0] Jig=

Ako se obracunavanje vridi svakog m-1g dela godine suma od K dinara
ulozena uyz p% kamate za n godina naraste na K, (.

H

oy K=k

/ L

F By & i F ! cus ? 1 P s _IJ
K, =K li A= }(}(}””! = g =04 o0

12342, Dokazati metodom matematicke indukcije tacnost obrasca

{ p "
K, =ki1+-L.
A R Ty
1343, Na koju vredpost naraste kapital od 300 000 dinara ako je ulofen
na dve godine i Sest meseci uz ()—E— %6 sloZenoy interesa?
1344, Koja suma ¢e za 15 godina narasti na 992 240 dinara ako je
uloZena uz 5% slw{,nw interesa?
1345, Za koliko godina e suma od 437 000 din. uioZena uz 6,5% porasti
na 770 960 din?
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1346.

L1347,

1360,

Uz koliko procenata je uloZena suma od 362 500 din. ako je za 4
godine porasla na 466 350 din?

ProknjiZzena vrednost jedne masine je 4 000 000 din. Kolika Ce se vred-
nost knjiziti pmlL 20 podina ako se ona svake godine smaniuje 7a 49?

Posle koliko godina ¢e se suma uloZena sloZenim interesom od 7%
udvostruditi ako se obracunavanje visi polugodiSnje?

Jjednom gradn od 297 800 stanovnika posiednjih godira je godisnji
prirastaj stanovniStva bio 3,5%. Ako taj prirastaj ostane narednih 8 go-
dina nepromenjen, koliko e stanovnika taj grad imat posle § frudma?'
Godiguji priradta] jedne Sume je 3,5%. Ako sada u njoj ima 1435 000 m?
drvene mase. koliko ¢e drvene mase bitd posle 10 godina?
Posle koliko godina ¢e se suma od 40 000 dinara uloZena po 69
sioZenog interesa izjednaditi sa sumom od 30 000 dinara uloZenom
po 3% sioZenog interesa?
A}m je u jednoj sumi bilo pre 5 godina 840 000 m” drvene mase, a
sada je tma ! 050 000 m?, za koliko se prmeml drvene maﬂ' svake
gudme povedava? Koliki je proscéan godignii priraftaj u m"

Ako Je godisnji priradtaj stanonniSiva jednog grada 3%, 7za koliko o
roding stanovnistvo da sc uveda od 60 000 stanovniks na 108 363
stanovnika? -

Za koji procenai se udvostrudi suma posle 14 godina’?

Za koji procendat se utrostrudi suma posie 27 godina?

Za koji procenat jedna suma naraste za svoju polovinu u toku 8
godina sioZenog interesa?

Ako se za jednu masinu, Cija praktidna vrednost iznosi K dinara,
: _ 3 ; 3
zna da Ce posie 3 godina upotrebe njena vrednost iznositi 3 od

prvobitne vrednosti, za koliko procenata treba svake godine prili-
kom knjizenja osnovnih sredstava smanjivati viednos: madine?

. Na koju vrednost naraste suma od 100 000 dinara uz 5% interesa

kroz 4 godine ako je kapitalisanjc: a) polugodiSnje; b) tromesecno.

Ako je suma K data pod sloZenim interesom od p% na n godina,
Sta Je korisnije za ulagaa: god:3nje il polugodifnje obradunavanje
interesa?

Ako je godiSnji procenat p, koliki treba da je polugodidnji proce-
nat da bise i pri godiSnjem i pri polugodisnjem nbrai‘un'wrm;u do-
bila ista krajnja vrednost glavnice?
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IX. GLAVA

9. KOMPLEKSNI BROJEV]

9.1 OZNAKE, OBRASCL I DEFINICLIE

Definicifa 1. Skup svih kompleksnih brojeva, u oznaci G je skup svih
uredenih parova z == (v, y) realnih brojeva za koje vaze sledeée aksiome:

- 1) aksioma sabiranja: (vyvy + (x,)5) = (6 + 200, +ys);
2) aksioma mooZenja: (v,y,) + (v,y,) = §xp, — Yoaxps + X)),
Definicija 2. Kompleksan broj (0, 0) zove se kompicksna nula, a broj (1, 0)
komplcksna jedinica.
Definicija 3. Korplcksan broj (0, 1) zove se imaginarna jedinica i 0z-
nadava sc sa i
Stav 1. Svaki kompleksan broj (x, y) moZe se predstaviti na jedinstven
nacin uoblikux + iy, koji se zove algebarski oblik kompleksnog broja (x, ).
Definicija 4. Neka je datbroj z = x + y (v, yER). Broj z=x — iy je konju-
grovan broju z.
Definicija 5. Modul ili norma kompleksnog broja z = x + iy je realan ne-
negativan broj V' + 7 i oznacava sesa |z (Sesto se |z| oznatava sa r ili
P4 lz| =F=p = Vi +32).

9.2, TRIGONOMETRIISKI OBLIK KOMPLEKSNOG BROJA

(1) = r(cos ¢ + isin ) (r modul a p argument kompleksnog broja)
Proizvod dva kompleksna broja:

(2) 7(COS @y+8in py) - 72(COS @y +sin pa)=ry,(Cos{p; + @;)+i sin {p1+e,)
Koli¢nik dva kompleksna broja:

0) e oo = eos(py = p) + isin (py - )

Stepen kompleksnoeg broja:

(4) (rcosp + isin )" = r( cos np + i sin np).
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Moavrov obrazac:
(3) (cos g + isinp)" = cosnp + isin nyp.
Koren kompleksnog broja:

n
Ojlerova formula:

(7) e¥ = cosx + isinux.

e oL 3= 2=
1361. Dat je kompleksan brojz = TET T

Odrediti realni deo R,(z) i imaginarni deo /,(z) datog komplek-
Snog broja z.

: » . o ALRTY (Bd D

1362. Dat je kompleksan broj z = G-z 251 721}
Odrediti R.(z), I (z) i |z].

1363. Ako je fz) =242+ 322—2 { z =3 + 2i. Dokazati da je kom-
pleksan broj f(z) konjugovan broju f(z).

1364. Pokazatidasu z;, =243/ i z,= —2+{ nule funkcije date for-
mulom f(z) = 2z* — 4iz — 7 — 4i,

1365. lzraCunati 2" +2" i 2" —=7" za n = 2,3 i4,akoje z=1+i
iz =241 ;

1366. IzraCunati vrednost kompleksnog izraza:

Z2=Z _ ;.
a)m zazu-1+r,

by ey 2= —g+ai.
1367. Akosuziw dva kompleksna broja dokazati da je:
z |z|
V1] = Tl

b) lzew| = |z]|-|w].

Refiti po z jednacinu (1368-1372):

1368. a) 2z(3 ~ 5i) +z — 1 = — 30 — 65;;
b)(g+i)z+22~3=4+6i,

1369. 2 +D(1+2)+ (1 +z)(3—4i)=1+7i.
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st L + Lt -pokazatidajea’+a+1=0ia’=1,aza-
tim odrediti realm 1 imaginarni deo kompleksnog broja

e

1386. Akoje o =

1370, a)z + 22 =6 — i b)Z + 4z = 20 + 18i.
1371, a) |z} +z=2+1; b) |zl ~z=1+2 5
1372 2)22 =7, by =7 z= %
1373, Dat je kompleksan broj z,+i. Odrediti komplcksan broj 1387, Tradunati vrednostiziazs
z=x+iy takodajeR,(z'z, =0 A |z-2,| = 2. :: (a—-a—+2a3)(2~_a+a~)zaa=_1_£nj§.
1374. Dat je kompleksan broj z; = 2 — 3i. Odrediti kompleksan broj 1 —iE L
i . — I + 1 I,
z=x+1iy takodaje R.(zz;) =18 A J, ( ] 1].; _ J“ 1388. Akoje a = y B = tada je:
1375. Dat je kompleksan broj z, = 2 +i. Odrediti kompleksan broj a)a + =2 ban=Fr=1 o) ol=pfrlzg
z = x + iy koji zadovoljava konjunkciju [ Dokazati.
a) R, (25) = %/\J'm(_ z) =1 1389. Akojez = (%-i'—%) (n prirodan broj) odrediti R(z) (z)
1 ! - \
b) R,Ezy=1AJ, .2 (p— i_ ?ﬁ 1390. Odrediti prirodan broj n za koji je ta¢na jednakost
z, 5 (1 +iy = (1 =iy |
1376. Akojez=1+1ii|z+z] = 1, kako treba izabrati z,, pa da z + z, _ 1 +8% 71 —f\" .
bude ¢isto imaginaran broj? ; 1391. Ako je f(n) = ( \5() ( 7z } (n prirodan broj) dokazati da
Odrediti kompleksan brojz = x + iy ako je (1377 ~1381) Jeftn + 4) + fin) =
- i 1392. Akosuz, iz, dva kompleksna broja dokazati da je
= _ !_ |z, + 2,]* + |2, — z:]? = 2(|z,]3 + |22]?).
1393. Dokazati da je
| Vi+iV3 +V1-ivV3 = \/6‘
1394. Dokazatidajez = (1 + i)' — (1 —i)* realan broj.
. A+ -(1=-9°
1395, Dokazatidajez = - — imaginarni broj
I+ (1=-0)° _
. 16
141
ki

I

1377, |2
12 5 z -
1378, (2= | A5
1379, |2 —2i| =4 n [EELEL =1
1380, !?‘“"1 | =2 AR (Z+8) =1,
1396.
._.1_.. == A R E-_l_._é =1
- 2 i T K ; Dokazati da je (1397 - 1401)
% 1397, @b +bvai _ \
: bva — avbi
1398. a) (VZ + i)f + (VZ — i) = — 46
b) (1 + iVZ) — (1 = iVZ)S = — 22V
1399. (V3 — 1)° — (V3 + 1)° = 1024.
1400. 3(1 + i)' = di(1 + i) — 4(1 — i),
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1381. "ZT
Odrediti realne brojeve x i y iz jednatine (1382~1385)

1382. Sx - 3yi+ 21 =6 — ix — y.
X+ (1—-2py + (1 —ip? =4+ 2

1383.

1384. X% + 63i +x + 3 =xpi +y — y%

+6+xi=5x+y)+ (y+ 1)
130
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1401. Vi+x 4ifT=3 JT=<x+il+x — %

Vitx —ivi—x VI-x -~ i\/_l_-_k_r

1402, Dat je kompleksni broj z = . Odrediti |z|.
J g J a8+ 21\/_3)

1403. Akosuaib l’tdli’ll brojevi dokazati da je

B TR el | /Eiz;’-l;ifiﬂ —_"”“‘2""‘*‘1

[zraCunati (1404-1403):
1404. a) V3 ¥ 47; . b VZIZFEL
1045. a) V =7 + 24i; b) Vdpg + 2(p* + ¢%) i.

Resiti kvadratne jednacine po z (1406-1410):
1406, 2> — (4 — 61z + 10 — 20i = 0.

1407. (1 +i’)z3—(2+i)z+3+f=()
1408. 2 —~ 3+ 2)z + 5(1 +1) =

1409. 62° — (7 + 4)z +4 4+ 3 = 0.

1410. 322~ (8 + 7))z -5 +i =0.

Sta predstavlja skup tacaka z, u Gausovoj ravni, ako je (1411 - 1413):

1411, a) |z - 3| = 3; bylz+2] + |z —2]| =52
1412, a) |z| = RE) + 1; b)|z +i| =2?
1413. a) |z —i] = |z + 2|3 Wz=1] =|z+1]| = |z -iVZ|?

Odrediti oblasti kojima pripadaju tacke u Gausovoj ravni ako je (1414~ 1416):

1414, a) 2= |z| <5; ' b)3<|z +i| 5.
1415, a)J,.(z)<3; b) R(z2) +Jm(z)<1.
1416, El}O<dl‘LZ<—4T b) — F=argzs<

Pretvoriti kompleksne brojeve u trigonometrijski oblik (1417-1420):
1417, 2, =1+ 2, =1+ V3 z,=V3 =i
1418. z, =4, z,= = 3; z, = 1.
1419. 2, = =2+ 6l 2, = —3 = 3i; z, = — 1.
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1420. z,
1421.

1422.

1423,

1424,
1425,

1426.

1427,

=1—-cosa+ising, z, =1+ sina — i cos a{0<a<2r).

Odrediti Cisto imaginarni broj koji odgovara taCki iz koje se duZ
AB [4 (3,0); B (-1, 0)] vidi pod pravim uglom.

Odrediti kompleksne brojeve koji odgovaraju temenima pravilnog
sestougla upisanog u kruZnicu polupretnika r = 2, sa centrom u
koordinatnom pocetku, ako jedno teme pripada realnoj osi.

Odrediti kompleksne brojeve koji odgovaraju temenima kvadrata
upisanog u kruznicu polupre¢nika » = 2, sa centrom u koordinat-
nom pocetku, ako radijus vektor ;ednog, temena sa realnom osom
obrazuje ugao od 30°,

Ako jearg (1 + 2) =-—i_-€— i |1+ z| =4 odrediti kompleksan broj z.

Dati su kompleksni brojevi
z, = 4\@(&)5% + isin %) iz,= ‘/z_(cos f + isinw34£).
Odrediti kompleksan brojz = z,-z,.

Dati su kompleksni brojevi _
z, = /2 (cos 75° + isin 75%) i z, = 2(cos 30° + i sin 30°).
Odrediti kompleksan broj z = ;1

Odrediti koli¢nik kompleksnih brojeva:
ayz, = —4 23:4v7(c05 + i sin 4_)
b) z,= 2(cos (—30°)+i sin (—30°) i z,= 6(cos (—45%) +i sin (~45°).

Primenom Moavrovog obrasca izratunati (1428-1433):

1428. 20, ako je z = 2(cos T +isin -
1429. 2%, akojez =5 — —‘12*’1;

1430. z akoje z =1 +1i.

1431 z*, ako jez = — 0,5(1 + iV3).
1432. 2% ako jez = 0,5(1 + iV3).

1433, 2%, ako jez = 0,5(V3 — ).

1434. lzratunati: -

a)i/T; b)m; c)V—T.
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1435. lzraCunati:
S 4
a) Vi : b) v—i;

4
1436. Dokazati da Vi ima sledeée vrednosti:

¢) V—64i.

+0,5 (\/2+\/’z‘ +hf2_—\f2); 10,5(4/2—{7 +N2+\/Z).

i e
1437. Dokazatida vV — 7 — 241 ima sledece vrednosti:
+(2 = D);x(1 + ).

RV

1438. Izratunati sve vrednosti izraza (—16)°
IzraCunati sve vrednosti korena (1439-1442):
1439, V23 + 2.

1440. V=8 — 8iV3.

1441,V —8 + &'v’“‘

1442, d)v

3 :
1443.*Izratunati V = — }1‘ akojez = ; +2Nj.

by V_2 = 2iv3.

Rediti jednacine (1444 -1450):
1444, a) 23 - 8 = 0

1445, (5 + 3i)z* — 3 + 5i = 0.
1446. (4 = 7)) — 7T —di =
1447, 28 + 255z — 256 = 0.
1448, 28 ~ 624z* — 625 = (.
1449, 26 = 2 = )2* = 2i = 0.
1450, 26 — (8 — i)z — 8 = 0.
1451, Odrediti kompleksan broj z = x +iy ako je

b) 26 + 64 = 0.

z+4 | _ ZY R ’ ) . 3r
ml = 1AR, (;) = — (),5. Zatim izraCunati sve vrednosti Vz.
1452.*Odrediti kompleksan broj z = x + iy ako je
4
tet 1‘ = 4AR, (3;_—) — 1. Zatim izradunati sve vrednosti Vz.
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1453.*Relid ]ednaému ‘; i e = y3 po z i grafiki prikazati reSenja u
kompleksnoj ravni.
1454.#Rediti jednadinu po x.

1+x\" _1+itga
(l«-xi) Tl-itga () %
1455.*Rediti pox jednacinu (x + )" + (x — i)* = (neN).

1436. Koriste¢i Moavrov obrazac izraziti:
a) sin 5  u funkciji sin « i cos Sa u funkciji cos « ;
b) sin 7o u funkciji sin « i cos 7e u funkciji cos « .
1457. Koriste¢i Moavrov obrazac dokazati jednakost

1+itga)” _
1—-itga)

1458.*Ako jex + 11_ =72 cos «, tada je:

1+ itgnea
1—-1tgna’

a)xﬂ+$=2cosna; b)xﬂ-;};iﬁsinﬂa-

1459. Kompleksan brojz = 1
i,

X ),z’ gde jex realan bro],una modul 1. Dokaza

1460. Svaki kompleksan broj razli¢it od -1, ¢iji je modul jednak 1, moZe

se predstaviti u oblikuz = } i ii, gde je x realan broj. Dokazati.

1461, Ako je bro; élsto imaginaran, tada je |z| = 1. Dokazati.

. G 3 3 — - : 3
1462.*Ako jez = 2 + 11i tada je Vz + VZ realan broj. Dokazati.

i 5 . 15
oo (=1403)T L (Z1=iB)"
1463.*Dokazati da je 1= + TFnr = 64,

~ 1464. Odrediti kvadratnu jednacinu sa realnim koeficijentima ako jedan

njen korenz = a + bi (b>0) zadgvoljava jednaCinu.

(z + 2i)* + 4z — 4iz + 17=0, gde je Z ="a — bi.
1465.*Odrediti zbirove:

a) sinx + sin 3x + .. +sin (27 — 1) x;

b) cosx + cos 3x + .. + cos (2n — 1) x.
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_ _ 'n (n n .
146628, =1~ [51 + |3) ~{ 2] # 4

_(ny " (n ny “(n)
£ (1) k3j (,}] (7) b
1467.#[zradunali 2% + z-* ako je z koren jednatine z + z7! = L.
1468.*Dokazali identitete:

;s a na ... na
a) (1 +cosa +isina )’ =2"cos" 5 (cos -5 +isin =);

by (L+iV3 ) + (1 —iv3 ) =2"" cos 555

W3 - i)' + (V3 +i) =2 cos %;

d) (1 = iy" + (1 + i)' = 208 "7~
gde je n prirodan broj, a a realan.
1469.*Primenom kompleksnih brojeva odrediti sumu

5= m —3(?) +33(§) —33(’7’) + ...
S, = 1_—3(’2‘] +32(z) —33(2) i

1470, Primenom Ojlerovog obrasca dokazati da je

] o= 4 pix = ix__e—f.x
CoSx =——— 1 sinx=-—75—
1471. Primenom Ojlerovog obrasca dokazati identitete
) COs Ax 2 ‘2 5
a) costy = Li—igmﬂzi; b) cos?y - sin?y = —(}g(l — oS 4).

1472. Polazedi od Ojlerove formule, dokazati Moavrovu formulu.
1473, Napisati brojeve 1,1, -2, - u obliku stepena osnove e.
1474. Primenom Ojlerove formule dokazati da je i realan broj koji ima

beskonacno vrednosti.
9.3, BINOMNE JEDNACINE
Definicija: Jednalina oblika

(1) Ax+B = 0(A>0 i B>0) naziva se binomna jedna¢ina.

, " B
Primedba: Smenomx =y \/:; binomna jednacina (1) wodl se na ekviva-
lentnu jednadinu

2) y£1=0.
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Odrediti skup refenja sledeéih binomnih jednadina (1475-1448):
1475, a) 52 + 2 = (. b) &2 —11=0
1476. a) &* — 27 =0, b) 125x% + 83 = 0.
1477, m¥» — (m +n)’ = 0. _ |

1478, a) 16! — 81 = () b) 11xt — 17 = 0.
1479, %' — (2a ~ ¢)' = 0. ’
1480, 2)x6 — 729 = 0 b) x6 + 64 = (.

1481, (B + 1) — 1 = &% -

1482, 512x° — 640 = 27(1 — &?).

1483, 3(3x* + 5) = 19243 + 320.

1484, 3327 — 3% = 108 — 4x*

1485. (x —a)* + (x — )’ =0

1486. (a —x)' — (b —x)' =0

1487, (2x ~ 5P+ (5x — 2’ = 0.

1488. (2 — 3)? — (9 —x)* = 0.

9.4. TRINOMNE JEDNACINE

Definicija. Jednadina oblika
{1} e+ + g =10,

gde su ¢, b 1 ¢ realni brojevi (razliciti od nulc), naziva s¢ trinomna ch-
nacina.

Trinomna jednacina (1) ekvivalentna je jednadini
{2y a(? )P+ bt +c = 0,
koja je kvadratna po nepoznatojx”..
Odrediti skup reSenja jednadine (1489-1504):
B 2
1489, ajxv + I3 =& =0 b) 2 - = o o
' —2a%. xt~g*
1490. 2)x¢ -9’ +8=0; b)x*—17x' + 16 = 0.
1491, a) a®bx' — (a' + b¥)e? + a®* = 0,
b) cle' + ¢ (@t ~ bt —a®h*=0. .
1492. a) 8&° — 35:% + 27 =0
" by S12e0 4 152 =27 = (.
et ¥+ 216 xf43  xd 217
1493, a) =" =36 — x% Fotat
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4
1494, (2 +5)07 - 5) + 3 FD g

@ =37 L 7n B = ke
1495. Tr1 7+ D) 2)_x2+1'

Uvodenjem odgovarajuce smene resiti sledeée jednacine (1496 —~ 1504):

1496, (x*+2a*+m*)? ~ Ha+m?) (P +2a +m?) + 3(@'+m*y + 10 a’m?=0.

1497, (x* — a2 — 1) —a(a* - 3a + 2D(x* - at — 1) + 2a%(a? ~ 3) =10,

1498, (E;:'— — n) - n(fﬁ": - a) + 2ant = nl(iéﬁ ~ a) + 2% = {).
1499, (x* - 2m)" — 5(x* — 2m)t + 4 = q,
1500. (v* - 3a%)1 — 37a'( — 3a%)* + 36a% = Q,

i 1
b . 1 )2 —_— e
1501, (3 +x)2 4+ (3+‘7f 100,01.

1502, (20" — 3x + 1)2 = 2202 — 330 + 1.

1 82

503. (v — 1 __382
- @ G—~2% 9

2+

5 ¥ 1 .
1504, ()."f‘ﬂ) ‘f‘mwb

9.5. SIMETRICNE (RECIPROCNE) JEDNACINE
Definicija: Jednadina oblika
(1) ax* + bxr=1 + x4 |, texehrsq = 0,
gde su a, b, ¢, ..

realni brojevi, naziva se simetri¢na (recipro¢na) jed-
nacina. '

Primedba 1. Naziv simetri¢na jednacina potite iz osobine simetri¢nosti

njenih koeficijenata.

Primedba 2. Naziv reciprocna potice iz osobine: ako jex=a koren jed-
. o % 1 . :

nacine,ondaje i x = - takode koren date jednacine.

Primedba 3. Simetritne jednatine neparnog stepena imaju uvek koren x = -1
ilix=1. ‘

Odrediti skup reSenja sledecih simetri¢nih jednadina (1505-1539):
1305, 3% + 132 + 13x + 3 = 0,
1506 120% = 132 - 13x + 12 =0,
1507. 2v - 12+ Tx — 2 = 0,
ES08. 153 + 19¢2 — 19 — 15 = 0.
1509, 6x' + 5¢° — 382+ 5¢ 4+ 6 = 0,
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1510. 12¢' —25¢° + 25 - 12 = 0.

ISLL 120° + 16x* — 37%% — 37 + 16x + 12 = 0.
1512, @’ — ' =43 + B3 +x =6 = 0. -

1513, 208 + 5x' —~ 133 = 132 + 5x + 2 =0.

1514, x° + 40 — 6 — 288 — 6% + 4 + 1 = 0.
1515, 283+ 3x* —3x -2 =0.

1516, 12° =37 + 37x — 12 = 0.

1517 20 = T3+ W2+ T + 2= 0.

1518, x* — 153¢% + 54,5222 — 153¢ + 1 = 0.

IS19. '+ (n —n" 3 - 2022+ (n —n-",+1=0.

2 2 25 2&%
1520. g*(l—l) +m'— g -
M~ D -+ g
1521. 1 + ex + 1)2 7% + 1
I+ 1 -
1522. ¥ + ——5+x=0.
4 w(xt — }
1523, 1202+ 200 — D = gp
6 5 _ 23 -1).
N o S Y S |

'7):3(,!1:-!-2‘3)4-,\'3~1}~l.()m
x -7

1526, x(6x + T)(6x ~ 7) = (6 + 1) = (5x + 1)(5x — 1) - 36.

1527, 126%(3x — 1) = (11x + 3)(11x — 3) = 10 — 7(1% — 5).

1528. &' — 4’ + 473 + 47 — 466+ 8 = 0.

1529, &° — 41x' + 97 — 97x2 + 41x — 6 = 0.

15304120 + 1) + 2¢(& — 1)@ — 1) = Tx(5x% + 3x ~ 2).
X@x> — 3x* + 1)  4x* — 2x + |

1521. 1 + M4 i . r

1S32.48x*(x — 2) + (6x + 1)? + 4x(¢* + 1)=x?(16x — 1) + 13x* + 1) + 6.

(x+ 1)
1533, 2P + 6]~ ~B= 1D

G

. " 239 + 314
L34, 3o’ = 19) + U@ - T) + =5 =0.

i3¢

1525, x(6* + 5) + 0.

= 0.



15335 %mx! — (m + D23+ 2(m* +m + 1t — (m + 1)2_“ Sap—_

1536.*amx! + (a + my(am + 103 + ((a + m)* + a'm* + 1 +
ta+myam + T + am = 0.

L537.%30% — 100 + 3x¢ — 32 + 10 — Fi=i{),
IS38*28 + 3 — 180 + 182 —~ 3 -2 = (.
1539, 27 4 dxf + 205 + Sx! + 503 4 22 +dv+1=0.

9.6. POLINOMI NAD POLIEM KOMPIEKSNIH BROJEVA

Definicija 1. Polinom P po promenljivoj x definiSe se sa

(L) Py =a,x"+ax=1+ .. 4 dy gk +a;

gde je n prirodni broj ili nulaa a,,a.,..., a, rcalni i kompleksni brojevi.
Dqﬁn{:ﬁya 2. Ako je a,#0, broj n zove se stepen polinoma P i kaZe sc da je
P polinom stepena n po x.

Broj 0 smatra se polinomom ncodredenog stepéena i naziva se nula-polinom
Definicija 3. Pod algebarskom jednacinom po x podrazumeva s¢ jednadina
Px) =ap + apr-1+ .+ i, (X+.a, =10

Polinom P (x) zove se polinom jednadine.

Stav 1. Svaki polinom stepena (n=1 ) ima bar jednu nuly, realnu ili ima-.
ginarnu. (Osnovni stav algebre )

Definicija 4. Ako jex, nula polinoma

PX)=ax+ax=t+ .. + a, X+ a,

razlikax — x, zove se koren i &nilac ili linearni faktor poliona P, (x).

Stav 2. Svaki polinom P, (x) deljiv je svakim od svojih korenih &inilaca. |
Stav 3. Potreban i dovoljan uslov da polinomi P(x) i Q(x) budu identitki 1
lednaki je da koeficijenti njihovih odgovarajucih ¢lanova budu jednaki. |

Definicija 5. Pod refenjem ili korenom jednacine P(x) = 0 smatra se sva-
ka nula polinoma P(x). h

1540, fn(?i“n?jm P(x) "_-:;é“‘ + 208 + ax® + 2x + b je kvadrat drugog polino-
d, gde su g 1 b reaini brojevi. Odreditic i i i realne
brojve w5, ] 1tr drugi polinom i realne

1541. Data je jednadina P(x) = 63 — Ta2 — 16¢ + a =

broj. . 0, gde je a realan

a) Odrediti a tako dax = 2 bude koren date jednacine.
b) Za nadeno a odredi sve nule polinoma P(x).
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1542, Akosux =21 x = 3 koreni jednacine
Px) =20 —ax* — 13x + b = (,
odrediti realne brojeve a i b i izraCunati sve nule polinoma P (x)
za nadene vrednosti a i b.

1543. Odrediti realne brojeve a i b tako da polinom P(x) =x* +ax* + b
bude deljiv sa (x — 2)° :

1544. Dat je polinom P(x) =x*+ a%®+ ax — 5, gde je a realan broj.

Odrediti realan broj @ da dati polinom bude deljivsax + 1.

1545, Polinom x® + 207 + 3¢? + ax + b deljiv je polinomom x? + x — 2.

Odrediti realne brojeve a i b.

1546. Za koeficijente a, b, ¢, i d i nule x, % i x polinoma
P(x) = ax® + bx* + cx +d vaze formule (Vietove formule za poli-
nom treceg stepena — Frangois Victe (1540-1603)).

Xtx, +ay = -

C
X s F A, = oo
XX, X, = — -‘1. Dokazati.
i . 3 a
1547, Za koeficijente a, b, ¢, d, i e i nule i nule x, ,x,,x; i x, polinoma

P(x) = ax' + bx* + cx? + dx + e vaZe formule (Vietove formule za
polinom Cetvrtog stepena).

b

XX H4 TR T =,

! = a

. : c
K, + XX, X3, X0 g iy = =

i d
Xy + XK, + Xx, + XX = —

Xy ks Xy X, = ff Dokazati.
1548. Rediti jednadinu 8&° + 4x* — 34x + 15 = 0, ako je poznato da njcna
dva korena zadovoljavaju relaciju 2x, — 4x, = 1.
1549, Rediti jednacinu ‘
208 = RQat+a+ 22+ (@*+2a+ 1 —a=0,
ako je proizvod dva njena korena jednak jedinici.

1550. Koren jednacine x*+ 41 = 14x + -&9 je 2 — V3. Odrediti ostale

korene date jednadine.
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1551, Rediti jednadinu x' — 10x* + 36x* — 58x + 35 = 0, ako je jedan
njen koren kompleksan broj 2 + i . :

1552. 7«1 koje vrednosti realnog broja a jednadina
x4+ (@ - Dx* +(3a—Dx + 1 =0,
ima jedan koren jednak jedinici.

1553, Rediti jednadine 2¢* — 5x* + 6x = 2 = 01 @&
ako imaju zajedni¢ki koren.

1554, ReSiti jednacine x> =2 =3 +10=0 i
=22+ 16x + 96 =0
ako imaju zajednic¢ki koren.

1555, Koreni x;, x,, x; jednacine ¥* — 6>+ px + ¢ =0 (p,q € R) zado-
voljavaju proporciju x;:x,:x; = 1:2:3, Izratunati korene jed-
nacine i realne brojeve p ig.

1556. Resiti jednalinu 27x* + 9x* — 48« + 20 = 0, ako ona ima dva jed-
naka korena. :

1557. U jednatini x> — 12 + mx — 60 = 0, odrediti realan broj m, ako
su resenja date jednacine stranice pravouglog trougla.

1558. Stranice pravouglog trougla su koremjednaéme
36 — Tt + 47 — 10 = 0.

Odrediti korene jednacine.

1559. Kompleksan brojx, =-3 + i je koren jednaline
B4+xi+ax+b=0.
Odrediti realne brojeve a i b i druga dva korena jednadine.
1560. Data je jednaéina
— (m* —m + 7w — (3m* — 3m — 6) = 0; gde je m realan broj.
Odrediti m ako je jedan koren date jednadine x, = — 1, zatim
odrediti druga dva korena jednacine.

S -2+ 1=0,

Refiti jednalinu (1561-1563):
1561. (*+ D)+ (2 +3) + 32+ 5) +

1562, x(x + 1) + (x+1)(,x+2)+
=1-24234+...+9:1

1563, 1+ 2¢ + dx* +-.. -(2x)”+ .=34-12x, n€N a |x|<0,5.

1564 Polinom x® + 217 + 3¢* + ax + b deljiv je polinomom x* +x — 2.
Odrediti reaine brojeve a i b.

oo b (10 4 19) ==
A+ E+DHE+10) =

1565. Dokazati da je polinomx' + 6’ + 182 + 27x + 14,
deljiv polinomom x* + 3x + 2, a zatim rediti jednacinu
4+ 6+ 18+ 27x + 14 = 0,
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1566. Regsiti jednacinu x* — 3x® — 5x* + 17x — 6 = 0, ako je zbir dva nje-
na redcnja jednak 3.

1567. Resiti jednadinu ' — 13x* — 35x* —x + 3 =0, ako se zna da je
& x/3jjedan njen koren.

1568. Dokazati da je polinom
m?ii‘! (l + np).x." + (p - 1)(1’:-1*1 +xn—.. + .,
nomomux® — (p + 1)x + p, (nEN i pER).

1569, Odrediti realne brojeve a i b da polinom
Pix)=x'+ o+ x?— &+ 4
bude potpun kvadrat jednog drugog polinoma.

1570. Polinomx® + x* + 1 predstaviti u obliku proizvoda Cetiri faktora.

1571. Za koje je vrednosti realnih brojeva p i g polinom
— 3t + 207 —~2pv—3x—:>
dc!]w polinomom x* — 3v + 27
1572. Odrediti realne korene jednacine
o~ TR 47 w04 R o+ 1)
1573. Rediti jednalinu
@FHx+ 1)+ @+ +3)+ @ +3x+5)+ .
+ (x* + 20x + 39) = 4 500.

.. +x) + p deljiv poli-

= +99L

9.7. SISTEM ALGEBARSKIH JEDNACINA VISEG REDA

Primedba: Sistem od jedne lincarne i jedne kvadratne jednacine, kao i si-
stem od dve kvadratne jednacine sa dve nepoznate, obraden je u knjizi
Zbirka reSenih zadataka iz matematike 2.

Definicije 1: Konjukcija jednacina
fl(X,)’,Z) =0A f:(x:}'; Z) 0 AfS(l y,z)
nadina sa tri necpoznate.

Definicija 2: Uredena trojka ( a, 3, y) naziva se reSenje datog sistema ako je

file, B,y) = OAfi(e, B,7) = 0A fi(a, B y) = O

Odrediti skup refenja sledecih sistema (1574-1582):
1574, x* —y3 = 31(x .-};) AxE+ yZ = A5

0 naziva se sistem od tri jed-

3
@+y Ay =3

1 e
1576. x* + y* “11( ANY =~

31
. R ot
1575 8 +y° = 17

1577, x* +y* = 1512 A xYy + 17 = 1 440.
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1578.
1579;
1580,

X4y =33 Ax+y=3,
=y =22 A (x—y)P —x+y=2.
xtp=1n07+ p30+ y¥ = 35,

XL P L P B
'}’3 £y TET 3N y=1
A A
7 i +Z +x_129/\x+} = 4,

Odrediti skup resenja sledecih sistema (1583-1610):

158l x+y—z=T7 A +y =22 =61 Axy =22

1584, x —y—z= =5 Ax24+ )2 422 =29 Axy +xz + yz = 26.

IS85. (x +))y +2) =45 A (y +2)(z +x) = 30 A (x +z)(x +y) = 54.
1586, x +y+z=1Ax 4y —22= -1 Axy=4.

1387 x+y+z=11 Ax'+y* + 22 =49 Ax(y + z) = 5x.

1588.
1589,
1590.
1591,
1592,
1593,
1594,
1595,

1596, —

1597.

1598,

1599,
1600,
1601,
1602.

X+y+z=6AxX+y+22=14 A (x +y)z = 5.
IHy—z=0A+y+22=14 Axy +xz4+yz =11
X=y+zAx(y+2)=16 Az = 12.

Xty +z=24 A +y +22 =200 A 22— 2 =y = (),
Xtytz=12Ap+ymtxz=4T A2+ =2
X+y=9 Ay +xz+yz =36 Ax+y+ 22 =49,
4y dg='l Anez = —16Ax-‘+y3+'z3=1.
1+y~+z~—94/\x(}+z) S Ax+y+z=14 -

; fwlbv—+_~40A—+_—“@
ooz o yz yz

LXZ 4 = 0nE 2 4 prm 0 A 22Y 4 (a4 ) =0
Xz yz

Xz

Xty+z=6Ax"+y —22=8 A +y*+23= 9.

r+)}'+xz=2{}Axy+y°+yz=50sz+yz+z~=3{).

B4y =29Ay"+22=34 A2+ = 13.
X+y+z=21Ay=xz Axyz = 216.
*+y=189z Ay +z =302 Az +x = 24ye.
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1603.
1604,
1605.
1606.
1607.
1608.
1609.
1610. x

X+xy+z)=8 Ay +y(x +rz) =3AzZ +z(x +y) =5

By =2 +b) A+ =@+ bl Ay +zi=(a b2

x+ytz=(a+byry=ab AP +y +22=a'+ 4ah + b

K+ +x)y=a A+t +Y)=2a A @z+x)y+2)=2.
xiy=z:u Ax+u=13Ay+2=20Ax*+y + 27+ u? =425
M=z =6 Ax+y+z+u=2A+y*+224+u2==350.
XIY=ZUAX~U=O0AYy—z=2 AX+ 2 +2% + ul = 164.
Y=ZiUAXHU=9AYy+z=6 A+ +2° + u® =585,



1611,

1612.

1613.

1614,

1615,

X. GLAVA

10. RAZNI ZADACT*

Data je funkcija
y=x—2rcosa + 1 —sing,

gde je a € [0, 2i|

a) Odrediti a, tako da apscisna osa bude tangenta grafika funkcije
i skicirati grafike tih funkcija;
b} Ako sux, ix, reSenja jednacdine
—2xeosa+ 1 —sing =0,
odreditl « iz relacije
¥ En =2
¢) Naci relaciju izmedu reSenja x, 1.x, jednacine
t,—2xcosa+1—sina=0
koja ne zavisi od a .
Da{a je jednacina
~m+3Ix+m+2=0
Odradm sve vrednosti parametra m za kole je tatna konjunkcija

Iilsln 3} +x3<3, '

Xy~ % 2

Tri broja x, y, z zadovoljavaju relaciju y* =iz, Dokazati da je
4y +2)x - y+z) s+ A

Odrediti sve vrednosti parametra o €[ 0,27] za koje je kvadratni tri-

: 1. 2 ’ L
nomy == (sin e + = (2 sinee — 3)x + 1, pozitivan za svako x.

Zbir dva pozitivna broja je 18. Odrediti te brojeve tako da njihov
proizvod bude maksimalan.

* Ovi zadaci sluZe za pomvhanjc sistematizaciju i produbljzunjc gradiva. Uglavnom su ko-
riséeni na raznim opstinskim i meduopstinskim takmi¢enjima iz matematike, kao i na pri-
jemnim ispitima na tehni¢kim fakultetima.
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1616.

1617.
1618.

1619.

1620.

1621,

1622,

1623,

Dat je skup funkcija x* — 2kx — 1 + 2k —y = 0, gde je k realan

parametar. _

a) Na¢i geometrijsko mesto minimuma funkcije kad se £ menja.

b) Na osnovu tog geometrijskog mesta ispitati prirodu nula date fun-
kcije (Gradsko takmienje u Beogradu Skolske 1969/70. godine.)

Odrediti najmanju vrednost izraza x6 + y% ako jex® + y* = L.

Koji dvocifreni brojevi 10x + y zadovoljavaju uslov

10x + w4+ y2 4 ay?

Izratunati zapreminu kose kupe ako je dat polupre¢nik osnove r = 25

i nagibni uslovi najduZe i najkrace izvodnice prema osnovia = 24° 11,

B =538,

Data je kvadratna jednacina po nepoznatoj x;

e’ + 2x + cos a = 0, gde je O<a<m. .

a) Odrediti interval kome pripada parametar a da oba reSenja
jednacdine budu rea]na.

b) Odrediti a ako }e e —1- —;— i pokazati da je tada
£ :

X+ xi<1,9, gde sux, ix2 reSenja date jednadine.

Data je jednacina
axt —x + 12{%—“ =0,
gde je a pozitivan broj i osnova logaritma 10. Odrediti parametar -
a, tako da data jednacina:

a) ima realne korene;

b) dva pozitivna korena;

¢) jednake korene.

U poslednjem slucaju rediti jednadinu.
Odrediti sve cele brojeve m za koje je
A+Dm=(1-iy"(i =v-1).

-1 -V, =1+ V3
—-2—— 1Z2 = "—”""'2_,
ayzi Fzl= 2,

b) zi" + z3" = 2, nEN . Dokazati.

Akojez; = onda je

147



1624. Ako jednadina
(Lydv*+px+qg=0,
ima rcalna i razlicita reSenja (p, ¢ realni parametri), onda i jed-
nacine
@) N+ (p 4 2ap+q+ap =0,

WEAarpEp4g+ap =0,
gde je a ma koji realan broj, takode imaju realna i razlitita refenja.
Dokazati.

1625. Trougao Cije su stranice @ -2, 4, @ + 2 i jedan ugao od 120° rotira
0ko najduZe stranice. Odrediti povrdinu i zapreminu nastalog tela.

1626. Data je kvadratna jednacina (2 cosa — 1)?* — 2x + cos @ = 0, gde
je & parametar. o
a) Odrediti vrednost parametra ¢ za koju jednaina ima realna

reSenja.
b) Odrediti e ako je;}—l 4 }- = 4sina = 0, gde sux, ix,refenja da-
_t¢ jednadine.
¢) Iz skupa funkcija
y=(2cosa~1x*—2x+cose ‘
izdvojiti one funkcije ¢ija je tangenta x-osa i konstruisati njiho-
ve grafike u ravni x0y.

1627. Osnova piramide je pravougli trougao Cija je hipotenuza c i jedan
ugao a. Boc¢ne ivice piramide zaklapaju ugao ¢ sa osnovom.
[zracunati zapreminu piramide.

1628. Odrediti sve vrednosti parametra p, za koje je izraz
log((p — 1)x* + 2px + 3p — 2), dcfinisan za svako x.

1629. Ako je U<{p<i;f— odrediti realne vrednosti parametra m za koje je

G m*—dm — 4
taCna jednakost - cos ¢ = T

1630. Ako je OE@S%, za koje realne vrednosti parametra m je tatna
; | 2m: +2m

]Cdnakost tgp = m}

1. Dokazati jednakost T—"u&,———l%

1631. Dokazati jednakos @r + colgx g,

1632. Osnova prizme je trougao ¢&iji su uglovia i 8, a poluprecnik opisa-
nog kruga R. Odrediti zapreminu prizme ako bo¢na ivica duZine m
zaklapa sa 0snovom ugao .
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1633. U trougludBCjea:b =13:1, c= 16V3, ¢ =30°
a) nadi stranice trougla a i b;
b) nadi povrsinu i zapreminu tela nastalog rotacijom ovog trougla
oko stranice c.
1634. Date su funkcije y=a-2*+b, y = b-2-* + g,
gde su a i b realni parametri. Koji uslov treba da zadovoljavaju a
i b da grafici datih funkcija imaju:
4) jednu zajednicku tacku (odrediti tu tacku);
b) dve zajedniCke tacke (odrediti te lacCke)?
1635, Date su funkcije
y=log,(x + 14) i y = 6 — log,(x + 2).
Odrediti prese¢nu tacku njihovih grafika.

1636. Data je jednatina x* — 10v + 2vy — y + y* = 0. Odrediti sva njena
resenja u skupu celih brojeva. :

1637. Ako je %<a<%, odrediti realne vrednosti nepoznate x za koje su
ta¢ne jednakosti:
ayxt — 5+ 7 =3 tgx;
b)Y x* = Tx + 14 = 8sin’a.

1638. Skratiti dati razlomak R, a zatim izracunati njegovu vrednost za
dato x: -

VZI-1] "’

. 1
I St - N 2 | )
b)R = 2 +x 4yl ’xw(ﬁ+1) 2

1639. Dokazati da je (az* + bz)(bz? + az) = a* — ab + b2, priemusuaib
realni brojevi, 4 z je reSenje jednadine 1 4 z + 22 = ().

L
2 G s =3
a)R*—"‘l+ X 3x (v2+1) 1

1640. Data je jednaCina x* — Gx + 5 + m(xt — 5¢ + 6) =10 (inER). Odre-
diti relaciju izmedu reSenja date jednacine nezavisne od realnog
parametra m. (Deseto savezno takmicenje, odrZano maja 1969.).

1641. Odrediti interval zax u kome je funkcija
y=Vi-T+Vx+24-10vi=1
konstanta. (Republicko takmicenje iz matematike SR Stbije, 1981.)
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1642,

1643.

1644,

1645.

1646,

1647.

1648,

1649,

1650,

1651.

Dati su kompleksni brojevi z,12; takvi da je Ju(zi)#0 i J,,,'(;_:g)¢0.
Dokazati da su brojevi zy + 2212122 istovremeno realni ako, i sa-
mo ako, je zi = Z. Opstinsko takmicenje iz matematike odrzano
1984. godine, Beograd).

Dokazati da sistem jednacina

z+z=4nz| =1,

gde je z kompleksni broj, nema reSenja. (Opstinsko takmicenje iz
matematike 1983. godine, Beograd).

Odrediti sve kompleksne brojeve z takve da je

21 - i) —4Q2-iz—-5-3i=0.

(Op§tinsko takmicenje iz matematike 1987. godine, Beograd).

Odrediti realan broj m tako da razliku reSenja jednacine

¥+ dmx+5mt—-6m+5=0

bude maksimalna (Op$tinsko takmicenje iz matematike 1987. go-
dine, Beograd).

L el xt—3x—4
Resiti nejednatinu |71 | <2
_ ) o . ) : »4ax+1
Za koje realne vrednosti broja a nejednacina |~z \ <2

vaZi za sve vrednosti x? -
Dati su kompleksni brojeviz, = 2 + (V3 + V8 — V3 —V8)

iz,=3+1i loga% Izratunati imaginarne delove datih brojeva i do-
kazati d2 je z,:z,=3:2, ako je a = 0,333.. (Prijemni ispit,
Masinski fekultet, Beograd 1986.godine)

Resiti jednalinu
x=1— 1986(1 — 198&x*)? (Prijemni ispit na Elektrotehnickom
fakultetu u Beogradu, 1986. godine).

Graficki prikazati skup tacaka M (x, y) Cije koordinate zadovolja-
vaju nejednakost
|x 4 y|=**»+1<1. (Pnijemni ispit na Elektrotehnickom fakuitetu u
Beogradu, 1985. godine).

3

va

IzraCunati log.; 75 ako je logaa =n.
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1652,

1653.

1655.

1656.

1657,
1658.

1659,

1660.

1661.

1662.

1663.

Za koje je vrednosti realnog broja x ispunjena jednakost

2x T

- ook ako je ZSas%

x2— 8 + 16
Rediti jednalinu -
4% + 9° + 257 = 6° + 10¢ + 15 (Meduopstinsko takmifenje iz ma-
tematike, Beograd 1988.godine).

ctpa =

. Neka su iy, 15, R3, ..., 1, 8Vi prirodni brojevi, koji su delioci broja n,

a razli¢iti od 11 n. Dokazati da je
2
log, n

(Meduopstinsko takmicenje iz matematike odrZano u Beégradu
1988.godine).

Odrediti polinom treceg stepena sa realnim koeficijentima tako da
zadovoljava uslove P(! + i) = 3i — 4 i P(—=i) =4i — 1( = — 1)
Rediti jednalinu

sin ax sin bx = sin cx sin dx

pox,akosua, b, ¢ d uzastopni pozitivni ¢lanovi aritmeti¢kog niza.
Dokazatidaje ctg7,5° + tg 67,5° — ctg 67,5° — 17,5 =2(3 + V3).

(logyn, + logn, + logn, + ... + loggy) = k.

Regditi pox jednadinu
AL P g =R PR T

Dat je beskona&ni red logsx + logsx + logdx + ...

Odrediti interval u kome se mora nalaziti x da bi red bio konver-
gentan, zatim odrediti x tako da zbir reda bude 0,5.

Stranice trougla &ine aritmetitki niz sa diferencijom 2. Odrediti
stranice trougla ako je jedan unutra$nji ugao 120° :

Cetiri broja obrazuju geometrijski niz. Njihov zbir je 130, a zbir
kvadrata 5044, Odrediti niz.

Ako brojevi a,a,, a;rl_‘a‘,, ¢ine geometrijski niz, dokazati tafnost jed-
nakosti

n
g, +a,+a,+...+a, \?
= s 585 sl

apt+azt+ag' + o at )

Dat je beskonadan geometrijski red &iji je prvi dan a, =k (k>1),

a koli¢nik g = . T L Ako je S zbir reda, a' S, zbir prvih n clanova,

za koje vrednosti n je taéna nejednakost |, — §| <1077
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1664. Zbir beskonatnog geometrijskog reda je a, a zbir kvadrata njego-
vih clanova b. Odrediti prvi ¢lan i koli¢nik reda.
1665. DatjenizvZ V2+ V2, V2 +V2 + V2 ,...

Dokazati da je niz konvergentan i odrediti njegovu granicnu vrednost.

1666. Dat je nizva, Va + va, Va+ Va + va ,...

Dokazati da je niz konvergentan i odrediti njegovu granic¢nu vred-

nost. "
1667. Realan niz (a,) definisan je rekurentnom formulom

Q. .»=5a,,,—6a, a =3, a,= 1. Odrediti OpSti ¢lan niza.

1668, Realan niz (¢t definisan je rekurentnom formulom
Aps2=0a,%a,,,a,=a,=1 Odrediti opiti ¢lan niza (Fibo-
nacijev niz).

1669, Data je funkcija definisana formulom
f06) = —log(l +x), (x>-1).

Dokazati nejednakost

f(—}:%;-gj < J) £ f)

» gde su x, 1x, dve vrednosti iz oblasti de-

finisanosti funkcije @ > =1, x, > ~1).

v g i <
1670. Akosua, By (a<B<y) uglovi trougla i ako 18,18 g, lg%
Cine aritmeticki niz, tada cos «, cos B, cos y takode ¢ine aritmetidki
niz. Dokazati.

1671. Ako je

]og” ; 2o %—(loga +logb — log 2),

gde su a 1b katete pravougiog trougla, odrediti uglove trougla.
1672, Ako kotangensi uglova trougla Cine aritmeticki niz, onda i kvadrati
stranica ¢ine aritmeticki niz. Dokazati.

1673. Akoje g =3 tgf=3"ia~-f= % odreditix.

1674, Ako uglovi trougla , iy ¢ine aritmeticki niz u datom poretku,
dokazati da izmedu stranica trougla a,b,c postoji relacija
a* - ac + ¢* = b*i obratno.
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4

1675. Dva ugla trougla odredena su jednacinama:
4Ry =R, 1Rl = g
3
a) Odrediti tangens treceg ugla trougla.

b) Ako je dat polupre¢nik R opisane kruZnice, odrediti Stranice
trougla. :

1676. Stranice trougla ¢ine aritmeticki niz, Cija je razlika d. Odrediti stra-
nice i najveci ugao trougla ako je cos a = %%, gde je o najmanji
ugao trougla.

1677. Dokazati da je grafik funkcije x-=y, koja_ je data formulom
V2 — 4t — 12¢ — 9 = 0, unija dve prave. Odrediti presek ove dve
prave i ugao koji obrazuju.

1678. U trouglu ABC uglovi &, iy &ne geometrijski niz sa koli¢nikom 2.
Dokazati da stranice trougla zadovoljavaju jednakost a-1 = p-1 + ¢-1,

Reiti jednacine (1679-1686):
1679. logl (241 + 182 %) +logl (2 + etz Z) =2 + 3log! 5
! ~ Weg L g 4 g g 6 3 g?i L

1680, 21-logay + logi\' = Iogé‘: Fo ==,

1681, sin'*8x 4 coslo® y = 1,

1682, sin”x + cos®x = 1.

1683. sinx + cosx = vZ cos 99x.

1684 sinx — v3 cos x = 2 sin 1999x.

1685, wp2® =itp 2F 4 2™

1686. log,( cos 2v + cos %) + loges( sinx + cos %) = (.

1687. Odrediti skup tataka u Dekartovoj ravni za koje je
sin(z(x + y))>0.

1688. Funkcija f(n) definisana u skupu prirodnih brojeva zadovoljava
uslove f(n) = fin = 1) + a*, f(1) = 1.
Odrediti f(n).

1689, Ako pozitivni brojevi g, b, ¢ ine geometrijski niz, tada je
a’b’c (@ + b= + ¢7%) = a* + b% + ¢%. Dokazati.
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1690. Akojca = A cos*a + Bsinacos ¢ + Csina,
h=2Csinacosa + Bcos2a — 2.4 sin « cos o,
¢ =Asin*a — Bsina cosa + C cos 2,
tada je b* — dac = B* — 4 AC.

1691. Ako za uglove trougla vaZi jednakost

COS @ + cOs 8 — €08 (o + f) = ;

tada je trougao jednakostranitan. Dokazati.
1692, Izraunati zbir

sinl sinl sinl

cosOcosT * cosTcos2 ™ "7 "cos (n — 1)cosn’

RESENJA



th & W 7=

I. GLAVA

1. POVRSINA (KVADRATURA) POLIGONA

12 dm*.

192 cm”.

25cmi6emili 7,5cmi2 cm.

2 cm® P

P,=a*(3 - 2V2) |

P, =24*(3 — 2V2), gde je a kateta jednakokrakog pravouglog
trougla tj. P, = 2P;. ; '

. Ugao izmedu visina jednak je oStrom uglu paralelograma (uglovi

sa normalnim kracima), trazena povr§ina P = 12 cm?

7. 48 cm?

. 30 m. -

9. 20 cm?

10,
11.
12.
13.
14.
15.
16.
i
18.
19.
20.
21.

10 cm.
336 cm?>

8316 om>.

204 cm~

178,75 cm?.

12V3 cm? -

42 cm® 1.56 cm?,

18 cm?.

300 cm®.

32.em=

5cm, 12 cmi30 cm? '

48 cm?. ', ) i
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22,

23,
24,

26.
v

. Trougao Cije su stranice dve date stranice, a tre€a dvostruka

29,
30.

Neka je T teZiSte ABC, CN i BM odstojarlj'a temena Bi C od medi-
janc m, koja polazi iz temcna A. Lako se pokazuje da je CN = BM
paje

Pupe =N M3 _ ) Byt

Paes % : %m-MB = %E?I-MB

ili | )
1

PABTZ‘:,;PABC'

Analogno prethodnom zadatku, lako se dolazi do tvrdenja.
Oznadi krak sa x 1 primeni obrasce P =sr 1

P=Vs(s—a)s —b)s — c) Tra¥ena povr$ina
P = 540 cm®

5. Iskoristiti osobine tangentnih duZi i uputstvo prethodnog zadatka §

13 cm, 15 cm, 84 cm?,
1 cm centar upisane kruZnice.
R=125cm,r=3¢6m.

leZisna linija ima jednaku povrSinu sa trouglom Elja se povrSma
trazi. Dokazati. TraZena povrina je 270 cm™.

6cm, 8 cm, 10 cm.

Povriina romba je P = x*sin a,
gde sux i @ povezani’

elacijom x = g B
relacijom & = ———.
Iz trougla DEF (sl. 1)
e b !
sin —2‘ == *23 D G

<

A E B
Slika 1
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31.

36.

‘Kako jesina = Zsing—cos 5 1cos? %' 1~ sinzg—,
dobijamo )
_ a’ _ a 2 2a?
sina ekt Al e B
A/1- (75)

Oznadi stranice sa n — 1, n .in + 1, zatim primeni Heronov obra-
zac. - :

Stranice su 5 cm, 6 cm i 7 cm.

. Lako se pokazuje da je zbir povrSina trouglova AOBi CDO ]ed—

nak polovini povrSine paralelograma odakle sledi tvrdenje.

.a=20cm,b=56cm, ,P,.= 122,88 cm?.
. 288V3 cm’.

5. Iz datih uslova imamo 2a = p, d, + d, = m.

Kako jed,-d, = 2P, df & = da® = p?,
iz m?* = (d +d ) =di + d1 + 2d,d,, dobijamo m? —

.’?1—

- pl=dP

. (Da bi zadatak imao reScn]c mora biti m > p.)

Neka je AB tetiva kruzmce, O centar kruZnice. Povr§ina manjeg

trougla ABC P, = F q:zna PovrSina veceg.trougla ABC

rsin [180° — £ :
2 2:‘“;111 ~ COS’

© pPsina - 2 .«
P = + 2 - - 2 = + r?sin —.
rsin & cos &
Py _. S22 _2V3+3
P, 3 2 3
2 rsmzcosz+r smz _
cos < : '
2 _2W3+3 a V3 il
$1+cosg = 3 ==-cos§~w2—-=>a=60
2 )
3% P%szsinzasin_ilcx‘
= 159



38. Iz pravouglog trougla ABO gde je O presek dijagonala, imamo

! i '
n& - 0E—VE Aj2-YT _\f L =
Sy = = . R Wi
J3 :

odakle izlazi da je cos a = o =30,

Dakle, uglovi romba su 30°i 150°.
39, 8cm, ili 4 cm.

: -_ah, bh, ch,
40. Primenom obrazaca: P = = =5t =S
.imamo
] _ i _1_ = mr?_ ._]_ — fﬁ lll #
h, 2P h,” 2P K. " 2P
1 +L+i_ﬂ+b+c_£$;___£=l
h, "R, TR 2P < 2P TR v 1

41. Kakoje P = %nhn, P=Lbh, P= % ch,, tada je

3

1 Vabeh b
el — gnbc- hjyh, = P= T

) ah, bh, ch, ape .. . ;
42. ancnomobrgzaca P=—t= 7 =7 IR’ izlazi tvrdenje.

43. Neka je CC, tezi¥na linija A ABC, tatka D centralno simetricna sa
teZistem 7 trougla u odnosu na C, tada je Cetvorougao ATBD pa-
ralelogram, paje P, =P,

Na osnovu zadatka 22 imamo Pipe =3P pr =3P p =

) 3. v:%m (%-m s %—ma) (%ni L %mb) (%m = %‘”’fc)

= %-\/m{m = m)(m — my)(n — m. .

44, 72 cm?.
45, 225 cm=.

46. 600 cm?.
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47, 10 (V3=1) cm.

48. Trouglovi AED i EBD imaju jednake povrsine, jer imaju jednake
osnove 1 visine. Trouglovi DFB i FCB imaju takode jednake
povrsine, odakle izlazi tvrdenje. '

49. 48 cm? : : i

50. Neka su m i n odseci koje &ni dodirna tacka upisane krunice na hi-
potenuzi, a r poluprednik kruZnice, tada su katete m +r, n+r, a
povrdina trougla P = r (m.+ n'+ r). Primenom Pitagorine teoreme

m+ry+m+ri=m+ n)*
imamo 7 (m + n +r) = mn,
odakle izlazi da je P = mn.

=By P 2(a2'+b3+ab).
52. Na osnovu osobine tangentnog fetvorougla krak

" : 2 s Wk
_C=%-!i, paje2r=h = \/(a;.b) -~ (i—z—b-J = Vab. .
53. Dijagonala kvadrata d = av2 (sl. 2). U trouglu 4BD srednja linijja ~ °

d_av2 ; : :
EF == 2 D : e -
= .E
/0
A F = B
Slika 2

U jednakokrakom trouglu AOE stranica - -
AD=0E = 2Y2 404 je

)
oc:d~0A=3“4ﬁ.

TraZena povrsina
= 1. . . - 3 2
‘ P-—-"Z—EF _C)Cu—‘ga.
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34,

D

TraZeni ¢etvorougao je romb, &iji su uglovi 60° i 120° (s1. 3). Visina
trougla DMC, MK = #%3 odsecak

2!
K C
"IN

85,

56.

L " B Slika3 ' B

ML =a - g Veca dijagonala romba

MN = LK — 2ML = a(V3 — 1). Trougao EMF je jednakostra-

nican, posto je EM = MF = EF.

[z pravouglog trougla EOM imamo EM? — OE? = OM?, posto je

EM
=

MN
OM === =3 (V3 - 1),

OF =

pa je

EM: & s

T =73 =1,

odakle izlazi da je stranica romba

EM = a(3 ; \/3- )

Kako je strana romba jednaka manjoj dijagonali, traZena povisina je

~lppamn=1
P=5EFMN =

a — b)*
polazb)

EM- —

EM-MN =% (V3 - 3).

Neka je stranica kvadrata a, a dimenzije pravougaonika x i y, na
osnovu pretpostavke imamo sistem

J_A.y == %aﬁ
le + 2y = 4da.
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58.

60.

Iz sistema lako s¢ dobije jednacina
3~ 1y + 32 =0
ili
X . X
3(=] =102 +3 =0,
odakle izlazi dajex :y = 3: 1.

Dijagonala koja leZi naspram datog ugla « deli ¢etvorougao na dva
trougla. Povriinu Cetvorougla izraziti kao zbir ovih trouglova.

M 5 SR A S !
Imamo a* = = t |5 —27-—2%05(180"—@),

d\' ()’ d
Zowm |71 ) (R S e VT
2= [7) + [5) -3

ili
a*—b*=d,-d,cosp.’

cosp,

09, S

S druge strane poviiina paralelograma
P =1d,d,sing,
odakle izlazi da je
) B
P= 3 (ﬂ" e bl) f.g 99

Neka je talka O presek dijagonala trapeza ABCD a MN. visina tra-
peza konstruisana kroz tatku O. Trouglovi MBO i CNO su jedna-
kokrako pravougli, pa je :

MN = OM + ON = MB + CD = m.

TraZena povrdina.je

P=m

Konstruisimo CE || DB (sl. 4) i oznadimo visine trouglova CDF i

ABF sa h, i h,. Otigledno traZena povrina P jednaka je povrdini
trougla ACE. Zato je iz sli¢nosti trouglova CDF i ACE

Slika 4
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61.

62.

‘nalazimo povrSinu P trougla. Spajanjem temena C sa centrom O

P=%AC-OD + +BC-OE =br+1ar=1(a+b) odae je
ey > g =y

L 4P -

2r_a+b"

vP, _ A

M "J%l"”hl+hz'

Takode iz sli¢nosti trouglova ABF i AEC imamo
VP, h,

@ TEREE
Iz (1) i (2) imamo

VP, +VP, _hith, - _
gp . Bpthy o U7 | . F

VP, + VP, = VP | :

odakle

P = (VP, + VP~

Neka je traZena povrsina P, a odsedci AD = x, BE =yi DE =z 3

(sl. 5). Posto je svaki dobijeni trougao sli¢an sa datim, imamo sle- N E

dece tri jednakosti:

VPo _x VP, VB

VP X+y+2 yp x+y+2 yp x+y+z
odakle izlazi A
m+m+@;_x+y+z_l

VP Tx+y+z " 7

ili VP = «P’+«P‘+ﬁfqp («P‘+\/F+\/F‘)?

: Slika 6

Po3to su poznate sve tri stranice trougla, po Heronovom obrascu

upisane polukruZnice (sl 6), povrsinu trougla moZemo izralunati
kao zbir povrSina AOC i OBC tj.
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63. Neka jé'polupreénik kruznice r (sL.7). U trouglu 4AOE hipotenuza

AO = 2r, podto je EAO = 30°t0AE = VAQ? — OE* =rV3 = AF.
Kako je EC = m i BF = n, primenom obrasca P = §r imamo

(1) P=(m+n+rv3)r,
a po Heronovom obrascu dobijamo ¢
2y P=(m+n+rVy3)marv3. '

Iz (1) i (2) imamo
(m+n+rV3¥2r=m+n+rv3i)mnv3,
li - : i
(m+n+rv3)r=mnv3;

dakle, P =mn V3.
" 64. Neka je traZena povidina Q, a visine trouglova DCE i ADF, kon-
struisane iz temena C i D, h,ih, (sl 8), tada j je
@=P +P,,gde]e
P PD.EF

Kako je DE zajednitka osnovica trouglova DEC i DEF
tada je

: By ly o Py h
=l E+ =t
Py P !
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66.

P, P, h,+ 3 2 :

Odaits ~15 51 Mt tj. o.Mt (1)
P hy Py h , '
Posto je ADCE ~ AABC to je
VP, _ _h :
VP PBTR (2)
MnoZenjem (1) i (2) imamo
Q_\/ﬁl_hz-i-h.l h, ol
P, VP hy hy+hy ™
ili '
Q
=1 vP
VP, - 1%e=
. Neka je CM= x, a visine trouglova ABE i CME su h, ih, . Po pret-
postavcei ‘ '
ah =222 8 (¢ + by,
a+b h, - }:
iz stiniosti trouglova ABE i CME imamo
£ M e B e _.a=b
a~ R Oddklea+b m1+,a-==>x—a Fm
Neka je T teZiste trouglova ABC, po pretpostavci
A ATC = 120°, AT = %ma, CT = %mc,
pa je ' <
" s T V3 _2 v3 _ 1

Py = AT -CT- sin 120° = gmm, - —‘3{3‘ =3

Na osnovu zadatka 22 imamo

1

Ppe=3P =33 =1

e

67.

68.

BO =% 1g 15",

Neka je ABCD dati romb (sl 9) u kome je upisan pravougaonik
MBND.

U trouglu AOB
X AOB = 90°, 4 BAO = 15°,
X ABO = 75°

U trouglu MOB MO = OB, kao polovine dl}agonala pravouga0~
nika, §4BO = JOMB = 75° pa je ABOM = 30°.

Povriina MBND
P =% BDMN, gde je BD = MN = a g 15",
pa je
8 s iy
P= —4— {g" 15%

Kako je ' e

G 30° 1 —cos30° :

tng = {g— 2 E_SW=2_\/_3-
(a2 - V3

_m(z Vi) _(Lz_l) )

Primenom kosinusne teoreme

a®=b?+ ¢t — 2bccos a,

%
Uil e

posto lCP—~1—bc sina = sin ¢ ='§E“
to

qosal=' im: i%,

pa je »

=Vor+co-S¢ ili a=Vor+c+Sbe.

Oba redenja zadovoljavaju postavljeni uslov, u prvom slutaju

- ugao o je oStar, a u drugom tup.
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69. Kako je T,L = %—AL IT,L = %—BL (osobine teZiSnih linija) to je i

71.

TET3 = %AB (Talesova teorema). Analogno 7,7, = —;-AC‘;-
7T, = %BC (sl 10). Dakle stranice trougla 7,7,7, su %— stranica

trougla ABC. Primenom

Slika 10

Heronovog obrasca na trougao 7,7,T, imamo

_\/a+b+c (a-+b+c a)' '[a+b+c . b) -(a+b+c ey
6 3

Praz =\ =3 3T T3 [T 3)"

= “jlg\/((z+b+;)(b tec—a)a+c—-b)la+b—-c) =

= %Vs_(s —a)(s —=b)(s—¢c) = %PABC'

. Neka je ABCD konveksan &etvorougao, dije se dijagonale seku u

tacki O. ,
Dokazacemo da je A0 = OC.
Trouglovi ABD i BCD imaju jednake povrsine sa zajednitkom

- stranom BD, odakle proizlazi da.su njihove visine AK i CL _prema

stranici BD jednake. Iz podudarnosti pravouglih trouglova 40K i .
COL proizlazi jednakost 40 = OC. s 9

Analogno dokazujemo da je BO = OD. .
U datom ¢etvorouglu dijagonale se uzajamno polove tj. posmatra-
ni-Cetvorougao je paralelogram. .

U ¢etvorouglu ABCD konstruiSemo dijagonalu BD (sl. 11), tada,
ocigledno, Pyp, = P,p, (BA — medijana).
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’

S druge strane, Py, = P, (OB medijana), odakle proizlazi da je

P AQM = 2P ABD*

Slika 11

~Analogno se utvrduje da je

Prye = 2P BCD )

Konstrukeijom dijagonale AC, utvrdujemo da je
_ P v = 2Pp0s Popp = 2Pycp

Sabiranjem dobijenih jednakosti imamo

Piow+ P BMN +/{P ren + Prpg =g 4P (pens

ili

P.mmag = 5P gcp -

~ 72, ProduZimo stranice BC i AD datog éeh’orougla i neka se one seku u

tacki § i neka je ugao koji one grade p. Akoje 40 =QR =RD =m
iSD=kaBM=MN=NC=niCS=lrtadaje

Paco = Pass =~ Pocs = 5 (1 + 3)(k + 3m) sinp ~ 2 ki sin p.

(1) Pugep = % (nk + ml + 3an) sin g,

Prng=Pasis~Prus = 5 (1420) e+ 2m)sin - n)(m+k) sif .

@) Pyp =5 (nk + il + 3mm) sin .

Z()i@2) Py = 3P.-tm:g- _
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73,

- 7S,

1L GLAVA

2. POLIEDRI

2.1. PRIZMA T PIRAMIDA. RAVNI PRESECI PRIZME I PIRAMIDE

Neka je data prizma (sl. 12) i neka su M, N i P tri date tadke na su-
sednim bo¢nim ivicama prizme. Ravan odredena tackama M, N i P
seCe prizmu po kosom preseku MNPKQ. Treba odrediti tacku K
na ivici DD, i tatku Q na ivici EE,. Dijagonalni presek AA,C,C
seCe dijagonalni presek BB,D,D po du#i HH,, a dijagonalni presek
BB,,-E\E po duZi RR, Kako prava MP pripada ravni preseka
AA,C\C, to i ona'mora se¢i duZi HH, i RR, u tatkama S i L. Prava
NS pripada ravni prescka BB,D,D, pa sete ivicu DD, u tatki K, a
prava NL pripada ravni preseka BB,E E, pa sede ivicu EE, u tacki

- Q, ¢ime je konstruisan kosi presek MNPKQ.
74.

Presek se konstruide sli¢no prethodnom zadatku i Ur‘}ie jednako-
kraki trapez Cije su paralelne strane V2, .g’ a krak —2-3— Povr3ina

presckaje P=1 —% £ £

-

Slika 12
Neka su u paralelopipedu ABCEA.B,C\E, dijagonale D,, D,, D;, D,,
ivice a, b i ¢; dijagonale osnovad,, d, ix projekcija ivice b na ivicu a.
Iz trouglova ABC i ACE lako se dokazuje da je d? = a2 + b* — 2ax
i di=a’+b*+ 2ax, odakle proizlazi da je ;
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76.

7

78.
79.
80.

81.

82.

(1) & +d=2a+ 2%

Primenom (1) na paralelogram 44,C,C imamo

(2) Di+ Di=2d}+2c,

a na paralelogram BB.E .F

(3) Di+ Dj=2i+ 2% _ :
Ako saberemo (2) i (3) i uzmemo u obzir (1), dobijamo
Di + Di+ Di + D: = 4a* + 4b* + 4c2.

Primeniti kosinusnu teoremu na kosougle trouglove u osnovi pa-
ralelopipeda i zatim iskoristiti Pitagorinu teoremu. Rezultat:

Di=a+biD,=Va +b.

Neka je traZeno odstojanje x i odseéci Koje podnoZje odstojanja +

¢ini na dijagonaliy iz Tada je
z+y =V3 AXZ+y =02 A 22 4+ x2 = 2b%,

’

odakle proizlazi da je _traiéno odstojanje x = %@ ‘

18:8 = 1,52:x2>x=1dm.
35 cm. _ _

81 cm?, 36 cm?, 9 cm?,
x—l————aH -

T a+H

m
m+nJ'

P=2a(1+2) {

- 22. POVRSINA I ZAPREMINA PRIZME

P=30vz v=£VovT.

83.
84. 2,5 Casa.
85. Odredivanjc ivice i visine prizme svodi se na sistem

4aH =8 A (@V2)+ =9 (H=2 A2+ H =9 =0)

a(ar.z;\H:l)v(a:—-‘[zzAH:zﬁ).

- TraZena zapremina iznosi V'=4m’ili V= v2Z m’.

86.
87‘
88.

V =405 dm’,
P =552dm?.

V=121,5 dm’.
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89.
90.

91.
92.

93.

94,

95.
96.

Ve VI @i+ B-d) B B-d) G- .

ProduZena proporcija

%z%:g—-:kw:wk A'D =10k A ¢ =k,

Primena obrasca ; _
P =2Vs (s—a) (s—b) (s—c) + (a+b+c)H
nalazimo da je

a=34cm, b= 20 cm, ¢ = 18 cm.

P= 1416 cm®.

. (P z—ﬁ)%
r= (RSP

Iz sistema % = % :IE’ =k A a* + b* = d* dobijamo
g =—md s B nd g pd 5
pa je pbvr§ina
P 24d* (mn +mp + np)
m?* + n?
1 zapremina
o __mnpd® "
Neka su d,, d, dijagonale osnove, a osnovna ivica i H - visina para-
lelopipeda, Tada imamo s.s{em -

P AN -
@=|7]| +|7| AP=dHAQ=dH,
odakle proiziazi daje = =

2 P“ Q MP: +,Q2:
W=t el s ——s , .
Kako je povriina omotata M = aH, imamo M .= 2VP? + Q2.
V=3m. |

Visina prizme ]e visina bo¢ne strane, koja je normalna na ravan
osnove. Dakle, visina prizme Jednaka je visini romba i jednaka je

Vda- — ¢*, a zapremina prizme V 12a* - 3¢,
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97.
98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

‘105,

106,
107.
- 108.

Kako je BD*= BD} -
. ostem a*+ bi—

906 cm?; 240 cm?. _ _
Po Heronovom obrascu, nalazimo da je povrsina bazisa B = 10 vZ mZ

Vlsma H u funkciji nagibnog ugla 1 bo¢ne i mce jednaka je
= (10 sin 45°) = 5V2 m. Rezultat: 100 m’.

P =244 cm?, V=120 cm®. " T ”
S |

2=

P=2592 cm?.

V= abczy’?'-.

3 ' dd,
Iz sistema dH =S AGH=5A~—5" =0,

did'xH: = S S‘) A dld‘b - 2Q

nalazimo da je

odakle je H= pa je zapremina V' = OH =

”Q
Iz sistema aH = P1 ANbH =P, = (a + b)H = P, + P,, pa je zapre-
mina prizme
P, #P)d

v=L30 i @+p)H -4 (—23—
Sistem "
aH =9 N8H =10 A cH = 17
ekvivalentan je sa

9 10 17 a+b+c_ 18

PR ARSI R g NSRS =S

Ako zamenimo u Heronovom obrascu, nalazimo da jeH = 3 cm,
a zapremina V' = 12 cm’ .

M=16 m?2

V' =17854 cm?,

Neka je ABCDA,B,C,D, paralelopxped i neka je AB =a, BC=b i
ADAB=a. -

DDj = 17 cm i AC? = 65 cm?, dobijamo si-
2ab cos a = 17 A a*+ b2+ 2ab cos & = 65, iz toga
proizlazi da je a*+b*= Sto zajedno sa ]ednaémom
2a +2b = 18da;ere§en}ezaa 1b a=5cmib =4cm. Dalenalaz:t-
mo da je dabcosa =49 > cosa =06 =sina=V1 - 06l=
Povriina osnove B = absin & = 16cm?. '
(Rezultat P = 104 cm?, V' = 64 e’
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109. Nekasu dijagonaled, id, (d,<d,). Primenom kosinusne teoreme ima-
Mo di = a*+ b*—= 2ab cos a A d} = a* + b>~ 2ab cos (180 — «).
Kraca dijagonala paralelopipeda je D = d,, a na osnovu Pitagorine
teoreme je H*=D*~dj=4abcosa = H = 2Vab cosa. Zapre-
mina paralelopipeda je
V' =BH = ab sina - 2vVab cos a = 2ab sin a Vab cos a.
110. Uocimo trougao Cije su stranice osnovna ivica g, dijagonala tela m1,

dijagonala bo¢ne strane d, £ (m, d) = a . Kako je taj trougao pra-
vougli, imamo

a=msina id=mcosa,
a zatim nalazimo da je
H*=d* — a* = m* cos* @ — m*sin® @ = H = mVcos 2a.
Omotal prizme je '
M = dm?sin & Vcos 2a .
111. Neka je IV zapremina splava, o, specifitna ieZina vode (o, = 1), 0,,
specifina teZina splava (o,, = 0,84) a G teZina tereta. Tada je
g, V=0, V+GeG=(0,-0,)  V=4608kg.
112. Oznacimo krak trougla sa x i primenimo obrasce
P=s-riP=vVs(s—a)(s—b)(s—0). V= 19440 cm’
113. Iskoristiti uputstvo prethodnog zadatka i osobine tangentnih duZi.
V= 1176 cm’.
114, M =a (m+n+p). .
115. P=8(9+V3); V= 72V3em®iliP =9 (8 + 3\/_) cm?; V—27\f"cm3.
116. V' = 12V3-cm®.
117. V' = 1680 cm?.
118. P = 1152 cm*; V' = 2448 cm®.

2.3. POVRSINA I ZAPREMINA PIRAMIDE | ZARUBLJENE PIRAMIDE

119. P=360cm?; IV = 400 cm?.

120. V=640 m?.

121. V=360 cm’, ey
_a*v3 _ \f'_%—

122. B_ —— H="3

123, V= —-—a” tgﬁsma
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124. Ivica odsedene trostrane piramide je x = %(2_ —V2), traZena za-

premina je
8 a§2—\/_2—.! P

V=n3~g( 3 ) =% (VZ-1).

125. P~ 448,04 cm?, V = 448 cm®.

_ V2 : |
126' ‘12 . s ) - ¢
avZ o
127, V=23E

128, V=960 cm’; P = 1163,27 cm?

129. P =4 (1 + V73) dm* = 38,18 dm?

130. V= 889 cm? i o

13l P=2r(h+1) V3. ' | SR

132, Iz sli¢nosti trouglova nalazimo da je ivica kocke %, a zapremina

= 2{‘122/./_ Zapremina oktaedra je 1, = a,;ff , a odnos

VW, =9:2.

' 3 -
133. H=2 \/53@

134. Bolne strane piramide su pravougli trouglovi, ije su katete a, b i
¢. Ako se uzme da je osnova piramide jedna boCna strana, na pri-
mer, {rougao sa katetama a i b, onda je visina H = c. Zapremina

piramide je I = gabc. -

Kako je ab= 6cm* A bc = 8 cm? A ca = 12 cm? =
(af;-c)2 =6-8-12cm®= abc =24 cm?,

pajeV = -6-24 cm® = 4 cm?.

135, 1:7.

136. V' = 109 m?.

137. V= 104 cm®. e ‘g o
21

138, S m’.
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139.

140.

141.

142,

143,

144. M
145,

146. IV
- 147,

148.
149,

150.

— 3
V————3 ‘ m
_ 3 (a* - b*
M = 4
., 4P '
x 3at — —.
V3

Ugao pri vrhu karakteristi¢nog trougla pravilnog dvanaestougla 1z-
nosi 30°% pa je njegova povrsina

B =12 BRinsor = 32

Sli¢no se nalazi da je B, = 3r% Visina zarubljene piramiﬂc je
H = (R-r)1g60° = (R—r) V3.
Zapremina zarubljene piramide je

V=‘/—§-(R—r)(3RZ+W+%ﬂ)=w/“(R3~ 72,

Visina trapeza je h = 4V3 cm, a njegova dijagonala je d = § cm.
Presecna tacka dijagonala deli dijagonalu na odseCke duZine 5 em i

3 cm, odakle se nalazi da je \«mnd piramide H = 5V3 cm, pa je za-

premina V' = 80 cm?®.

= 10V1i% cm?.
1 o,
v Wga »—b’!
v=55VS Va7,
M =192 cm?.
Osnova piramide je' pravougli trougao, Cije' su katete x = % i
y= E'BQ, a visina piramide je zajednicka ivica a, pa je zapremina
Ly _2PO
32773
v mnct Vab: — ¢
12 (m*+n?) :
151- Pl'P1=9"]' VI'V1=27'1.
(1 +A7 ) Ve 12 \/?

152. P =

- 176

e e O et g A

154,
155,

156.

157,
158.
159 1
160.
161.
162.

163.

164.

po@—-)V2
= = ,

153,

I./= !a3—b3!\/§_

Osnove zarubljene piramide su sli¢ni pohgom, pasu ta(‘fne proporcqe

E. = 2 = ¢ S Q A B a‘

a, by ¢ O, Bl al'

Ako se uzme u obzir i Heronov obrazac, lako se odrechqe da je
= 1900 m*. ;

V=250 (/2 + )m?

Vi %a’ vi1.

3.
e (% sin 2 a sin 8 coszﬂ') em® = 3938 cm’.
( H3tg? ﬁ)cm3 519,99 cm?.
V ‘B 3 = 2 J
*7— L'{gﬁ cm 10‘0 12 cm?.

V= ﬁ tg & cig? 36°.

‘Neka je ABCD data piramida, tatka O podnoi]e wsme, DE apote-

ma piramide. Iz trougia DOE imamo

H= CEgyp = §CEtgzp F—EtgprE BEQ
“paje

Ca*V3 costE

_ 2 adigy '
S 2cos g i P= 24 A E

Visina piramide je H = rtg ¢, Ako sua,, a,, a,,... 4,
stranice poligona, onda j je povmna osnove

1 1 1
B~-2»ar+2a~r+2a3r+. 2 a,r=

=-1-r(a1+a2+a3 +a)—-zr 2p =,
pa ]e zapremma piramide
t

1 ¢ : .
V=-1§(cf3 -bHtga.
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165. Ako su strane ADE i CDE (sl. 13) normaine na ravan osnove, onda
je ivica DE visina piramide. Ugao DAE je nagibni ugao bocne stra-
ne ABE, jer je strana ADE, normalna na ivicu 4B, tj. 4 DAE = a.
Sli¢no je 4 DCE = f3. £

A .8
: Slika 13
Zapremina piramide je

V=1DA-DC-DE= 3Hcga - cigf.

166. Zapremina piramide V' i zapremina piramide iznad ravni V, stoje
u odnosu V: ¥V, =2:1. Ako je visina piramide H i x rastojanje
vrha piramide od ravni preseka, onda je

ViV, =BH:Byx, tj. 21 -_w-%-

jerjeV:V,=2:1

Kakoje_—itow FH:——%:;=~3—I’L.
1 X % ﬁ

~Primenom Pitagorine teoreme imamo
d\’ _ 4P —a* = b

F=fsig) =4
paje traieno rastojanje
V4l — ag* - b*
P
2V2
) m

167. x=HY m+n "~

168. Karakteristi¢ni trougao 4BO pravilnog petougla ima stranice

2

A0 = OB = RiAB =B V10 =25, a ugao AOB = 72°. Povrsina

5q2 - L L
bazisa je B= It 36o,av1sma H=ay 1 5360 "

Zapremina piramide je

Sa? e 1 )
T 121g36° 4 8in*36° "

Kako je tg36° = V5 — 23, a sin36° = 5 | /25%,
178

- zapremina se svodi na oblik

y=da 3+ V5
~18 .y 1

169. Osnovna ivica piramide jea = 2R sin 18°, visina je
H =R (1 +5in18°), a apotema A = RV2 (1 + sin 18°) .
Povriina omotada je

M =10 R*sin 18° V2 (1 + sin 18°).*
Kako je sin 18° =

h@, onda je M = 5R.
170. Osnovna ivica prizme je 8 cm ili 4 cm, a visina prizme 5 cm ili 10 cm, -
- Odnos zapremina je2:9ili4: 9,
171. a)1:9; b)2:9.

172. V =200 cm’.

173. V =20dm’,

174. V = 14 cm?.
175. a = 15 cmy 225 == {3 VT ek V= 3754\@ cm’.
. 60VZ '

176, x = ——————.

* 12+ 5v2

1 a5 a 1
177. P=sd*ctg = |1 +——|.
178. V = 2400 cm?®. N
. 8192

179. V, = —=cm’; V,= —g;ﬂcm% V,= % cm?®.

0
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180.

181.

182,
183.

184,

185.

186.
187.
188.

189.

ITI. GLAVA

3. KRUG
3.1. DUZINA KRUGA [ KRUZNOG LUKA.
POVRSINA KRUGA, KRUZNOG ISECKA I ODSECKA
Polupretnik r upisanog kruga C‘1 u jednakostrani¢ni trougao je
; . . . a : .
r ='96ﬁ, a poluprelnik opisanog kruga C, je R = —5— Traleni
odnosC,: C,=1:2. '

Iz jednatine 2R % — 6R = 7= R = 5—"— cm. Dalje sledi
14z .. y
C=2Rn=mn— 157 e
409 obrtaja. .

Neka je r broj poluprednika kruga i R polupre¢nik kruZnog luka. Iz
jednacine

2rm = %— ]Sroizlazi dajer=1 —;— cm.

a = 144°,

135]

41
)37 0 g7 -

4.
7z = 3,0625.

Trapez je tangentni pa su zbirovi naspramnih stranica jednaki, tj.
21+b=15+13<«b =7 cm, gde je b manja osnovica trapeza.
Poluprecnik kruga r jednak je polovini visine trapeza. Trougao &ija -
je osnovica razlika osnovica trapeza, a ostale dve stranice kraci trape-
za, po Heronovom obrascu, ima povriinu 84 cm? . Iz povriine nalazi-
mo visinu & = 12 cm. Polupre¢nik kruga r= 6 cm, a P = 36 7 cm?.

Primenom sli¢nosti pravouglih trouglova nalazimo katete trougla
(151 20). Zatim, iz obrasca P = s - r odredujemo polupre¢nik kru-
ga. Rezultat: 25 = cm?.
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e

190,

191.

192.

193.

194,

195.
196.
197.
. 198.

-

Povriina trougla odreduje se Heronovim obrascem. Ako je tatka

- O srediste kruga, povrsina trougla ABC moZe se izraziti kao zbir

povrsina trouglova AOC i BOC, tj. '
G o * ' :

7t 5 =Fuo

odakle nalazimo r (rezultat: 144 7 cm?).

Polu’p‘r‘eéﬁik kruga se odreduje iz obrasca R = %, gde je P

povrsina trougla, &ije su stranice osnovica @ = 14 cm, krak ¢ = 10 cm
i dijagonala trapeza d = 8V2 cm (rezultat: P = 50 z cm?).

Neka sua i b Katete (a < b ) i ¢ hipotenuza trougla. Tetiva koja
Spaja teme pravog ugla sa tatkom preseka hipotenuze i polukruga
jeste hipotenuzina visina pravouglog trougla. DuZina polukruga je

l= %Jr. Iz sli¢nosti trouglova dobijamo

B2y At wh e ’
T — - t— § —= — c *
.hc p . P \Jal i h';’ J

gde je p projekcija katete a na hipotenﬁzu.
Dakle, ! = 20 7 cm.

Neka je: O4B karakieristiéni trougao pravilnog mnogougla, osno-
vica trougla a, krak R i apotema r. Primenom Pitagorine teoreme
imamo '

2 : 2 2
(%) =R'—rte (%] T=Rn—-rx e (%) =R -r)mx,

Cime je dokaz zavrien.

Ako su osnovice trapeza 2x i 2y, koriste¢i teoremu o tangentnim
duZima konstruisanim iz date ta¢ke van kruga na Krug, dobijamo -
da je krak x +y. Iz formule za povriinu trapeza i Pitagorine teore-
me dobijamo sistem jednacina :

X+y=5A@x+y)P-(@-y?’=16
- odakle nalazimo da su stranice 8 cm, 5 cmi 2 cm.

20 cm.

42cm i 58 cm.

97 cm?, _ :
a=T71°53', P=10cm?.

199. R=2V2 cm,r = 4 cm.
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200.

201,

202.

203.

204.

205.

206,

1=2Fy

= 86°; 15 m.

o '

Ako se iskoristi da je 32°15’= (32 £ E) , dobija se da je kruZni

60
luk I= 109 cm.

_2
1~3nh

Kriva je sastavljena iz dva kruZna luka (sl. 14). Jedan kruZni luk

pripada kruZnici K, i njemu odgovara centralni ugao od 120° a

drugi pripada kruZnici K, i njemu odgovara centralni ugao od 60°.

Ako je I merni broj duZine traZene lunele, onda je
dm . 2xV3 _ ., (2+V3)
=L7 23 .

3 3

A M N B
Slika 15

Slika 14

Tra’ena poviSina se sastoji od povrSine pravilnog 3estougla

~ MNPOLS (upisan je ukrugu ) i povriina tri osenCena kruzna od-

secka (sl. 15 ). Ako je traZena povrSina P, povrSina Sestougla P,
povrsina kruga P,, a P, zbir povrdina tri kruZna odsecka, onda je
P =P + P, A P = P, — P,, odakle nalazimo da je

P=5(P+P).
6V3 3vV3

Kako je P, =n cm’ a P, = e cm? = & cm?, dobijamo
P=7 (n + 3—2‘@) cm? = 2,86 ... cm? .

B % (47— 3V3) cm? = 1,228... cm?.

Zbir P, + P, dobija se ako se saberu povriine polukrugova kon-
struisanih nad katetama sa povrSinom trougla i od tog zbira oduz-

me se povriina polukruga konstruisanog nad hipotenuzom (sl. 16).
Dakle,

) 1/6\°  1{a\’ 1(c\’
P1+PR=PABC+7(§)E+7(§)ﬂ”i(i)n

182

Kako je, prema Pitagorinoj teoremi, a* + b* — ¢*= 0, to je

% (a2 + b2~ ) = 0, pa‘je P, + Py = Pygc = zab.

Zbir povr§ina Hi'p':okritovih lunela jednak je povrsini pravouglog
trougla, $to znaci da je nezavisna od 7.

Slika 16

207. Citava povrSina se moZe izraziti na sledeéi nacin (sl. 17):

208.

209.

)P =4r2V3;

o 1(4AB\*  1(AM\’ _1(MB\’
P‘T(T)”_E(T)“_E(T)”

= &7 (AB* ~ AM? — MBY)

= $7 ((AM+MB): — AM® — MB?)

= 47 (2AM - MB) =37 - AM - MB.

Kako je trougao ABK pravdugl_i, 1o je

-Slika 17

MK® = AM - MB, pa je P = y n MK® = m (%5)

time je tvrdenje dokazano.

3rV3 > llrz.l_J’F
5 C)P=@\G— 5

Povrsina svetlije osenéenog dela (s 18 ): .‘.:“u\\\'i\\\\\\\\\k\\\\\\\\
-

L™ 7 JoR% b dEys : \
P=-2-I“5‘T—"2*(r§*)ﬂ+2‘(*3*)ljt A &

i :
/N

predstavlja treCinu povrSine kruga. Slika 18
Lako se dokazuje da je tamnije osendena povriina podudarna
prvoj, tj. ona je %—rln, odakle sledi tvrdenje. -

b)P =

. 1 2 2 > 1 ¥ _1
=51 —gr'x tigr'n —§r2n~
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210, Posto je ugao AOB-—? 60° i ugao BOC = 30°, povrdina dela kruga
izmedu tetiva moZe se izraziti i u obliku:

- IV. GLAVA

p=Fm150°  rsin150° _ (Px30° _ rsin 30°
S 3600 2 - 360° Z
. Sr* Py Px . Pz
e ke SRR R LY |
3to je i trebalo dokazati, 4. OBRTNA TELA
2 7 60° : 4.1. VALIAK
H aiT 2 s _ . s
211. | = n - —gm— = —~ . DuZina linije ne zavisi od broja n.
g .3 ; o 214, 2 cm.
212. | = ‘0 rx, tj. duzine konture je % od obima jednog od krugova. 215. 36,74 m2.
3 _ 216. P = 69,28 cm?.
213. Oznacimo presecne talke krugova K, i K,sa D i E (sl. 19). Neka je o i i
P, povriina kruZnog iseCka DBE, a P, povrdina figure izmedu luka 217. V= .
DE kruga K, i duZi I_)‘B i BE. Tada je traZena povr§ina P = P, - P 218, H="r
Liay  _&n 219, Zar.
DaljejeP~6(2}:r~ 74 x
a3 P2
tj. Sestina kruga, i b Flmens
P =1(£2_V’_3__ (HV’T) ) (wg i 221, 4:1. |
T'" ?3 ) . L 222. 472 (2V3 = 3) .
raZena povrsina je : :
il 223, s T @H AT
P =55 (57— 6V3), . - H &
pa zaa = 6 cm imamo 224, a) P =2HVr —=d?; b) P =rH; V, = _2_”:1'23’_@_,.31:;;
P=-%(5n——6xf§)cm~-266cm*. Ve B4 T iy
3
225 V=12 %ﬁ

226, P = (2m + n) (
227. P = 1428 r cm?® =~ 4486 19 cm?,

228. 0,75 mm.
229, H = L m= 4,99208 m.
' Y2x (P - M)

230, P=8apr,V =2apx.
2L x=6Ay=4)V (x =4 Ay=6).Razlika povriina je 40.7.
| ' 185 |

. Slika 19
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232.
233,
234,

P = 144V3 cm? V = 135V3 em?.
324 7emd.

[z pretpostavke proizlazi da je

. S 5
pa je zapremina valjka V' = ma?%i‘i’_s_ﬁ
V = 120n cm?.
Piga ctgh
= 2 .
8 i 2E
sin 3 |
. Da bi omotat valjka bio podeljen na dva dela, ravan mora da sadrZi

239.

240,

241.
242,

243,
244.

245.
246.

247.

248,
249,

251

i neku tacku gornje osnove. Ako je pre¢nik osnove 2R, visina je
H = 2RV3. Iz povidine dobijamo da je R = 1i H = 2V3. Zapre-
mina valjka je V' = 2z V3.

« V5 Hszgzz%ﬁcmi
Vi Ve=314,
P=623nwcm? V=625mcm’.
Vi i=m55,
P :P,=6m:25 V:V,=4n:25.

42. KUPA 1 ZARUBLIENA KUPA

r=335cm,s =125 cm.

8 cm.

P =90x cm?= 2827 cm? V = 1007 cm?® =314 cm’.
173, 3 / .

_p v P &
P=t_(1+V2)y V=1im

P,=2r(r+V2H+ 1), P,=4r(r+ VH: + 1)
_2mPNZ : '
Pl

Odrediti povrsinu trougla po Heronovom obrascu. Iz povisine odre-
diti visinu. Visina je polupre¢nik zajednitke osnove za obe kupe, itd.

Vc = 448 ;ra:‘cm3, I/b - 94??3'5 emt? i Vg — 47054.7'5..(:1113. : . \

186 .

e R e s

3
253 y=27%

252. Neka je V, zapremina tela koje nastaje rotacijom trougla ABC oko

stranice BC. Tada mogu nastati sledeca tri slulaja: :

a) projekcija temena A na BC je u tacki D izmedu B i C; tada je
zapremina ¥, jednaka zbiru zapremina dveju kupa sa zajed-
nitkom osnovom, polupretnikom 4D i visinama CD i BD {j.

V, = 17AD'BD + 3 7AD" - CD = 37 4D* (BD+CD) =

=ixpcap. :

b) Ako tatka D pripada produZetku stranice BC i tacka C je iz-
medu B i D, onda je zapremina V, jednaka razlici zapremina
dveju kupa, tj.- '

1 0 1 2 1 - z }
V,=3mAD'BD — 3w AD* - CD = 3 AD* (BD—CD) =

-f

= 37 BC-AD>
Isti slutaj je i kada tatka pripada produZetku stranice BC, tako
da je tatka B izmedu C i D. : :

¢ ) Ako se tatka D poklapa sa tatkom C, dobijeno rotaciono telo
je kupa sa polupre¢nikom osnove AD= AC i visinom BC, pa
jeV,= -;—;'rADz - BC.
Isti rezultat se dobija i kada se tatka D poklapa sa tatkom B.
Dakle, u sva tri slufaja zapremine su jednake. :
Kako je BC =ai AD = h,, imamo

_1 N T
a—g:nr-a-hﬁ—-gn- =

Kako je a - h, = 2P, gde je P = P 4., zapremina je

4 _P
Va-—:—;ﬂ' a"
Sli¢no nalazimo da je

. 2 2
Vb=%ﬂ% i chiijn%‘,
odakle proizlazi tvrdenje

Ty A
Wil Vomas s o,

3
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257,
258.
259,

260,

sops NI ER L 23mY \T,_Z:frrg’VS:-f—Z\/Sr
capr — 3 b) ¥ — 9 - g 3 .
=10 emt, F =287 cmk .

60 \°
V=2 o’
(5+3ﬁ) o

JV:96:rcm3.

P = 4080 7w cm?, ¥ = 19200 x cm?.
Nekasu ai b katete, ¢ hipotenuza, 4 hipotenuzina visina pravou-

glog trougla, a p i g projekcije kateta ai b na hipotenuzi. Tada

jera* =cp, b* = cq i h* = pq (primena slinosti na pravougli trou-
ga0). Zapremine nastalih rotacionih tela su:

V;zab;n,vbzg%b_n ch=thH.
Iz toga proizlazi da je _
9 : 9 9t
;12: * % = a‘b! ﬂ2+a4b92 7 abin (;zl_ : bi) B aii:rcz
o 9¢? = 9 - g & 1 _ _L
(Y- (cqPn® - ¢ (pq)m*  hicim? (hrgﬂ ) )

P =540cm> V' = 10507 cm?,

261. P = 1608 x dm?, V = 3840 7 dm>.

262,

Neka je s polupre¢nik krunog isetka povisine M i centralnog ugla 270°;
s& 270°
360°

s = ZV %‘; ; pa je duZina kfuinog luka

2V 2 n 2700
T

b= 180° = V3th 3
Kako je obim osnove kupe jednak duZini kruZnog luka, to je
2w =V3Mr »>r = i

tada izobrasca M =

dobijamo

M : . : :
5, - Primenom Pitagorine teoreme ima-

mo H* =52 — r?  odakle nalazimo da je H = ‘f %2% : -pa je zapre-

M

: M
mina kupe V' = T V3

188

T

263.

266

269.

' OMDB = %5 radijana, a BM = Rv3'. Kako je ugao

- 264.

265,

267.

a = 180°.

P=1131x o, V=883n cm’.
Vz:m%tgé
‘24sin3%

Na slici 20 prikazan je osni presek tela pri rotaciji trougla ABC
oko stranice 4B. To telo se sastoji iz dva kohusa i njegova zapre-
mina je ‘ '

A

V=%:rDC1-AD+~31—:rDC3 DB’

=3 DC*(AD + BD) =2 DC? - AB.
Kako je DC - AB = 2PiDC = b sina,
10 je zapremina rotacionog tela

V= ZnPigsma'

Slika 20 -

Neka je S vrh konusa, a CD duZ po kojoj ravan sete osnovu.
KonstruiS§imo pretnik AB1CD inekase 4B iCD seku u talki K.
Po pretpostavcije 4KS =, CSD =, avisina H konusa je

(H = SKsinp. Kakoje Q = SK-CK = SK*tg 5, iz trougla CKS ima-

268.

mo CK = SK g 5, paje SK=YQ agz,H=YQ cig 5 sinlﬂ,. .
Povriine na koje je podeljen trougao odnose se kao 5 : 4. Povriine
rotacionih tela koje nastaju su-P, = P, = g ‘/3_, a zaprehﬁne ro-
tacionih telasu V; = V, = %’%_ =

Ako je SM =SB =1, OB = R, SMLSB (sl. 21), onda je luk

MSB = 90°, iz trougla SOM imamo
(1), 2F =3R?

a iz trougla SOB imamo

() P=R+H.

Iz (1) i (2) dobija se R? = 2h?,

Zapremina kupe je V = %-:r R*h =Znh,

Slika 21
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270.
271.
272,

273.

274,

275.

276.
2717,

278.

279,

280,

"ZIJT:%RR='I=%E i;2ynl~=§;:rr=>y=?.

M=2x0Q. ~
PribliZzno 26,95 cm.
ProduZna proporcija r:R:s=1:2:5

r R 3 '
T=7=§=k @ (r=k AR=2 A s = 35k).

Povriina omotata zarubljene kupe M = 15z k% a povrdina zaru-
bljene kupe je P = 20 7 k7 pa je njihov odnos M : P = 3 : 4.

Sli¢no prethodnorﬁ zadatku, imamo

r R s : -
T=Z=§=k ¢()":k AR =4k /\S:Dk). :
5cm.

-

Iz Pitagorine teoreme H* + (R— r)*=5* = 64+ 9k%=25 k2 = k=2,pa

je r=2cm, R=8 cm i s=10 cm. Povriina omotaca je M=100 = cm?
DuZina veéeg kruZnog luka prstena je IQR—&%—‘,S-S—O =I-§— 7R, a

manjeg/, = %m.

Ako su polupretnici osnova zarubljene kupe xi y (x >y), onda je

4r
2

[zvodnica zarubljene kupe je s = R —r, a visina zarubljene kupe,
na osnovu Pitagorine teoreme, je

N

H=s—(t—y=>H=R-rp- (%(R-—r))“»
H=3@®=>r).
Zapremina zarubljene kupe je
il .5 s . 163"
V=h3—(x2+xy + ¥ =%(R3—r’).
6:35.
p=2H R +Rr+r)

B3 ., : ' y
=T R R+, V= gy

P =308 cm? V= 6207 cm®.

P=342xcm? V=688 7 cm?.

150

- 281,
282,

V=7388xzdm?.

Ako je visina valjka 4, a visina kupe H, onda iz jednakosti zapre-'
mina proizlazi da je H = 3 A. P
Iz jednakosti povrSina proizlazi da je s = 2k + R, tj. ako uzmemo

* u.obzir prethodnu jednal;:ost', 5= %-H + R. Iz Pitagorine teoreme -
; b e

. 283,

2

2 ;
sledi H* + R* = 3 H+ R) , 0dakle nalazimo da je H = 12 cm,

izatim A =4 cmi s = 13 cm. . %

Iz sliCnosti trouglova imamo p.ropdrciju §= H_ﬁf{ , odakle nala-
zimo da jer = %Q cm.

Deo kupe koji le?i u valjku je zarubljena kupa poluprenika R i
rivisine h, pa je zapremina zarubljene kupe p,
V= 1900
27
a) Izvodnica je s =R +r (tangentne duZ konstruisane iz iste

tacke van kruga na krug su jednake). Primenom Pitagorine teo-
reme dobijemo [? = (R + r)* = (R—r)}, paje H=2VRr.

cm?,

~ b) PoviSina zarubljene kupe je

284,
285,
286.

- 287,

P=aR+r+sR+r)=a®+r+ R+rp
=2 (R*+Rr+r) . .
1z obrasca za zapreminu zarubljene kupe proizlazi da je
3V ' :

Zamenom u prethodni obraza‘c, za povrSinu zarubljene kupe
dobijamo .
Paln: %aVE:%PH, '
' lime je-dokaz zavr§en.
r=3m R=6m H=4m, V=8irm.
4898 7 cm’ ) |
Telo se sastoji od dve podudarne kupe i dve zarubljene kupe.

P= 547,_;?;12-:1 cm3". '

528 7w, 1328 x .
191



288.

Ako trapez rotira oko veée osnovice, onda je,

Vi=rzb +%r"-:n:x +%r3:ry=%rzn(2b + a),

~ aako trapez rotira oko manje osnovice

289.

290,

291.

292,

293,

294,

295,

296,

297.

.m‘;%:Sb:Zﬂ =a:b=5:2,

<

Vi=rra-~ %rzarx = %—rlny o %":“ (2a +b),

gde su a i b osnovice trapeza, r visina, x iy projekcije krakova na

veCoj osnovici. Na osnovu pretpostavke proizlazi

b

V=L@ -r)ya.

7 .
V= gfrﬁsmacosza.

P MRS cm? V= 1Boda cm?.
= 5
7
Vi=s=V.

Pri rotaciji nastaju dve zarubljene kupe i dve cele kupe. Zapremi-

na dobijenog tela jednaka je razlici zbira zapremina zarubljenih i
zbira zapremina eelih kupa itd.

< ‘
Rezultat: V = :zgm (9VZ + V6).

P=64ncm? V=52mcmd.

’ 3
P-_—znazﬁ,vzﬁg—'.

P=3xa? V*%xﬂ*"ﬁ.

Ako romb rotira oko stranice AB, zapremina nastalog rotacionog
- Y
telaje V, = a’znsin’a. 5 :

Ako romb rotira oko dijagonale AC zapremina nastalog tela

2% . ,a  _a
V,= T8 -2-co§~2— :
Na osnovu pretpostavke proizlazi da je
3
a3sina:—2%£sin3%_cos%= 9:V3 &

192

sinz%ms%(wfco's%-—G) =0 l%sin?—%:'o v cgg%: 0

V cos % - g = 0. Odgovara samo refenje a = 60° .
P 3(1371:\/?.
4 ;
298, P = Sn (1 L 5 COSa’).
_ sin @
299. P =368 .

4.3. POVRSINA LOPTE, SFERNE KALOTE | POJASA. ZAPREMINA LOPTE,
LOPTINOG ISECKA I ODSECKA

301. 910 s cm?.
302.3 R.

127 Q
303, ——=_,

4 —3V3

23V2 - _ma® , a na*v3
304 p=20Y2 p V=T =251

. 1= T3 i 4>
305. 3 cm. ,
306. 66 x dm?, 72 w dm? ili 80 dm?, 96 7 dm® .
307, 28 av6

12> 4

1
308 5

39, r= (B D) qsxﬁ(lgzﬁ_s) .

,_ 28 . 9a
30. V= R=.

311. 13 cm.

312. P=ru (1 + V2), V=ﬁ3’£.
313.2)3:2:2 1)9:6:4; ¢)9:6:4.
108 7 r?

5

314. V=

316. P =7 (1 + h?); V=-’f6ﬁ(3r2+h2).
: 193+




317. TraZena zapremina se sastoji od zapremine valjk%a i zapremine dva

; " nR
loptina odsetka. Zapremina valjka je V=

loptinog odsecka -

v,= 2R (16 - 9v3), paje V=V, + 2V, =

#8 3
318. V—T.ﬁR V3,

647 R®

39. M=24n R,V =

3

il

R 8 -3V3).

© 320. Na osnovu pretpostavke proizlazi da je
CO* = OD - CD (sl. 22). Tada su
zapremine V; i V, lopte i kupe:

4

321.

327
328
329

330

V= 2z -con= fln .CO-0D-CD.

3
V,=xn - ADCD =

jer je

1

3

x-CO-0D-CD,

Slika 22

, a zapremina

AD® = OA? — OD* = OC? — OD* = OD-CD— OD* = OD-OC.
Dakle, imamo da je Vi : ¥, =41 L ) :

Dovoljno je dokazati da osni presek kupe predstavlja tang'c‘ptni
trapez, 4j. da je zbir dijametara osnova jednak dvostrukoj izvodnicl.

= -
22, V=S5 2+ WI)
323. P = 1207w em?.
bl 3 .
' ’ : 27 (32
324, P= (%E) (1+V3)nm cm?, V= Tﬂ(_s—) dm®.
SR m |
s V= ¥
' : 62500
326. Povrdina lopte P = 2500 % ¢m?, zapremina lopte V' = =——3— cm?,

povrsina zone P = 450 77 cm® i zapremina V=21427cm’.
P=8ar.
o P = 16m zm?,
. P =320 cm®.
. Vm%ns3cos3o:tg3%.

194

" 331. Iz pretpostavke proizlazi da je

- 332.

333.

lopa=1.2:p 4 rH=R.
3 -

Drugu jednacinu po R ir dobijamo iz
pravouglog trougla ADC (sl. 23) i ona glasi
P =H(2R - H), .

Ako eliminiSemo 7 iz sistema

rPH =R Nt =H (2R~ H)

=R —2HR+H=0= (R—H)(R*+RH-H) =0
aR:—fH={)VR3+-RH—H'i=0=>

Slika 23

»R:HvR-:H-i—“’;‘.l VR=

HEY +1)
5 .

Negativno reSenje ne odgovéra zadatku. Zabremina lopte je

i
—3

it 4
J:PPI}]V=“§JE(J§—2)EP.

TraZena zapremina jednaka je razlici zapremina-lop{i'nog odsecka
MECFN i konusa MCN gde je na slici 24 prikazan osni presek tog

tela, tj.

‘gdeje r.=MK, h =CK.

_ STy 7rth
Ve =¥, =i (7'"3' Dl i3

Kaka je r* = h (H — h) , imamo
_mh*H '
V= =5

Dalje je h = MC cosasina i

_ Slika 24
xmHlcos'a

r=MCsina = Hcosasing, paje V= z
Po pretpostavci, omota konusa MCN jednak je polovini omotala
konusa ACB (sl. 25). Povr§ine omota&a tih konusa odnose se kao
kvadrati izvodnica: . ' '
CN*- 1 '

7 Iy

e .

- Dalje imamo da je

CN = CO, paje
(%) ?%*Wa%%* Lo

A [ B

V2 | Stika 25

=°‘C,OSO£=T=>a=45°,
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334. a) Neka je stranica jednakostranitnog trougla 2 x, stranica kvadra-

336.
337.

338.

ta 2y, tada su povrsine lopte, kupe i valjka redom

(1) P=4nR P,=3mx* P, =6:'cy"-.
Kako je x:Rf, y= R»Z , iz (1) sledi
xR

By = P,=3x R paije

P,-P,=9mR = (3xR) = (P).
b) Zapremine [opte, kupe ivaljka su redom

i 3
@ =228 y lapr=3ar v,=2ap=~ V2,
mt - RS
Kako je V; -V = LS (V)% tvrdenje je dokazano.

. Neka je -x trazeni poluprednik; tada je, na osnovu pretpostavke,

- (imﬁ) = 3R Fa (R -X) ext+RY - RO=0

3

Smenom x? = y poslednja jednaémd ekvivalentna je jednacini
y+ Ry —R¢ =0, :

odakle je
R? =R+ 1) -
y=“*2—(\/_5r-“1)\/y= 3 A

IzsmeneP =y=>xd= %i(»fb'.r ~1) >x=R : %(V? o BN

drugo reSenje ne odgovara prirodi zadatka.
§:27. P=9wR: V= 3R

Neka su R i 7 poluprecnici osnova kupe, a njena izvodnica i p polu-
pre¢nik lopte; tada su povrsina lopte i omotaca kupe.

P=d4xpt =x(20)4 M=xnsR+r).

Kako je lrapez' (osni presek kupe) tangentan, vaZi jednakost
s =R +r, paje M = s Posto je s > 2p dobija se sz (2p)?, od-
nosno M > P, &ime je dokaz zavrien.'

Neka }e R polupreémk stere, r polupreémk OSnove i s 1zv0dmca ku-
pE.pajeri=45t— Re,

Kako je pmr§ma sfere P, = 4R i p0vr§ma kupe
P.=rr(r+s)= (s> —R*+sVs:—R*)m, izuslova P, = Pk, sledu]e
(1) 5R*=s*+sVs’ —R:.

Neka je a traZeni ugao, tada je R =scosa .

Zamenom u (1) imamo ekvivalencije

-

196

339,

3440.

Scosta=1+ V1 - cos?e ‘»acos~a-~1+sma¢b
SSm a+sinag —4 = Oﬁsma—,g\/sma ~L

Drugo resenje ne dolazi.w obzir zbog prirode zadatka, paje traZeni
ugao ¢ = arc sin% = 59°7'48".

Centri triju kugli poluprecnika R pripadaju paralelnoj ravni stola i
obrazuju jednakostranini trougao C,C,C; stranice 2R. Visina tog -
trougla je & = RV3. Ako etvria kugla ima poluprecnik 7, njen .
centar C, nalazi se na rastojanju » od stola i sa centrima ostalih tri-
ju kugli odredu]e jednu trostranu piramidu, &ja je osnova trougao
C,C)C,. Visina te piramide je H=R -7, a bolnc ivice su
§ =R +r. Neka je T teZidte trougla C 1C,C; Tada iz pravouglog
trougla C,TC , imamo ekvivalencije
5“~H”+(2h) (R—r)3+i{e~—¢»r—-§«

Na slici 26 prikazan je presck sfera, koje su konstruisane iznad te- .
mena A 1B, sa ravni koja prolazi kroz centre sfera C, i C, i temena

A i B. Primenom Pitagorine teoreme na pravough trougao C,EC,,
imamo (r, +ry)* = (r, — r)?*'+ ¢ {j. 4 rr, = ¢% Analogno se dobz-
jaju ;ednaéme ar,ry=a* 4rr,=>>

R+ =

" MnoZenjem levih i desnih strana tih jednacina dobijamo

341.

_l_)ﬁr__ac _ab
o7 7

81y = abc. Na osnovu toga sé dobija r, =

a
P S
28

iR

. 342, P =900 7 cm?.
M3, V = 9T2n.
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344. Ako su a, b i ¢ merni brojevi ivica pan'ale{ograma, onda iz smt_e_ma
a:bic=2:4:6 A2(ab+act+bc) = fzbm{namo, a:4,b=y6,=c'— 12
Dalje iz jednacine je (2R)*=a*+b*+c* = R = 7. TraZena za-

. 1372 n
premina V' = —7—.
345. Povrina kalota: P, = P, = 4—1%3, P,=P,=- 3

346. V.V, =3:8.

198

357.
358.

359,

. a)-2;
ca)l;

, AL
;2

sa)x=3Vx=2

V. GLAVA

S. DETERMINANTE SA PRIMENOM

5.1. DETERMINANTE DRUGOG I TRECEG REDA

b) —6;
b) (a - )~

C)a® + b2,

. a) 48; b)-48.
. a) 24; b) 16,

. a) —4a¥ b-2.
.a) 1;

b)sin(f~e).
Blx= =3 V=3

) x=0vx=1

b) data jednalina ckvivalentna je jednadini

@+ E+3)=0s®r=~1 vi=-3

xr=1vx=-3blx=1vx= -3

Data jednacina ekvivalentna je jednacini

1 2 x+1 2 7 o
be M e Bl e fesiiel res
x x¥1 x2+5 243 T p "}2
1 6 i2 12

& -3+ 1 —-9=0e®x=3Vyr=1

Data jednalina ekvivalentna je jednadini

(@a-1)(@+2a-3)=0sa=1Va=-3
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360. Primenom osobina determinanti postupno se dobija da je data de-

36l.
362.

363,
364,
365.
366.

367.

368.

terminanta jednaka determinanti

2x +y 4z y 8
=E =R S ey 0 =
=g =y =z 0 Xty +2
xtytz z
= (I ‘+‘)-"+Z)2 _'1 1 0 —
=] 0 1
Z+y+z x+ 4z 2
=(x+y+2)> -1 0 0] =
= -1 1
Zty+z u+4+z L+ +2
= +y+2) 1 0 0 =
) s 1
S T N st—=8 0] _ 5 5
=2(x+y + z) By e L 2(_1 +).‘+Z)_

Analogno prethodnom zadatku.
Analogno zadatku 360.

5.2. SISTEM LINEARNIH JEDNACINA

Saglasan, resenje je ( 1, - 2).
Saglasan, resenje je (4, 1).
Saglasan, reSenje je ( 1, 1, 1).

Ako je a #1 sistem nije saglasan, ako je a = 1 sistem je saglasan,
reSenje je (1, 2).

Ako je a # —1 sistem nije saglasan, a za a = — 1 sistem je saglasan,
reenje je (1,1,-1).

Ako se prva jednacina sistema pomnoZi sa 2 i doda drugoj, zatim se

prva pomnoZi sa 3 i doda trecoj dobija se ekvivalentan sistem datom
X4+ 2p=52=6
(1) y-8&=17
Sy — 197 = 26.
Eliminacijom x iz druge i trece jednacine sistema (1) dobije se jed-
nacina 23z = 23, pa je sistem (1) ekvivalentan sistemu
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369.
370.

371.
372.

373.

374.
37s.
376.
I,

378.
379
380.
381,

382,

383.
384.

X+ -5=8
(2) Sy-8&=17
a3z = 23,

Iz trougaonog sistema (2) sukcesivno iz trece jednacine se dobije
, @iz prve x = 1, Dakle, reSenje

z =1, iz druge sledi da je y = 5
datog sistema je uredena trojka (1, 5, 1).
(4,5,6).

Smenom

TS T .

€ y P ’

dati sistem ekvivalentan je sistemu

6H+4V+5(=4A3££+8\"+5f=9f\9u_'12‘,-;_101':4

Lo T 3
¢>u-—3 VV—4 Vf——‘)r,

Resenje datog sistema je uredena trojka (3, 4,
(6,12, 8).

(8,12, 4, 8).

1,4, 5

(1~1,2-1).

{(=m+2n,1-2m - 2m, m, n) |m,n ER}.
Nema redenje.

Determinanta sistema D = 48, a determinante:
D.=-48,D =24iD, =16,

Primenom Kramerovih formula dobija se:

_D, D 1. 8
=pThi=pEgit=gey,

dakle, reSenje datog sistcma je uredena trojka
4,3, 2).
(2,1,-3).
(10,5, 2).
(1,-2,3).
1
(Lz,-1).
(2,1,-1).
(-1,6,8).
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385. a) Posle razvijanja i sredivanja, determinante u zavisnosti realnog

386.

387.

parametra m imaju oblik:
D=2(m-1Ym+3),D, =2(m~1)(m+3),
D=(m-1)(m+3)iD,=-4(m~1)(m+3).

1° Ako je m #11im #-3, sistem ima jedinstveno reSenje

( 1 1 2 )

m—1" 2(m-1)" 1-m)"’

2° Ako je m = —3 sistem postaje
e+ 8 =-2Ax—6p—3z=-1 Ax—6p—3z=-1<
e+ =—-2Ax—-6p-3z=~1
Dakle, sistem je neodreden i ima beskonalno mnogo reSenja.
Skup redenja je

{(1—2‘%, i I-616c} lc ER}.

3* Ako je m = 1 sistem postaje

x+2}r+tz=-—%—/\x+2y+zm%z\ x+2y+z=-—1,

dakle, sistem je protivuredan i nema redenja.
Posle razvijanja i svodenja, determinante se svode na oblik:
D=(m+1)y(m+4),D =0,
D == (@m-+1)(m+4) i
D=-m+1)(m+2y(m+4).
1° Ako jem # —11m #—4, sistem ima jedinstveno refenje
({] - L?zj;z) _
* Ml
2° Ako je m = 4, sistem je neodreden i ima beskonatno mnogo
reSenja. Skup redenja je

3c—-1 3c+1
{( el ey )|cER}.

3° Ako je m = —1 dati sistem postaje
x+y—z=0Ax+y—z=1Ax+y—-2z=2,
dakle, sistem je protivurecan i nema resenja.

Determinante se svode na oblik:
D=310-m)(1+m),D,=3(m—-2)(m-1),
D=(m=1)(-m*+2m—3) i
D,=(m~-1)(m+4).
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388,

389.

390,

1” Ako je m # £1, D #0, sistem ima jedinstveno resenje
G31 Trimn > Tty mer),

2° Ako jem = 1, tada je D= D, neodreden, skup reSenja sistema je
{(%,—%—c, c) I(‘ER}.

3° Ako jem = —1,tada je D =0, D, = 18,

D =121iD, = 12, pa je sistem protivurefan.

Determinante su:
D=(m-2y(m-=3),D,=m~-2,D,=4~2mi
D =(m-2ym-=3). '

Ako jem #3 im #2, tada je D #0, sistem ima jedinstveno resenje

=
"Tj', 1) |!’?’1 k2 R}

ek
m-—3 m

Ako jem = 2, tadach=Dx=Dy=Dz= Q,

sistem je neodreden, skup redenja je

{ (23, 5~ 3¢, ¢} ]cER}.

AKo je m = 3 sistem je protivuredan.

Determinante su: D = (m + 1) (m — 2)%, D, = 0,
D=(1+m)y2-m),D,=(m-2)(1-mb.

Ako jem # —1 im = 2 sistem ima jedinstveno reSenje

{Cmnemy wz) Im=x}

Ako je m= 2 im =1 sistem je protivuredan.

Determinante zavise od dva realna parametra a i b.

Posle razvijanja i sredivanja dobijamo:
D=2(@-12),D,=4(b - 4),

D, =ab—-10b+28i D,=8(a~3).

12

—fl—-.

Uredene dvojke (g, b) koje zadovoljavaju ova nejednacinu ne pri-

Determinanta sistema D #0, ako je ab #12 tj. b

padaju hiperboli b = 1{1—2.

Dakle, sistem ima jedinstveno reSenje, ako uredeni parovi (g, b)
ne pripadaju hiperboli.
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401. Determinanta sistema D = g — 9. Ako je a # +3 jednaina ima

Ako uredeni parovi (a,b) # (3,4) pripadaju hiperboli sistem je Samo trivijalno resenje (0, (), 0). Ako je a = 3, skup reSenja je
protivurecan. ) £ {l=e=2c¢ e e R}. Akoje a = -3, skup resenja je
AkO je (a, b) = (3, 4), sistem je neodreden. i {(2d,d,a) |d e R}.
391. Determinante su: ;' 402. Determinanta sistema
Di=ib (=), B =1 2, | D=~7a3—17a+1.80=0¢n=4va=_i7§.
Di=1-a,D,=db~2p 1. 45
Ako jea # 11b # 0 sistem ima jedinstveno reenje Ako jea #dia = - o
1-2b 1 db—2ab—1 : sistem ima samo trivijalno resenje.
Fli—avy B TFri——| |a, b €RL. : ‘ : :
b(l-a) b b (1-a) | Ako jea = 4, skup resenja sistema je
Akojea = 1ib = 0 sistem je protivuredan. § { (=2¢,~¢,¢) lee R}.
392. Ako je a = —2, sistem nije saglasan. Ako je a # -2, skup resenja Ako je @ = — ilr;j, skup resenja jo
sistema je: 4
s f- 33 . 67
3 at5 3 " = : 5 d, ‘d) fd.eR}.
{(a+2’ a+2 a+2] leER ha e 2}- : {(20 140
393, Akojer = ~2ia 1 sistem ima jedinstveno resenje - 403, Dclem;mar;ta msterr;a ¢ LZJednac‘S]a sa ngulom lpolstupno se svodi
N : a | 2 a+ 2
w@hl 1 (alPy o f 1=l =g 1 0 0 0
a+2 a+2’ a+2 ; k= a 1 5 s|=d% aa+l a+5 q+3|=0=

AkO je a = -2 sistem nema resenja. Ako je a = 1, skup refenja je 1 & 11 & 1 6 12 9
{(m,n, 1 ~m~n)|mneR} ’

¥ 2 a+1 5
394. Skup redenja sistema je: {(=e 13¢, 5¢) |c € R} , : e-~1la+1 a+5 a+3 | T
_ 6 12 9 '
395. {(5¢, = 11¢, = 7c) |c =2

39%6. (0,0,0). ~3°+120-9=0sa=3va=1.
397. (0,0,0). AkO je a = 3, skup reenja je [ (=2, =26,8 0) Je R}.
398. {(c,c,~2¢) |c € R). _ : AKo je a = 1, skup resenja je {0,d,d, ~2d) |d R}
399, {(c,c, 0) [c e R}. ; 405, Determinant‘a s_istcma

D= (a- (@ +20-3)=0ea=1va= =3
Ako je a = 1, skup resenja je{(e.c,e,=3¢c) |[ceRY.
Ako je a = -3, skup refenja je {(d.d,d ad)|d €R}

e e T T

400. Sistem ima netrivijalna resenja ako je determinanta sistema D = (.
Determinante sistema

D=a"-a-12=0®a=4va= -3
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Ako jea #4 ia = -3 sistem ima samo trivijalno redenje. | 406, Ako jea = 1, skup resenja je {(6=c,0) |ceRy.
Ako je a = 4, reSenje sistema je skup . 407, Akoje a = b, resenje sistema je
' E o —4b 2 3a
{(c,-c,0}|CER}. ! ( L ; i - : )§
Ako je a =-3, resenje sistema je skup (a -h) (a.+2f9) ajf-Zo (a—b) (a+2b)
. i ! ako je a=p, sistem je neodreden.
3¢ ; t



- VI. GLAVA

6. VEKTORI
6.1. VEKTORI U RAVNI I PROSTORU

-

= Y =
408. AM= — (%+5TB7V=E+% i p=too

2 -

412. DF=d+p — q, FG=~b, DG =3+ 4 — (5 + ), EF= 2.:?+§’—§’

414 Na osnovu defmlcqe zbira dva vektora imamo:

(1) OM =G4+ AM =Ga+ 244,
(2) OM =3B+ 3 BB, 4
3) 0'34:6’6+§C_E‘,.

Sabiranjem jednakosti (1), (2) 1 (3), dobija se
30M = G4 = OB + ¢ + 5 (1, + BB, + CT,).
Puétme AA + BB, + CC = 0 (vidi zadzatak 408 ), sledi da j ]e
oM = - > (OA + OB + O8) (slika 27)

415. d)—31+2j b) = 7r’+§f’
¢) —117+ 6] d) —187+ 12/

416. Pro]ekcuaAB na S-osu jednaka je 4.

417. 5.

418. @ - b = -5,

49. |72 =7 = 37— 47)(3m — 47 = 25, tadaje |3| = 5.

420. Lako se dobije da je 4M = %(A_t' + AB). Posto je

bt |2 = At bt = i + By (3T + 2By = 1 (25+12v3),

tada je |AM = AV25 ¥ 1273 .
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421.

- 422.

423,

424,
425,
426,

427,

428. m=
429,

430.

431.

Primenom kosinusne teoreme dobijamo

|+ 512 = |31 + [5]7 - 225 cos (n_g) = 49.

Odavde imamo da je |a + 5)| =17.

ﬁ [c?[(f?je kateta).
|a’+5‘|zf*4;, 12— 5 |'= VI3
a-b=0; 3Lb ¢=90.

p = 30°.

m =9y

V= (—m — q)z +1— ?m 4);, ni za jedno m vektor ?nije nula
vektor,

2,n = =2

p =11/14,q = 15/14. |

Kako je ma + nb = v, tada je m (2 - ;)+n( 41+3j) 4 + 2
Izsistema2m +4dn =4 A —m + 3pn = 2, _
dobijasem =6in =2, pa]ev—-6a+2b

Akoj Je O koordinatni pocetak pravouglog Dekartovog sistema, tada j je

' a—OA,_OA] i OA —lll-!-ylj,

432,

OA2 =x,1 i Vs . Zamenom u prethodnu jednadinu imamo

- > =3
&= =x) i+ 02—y :
Neka je M (x y) podnoz]e visine A, , tacka M pripada vektoru a, pa je

h —(2-x)1+( e y)J

[z ortogonalnosti vektora h iad dobijamo:
1) 2@-H+2(-4=y=
a iz kolinearnosti vektora a 1vekt0ra OM = o o] prcuz]am

X
2 =% —
[z (1) i (2) dobijase x = 17, y = R S
i |
433. n = -
434. ¢ = 60°.
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435,
436.

437.

438,

439.

440.

441.

1.

Vektorski proizvod

PXg=Qa+B)x (@-20)=2axa—-4axb+bxa—2bxb
=—-Sa><b$=5b><5:paje;><¢?x. Saxb=5a]l|b|

sin (Z E)) e=30e.
ISe.
a-b
@115
Vektorski proizvod vektora

‘Jii £

Kako je cos (?!?j = 3 , tada je sin (a, 53 =

axb]eaxb--|a||b]sm(a
odavde je | +b | = 16.

K=16k, K jediniCni vektor),

Vektorskz proizvod vektora aib je

axb= (2-3—6m) K= (12— 3m)k (k]edlmém vektor).
Vekton su kolinearni ako i samo ako je

a b—D:lZ—-’%m—O#m—u‘l

Ugao izmedu vektora a i b odredu;e se obrascem

e s
- = - b —10 ;
cos (@, b) = —m = —, tada je
O =@ v )

. ]/_ 100 11
sm( s ) 1 _—\/?_2_1_'

Iz vektorskog proizvoda vektora a i b, povriina paraleldgrama je
=1a||8]|sin (a,b) =1L
a) Vektori AB i AC u Dekartovim koordinatama su:
= > TR R oo
AB=Q2-1Di+ (@3- (-4))j=i+7,
AC = (=5-1) T+ 4 (= (—4))[= -6+ &

~ Kosinus ugla izmedu vektora 4B i AC je

AB-AC VI
R ST s e e

{AB || AC |
X (AB, AC) = 45°

cos (A_ﬁ, A_)C)' =
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_442.

443,

444,

445,

446.

'D(—]l )

447,

448,

TP T cos 0=

An: HOgno BA =~ [- 71_’8_?, ~7i+ ], paje.
cos (BA, BC) = 0 & & (B4, BC) = 90°.

Dakle, tmuqar}ABCJc_JLdnaLOI\raLU pravougli.
h) Pmrémd trough je

- 7 |AB || AT | sin (4B, AC) = 25.

% (4B, 4D) = 135°, 5 (B4, BC) = 45°,

% (CB,Ch) = 4(9’?4 .r;:%:) =90°. ,

Neka je vcktor p =i + }Jr Iz uslova kolinearnosti vektora I-;i ;
sledi da je :
xl+}; k(3.' 4])@1_w3k!\}— —dk.

Zamenom u ;edndému Vit +y? =10 sledi da jek= %2

Da bi vektor p sa osom Ox gradio tup ugao mora da je k = -2, pa
je traZeni \eklorp (-6, 8)

Primenom definicije skal arnou-prmn(}da dobija se:
‘1=1,

- ;

= 7] Hj |Cos—=D,...

Primenom definicije vektorskog proizvoda dobija se:
:xr~ ] [|L[(5m0° k=1

IX = Ii”ji( 31n7)k=k

Ako s¢ iskoriste osobine paralelograma dobija se:

= (6,~ 11) AC= (8,2,2), AB=DC, BD = (Q4,4,.'0),

cos (AC, BD) = -0,5 = % (AC, BD) = 120",
X (AC, BD) = 135" |
Kako su vektori a i b ortogonalm (a b= 0), oni mogu biti dve'

ivice kocke. Da bi vektor ¢ = (X ¥ z) bio treca ivica kocke treba

da je ortogonalan vektorima Zibkaoidaj je |a 1 lb | = [c |. Iz
sistema

Tx + 6y — 62=0/\6‘x+2y+9z=0 AV +y 22 =11,
dobija se da je ¢ = ( 6, F9, F2)..
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449. Iz jednakosti ¢ = ma + n5'+p (z?x ?f) dobija se da je m = —

st g3
n= »P=3

Odavde sledi da je

3=

= 1> 3 > o
¢ = -z-a——2-b+§(a><b).

2
27

450. Vektor simetrale ugla xOy je r_;== (a,a,0), a vektor simetrale ugla
’ 10z F?: (a, 0, a), paje
a+a-0+0-q

\/262 i .1‘/2(22

451. Primedba: ako je vektor a dat koordinatama g {%yz) iako su

gt > : . :
. 8,7 uglovi koje vektor g obrazuje sa koordinatnim osama Ox,
Oy i Oz, njihovi kosinusi dati su obrascima:

Cosp =

=1 =p = 60°

(0 8y =2, cos 3 =—%—, cos y = %5,
la | |a] |a]

Na osnovu primedbe dobijase: _
la] =V +yi+ 2 = Vit (=2 +2F =3,

1 2z 2
Cos5a = ‘3—‘, CDSﬁ g .g, cos y = _3_.

452. a) 23; b)23; ) %
453, Q+33 % B +7?+ S?+ 61?.

454. ¢ = arc cos % .

. 1
455, ¢ = arc cos 7

456. Odrediti koordinate vektora BA i Be :
BA = «-41'"-)|-~—1f)+ 3€i BC = 27— Zj_;+ e
Ugao ABC jednak je uglu izmedu vektora B4 i BC.

(B4, By = (4 " 240(=2)+3 -1 _ 1
cos (BA,BC) = (_4):+0+32 274 (_2)2+1 - 3
= 4 ABC = arc cos (— %J .

457, CA4 L BC, dakle, trougao ABC je pravougli.
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458. Primedba: ako su vektori dati koordinatama,.

459,

460,

-> s
a=(xyz) ib= (,2,)

tada se njihov vektorski proizvod odreduje determinantom

- = -

A .
X; ¥z =axb.
Y2 V2 2

Primenom primedbe dobija se:
- >

axb=|3 _jz 5 =—~f‘>+jﬁ>+k:'(—-1,1,1-).
3 -1 3 )

Ako je tatka O koordinatni podetak Dekartovog pravouglog siste-
ma Oxyz tada je (slika 28).

Slika 28

5}9: 6%+A} =2~ 5 3T Rk =
=60 — 445K > B (6,~4,5), .

OC = OB+BC = 6i 47 sieai 245k =
=9~ 610k = C (9,-6,10),

CA = —AB - B = 4l [ 0 = 3% Y~ SK= ~7i+ = .
Primedba: neka su dati vektori O4 = i OB = 5 (slika 29).
Projckcija vektora 5’ na pravac vektora E) (oznaka b,) je

(1) b,=10C| = |b] cos (@, B).

Projekcija vektora a na pravac vektora b je

4=10D | = |&'| cos (B,2) = || cos (- @B,

@ a,=|a| cos @ b).

MnoZenjem jednacine (1) sa 'IE’ | i jednatine (2) sa lyldobija se:
- — - - - - -> .
bla|=a,|b|=|d||b | cos (a,b) =a - b,
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Odavde sledi da je

(3) g:f.;_}'b _fiff
R @

Slika 29

Primenom obrasca (3), odnosno prifnedbc, dobija se:
a-b_ Q=B (=3=T+ B _

b -
B V1
: WY i Rl e
461. a, =6
462, v = —11

464, ¢, = -.67
465. ax (B% &) =i — 4+ T
= i
o laxExd |
b

466. Primedba: Moduo vektorskog proizvoda dva vektora jednak je
povrsini paralelograma konstruisanog nad tim vektorima. U ovom

\zadalku:

> = ?j—);? >

axb=121 2|==-2+2+k £
3 2 2

Motuo |axb | =V (=22 + 2+ =3,
pa je povrSina paralelograma P = 3 .
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467. P=/26. ,

468. Ako sc trougao ABC transformise u paralelogram ABDC, tada je

1 :
Ppe = ‘Z‘PAHDC’ paje
Puc =5 | ABxAL| =53,
469, Mesoviti proizvod vektora, datih koordinatama jednak je:
> o - : )

PR = : J k > > >
" ] 2y '(-’53£+}'3J+23k},=

> Y Z[-‘ X, z Xy -' > > -
= (?’y: # _jtj Zj +;E)’1;y;!) CXsttyjtzk) =
A O P ¥ Xy N
=% '}’: Y BEG EAN X |7
X3 Vs Iy YHoNn oz
= | X W Z, = X, _}'3. Z,
Yo Y2 I HXs Vs %4
470. Ako je ispunjen uslov komplanarnosti
; —1 3.8
: —3 12-§ .
dati vektori su komplanarni. Njihova lincarna zavisnost je
- - ]
c=5q+b,
471. Ako je (AT? XA_E') - AD = 0, date tatke pripadaju jednoj istoj
ravni.
472, p =3,
473. Zalvg'c}nina tetracdra jednaka je v =% (Aﬁ X AC )4 AD = 11.

4. V=|@xb-c| =2

475. V= 14, H = V14,

476. Ako je vektor V= (x,y,2z) , tada iz sistema
A-dy+3z=1 NI —y+52=2Ax—-2+4z=3
sledi da je "= (~1,0,1). "

b2
=
%]

T




477,
478.

479,

480.

481.

p=1
Iz jednacine

a-b a-c
IO ATry

dobija se da je p = }I
a)d = (=3p,~2p,—p);
byd—d = (3p,4p, 2p),
b= (342);

- - - B -
€) ({axb)yx (@axc)) d=0;
dip =17.

4= =1, =2

a)?z—%ﬁ'—lf-#‘%

5b+ 5 (@ % bY;
b) a =60°.
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482.
483.
484,

485.
486.
487.
488.
489,

49C.
491.

492.

Primenom obrazaca x =

VIL. GLAVA

7. ANALITICKA GEOMETRIJA U RAVNI
7.1. TACKA
d=S5,
AB=3, BC=5, AC=4. .
Nela je traZena tatka P (x, 0), onda je PM= PN, j;

'\rf(x- 1)Z+(0+2)2-.-:1/(x.;.7)2+ (0 + 4)%.
odakle jex = 5

P(0,3).

x=8 x=-16 .

R =35,

y=2 _
Neka je M (x, y ) ma 'koja taCka traZenog geometrijskog mesta, tada

je AM = BM, ij. ] ]

VE-1+0-2F =V (-57+ O + 3),

ili kona¢no . ,

8 + 2y ~ 29 = 0, traZeno geometrijsko mesto je prava.
M(-1,2), MA= MB = MC = 5,

Polaze¢i od definicije te2i3nih linija, njihove duZine bice:

AA,, BBy, i CC, gde su A,, B,, i C, sredine stranice BC, ACi AB
trougla ABC.

X ‘;xz. iy - ;‘J’z
nalazimo da sredine stranica trougla imaju koordinate 4, (4, 0 X
Bi(2,-1)iC(3,2), .

pa su duZine teZignih linija A4, = V10, BB, =5, CC, = 5, 4.
dati trougao je jednakokraki.

D(2,4)



493,
494,
495,
496.

497,

506.

507,
508.
509.

) M (1,3);b) N (4,-3),
ay M (9, -2); by N (-3, 7.
C(5,-3)iD(1,-5).
A(-5,7),B(1,-3)iC3,1)
Primenom obrasca x = 21 A%

T+1
gde je A = %, imamo

Xy+x,  x

. T(~1,0).

. T(=1,0), C (0,2).

L P=3t8

L%} P

.y =6, ,

. DvareSenja: C, (0,7)-i C, (8,-9)
. P=16, AC= BD = 4v7.

+ Za odredivanje koordinata tatke C primeni obrasce:

_ X5ty _Ntiy, w 5
FETTET DSty deje d= 5
1 .

€(0.-3),D (4,0), P = 104.

75 ; 27
) Pypc = T P.w;_w =3 -

b) Pyt Pyp» =25 ; 9.
a}x =3y + 10; b)x = 7,}, i,
C (0, -3).

Koordinate temena novog trougla su: M, (3,3)

10. 4 a2
M, (- 3T j):Mﬂ(“zsf-;_)-
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510,

Tatke 4, BiC pripadaju istoj pravoj, ako je povrSina trougla ABC
jednaka nuli, 1j. . )
00—y 3, (0 =)t (- y) =0ili

0= = A ) 0 G = ) + 2y — y) = 0l

X 0~ 3) — x 05 =) +x, (0, — ¥i) THG —y) =0

Al = xy) 0, - .35_1) = =x)0, —¥) =0,

Sto se konatno moje napisati u obliku proporcije

X <E Y= .
=X, Y=y,

. Da bi date tacke pripadale istoj pravoj liniji, njihove koordinate

moraju zadovoljavati usloy (@):"

31 e = 3 7 . .
:"4—?-? — ':7:—", Oddk]CjICyz = 5.
512, P (-5,0).
7.2. PRAVA
543, Ax+y~3=0(; b)xvV3 +y+3 =0 Cx—y—8=0;
HxvV3 + 3y -6 =0, g A
S14. a)a =45° = 3 -b) & =607, g %— €) a =135° p= -g—
_ 4
SIS. P=rx
& 3
51s. a)pﬁ:r, b)p=~—§
S17. Segmentisu: m=4, n = —3,
S18, dx + 3y — 12 = ()

. Posto tacka M pripada pra'voj, Ciju jednadinu trazimo j s obzirom

na datu povriinu trougla imamo sistem: -

3 =
. s -+ i —_ ] A .’E}_T_ =S
m n 2
Odatle: m, = 3, m=2im,= -~ g—,‘ My = —4; §10 znadi da dve pra-

ve zadovoljavaju postavljene uslove:
2+ ~10=0i8& + 5 + 20 = (,

Xty +4=0
X+l —-8=0i2t+y+8=y,
I+ 2y -12=0,
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523 p=1

524. 1z jednatine |/ 16 + ’—;‘i = 5sledip = 4.

525. x + 2y — 4 = 0.

1 / 5

526. a)p = ~ 5; b)p =3
3
527. aym = -3, n= ~1; b)ym —17.—1,n=-~7

528. a) oy = 45° oy = 135%

529. a =y =45, f=90°.

530. a = 135°, B =45°, y =& = 90"

531. @ =90°. )

532. A=1,B==-31A=-3,B=—

533. Nekaje M (x,,y,) traZena tacka, tada su kocficijenti pravca:
il +Z Lk o

Prema uslovu zadatka j jek,—k; =1+ k k,, 4.
b ip]-Emserea] ol

2) x-3y=0.

Iz jednadina (1) 1 (2) dobija se

k=K, =

x=0,y=0ix=3y=-1
. 534, « = 45°
535, a = 45°,

536. TraZena jednadina je y — 0'=k (x + 2), a ugao koji ¢ini traZena
prava sa pravomx + 7y — 23 = (dat je obrascem

e+
1g‘P1x_E>
1=
Ca ugéo sa pravom 7x —y — 11 = () obrascem
¢ Rl
8= Tk

Ako je tg g, = tg ¢, bice

o
o ek
f-

537

538.
539.
540,
541.

544,
545,
546.

547.

548.

549.
550.

ili 1242 + 7% ~ 12 = 0, odakle e k, = - 3, &, =

o

TraZena prava je 4x + 3y +6=0ili3x -4y ~ 8 =0,
a ugao a = 45° .

Hrty—5=0; b) 9 + Ty — 35 = 0.
A=+ 1=0;
R(11,-11).
Pl

P =30.

b).}‘“—y-}-l:[).

- Koordinate tatke koja deli duZ 4B urazmeri 4 : 7 su ( 11, 3),

pa je trazena jednacina & — 11y + 41 = (),

: hﬂ:x+3y+2=_0, hyix+y—2=0,

hi2X—y—10=0, O(4,~-2).

4 -3y - 17 = 0. |
x# Sy —4=0.

AC:13x =Ty + 17 =0, BD:ix-3y+11=0.
AB:x -3y =0, BC:3x -y -8 =0,
CD:x~3y+16 =0 DA:3x-y+8=0;
a=y =538 =0=126°52"; P=132
AN 1k + 2y - 1= 0:
BP:x -8 +19 =0,

CM :13x — 1dy+ 37 = 0,

C(3,8).

Jedratina prave knja sadrZi tatku M(4, 4) i normalna je na pravu
X+ 2y =2 =0, glasi 2t —y — 4 = (. Presetna tacka P2, 0) jeor-
togonalna projekceija tacke M. Trazeno rastojanje je PM = 2\/%
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s = : = X ¥ : -
551, Ncka je jednalina traZene PIAYE ot = 1, gde sum in odsedci

prave na koordinatnim osama (m n :>{}) Odsedak izmedu koordi-
natnih osa je \fm + n*, dok je rastojanje koordinatnog podetka
od prave '

mn
r d B —
Vit + n?
Prema datim uslovima dobijamo
5 3 2mn . mn %
Vm=+n = 2d = ——— | —- =45,
"Vt +npt ~

[z ovih jednacina sledi m = n = 3 prt—.ma tome jednadina traene
prave jex +y -3 =10,

. Neka su tatke M, i M, na datim pmxdma mko izabranc da je R (U 1)

sredina duzi M, M Polazeci od toga moZemo postaviti sledeéi si-
stem jednacina:

X, +x, Yty Rl
—“S—==0A= s==1A%~+1050
A 2x; + 33 — 8 = 0. Refenje ovog sistema je:
5= = =2 Ny =4, p =0 |

Jednacina traZene prave je: dx +y — 4 = ().

553 X -2y £6=0. : .
T

554, d = JT

§58. y =2

556. AC:dx + 3y — 4 = 0.

- Ako jednacinu prave napiSemo u segmentnom obliku, dobijemo

.o 2. . 2
2 1+21 1+1 _ |
S9(1+22)A+A)=1VvI1+24)1+1)=—1.
Odatle nalazimo A.

i :IS“.

ca)xV3 +y = 6=0; byxv2 —yW2 +4=0
A e _ _ Tz
‘d)p'_Bs (")”"‘_6') b)P'—Z, w"“ﬁ“

560. ) —~gx+3y—10=0,p = 10.

S61:

PodnoZje normale daju nam relacijex = p cos w i
y=psinw tj. '

P (Y= 8y = 10- Tty

U‘li (¥8]

pa je podnoZje P (—8 6)

Iz normalnih oblika jednadina datih
odstojanja od koordinatnog pocetka
5 = 1 . Py = A3

TR R VB

i da se koordinatni pocetak ne nalazi izmedu njih. Trazena prava
ima odstojanje od koordinatnog pocetka.

pravih odreduju se’ njihova

5 _btp 7
2 Vi3

pa j¢ njena jednacina 3x — 2y — 7 = Q,

562, dx ~ 3y —27 = 0.

563. 12¢ + 3y — 2 = 0.

564. dv— 10y + 1 = 0,

565. !’rc=%§i7ﬁ. | | : .
566. V10. | _ | =
567. 3 —dy + 10 =0,x = 2.

568. x +2y=4.

569. y=0:2v+3y+4=0;y+4=0;

2,-1:4—3;::0 X+ p42= 0y+1—0 g :%;.

570. B(3,6:5,6); D(2,4: 6.4). |
571, P=6. ;o _ _

S72. 46 ~3y ~80=0,y= — 8 dc—Gy=0

77|



573. x —y +3 =0, x +y + 3 = 0 (ugao pod kojim zrak pada jednak je

uglu pod kojim se on odbija).
__ 2,

574.)—--§,1+4. '

375, 1lx + 3y = 31, 11x — 3y = 31.

576, Tx =3y —9=0, 3t - Iy—1 = 0.

577. m* = 302m + 1485 = 0, m, = 5, m, = 297.

378. Resavanjem sistema jednadina datih stranica dobija se teme C(6, 4).
Ako je M (x,, y,) podnoZje visine, onda iz uslova CM = 2V3 dobi-
jamo jednacinu (x — 6)*+ (y — 4)? = 20, koja sa jednacinom visi-
ne odreduje dva reSenja M (10,6) i M (2,2). Prva stranica je
normalna na visinu, pa Ce biti njene jednacine:
2+y—26=0ili Zt+y—-6=0
Dva reSenja:
1° A (6,4); B(0,6); C(3;0).
2° A (6,4); B(12,2); C(9,8).

579. a) A4 (4,6), d =5; b) A, (64,36), d = 65.
580. Akoje ki = — =, k> =2, onda je

i
U w i
(1) T =11ili m+3n=0.

¥ =502

o :
(2) Drugu jednadinu dobijamo iz uslova da prava sadri tacku
M(21)Y2n+m —nm = 0. .
Refavanjem sistema jednacina (1) i (2) dobijamo

1
m = —.1,.’1 = '3' .
Zak,= — - i k, = 2 dobijamo jo§ jedno resenje
m = %, o E—

581. TraZena tacka se nalazi u preseku prave
X —y — 3 = Oisimetrale ugla izmedu pravih
-y —1=0ix+y—-5=0.
Jednacine simetrale pomenutog ugla su:

X +y—9=01ix~3y+7=0, pa su njihove presecne tacke sa |

datom pravom M (3,0) i M (8, 5).
222

582.

583.
584.

5885,

586.
- 587.
588,

Jednacina prave kroz tacku M( 8, 1) jey—-1=k (x—8)..
Posto ona ¢ini sa datim pravama jednake uglove, imamo:
kvd Lok :
= % i 3447 + 51k - 34 =,
1~ G 1~ ik ‘
odakle je
'k, = %

k, = -2, pa j¢'jednatina traZene prave:
X=2—6=0ili2x+y—17 = 0.
M(1,4).

Ako je vrh trougla u € imamo jedno reSenje: C(2,3). Ako jevthu - .

4 postoje dva resenja: .
G DT = VIT ~ 1) 10, (=% = VIL, =1 - VIT). Vrh trougla
ne moze biti u, tacki B. U tom sluCaju ne postoje realna reSenja.

Teme C se nalazi u preseku simeétrale osnovice 1 prave paralelne
Sa osmovicom na rastojanju 5 od osnovice. Jednacina osnovice 4B
jedx + 3y —~ 12 = 0, a jednacina njene simetrale Gx — 8y — 7 = (),
Postoje dve prave i to

A +3y —37=0ide+ 3y + 13 = 0, koje su paralelne sa osnovi-
com na rastojanju d=5. Njihove presecne tacke sa simetralom
osnovice su:

3 s s 2 v
€G3 16,(- 5 ~1).
A,(2,-1), B,(5,3), C, (6, 0).
A,(4, - 3), B, (13,0), C, {8,—3).

‘TraZena prava y = kx ima sa datim pravama preseke

10k
=2

pa je ~

f 2 PR
10 s 10k 5k\'_ 0
\/(k—Z - k“—’-z) * (‘k-z : 'k“—z") =1

odavde je k, = x ik, = -3,

5 3k . . 10
MG= 5= | MG,

TraZene prave su 3x +y =0 i x — Jy=0
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589. 3x +dy — 1 =0, 7x + 24y — 61 = 0.
590. 2x + 7y — 5 = 0.

591, C(-1,4), ako trougao obilazimo u pmi[mmm stneru;

25 36
CF -,

ako ga obilazimo u negativnom smeru,
592. Stranica BC normalna je na visini 4., pa je njena jednacina
Y4] =bg ().—2) il

BC-r~3y—?3 = 0.

Neka su koordinate srediSta du?i AB, M(;\o,} ,) a koordinate te-
mena A (x,, y,), tada je .

L%, M=

g L B | |
x,+2,+7=0A3, +y + 11 =0, odakle sledi da je.x, = —4,
¥, = 1. 4. A(-4, 1). Dalje se lako dobija AB:4x + 3y + 1'5 = {),
AC T + 9 + 19 = 0.

5903, B (9,-2), 4(-12,1), BCix+y — T=0,
CAx—=-85v+20=0 AB:x+Ty+5=0.

594. x — 5 +3=0,(1,5),(-3,0), (2, 1).
595. x +y — 12.= 0; (0, 0); (4,8), (2, 10).

596. Ako prvoj teZisnoj liniji pripada teme (xi,)1), a drugoj (x2y2),

onda moZemo postaviti siededi sistem jednacina:

dr + 5, =0Ax, =3y, =0, |
‘t1;2+5-}’2;3 s —3. 12 =,

Resenje sistema daje tacke (=3, 4)1 (3, 1). Jednacine stranica su:
Ak +8—-17=0,60 -y - 17 =0,

N+ Ty+17=0.

)C1+2 ";1"5

4 =0 A

597..x+7ym6=03x—y—6:0. ’
Tx+y—=10=0.~

598. x4+ 3y =13=0. ‘
' 224

:99 Tacka s ( — ‘,—', 2) je preseka dijagonala. Stranice su:
AD'.,»L‘—A‘L)?-I- 32=0, CD:4x + 3y — 24 =,
BC:3x ~dy + 7 =0,
AB:dx + 3y + 1=, dijagonala
AC:x + 7y — 31 =0,
600. Jednacine stranica su:
i 5y 3= O 2 Bradd =
a dijagonale 7x — 3y — 33 = (),
601. % + 12y + 20 =, 5x ~ 12y +.36 = 0.

602.‘ Iskoristiti osobinu
naka,

Dva resenja: y = - 0, ya 8 | 20x+21y-20=0.
20x + 21y — 165 = 0.

603. 2¢ + 3y~ 1950, 8c— 11y~ 7 =,
+3y+27=0, &~ 11y +39 =,

604. 2t +y-1=0,2¢ =l o=
& =3y +19=0, 6r+ Iy =19 =0.

605. Transformidemo jednatinu pramena u oblik
B+2)x+ (1 —-k)y—1-9%=0,

Da bi data prava pripadala pramenu, treba da postoji takva vred-
nost parametra & za koji je
3+2% _1-k e

1 T

romba da su rastojanja suprotnih stranica jed-

Takva vrednost za k postojiito k = — -ﬁ? P

- 606. TransformiSemo jednacinu prameha u oblik

k+2)x+10-2%)y+4<3%=0
Na osnovu pretpostavke sledi
C+K)2-3(1=2%)+4-3%

=10,
- VR+R T (1= . -
odakle jek; = 1 ik, = _T%'

TraZene prdve su "L\, —y+1=0illkk + 28y % 67 0.
225 '
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607.

608.

609,

- 610,

611.

612,

613.

T IR T
IZJCdeéllle ‘—‘ﬁz—— = iﬁgg sledi
1 I 3 '

h=gpk=-7 k=3

pa imamo tri prave i to: 3y +y=0,x+y+2=0i
X—=y—4=0,

Sve prave pramena prolaze kroz centar; za k=0 imamo pravu
Z+3p+5=0,

za k=1 pravu 5x + Zy+ T=10, :

ReSenje sistema 2y + H+S=0n 5+ 2+ 7=0-

odreduju centar pramena A(-1,-1), a 10 je i teme trougla. Stra-
nice AB i AC su normaine na date visine;

Jednatine stranica su: . '

4x+y+5:0,x—2y—_1 =01 2&x+5.—11=0,

Iz jednacine pramena 2xv + Ty =8+ k(B + 2+ 5) =0
odredujemo koeficijent pravca prave pramena

s _ BT
1= T TR

dok je koeficijent pravca prave 2x + 3y — 7 = (

- B
ky = — 3
Zamenom u obrazac fep = 2~ k1

i or T+ k%

gde je .
p = 1 dobijamo dve vrednosti za ki to ky=11i
} .
ky=— ﬂ?é, za koje se dobijaju odgovarajuce prave iz pramena:

x¥2v+2:0,217+)f-6={].

Resenje daje sistem

> _Mm=3  dm+2 s .

1¥20 = nFT = Zua1 (0 * %5, n=-1),
Sledi da je m=25, n= -3, a trafena prava je 5y — D« Faf,
BC:5x—y-5=0q,

AC:x —y+3=0 | hoidx—y—1=0.
X¥=3y=3=0 - —-16=0
Y+dy~10=0,5x -8 - 6=0,
+2—-85=0, I ~6—51=0,

M ~8& —~6=0.
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614,
615.

616.
617.
618.

619.

620,
621,

622,
623,
624,
623,

s @26.'

1dx + % ~ 16 = 0.
2) 2t =3y +4 = 0;
) +2y—T=0;

)3 —1ly—-7=0;
d) 45°190°¢) T (5, 0).

L~y +3=0, Wey-T=

x+2y—1=0,x+2y-—1.1=0,

+y—-8=0, ix—=3y+4=0.

x—-y+3=0ix+3y—-19=0.

=4 B=0, 5 =3p-30=0,

S~ +4=0x+6y—13 =0,

Simetrale stranica AC i AB su redom X+ D+l =0iTx—y—8=0,

a njihov presek, tataka S (1, ~1) je centar opisanog kruga. Jed-

nacine suh,:x —3y + 1 =01 h:Tx—y—-13=0,a njihov presek

je tatka O(2,1), ortocentar trougla. TeziSte trougla je tatka
4 1 ' :

g~ = 7). |

Jednacina prave koja sadrZi tatka S, 7 i O ima jednacinu

2x —y — 3 =0 (Ojlerava prava), :

A(2,0), B, V3). '

Neka tacka M (x,y) pripada tra%enom skupu tacaka.

Tada je |MA| = |MB| . Podto je

[MA| =V (= 2)% (y = 4 LA

IMB| =V (x — 4%+ (y = 6)2, uslov je |M4| = |MB|

postaje ) _

V=2 + p =)= Va-4T+ 5 -6y

xX+yp—8=0

Skup talaka sa postavljenim uslovom je prava koja je simetrala

duzi AB. -

Gr =1y =01i2x—y=0.

2x—=2y+3=0.
3% —-% —4=0.
2+ Ty + 22 =0,

Tx+2y—-13 =0, X—y+2=0.
de—-3y—1=0 i 6r—8+9=0. .

(]
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627. x -~ Ty +32=0,x—y+2=0.
628, x—y=a:

632. BC:7x +y—20=0.
AC : 461x + 98y + 740 = 0.
AB:29x — 28y + 110 = 0.

633. B(4,7) i C(6,--3).

5 5 - % g
634. C (9‘. 3-) 88 |~ ) _
A

635, m = —21, P =14,

636. x —y — 1 =0,3x—-y+3=0

7.3. GRAFICKA INTERPRETACIJA SISTEMA .LINEARNIH NEJEDN:‘\CINA
SA DVIE NEPOZNATE. RESAVANIE PROBLEMA LINEARNOG
PROGRAMIRANIA

637. Srafiranc oblasti prikazane su na sl. 30'a~d.

* Slika 30

638. Nasl. 31 prikazane su $rafirane oblasti pod ¢) i d) .

Slika 31
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639. Konstrui§imo najpre skup dopustivih refenja. Da bismo to posti-

640,

gli, konstruiS§imo grafike pravih: x ~y=3x=4x+2=10i
X —y = =2 iispitajmo da li koordinatni podetak zadovoljava od-
govarajuce nejednacine ili ne. Zamenom x =0 i1y = 0 dobijamo da
su sve date nejednaline tatne. Prema tome, skup dopustivih resenja
je Srafirana oblast na s1.32, pri ¢emu su uzeti i uslovi nenegativno-
sti resenja (v 20iy =0). ; e

Funkeija cilja je L = x +y.

Variraju¢i L dobijemo familiju_pravih. Od svih pravih koje seku
skup dopustivih relenja treba odrediti onu kod koje je L maksi-
malno. Kako L raste, grafik prave x +y = L se translatorno pome-

-ra sleva nadesno. Ekstremum (maksimum) funkcije bice dostignut

kada prava x + y = L sadr¥i 1ackuy (43 ). Tada je max L = 7. Da
sSmo trazili minimum, on bi bio dostignut za onu pravu koja sadri

tacku (0, 0). Prema tome, bilo da trajimo maksimum bilo mini-

mur, dobijemo tatno jedno redenje.

Konstrui§imo najpre prave x—y=1, Zu+y=11 yp=5 i’
¥4y =1, i ispitajmo tacnost odgovarajucih nejednakosti u tadki
O(0, 0). Zamenomx =0iy=0 dobijamo da su prve &etiri nejed-
natine tatne a da peta nijc. Skup dopustivih redenja Srafiran jenast.33. .
Na istoj slici prikazane su i neke odpravih2x —y = L (L € R). Ka-
ko L opada zdesna ulevo minimalna vrednost se dobije za pravu
2x —y =3, pajeminL = — 3. Tacke iz skupa dopustivih resenja,
koje sadr#i prava 2x — y = —3, su sve tacke ‘duZi, Cije su krajnje
tacke ( 0,3 )i ( 1,5 ). Prema tome, u ovom sluaju problem nema
jedinstveno redenje, vec ima beskonadno mnogo. (s1.33).

Slika 33
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641. Funkcija L, ima najmanju vrednost L; =2 za x = 2iy= [Jj__-dt;dk
najveéu vrednost nema (s1.34). Sli¢no se zakljuCuje da funkcija :
nema najmanju vrednost, a da je najveca maxL,= —1zax =01
y = 0.

Slika 34

' ax=2y=25; =28'f.a,x'==6,y=2;
642. a)maxL =33 zax—z,)--b,_b)lpaxL : ; =
c)) min L = 33; d) nema reSenja; €) max Ly = 46, min L, = 20.

7.4, KRUZNICA

643. a)C(14), r=5 b)) C(3,2), r=5.
644. Datc jednatine se transformisu u oblike:
(x—4)y+y=16;
x+(y—4)y=16
(x — 4y + (y — 4)* = 16 (sl 33).

Slika 35
L 645, r=4.
646, Zadatak ima Cetiri reSenja i t0:
A +y - 10x - 10y +25=0;
By a4 10y = Wy+ 2.‘3 = {;
QX +y+10x+ 10y +25=0;
d) x2 +y* = 10x + 10y + 25 = 0.

pyr+y+ox—dy—12=0;
€) 22 4+ y2 ok Ay - Ay = 17 = 0,
648, ¥+ y - 1dy + 4 =1
£49, x4 v* — 8¢ -~ 4 =),

650. Refavanjem sistema
2+y—-15=0Ax—-3y+17=0,
nalazimo da se centar nalazi u tacki C(4, 7). Posto je polupregnik

r=dC=V (9 4P+ (=5 = 7 =13, tra¥ena jednacina kruzni-
ce bice ’

(=4 + (= 7) = 169,
65L. Poito simetrala tetive 4B sadrZi centar kruZnice, koordinate cen-
tra odreduju se refavanjem jednadine ove simetrale i jednaline da-

- 1 prave. Jednatina simetrale koja je normalna na tetivu 4B i
sadrZi njenu sredinu S(2, 3), bice

y=3==-3(x~-2) llidx+y-9=0.

Sistem jedmacina:

A +y-9=0Ax-2=3=0,

ima relenje x = 3,y = 0, pa je traZeni centar tacka
C(3,0). Polupretnik kruznice =
r=CA=vV(E-37+@-0F =5

Dakle, traZena jednatina krunice je:

& — 3)* + y2 = 20 il |
Ay -6 —11=0.

652. Posto kruZnica dodiruje apscisnu osu imamo
q=r=>3.
Zzmenom ove vrednosti u opitu jednacinu kruZnice, dobijamo
x—-p)Y+{-5¢=2s :
Ako taCka A(5, 2) pripada kruZnici, njene koordinate moraju za-
dovoljavati poslednju jednacinu, te imamo
O=pyY+@2-5¢=25=p, =1vp, =9

- Dobijena reSenja pokazuju da postoje dve kruZnice, polupretnika

5, koje dodiruju apscisnu osu, a sadrZe tatku A.
Njihove jednadine su:
@@=+ @y —-52=25j
=9+ (y - 5) = 25,

1

653. Podimo od opste jednadine kruZnice u razvijenom obliku
Bty dditey+f=0
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654.
655,

636.

660,

661,
662.
663,
664,

| 665,
666.
667.

i odredimo parametre d, ¢ i fiz uslova da kruZnica sadiZi date tri
tacke. Zamenjujuci tekuce koordinate koordinatama datin taCaka
A BiCza odrcdivanjc- parametarad, e i f, dobi¢emo slededi sistem
jednalina;

25+ 36 + 3d + 6e¢ +/=0A

94+ 4-3d+2e+f=04
4+1~2d—e+f=&0mmcd:«%é:~4if:—ﬂ_
TraZena jednadina kruznice bice:

X4y —dy —dy - 17 = (),

Centar je (2, 2), a poluprecnik r=S5 (nacrtati stiku),

XAyt 12— 8 + 36 = 0.

T+ Ty 56x — 50y + 112 = 0,

Pl

=10V =<2,
chy =4V k=D,
CaAyaT 4yt gy dy ~17 =0,

D)4y +8& —~ 9=,
c)@—2ﬁ+0wdym25

27 -
My =, W21

:\ ’
A@ﬁxa@imemmomﬁa.
a)3x —y — 2 = byx — 7y -6 =0.
d = V10, « = 90°
Nahumemmqem@m&mwm(mL-ai;@(wzég.
Jednacina prve tetive je x=3y—~5=0 g presecna tatka je
(2, = 1) ; jednacina druge tetive je x — 3y —-15=0, a presedna
tacka (3, — 4y, jednadina trece fetive jex+y+5=0 a pre-
secna tacka je (0, —5) ; jednadina Cetvrte tetive jedv+y—5=q
a presecna tacka je 3, ~4). -
3ﬂ+@£+mumzy+48xn
f4yh—ﬁpn@+71=&
B(-4,1), C(83).

el
%)
S

T

- 668,
. 669,

670,

671.

72,

673,

674,
6785,

b
A
x+3)° + (¢ + 1)2 = 25,
Iz sistemd jednadina _
B=pP+@-gr=rA
(d=-p)r+ —gPF=r A
P*+q* =50,
dobicemo dva reenja i (o:
EF=7¢+(y~12=25i
@ =1+ @y - 72 =13.
Ako je r poluprednik kruznice, ¢ duZina tetive i ¢ centralna razda-
ljina date prave, onda je

nm

g fEYE 6+5+18\° _
Pels) dgtngy (S£5+18)° o
| (2) i

TraZena kruZnica ima jednacinu

=3+ + 1) = 38, _ _

a) Kruznice se dodiruju spolja, ako je njihova centralna razdaljina
CC=r+r.Uovom slucaju je '

CC =4I, ar =2, pa jer =3y2,
Jednacina traZene kruznice je '
Py —dr— 10y +11 =0,

b) KruZnice se dodiruju iznutra, ako CCi=r~r pa je
r = Y2 = 4VZ. Trazena krudnica je odredena jednacinom
Ayt~ gy Wy - 21 =0,

[z sistema

C=pr+gi=ra @+2)72+ (g ~8P=10~rAg=r,

dobijamo jednatinu traZene kruZnice

X4y gy Iy +4 =0, i

Ako uzmemo za trecu jednadinu gornjeg sistema

9 = —r, tada je traZena kruZnica '

9%+ 92 4 36¢ + iy +36=0

& = 12)*+ (v~ 9) = 100,

Iz sistema ' ' .

r—g=9A (8 PP+ (T - g =2

nalazimo dva resenja; - . -

g-4y+@~4f=51(«Huy+@~®f:5.
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676.

677.

678.

679.

680,

681.
682,
683.

684,

685,
686.
687,

688,
689.

690,

Srediste date kruznice je cE2, 4), a poluﬁreénik r= 5; parametri
P q 11 trazene Kruznice zadovoljavaju sistem
Qp+2)3+(q-4)2=(r+_-5)1/\p= *r A g =10,

odakle nalazimo

Xty =5~ 20y + 100 =0 i

(x + %) + (0 -10)= (-{—i)b :

a) "[;a(‘?k{a je vdn kruZnice; b) tatka pripada kruZnici; ¢) tacka je u
kruZnici. :

a) Prava sele kruZnicu;

b) prava i kruZnica nemaju zajednickih tacaka;

¢) prava dodiruje kruZnicu u tacki M( 6,4).

Posto je C,C, = V17, ri+r, =3 = C,C, > 3,

kruznice su spolja$nje — nemaju zajednickih tacaka.

PoStojery +7,=2 + 3 =35, C,C, = 5, kruZnice se dodiruju spolja

u tacki M( 4,7).
KruZnice se dodiruju iznutra u tacki M( 4,3).
KruZnice se seku u tackama M( 4,2) i N3, ~1) .
KruZnice su spoljasnje i nemaju zajednickih tadaka jer je
hE5,rn=2 CCi=13,
KruZnice su koncentri¢ne,
C(21) =C,2,1).
Iz uslova dodira 7 (k* + 1) = n® do‘bijamo k= %2,
m=~3 -:2\/3’.. ‘ ;
a)dv —3y —24=0idx -3y +26=0;
b)dr -3y +26=0i4dr~3y —24 =0.
dod 3y —29=0idx + 3y + 21 = 0.
Ax+yx6=0 '
b)x+y-3=0ix+y~15=0.
Jednacina pramena sa centrom u 4 glasi
yro=k(x=-2) ikt—y—6-2k=0,
Iz pramena dobijamo one prave koje dodiruju datu kruZnicu, tj.
koje zadovoljavaju uslov '
2= Wp+Bg+ Oy

A+ B
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691.

692.
693.
694.

693,

696.

697.

698.

. 699,

Zamenom odgovarajucih vrednosti imamo:

g (=T Biy HE e s e e
25 =11 @12+ Tk -12=0ek=3Vk=
TraZene tangente su:

I ~dy~30=0idr+3y+10=0.

e

TraZena prava ima jednacinu % + % = 1; zatim analogno prethod-
nom zadatku dobijamo pravu

3=y —-18=0. S

=y+2=0

2+y—4=0i2x+y—-24=0.

a) Posto tatka M pripada datoj pravoj, onda je

3=y +59=0=>y=81. M(~3,8);

zatim treba napisati jednaCinu pramena sa centrom u tacki
M (—3,8) i odrediti onu pravu pramena, koja je tangenta datoj
kruZnici‘i na kraju odrediti ugao koji grade tangenta i data prava.
Dobice s¢ da je a =45°ili a =135°. '

b) a=45%ili a= 135°.

P=125 a= f‘j; Xyt 4+ 9 — Ty + 20 = 0.

P=25 a=%52+y-5%+y+10=0

Q) P=125 D) +y2+ N ~Ty +20=0;
T

€) a =__Af; d)x —=Ty+29=0.

aA)P=25 Bxl+yl—5%+5+10=0;

a=% GI+y-5=0

x+dy+T7=0%x+dy-43=0.

dv—3y—=24=014~3+26=0.

Dodirne tatke su: 4 (=1,-1), B (6,0),C (5,1,

D(~2,6).

Jednadine stranica novog kvadrata su:

x=Ty—6=0"Tx+y—-42=0

X=Tp+ 4 =0iTx+y+8=0"
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700.

701,

702,
703,

704.

708,

706.

A)Ci==1VC, =~
b)By= -1V B, =
¢) A, =d, = -3,
¢, =8Vgq,=2

Xk y b dr— 2~ 20 =0 {2 — 48)* + () — 1)>= 392
[7 sistema
P =Tg-~8=0Ar@+1)=(g-2p) A
- W, -
g (Zt % 1) =@-zp+3),
slede dva refenja'i to:

a) (x — 3y HO-1P=5 i FLOTES +“ =2

b) (= 3)t+ (r+ 1)* = 7:1(,1-7)4—0'19) - 225,
L)l2+)“—[2L-6‘,+2;—}L}C2 ¥ — 24x — 18y + 207 = 0.
X +yt— 10— 16y + 69 =0 j

X4y~ 11y +29 =0,

ALy $yrad
c)rﬂ-)’

D) x* + )2 — 6r — 6y + 13 = (;
Ik —~10y + 30 =0. =

a) iz uslova r? = @E+-‘1—;:;§J da prava Ax + By + C' = () dod:ru—
je kruZnicu . -
E=pY+{y—qgr=r dobija se sistem od tri ]ednaune sa tri
nepoznate.

(P—g+1y =527 (p—2g+8)7=

re

tn

A

Cija su resenja:

= 81[”: = _'85103 & 7;}5'4 ===

4= =54, = 15,6’3=0,94=0;
rn=2V5,r,=6v5,r, = 3V3, ry= 5.
Odavde slede jednacine trazenih kruZnica:
X+ ¥+ 165+ 10y + 69 = (.

X4y 4Gy 44 =0,

Xt 4y + 16¢ — 30y + 109 = 0.

X4y — 14 + 4 = Q).
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707.

708,

709.
7L,

71L.

b) x* +y* = 6x + 4 = 0.
X+ y2 - 16 + 10y + 69 = 0,
¥+ =14y +4=0i
x4y =30 + 16y + 109 = 0.

a) Xx=W3 +6=01ix+y3+6=0,
b) &4 =3y +30=0i3x+ 4y —15=0;
¢) 3x—dy +25=0idr +3y—25 =0
d) 2x—y+8=0i2x+.y—8=0

a) Napisati jednacine tangenti iz tadke P na datu kruZnicu, zatim
odrediti ugao koji zaklapaju tangente ¢ = 60°

P =60°

Treba odrediti ugao izmedu date prave i tangente u zajednifkoj
tacki date prave i date kruZnice.

2) p = 90°; b) p = 45°; ¢) p = 45°.

a) Ugao pod kojim se seku date kruZnice je ugao izmedu tangenti
u mledméklm taCkama, Re§awanjem sistema

i Y =S +S5=0A =35,

dobijamo zajednicke tacke kruZnica

42,1),B2,-1).

Jednacina pramena sa centrom u tadki 4 ima oblik
y=l=k(x-2) 2y=k+1- 2k

Odrediti onu pravu pramena koja je tangenta kruZnice x> + yi=5
[z uslova r* (k* + 1) = n?, Imamo

S+ 1)=(1-2%k)P=>k=

tj. koeficijent tangente jek = -—2, zatim odredm i koeficijent prav-
ca prave pramena, koja je tangenta kruZnice

o= —) ¥ —-zi’~

[zuslovar? (k> + 1) = (kp ~ q + n)?imamo da je
@+ 1= 241y k=,
P()§t0 ugaoni koeficijenti prave tangente i druge tangente zadovo-
ljavaju uslov normalnosti, ugao izmedu tangenti je ¢ = 90°. Dakle,
kruZnite se seku pod ug[om od 90° (1j. kruZnice su ortogonalne).

b)p = d5%ilip = 135% ) p = 60°ili p = 120°

712. p = 60°.,

713.

KruZnice su ortogonalne ako je 1spunjen uslov C,C? = 7 + r; zai-
sta]e (b — a)? +(—a —b) = 242 +7b*
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714,

7135,

716.
717.
718,
719,

720,

TraZena kruZnica ima jednacinu (x — p)* +y* =r? uslov da ona

bude ortogonalna sa datom kruZznicom zadovoljava uslov
(p + 3)* + 16 =r* + 36. Uslov da data taCka pripada kruZnici glasi:
(=1 — p)* + 4 = r’, odakle dobijamo p = 4, r = V29. TraZena jed-
nacina glasi :

(x — 4 +y* =29,

Iz sistema

@=3P+(@—-4>2=25+rnA

(2= p)+(=6~qP=rA3p-2—12=0, |
sledida jep = 2, g = =3, r = 5. Jednatlina traZene kruZnice glasi
.F=2ZF (0 3)* =25

(k=4 + (y + 1) = 25
KAy =1k -6y + 17+ k@ +y =& —dy+11) = 0.
@=TF+ =57 =45

Jednadina kruZnice koja prolazi kroz presek datih kruZnica je:
X*(L+k)y+ yMt + k) —x (13 +6k) —y (1 + 2k) + 30 — 15k = 0.
Koordinate centra su:

1346k 142
=24k 17 29k

Posto koordinate centra pripadaju pravoj 3x — 10y — 30 = 0, sme-
nom tekucih koordinata u jednacini prave sa ovim koordinatama

- 1
dobijamo vrednost parametra k£ = — 5
Ako zamenimo u ‘obrascima za koordinate centra dobijamo
p =12, g = 0. Tra7ena jednalina kruZnice glasi:
bt e 78 = 0.
Iz jednacine datog pramena nalazimo

3_/1 . 3_'21 3
Fq:“ﬁff:f‘—z(m} s

Zamenom u uslov dodira imamo:

D@35 ¢ - 33
odakle nalazimo 4, =7 i/, = %

Refenja su

(H%J + (y+é~) =2 p-20=10
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721.

722.

723.

724,

725.
726.

- 727,

a) lzsistema - : .
125 (k* + 1) = (10k + n)> A 45 (K> + 1) = n?

dobijamo
k= t%, n =_t—12—5-,
pa su traZene tangente
S (- |
P= i*ix i"‘j—,
byy= i—%x £3.1y = 230 &5
1

c)y = .ijx 3

Neka je C (v,y) ma koja tacka traZenog geometrijskog mesta. Po
pretpostavci je : '
CA=CB=V (x—4)2+ (y-2) =
=V @E+6)2+ (y+4)F >5x+3+8=0 ..
TraZeno geometrijsko mesto tacaka je (prava) simetrala dui AB.-
TraZeno geometrijsko mesto je prava normalna na datu prava u !
taCki M (—4, 1) iona ima jednacinu 4x + 3y + 13 = (.

s 5 ) 5 25 :
@ -5ty =3
(x & 3y 4 43y =72
Izaberimo koordinatni sistem tako da Se pozitivni delovi koordinat-
nih osa poklapaju sa kracima datog ugla. Neka su krajevi date duZi
A (a,0), B (0,b), a srediSteduzi M (v,y) . Po pretpostavei imamo:

= %, y= —g, '+ =P 4= !)

tj. tatka M opisuje kruZnu liniju.

Neka je M (X, Y) srediSte ma koje tetive PQ. Tacka QO pripada
kruZnici, pa su njene koordinate Q (x,y) . Po pretpostavei imamo
0+x

X =S =2X,

2

v=22 ey oy

Posto su (xy) tekuce koordinate date kruZnice, imalﬁo

QX7+ @Y -ap=X+ (r-3=5,

1j. traZeno geometrijsko mesto tacaka je kruZnica sa srediStem u
tatki (0,%) i poluprecnikom r = g '
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’le8. Neka je M (x,y) preselna tatka (sL.36), Y
onda su jednacine pravih

i —;}1—(,1;%-(1) iy=m@-—a),

odakle je x* + y* = @°,
tj. truzeno geometrijsko

mesto tataka je kruZnica. < Bt-ae)
Slika 36
729. Neka je koordinatni poletak sredina j
stranice i neka stranica a pripada
apscisnoj osi (sl. 37). Po pretpostavci .
imamo f ' _ ,
b + ¢! = 2n? tada je , c. -
(= m) +y + (¢ +m)? +y =202 li : &
X4y =nd—m?. B(-m, 0 0 . Crme)
Slika 37

730. Za apscisnu osu uzimamo pravu koja sadr7i tatke A4 i B, a za koor-
dinatni pocetak tacku C. Ako je M (x,y) taCka traZenog skupa,
imacemo da je ‘

T, S A

e S S 't;n , odakle je
14 1+ 2

X (v+m) & (x—n)
(m —n)yx* + (m —n)y* — 2mnx = 0.

T
e

731. Ugao pod kojim se vidi kruZnica iz tacke M je ugao izmedu tan-
genti konstruisanih iz te tacke. U ovom sludaju tangente su nor-
malne 1j. £k, = —1. Ako iz sistema
PPkt ) =n*Ay=kx+n,
eliminiSemo n dobi¢emo jednacinu
BEr-x)+2oy+rr-y:=0.

Ovo je kvadratna jednacina po &, pa je

Kk, =LY (Vieter).

PR
T

PoStojek k,= —1,10je

rz Sy 1}!2 " " "
el = RV
=X E
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732. Jednacina stranice _
 AC: 2t -y +4=0,aBC: 2k +y—4=0.

Neka su koordinate ma koje tatke geometrijskog mesta (X, Y).
Po pretpostavei imamo -

2X+YV -4 2X-Y+4 _
-v5 V5
odakle nalazimo jednacinu traZenog geometrijskog mesta u obliku
X2+ (Y+1)2=35 '
733. X2 +y* — ax = 0.
734. x* + (y + 3)2 = 5.

iy
Ye

735. Jednaéina prave koja sadr# centar‘kruiuicc C(lL 2)i normalnz; Je
na datu pravu glasi 435 — 3y + 2 = 0. Ova prava sefe kruZnicu u
tackama 4 (-2, —=2)1 B (4, 6). Posto su rastojanja ovih tadaka od
date prave redom jednaka 4 14, traZena tacka je 4 (=2, =2). -
736.y=2 & ~Y~10=0, 3t + 4 — 5=0,x = 1.
737. X + (y — 4)2 = 16, |

738. Setice konstruisane iz tatke 4 na datu kruZnicu su tangente

. 2

kruZnice koncentri¢ne datoj polupre¢nika 72 = 50. ~ (12(-}—) = 25.
Njihove jednatine suy + 5 = 0 3x + 4y —25=10.

739. Iskoristimo jednadinu pramena datih kruZnica
X2+ pt 4 20 ~ 99 + ke (x2 +y e~ dx — 6y~ 21) =0,ili’
€y (1.+ K)x*+ (1 +k)y* + 2(1 —2k)x — 6ky ~ 9 — 21k = Q,
Da bismo iz skupa svih kruZnica (1) koje sadrse presecne tacke da-
tih kruZnica izdvojili onu Ciji je centar na ordinatnoj osi, potrebno
je da je ispunjen uslov ' E ;

Zamenom u (1) dobija se kruZnica traZenih osobina
B4yt =2y - 40 =0.
740. Da bi pramen kruZnice '
x4yt — 18 — 12y 4+ 92 + k(4 + 100 - 8y — 86) =0,
sadrzao tatku 4 (1,0) sledik = 1. ' '
TraZena kruZnica jex? + y* — 4y — 1y +3=0
74L x* +y' + 6 — 23 = 0.
742, (x+4)y + (y+2)? = 169,
T43. B(~V3 '~ 1), C(¥3, ~1). *~
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744. Iskoristiti uputstvo zadatka 738. Jednacine traZenih secica su
x—y=1=0i17x~7y - 67=0.

745. X1+~ + 29 +23=0.

746. x* +y* — 2t — dy — 20 = 0.

T47. x4y = 2 — 4y — 45.= 0,

748. a)Sx — 12y -6 =0ix — 6 = 0;
by x—-2Zy—-14=0.

749. Ako je MA = MO + OA i MB = MO + OB onda je
MA - MB = (MO + OA) - (MO + OB) (s1.38).
(1) (MO + O4) - (MO + OB) = k.

Jednacina (1) moZe se transformisati
u oblik '

@ Ay T =k,

HMin,y}

« kb

odakle sledi da je Ai-mo) 0
X4y =gt+ K. Slika 38

Dakle, trazeno geometrijsko mesto tacaka je kruZnmica, sa sre-

- diStem u koordinatnom podetku, polupretnika Va® + &* .

7.5. ELIPSA

750. Akojea = 8 ae? =a® — b= b? = 39, trazena jednacina glasi

= AT
atp=1
oy A R
751. 36 + 57 = 1.
752, X% + 3y = 15.
753. d = 4.
754, 9 + 25y = 225,

& X
755. 105 + 45 = 1
15 V63
756. (“T' i—-—4——)
757, d = 4V3.

758.
759.

760.
761,

762.

763.

764.

765.

766.

767.

- 769.

770.

7L

772.

773.

d = V2 (a* + b?).

4 1. .
42, L 40

M (=57).

TraZene tacke su presedne tacke elipse i krunice ko ja prolazi kroz
ZiZe elipse, a srediSte joj se nalazi u koordinatnom pocetku

(£VI5; =1).
Xt + dy? = 16,

Oznacimo koordinate tacke M (x, ) . Po pretpostavci je:
-2 2

Wk - 1)+ = 9-x>g+h=1,

tj. tatka M pri svom kretanju opisuje elipsu.

Napisati jednacinu stranice trougla koja ima ugaoni koeficijent
k = tg 30°i odrediti presetne tatke sa elipsom.

2 43

P ET )
g
{T +g =13 F (=50 F,(50); r,=9, r, = 3.
Tt5=1 ,

Tacke 4 i E pripadaju elipsi; B i G suu elipsi; tatke Ci.D suvan

“elipse.

Jednacine potega su:

¥=81i%—-40y+72=0.

ro=3,6;r, = 16,4

Dve clipse su konfokalne ako im se poklapaju %izé.
Jednacina traZene elipse je '

Xy

+ab tab '
V@& + b7 Vg y )
M(65).
243



a) g = 90°;

774. b) p = 60°.
775. 1y, = 75V463 12077 .
776. 8 =V (x +2)'+y =V (x = 2P + )2 - 2
ili 21x*+ 259* =525,
777. Jednatine stranica trougla su AC:x —y — 2 =0,

" AB:y-2=0, BC:x+y+2=0. Neka su koordinate ma koje
tacke traienog geometrijskog mesta M (X, Y) . Tada su odstojanja
tatke M od stranice trougla
= X=¥=2 g X+¥ED

V2 VZ
MP=2-Y, )
a jednacina traZenog.geometrijskog mesta glasi:
(5 (P e
ili }f; }; =1
780, P25V =",
779. Iz uslova da prava dodiruje elipsu a%* + b* = n* dobija se:
16a*+9=25=a=*1.
780. Presecne tacke su: 4 (4,2). 1B (1,-3) . Jednadine mngennsu:
2+ -14=0ix-%-28=0.
781. Izsistema
B4y =17 i 2%+ 3y =35,
dobija se: x;, = x4, yr= x1.
Jednaline tangenti su: :
8 +3y—-35=0, & =3y—-35=0,
&-3y+35=0, & +3y+35=0.
782, a) & +3y£35=10, blx+y%x9=0,
783. TraZeni ugao se naslazi izmedu date prave i prave koja sadr¥i tatku

P(14,1) idodirujeelipsu y =1 =k (x — 14) =y =hkv + 1 — 14k.
Pri tome mora da bude ispunjen uslov: 100k* + 25 = (1 — 14k)?,
(4j. uslov da prava dodiruje elipsu), odakle sledi da je

24kt — Tk ~ 6 =0,
244

784.

785,

786,

787.

788.

odakle jek =2 ik = -3,

Trazena prava jex =3y —25=0ili 3x + 8 — 25 = 0.
TraZeni ugao je

2- 5
tga, = - %5:173—=>a—arctg43111 )
1+-§
T3
ga, = 35 = l=a,=45"
'8

Neka je jednatina traZene tangentey = kx + 5.
Prema uslovu zadatka je

-2
e adid:
3
a takode je

qzk2+b2=n2:>28-%4-%&*—-'?12:;}12'1-‘/&,

~pa su jednacine tangenti

: 1 i :
3 ] ‘S e 2
y=zx * %Z, ili 2 p=l=k= ~ 3, paje
1+~ :
D 3
4 .28 19 _ .4
n —.28 gtg = 3‘;"”—&"3_‘1
a jednaline tangenti su :
2 .14 -
e = ek |
x4yt = 20,
e = 90°%
X ¥
oL e
Tangente su y = +—ﬁzx +tdiy= +V—:~x — 4, odakle se lako za-

kijuCuje da je dobijeni ¢etvorougao romb.
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789.

790.

s

792,

794.

798,

el

Jednacine tangenti glase _
x+5=0i3x+10y—-25=0.
a) Iz uslova da prava dodiruje elipsu imamo sistem

24 b2 =64 A @+ ab? =256 a2 =40 A b? = 24.

Jednatina elipse: 75 + 47 = 1.
b) Iz sistema :
16a* + 25b% = 625 A 81a® + 400b* = 5625 <> a* = 25,b* = 9.

Jednadine elipse: 9x* + 25y* = 225.
Presene tacke se dobijaju reSavanjem sistema:
x—=3V3)Y+y*=100 Ax*+ 3> =75= M (0,5) iN(0,~5).
Jednadina tangente elipse u tatki M (0,5) je y =35, a tangenta
kruZnice
3 —y+ 5 = 0; prema tome k, = 0, k, = V3, pa je '
1g a 1%=\/§ syippraB0R.
Jednadine tangenti:
-8 +50=01i2x+3y-25=0,
a povriina P = 30.

. Iz sistema

a® + 4bt = 729 A 49a* + 16b* = 6561 = a* = 81, b* = 162;
elipsa ima jednacinu

LCT

g1 tiez = |

Presek tangenti je tatka A4 (15,6), a dodirne tatke B (3,12) i
C (7,—8). Povrsina trougla je P = 108.

Neka je zajedni¢ka tangenta y = kx + n."Da bi prava dochr;vala
elipsu, mora da je ispunjen uslov n? = a¥? + b* = 64k* + 36 = n?,
a da bi dodirivala i kruZnicu, mora da ]e ispunjen uslov

(kp —g +nY=r(k+1) =32 —n*+4n +28=0.
Na osnovu prethodnog, imamo

nt—81—20=0en =10V n,=—4,ak=*x1L
Prema tome, zajedniCke tangente su
x=y+10=0ix+y—-10=10.

Zajedni¢ke tangente sux —y + 5 = 0. _
x=-y=5=0,x+y+5=0,x+y-5=0.
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796. Jednatina pmmena sa centrom u tacki M (x,, y,) glasi

797.

798. Ako je b’x?

y =y =k (x —x;) . Odredimo onu pravu pramena, koja dodiruje
datu elipsu, tj. zadovoljava uslov dodira

a’k* + bt =ntili a’k* + b® = (y, — kxy)®.
Posle sredivanja imamo kvadratnu jednadinu po k:

(xz—az)kz—zxylk+y§—b2:0

Posto tacka M pripada elipsi, tada postoji samo jedna prava pra-

mena koja je tangenta ehpse tj. diskriminanta gornje jednacine je
nula, pa ]e koeficijent -

¥ -at
I : atyi _
z jednaline b} + a’y: = a®b* » . =q* —xi,
a koeficijent k = ___;}!11_ = - ble .
ayi  ayi

bx

ay, — ad} = — b, + b3, 4j.
bax, + ayy, = bii+aly} = a’?.

Normalni oblik jednatine tangente

b, + alyy, = a®? glasi

bxx, + a%yy, — a*h*

e =0.
Odstojanja Ziie,od_tangeﬁte:*su .
i T b2 (x,Var = b* + a? , I il i —xi\/M)_
“pa je d,d, = b2 |

+ a%y? = a%? jednacine elipse, x; iy; koordinate dodirne
tacke, onda ]e]ednac‘ma tangente by + aQ)yl = a2b2

2,2 2 ;

abh® _a a’ 2
OP; =x1, OP> = E)— = tada je OP; - OP; = x; - -E =a”
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799. Pokazati da su krajnje tacke pretnika elipse centralno simetricne u Razlika poslednje dve jednacine daje: "
odnosu na sredite elipse, zatim iskoristiti jednatinu tangente o2 : o . o V=Y 4
bixx, + a’yy, = a*b? itd. : i 4 =X (G +x) +9 0~y +y) =0 1]_1 3_:—_'_“71 =Ty

S e i b%x + alv v = ikt i : 3 : .

800. Ta‘nicnm SUX=2x albxy+ayy=ab? ordinate presetnih Dakle, koeficijent pravea tetive 4B je k = — -g, a njena jednadina

ataka su : i .
b*(a —x,)  Dlatx) ' £ y—1= —g-(x;- 1) = 4x + % = 13 = 0. )
@y ay; : - :
a njihov proizvod je b2 . - : : 807, 32¢ + 25 —- 89 = 0. .
o . E 808. x —2y —2=0; 4(83); B(—6,—4).

801. rdl‘lgﬂnld u taékl (E, EJ J{.‘ Y= - E.‘L =+ a,a HOI‘md!d . ’ 809, P[eseéne [aéke tangcnu su
=a,_ e A a,____#_bh(ﬂ_xl). i B Hajﬂiﬂﬁ ,
¥ = e’ a’ ; . . : i Iﬂ}J] N a}-:l

R e o gl o 5 - a fokus (e, 0), koeficijenti pravca
T a ' T T & : bX(a—x) - (@ +x)
Bgp= Pty

’ AF = u—___éh? v + )’
802. Neka su paralelne tangente elipsey = kx + n (a%* + b* = n) i D1 (a} ) 5 W (@ _ )
Normalni oblici ovih jednadina su _ Kip* Kye = =1, §to je trebalo dokazati.

D el oif=y—n_. ' ] 810. Jednaline stranica: y = %3, y= +x+9; koordinate dodirnih
-V +1 Vid+1 : : taCaka (0, £3) i (+8,1); koordinate temena (£6,3) i{£12,~3);
Odstojanje Zie F (¢, 0) je* . P=dis, -
4 —_ke+n g ke=n_ ' ] 8L1. Pravay = kx + n je tangenta date elipse, ako je a%h? 4 b2 = n?,

¥ e 16= Vet 1 pa J& : i - Ako climiniSemo n, dobi¢emo jednacinu :

: . K (a® — x*) + 2Zkxy + b2 — y? = ().

B e n: — ke _ a¥t + b2 — ke? * b ’(a el .. i ¥ ').’ = ; ST

- A I 7 | : Na osnovu Vijetovih pravila, koreni k, i k, ove jednatine zadovo-
P | ljavaju uslov k, - ky = L0

g e E R ‘ ' I § ak? dakle sledi da je traZeno j
_ @b =i+ bR B _ Po pretpostavci imamo k, 2:“._'1_’,0 akle sledi f]e traZeno geo-
= Eai ig = b*. metrijsko mesto tataka kruZnice x? + y? = a® + b2

812. gka oznatimo koordinate krajnjih tacaka date du¥i sa A (m,0),
(

803. Dodirne tatke su B (~6,2), D (6,2); a &etvrto teme je C(0,—4) i 0,n) , tada je m? + n* = a2 Posto tadka M deli duf 4B u odno..

P = 72; &etvoroupao je kvadrat, sul:2imamo '
- 804, p =90°, | 1 1

: : .»'?:*+O-—2~' U+§n
805- A:a2+BZbZ:C3, ‘ g » xﬁ ! ,}J'.: 7
806. Neka je traZena tetiva AB: A xpy), B (v, ; _ ' - F . s =
tada je ,J"_:' ili m= %x, a n-= 3y, odakle dobijamo da je jednatina traZenog
Xy +):3 = 2, yl-Q-}:z B 2, 4,\,% + 9}?% =36 i 4t§ + 9))% = 36. - geometﬂjskog mesta €1ip$3 9-152 -+-.36y2 =4g? . i
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813, 3x? + 28y = 75,
814. x =0, y =0, Sx + 3y — 15 =0, 5x =3y + 15 =0,
815, P=288.

816. P= 24, |
817. (~Va? = 4%,0), (0, - Va?i=b%), (VE=5%,0), 0, Va> = %),
=2 (a* - bY. :
2b2

818. Duina tetive 4B ] je =

Primedba: polovina ove tetive naziva se ‘parametar elipse i oz-

nacava se sa p ( = b—) .

819. Na osnovu pretpostavke, za ma koju
taCku M (x,y) traZenog skupd, Mo

imamo [MA|: |MB| = g(sl. 39).

Kako je [MA| = V (x = )T 37,
|MB| =V (x — 9)? = [x ~ 9], tada je
3V —1P+y = |x -9 Slika 39

Kvadriranjem, poslednja jednacina se svodi na oblik

& + %? = 72. Dakle, tra¥eni skup taCaka.je elipsa 59—:+ Y=

8
820, 9 + 25y = 225,

821. Jednacina tangente ]e XY+y—9=0, jednalina normale je

X =y =3 =0, a presetne tatke sa koordmamun osama su
T(90),T,09,N@30) iN, (0,3).

Koordinate ZiZa su ( +3y30).

Jednacina kruznice koja sadrzi tacke M, T, N, glasi

x*+ (y — 3)* = 36, a krurnica ko;a sadrZi tacke M, N i
T(x=6)2+y = 9.

822. 21x* + 25y = 525, :

823. x + 2y — 8 =0, .v-i-(y 4)~-—20

824. 3x? + 4y* = 48,

825. Data jednactina ekvivalentna je jednadini
4(—17+9( - 2) —36@—@[ 5 + 02 g
Odavde zakljuéu}emo daje
Cl1,2), a=3 F(I+\/T2)xF(2—f”2)
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'826. Jédnacina elipse sa sredistem u tacki C (p, q) , sa osama paralelnirq

koordinatnim osama, moZe se napisati u obliku
(@) bu? + a¥y*= 2b%px — 2a'qy+ bp* + alq* — a?b* =0.
Uporedujuci jednacinu elipse (4) sa op§tom jednacinom krive dru-

lipsu oblika
da (3), sledi da ¢e jednalina (3) predstavljati elips
%g)g ;l(zo 1(sa)m0 ako je BJ 0n AC>0 (koeﬂcn}enu A i C istog

znaka), D, E, F € R.

827. a) C(-22), a==V12, b= *3, F,( £12),
F (_usg),_(.ﬂ_f+w'= 1;
b) C(4,0),a=+V5,b==1,F, (60),F, (20)
I——L+y~-"1
-c) C(1,~2),a = £2V3,b = %4, Zite prlpadaju pravoj x = 1,
gx—ly gxwzy - |
+1 2) G
4
gos, L3 4 0o )*_1

7.6, HIPERBOLA -

829. A ( £12,0), F (13,0).

830, a) At —
831. 16x% —
832. x2
833, 5x2 —

9t =63,
9 = 1296.
—y2 = 36.

8y = 40.

b) 1622 — 92 = 144.

835, 92 — 16° = 288,

836. W* - 16y* = 576.
837. (0,0) i (6, %£2V3).
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839,

840,

841.
842,
843.

844,
845.

846.

847.

848,

849,

85(_?.

851.

(£vVE, +v7),

A&A@L%—%—%._ |

Xt =3y =48 “on g

M~ Ty = 63, |

Prcnzvod Odstojanja ma koje tacke hiperbole od as:mptota ]Ldnak
je Z:’:-? tj. ne zavisi od koordinata tatke.

P =6

X=-12=0ix+2 +8=0.
(=RVE £2/3).

Posto je tga =_;%, atg (180° —

Ztiza .
=g e’ i

%—'L_‘ *%%;ﬂ)—»‘%ix -y2=3 (x>0,

[I‘d]ék[Or]]d kretanja je hiperbola.

29)= =7 S Obzirom na obra-

zactg 2o =

3t —y? =

Posto je K, —L- 1 Ky = f—%ﬁ" imamo jednadinu
LA . JTEY P

X~a X+a a%b)~ — i = aet

trazeno geomeltrijsko mesto je hiperbola.
X
Y=
lzsistemay = ka+n A a%k? ~ b2 = n2 dobije se jednatina
k* (x* — a%) — 2y + 3% + b2 = (: odavde je
kik, = m .

X —qa*

U slu¢aju kad su prave normalne.

kik, = —1, tada je
L y
‘}_——é:m"1=bx*+y‘=a*—b3(a>b).
Lrim—g
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852.

853.

854.

-855.

856.
857.
859,
860.
861.
862.
863.

864.

8635.

x“'»*;y"'::az—b"'

o ?
2~ 3z = 1 (zax > 0).

a) =1Ly — % — 40 = 0

1
k—+2ﬁ

15x + 9 =24 = 0.
2t +V2y —2=0.

a) 9% + 2y + 16 = 0;
x+y+1=0. '
S -

2 £5p = 0. |
Jednacina prave koja je normalna na datu pravu je

y=-1—qx+n

b) 8 — 3y +32=0.

b) dx —y £8vZ = 0.

Da bi dodirivala parabolu, treba da zaclovol]ava uslov
,.kz b2 — n:. tj

,_100 13 13 169 523 -
nt= = n

=g ==
Jednacine tangenti su:

M-y +13=0i1lx -7y - 13 = O

Jednadina hiperbole jex? — 22 = 4, ;ednaéma tangente
3x — dy — 2 = 0, a ugao izmedu nje i date prave je:
aq = 45° y g = 1356

Neka je trazena prava y = kx + n. Podto ona sa datom pravom cﬁm
ugao od 45°, imamo: .

1
7 -
Zamenom k = % u jednadini

y = kx + n dobijamoy = 3x = + n. Kako prava treba da dodiruje hi-
perbolu, mora da bude zadovoljen uslov

ki T s 1
P=d-z-2=7

TraZene jednacine su:
—dy+2=0 x~-4y-2= O
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870.

871.
872,

873.
874,

Ako uzmemo da je

. 4
]_—E ._1:’]{"'—"?’
=
b o 16 46 V46
uslov postaje n* = 4 - 9 -2= TR =k,
pa su jednadine tangenti 4x + 3y £46 = 0
' e |
866. T S
867. xt —2y* =2,
868. x—y—-1=0i5%x-Ty—-1=0.
869.

Presecne tatke su: (4, 3); (4,-3); (4, 3) i (-4, -3).
Jednacine tangenti u tacki (-4, 3) su
X+y+1=0ix-y+T7=0, p=90.

3 y2
5%y
Jednalina pramena u tatki M ima oblik.

y=ke+§ (VI - kVB).

Odredimo one dve prave iz pramena od kojih jedna dodiruje hi-
perbolu, a druga kruZnicu. Iz uslova

ak* — b* = n? imamo

Jedna presecna tacka je M |a

ek - a =2 (2—2k\f‘2+6k“) > k=3,
a iz uslova r? (k> + 1) = n? imamo
262 (k2 + 1) = 7 (2 ~ 2%VIZ + 6k%) =k ='— V3.
Zamenom ove vrednosti u obrazac -

ky—ky  —=V3-V3 -2v3 :
tep = = = =v3 = 60°.
= T+kE =T 1-3 — Rl ke

xr—y—=-1=0ix+y+1=0. i
X=y+2=0x—-y-2=0,
F=y—2=0ix+y+2=0.

& —-3yx1=0i2c+ 3y +1=0.
x—=3y*+3=0i3x+y=+v32] =0.
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875.

876.
877.

878.
879.

Neka traZena tetiva sefe hiperbolu u tatkama
M, (xy;) i M, (x,y,). Tada je

.

X2 — 4y7 = 4 ix} — 4y} = 4. Oduzimanjem ovih jednacina dobijamo
(e —x) (0 +xp) =4 02 =y 02 %)’1) =
'“)51 - o2 +x
—x; 400ty

Kako je A sredina duzi M,M,, imamo
x,tx,=6iy, +y,=

Ya—W o _3_
xz_xl 4‘

—2, pa predhodna jednatina daje

Prema tome, koeficijent pravca traZene prave je
3 ' Co

T
Jednadlina traZene prave je

y+1-———(x - 3) 1]3x+4y 5=0.

200 — % — 91 = 0.
Tangenta elipse ima jednadinu x—y+3 = 0; presecne tatke sa hi-
perbolom su (5, 8) i (-3, 0). DuZina tetive je 8vV2.
at4: — b2BZ Cce.
Jednacina pramena sa centrom u talki M (x,y,) glasi

y —y; =k (x —x;). Odredimo onu pravu pramena koja dodiruje
datu hiperbolu i zadovoljava uslov dodirom
a%k? — b2 = n?ili a%? — b* = (y, —

kvadratnu jednacinu po k&

@—-a) k2 -,k +yt +b2=0

Posto tacka M pripada hiperboli, postoji samo jedna prava prame-

na koja je tangenta hiperbole.

U tatki M diskriminanta gornje jednacine je nula (Sto se lako do-

xlyl . . i

kazuje), pa je k = ———

je), pa j g—a

Iz jednacine

bl — a¥yt=a'ht = —52};5 x; — @b,

: 255

kx,)% Posle sredivanja dobijamo -



880.

881.

882.

ey x b
a koeficijent k£ = w.‘,))_L =
ay:i- ay
. +
zamenom u jednadinu pramena dobijamo ¢raZenu tangentu

bx, s
y=n =?~371(x_x*J ili
b, — ayy, = b33 — ayi 4j.
bxx, ~ a’y, = a%?,

Iz sistema

-

' 252 3
bax, — by, = a’b* Ay = 5 —F __’_a_b_&__’y =_ ab
. @ b, — aby, bx, — aby,
Posto je .
21 b, — aby, bx +aby) 2 b =gy P

1( ab — ab ) ab’ - 2aby,
7 2 i

2 b, — aby, = b, + aby, 2 ab? ~ He

tvrdenje je tacno.

Presetne tatke asimptota y = +2y hiperbole i njene tangente
T ) .

a
bix, — ayy, = a%>

e[ bt ab® _\ i p( @%b —ap
bx; — aby,” b, — aby, b, + aby’ b, + aby, | -

Povrdina trougla je data jednacinom

Pei(. 80 | —ah® @bt Y gpd |\
~ 2|b%, —aby, b%, + aby, bx +aby b% — aby

ili

a3b5

- —ab —ab i ek
e 2(&»1 @OxT—ayy T O = a’yl)_] = %7 = ab.

Neka je M (x, Y1) ma koja tatka hiperbole, jednacine pravih koje
sadrZe taCku M, a paralelne su sa asimptotama y = xg- “x hiper-
bole glase:

b
y=nh=E= k),

256

bl e

Temena paralelograma su: 0 (0, 0); M (x,,y,) i presetne tatke
asimptota sa pravama paralelnim njima.

ayj + bx; ay, + bx, B bx, —ay, bx, — ay,
. 2bh 2a ! 2 2a %

A

a povrdina paralelograma P = -%ab.

: ; ke +n .
883. Ako jetangentay = kx + n, tada je d, = 752—,;—;!1

n —ke ’
d, = — , pa je
2 k"--i-lp}

n = ket k= b — k(@ + b)) _
k2+1 K+1.
885. Neka apscisna 'osa sadrZi tatke 4 i B, a koordinatni pocetak neka

be.

~dd, = -

s¢ nalazi u srediStu duzi AB,‘onda jetga = 3—%,'1;5 B N §~Lx'
By B g
3+x 3—x faer g ~35=1
Teme C opisuje hiperbolu.
886. Analogno prethodnom zadatku dobije se da je traZeno geometrij-
sko mesto hiperbola '
x2 2 o
2 E s |
887. Neka je traZena tatka M (x,y,). Koeficijenti pravca potega su
< My o Yy ;
X, t+e i
[z uslova normalnosti i uslova da tatka M pripada hiperboli ima-
mo sistem ' -
yi=e—xt Abat—ay=ab»

X, =%+q a2+2b2. =+-——b2—--
l} a._+\b‘vy1 _m"

X, ~ 8
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891.

892.
"893,

894,

895.
896.
897.

898.

900.

901.

Proveravanjem se utvrduje da data prava ne sefe hiperbolu. Prava
3+ 2y + C =0, gde C € R, paralelna je datoj pravoj. Odredimo
C tako da ta prava bude tangenta hiperbole. Ako se y eliminiSe iz
sistema 3x + 2y + C 0 A 3x*—4y*=72, dobija se jednacina
e + 6Cx + 72 + C*= 0. Ova jednaCina ima dvostruko regen]c
akoje C*=1dd«C=12VvC=-12

ZaC= 12 tangentaje 3x + 2y + 12 =0 koja dodiruje hiperbolu u
tacki 4 (—6,3),a za C= — 12 tangenta je 3x + 2y — 12 = Ok()]a
dodiruje hiperbolu u taki B (6,-3) .

‘Rastojanje tactke 4 od date prave je V13, a tacke B je % Prema.

tome, najbliZa je tactka A4 (—6,3).

(= 1) +y2 = 18,
LAVITT 96 /
= OgE b 2')

x2 _}_‘2 = A

a=90°-d=V481.
b=2,1=—-1

Zae > a hiperbola

b2t — q? = azt,z;(ez L e b:) .
Zae < a elipsa :
bx* + a’y? = a*h* (a* — e* = bY).

) ) 2
- a’-+-2b1’i b .
Ve T E TR

" i D
DuZina tetive je -

Primedba: Polovina ove tetive naziva se parametar hiperbole i oz-

nacava se sa p = £

W -y =3

903. Jednacina (6) predstavlja hiperbolu sa centrom wu proizvoljnoj

tacki i osama paralelnim koordinatnim osama, ako je
B =0.A4C<0 (A 1iCrazlifitog znaka)i D, E, F € R.
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904, (x=3) iL_)_—I'

144 25 T
905.a)££;—2_k-§’2;51l-_~1,3x_2y_'g:0,
-2 —4=0 e

=1y -2)>
by G-t
) C(=51),a= =8, b= +6
I+4dy+11=0, 3x -4y +19=0.
906. a)5 (x + 1) — 7 (x + 2) =

b) L‘%Q - (-22=1

O3@—172-4@x+1)2=8
W.x—-y=0,x-y+2=0
908. a =6, b=3, C(1,0) ili C (21,0).
909. o = 45°,

7.7. PARABOLA

910. y* = 8.

911. y* = 16x.

912, y = 10x, F (3,0).
913. 10. |

914, 12 ~ 5y — 24 = 0.
915. x +y +T.= 0; 8.
916. 4pV3.

917. (3, £3v2).

3
7

918. (—%J +y=p

919y == VI @+ 1); 28

920. y2 = — 3y.
921. y = 2x + 3.
922. 3V5.
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923.
924,
925,
926.
927.

928.

929,
930.

931.

932.
933.
934.
93s.
936.
937.
938.
939.
940.

P = 108v3. .
Parabola y* = 4ax i pravay = 0.
Prava: y = 2.

Yo 5 (2 = 1.

WY=7pr

v =£x.

o _mX

(m + n%) _
Iz jednacinay = kx + n i p = 2kn sledi 2k*% — 2yk + p = 0, a odav-
de je kk, = 4.
Posto treba da bude ispunjen uslov normalnosti k, k, = —1, i sledi

.E_'-"_. : b
A= 1, a odavde
e

X 5.

Dakle, trazeno geometrijsko mesto je direktrisa.

Neka je sediSte jedne od traZenih kruZnica

S (x,y), onda je S4 = SB; ;
SA=SC—-AC=V (& +57 +)' -3, SB=2—x,paje
Vi + 57 +y" =2 ~xiliy* = — 20x, a to je parabola.

)3 —23 +6=0,  b)+2+5=0.

¥ =%
de — dy + 15 = 0.
a)rx + 1=0; b)dx =V2y + 2 =0.

ayx—-3y+9=0 )k —y+1=0.
x—=y+1=0ix+2y+4=0.

Jednatina tangente jex +y + 4 = 0, a tatka M (4, —8) .
x—+12=0ix+2p+4=0.

Jednaline tangenti glase

2t —y+2=0ix+y+4=0. _
Koordinate dodirnih tataka su M (4, —8) i N (1,4). Ugao iz-
medu tangenti iznosi 71° 34', a njegov uporedni 108° 26'. PovrSina
trougla iznosi 27. -
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941.

942.

943,

944.

945.
946.

Jednacina tetive je 2x +y — 4 = 0; dodirne tatke M (L,2)i
N (4,—4) ; tangente
x—y+1=0ix+2+4=0. o
Iz uslova da pravay = kx + n dodiruje datu parabolu i datu kruzni-
cu dobijamo sistem jednacina. _ -
%2 —2%m —n*+10=0A nk—1=0.
Redenje sistema je:

1 : 1 5
ky=3, ky=~3 i n,=3,n,=-3,

Jednacine zajednitkih tangenti su:
X=3y+9=0ix+3y+9=0.

Jednacine zajedni¢kih tangenti su:

x=0,3x—dy+12=0 i3r+ 4y + 12 = 0.

Jednatine zajednickih tangenti su:

2~y +1 =0, 2t +y+1=0x-2+8=0ix+2+8=0.
£t—=y+5=0ix+y+5=0.

a) P = 45°, )

b)dr+2y+1=0.

' ¢) Kruznica sadrzi tacke A4 (4,4), B (9 =6) iC(—=6,-1);

947.

948.

949,

jednacina kruznice:

X+yl—=3x+ Ty —48 = (.
d) a=45" ’ .
-Krive se seku u tatkama M (8,8) i N (8, —8) . Jednacine tangenti
u tacki M su:x + 3y — 32 = ( (kruZnice) ix — 2y + 8 = 0 (parabo-
Ie), a ugao izmedu njih p = 45° (135°), "

Jednatine zajedni¢kih tangenti su:

x=Ty+49=0,x+y+1=0ix—-y+1=0; njihove presetne
tacke su A(7, 8), B(=7,6) i C(~1,0). '

JednaCina traZene kruZnice: x? +y* — 14y — 1 = 0,

Krajnje tatke tetive su 4 (9,6) i B (1,-2). Jednatine tangenti u
tim tatkama su: . '
¥r—=3F+9=0ix+y+1=0.,

Njihova presetna tatka je C (-3,2).

Jednatina traZene kruZnice je:
R +y— 6~ 8 ~ 15 = 0.
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950.
cx+y+2=0ik~y—-8=0.

951.

952.

Jednadine tangenata su:

Koordinate dodirnih tataka 4 (—4,2) i C (8,8).
Jednadine kruZnice x +y — 6y — x — 32 = 0.
DuZine stranica A8 = 6V2, AC = BC = 63,
Koordinate prese¢nih tataka su:

_2@+H)+2¥2a*+1 -2V F 1
L2 ™ at 1 - a »
pa je povrdina trougla:
b =2 (@+1)+2¥2a* +1 =242V2a* +1 -
at a '

2@+ -2+ T

a

(_ —2-2VIF T 4
a ¥

3a =2 V2a*+ 1, odakle je a = =2, Prema tome, postoje dve
prave:

ZA+y—-4=0i2c—y—4=0.

Njihove presene tatke sa parabolom su -

(4= 4)\ (l, "Z) i (19 2): (45 _4)'

Jednacine tangenti u tim ta¢kama su:

x=2+4=0,x+y+1=0,

x—y+1=0ix+2y+4=0.

Prve dve tangente seku se u-tatki (-2, 1), a druge dve u (-2, -1).

a) Jednadina tetivejey = x — %, njene krajnje tacke sux = 9’ igﬁ,
y =3 +3v2, njena duzma]eMM = 12.

b) Jednacine tangenti su

-1 +VD)+9+ 62 =0i ‘ -
zx—z).}ag\/?)w—sﬁ:o

Njihova-presetna tatka je S (— k)

Njene koordinate zadovoljavaju jednadinu direktrise x = — %
; R . I = 2

Poﬁtojekikz_.u_ﬁ e, e

ugao izmedn tangenti je 90° .
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954.

2 955,

953.

JTetiva koja sadrZi Zizu F (0, E) gradi ugao od 45° sa Ox osom i ima

jednacdinuy - % = x, a koordinate njenih krajnjih tacaka su’

13 =P‘ V2, Yo = 2 122 ﬁ; njena duZina d jé data izrazom
42 = (2p@)2 + (zpﬂ)z =16p? =d = 4p.

‘Tetiva koja sadr# #izu F (0,5) i gradi ugao od 60° sa osom Ox ima

jednacinu y — & = v3x, a koordinate krajnjih tataka su

=pV3 £2p, y,= %{1 +2pV3;

njena du¥ina d dobija se iz jednaline

d>= (4p)* + (4pV3) = 64p> > d = 8p.

Jednacina tetive koja sadrZi ZiZzu parabole je

y=k@-5§), |

a koordinate njenih presecnih tac¢aka sa parabolom su
_p+2)x2pViE + 1 _pEpViE+1
R et 2= k i

Duina tetive je

p(k* +2)+2ch~ —p(k“+2) 2ka~ +1
pAp N4 =p4py g 1Y .
+ k _16p~

ili posle sredivanja 3k' — 2k* — 1 = 0, odakle je
=1 i 3 U k=

ili 2c+2y —p= 0 i nagnuta je prema osi parabole pod uglom
a = 45°, a koeficijent pravca tangenti parabole u tim ta¢kama su:
P T— |

T o1rxvE+1l 1xV2
kik,=—1=a=90°

*+1, pa chnaéma tetive 2x —~ 2y — P= 0

Presecne tacke prave sa parabolom su:
_p—kn £Vp' —2pnk 2 _pxVp*—2knp
- 2 hE k i

s
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956.

957,

958,

Koeficijenti pravca tangenti u tim tatkama su
B 7
C PV~ 2kmp |
. k= L
Prc‘ma uslovu zadatka je TFEE™= I [.)ddl‘(IEJC
kp kp
p=Vp=2knp p+Vp = 2knp

s
P = (7 = Zinp)

1+

ili (gn—g—kﬂj + 2knp = p% za p=2 poslednja jednacina se svodi na

nli-k _
(- 5 )+nk-1.

-

Jednacina prave paralelne sa datom pravom je y = 4x + n, a da bi
dodirivala parabolu, treba da postoji uslov 256+8n = (), odakle
n = —32, pa je jednacina tangente 4y — ¥ — 32 =0, a njena dodir-
na tacka M (16,32) . .

Temena trougla su: F(0,2), A(8, 0), M(16, 32), P= 136. Jednacine
stranica: ;
FA:x+4-8:0,AM:4x—y—~32=Ui
MF:15x - 8 + 16 = 0.

Jednacina opisane kruZnice je

=8+ (y = 17)? = 289. ‘

Iz uslova da prava y = kx + n dodiruje elipsu i parabolu imamo da

. 9q% . e i
je ”295“ +b6°=25ip = 2kn, odnosno iz sistema

9% +25b? =625 K@’ —B*=0 >a=5b=4p =6
Jednadine traZene elipse i parabole su

L6 + 23 = 400 iy? = 12x,

Dodirne tatke su: M, (-3, 19) a1, (23, 10).

Koeficijenti prayca pravih FM i FM su:

8 . 15
k=5 ik =2,
Da bi prave dodirivale parabolu,” moraju biti ispunjeni uslovi
P =6:pk =4, a da prave obrazuju ugao od 45° treba da bude
ispunjen uslov - ' -
1.1 1
I7x=1-%
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" 959,
960.

961,

962,

964.

963. a)y® = 4x;

odakle se dobijaju dva resénja:

: Eos . 41 R
k1=2,/1,=3,P1:2lkzz“-‘:g__*-"“z“"_ju?z'_‘ 12.

Jednacine traZenih linija su:

X =3 +9=0x+2+4=0iy =4

b)) 24y =3=0,3—y—2=0iy = -2l

Dve tangente: v = 2y + 3 = Qix + 2y + 12 = 0.
Tangentau tacki A (?1{, 1) ima jednacinu

4c =2y + 1 =0. TraZeni ugao ¢ = %— Dodirna tetiva ima jed-
nalinu 4x — 7y + 6 = (. Tangenta paralelna sa ovom tetivom ima
jednacinu - :

16x ~ 28y + 49 = 0, :

a) Presecne tacke su A (9, —6) i B (4,4), a jednatine tangenti u
tim taCkama sy :

X+3+9=0ix - 2y+_4=0',a'ugaoizmedu njihjego=—'}; _

b) x2+y2 —3x + Ty — 48 = "¢ a:%,

Jednacine tangenti parabole su:

utackid (1,2) jex—y+1=0;

utaCkiB (1, -2) jex+y+1=0

i utalkiC (49, 14) jex = 7y + 49 = 0. :

Koordinate temena trougla su: M (-7,6), N (~1, 0), P (7,8).

Jednacina opisane kruZnice jex? + y? — 14y — =0.

JednaCina upisane kruZnice je (x + 1)2+ (y — 4)2 = 8,

b)x-3y+9=0ix+3+9=0;

C) a = 45% d) P = 33.

a) Jednacina hiperbole je 3x2 — 4y? = 12; koordinate dodirne tatke
A(-4,3); '

b) Jednalina parabole je y? = 4x.

~ Tatka dodira je B (1, —2) . _

¢) Jednacina kruZnice je 2¢* + 2y? — 8y — 1 = (.

i i 3 AN
Tatka dodira C (-- 3> 7) !
—4+1 3 3- 1

B amie Tt

2
77

d)

J
[
n



965. Jednalina pramena sa eentrom u tacki M (x,,y,) glasi
yuy =R =2

Odredimo onu pravu pramena koja dodiruje parabolu i ?adomﬁ
ljava uslov dodira

P =2kn,ilip =2k (y, — kx)).
Kvadratna }cdnaffma 2xk* — 2yk + p = 0 ima jedinstveno redenje

po k, k = E’ jer je njcna diskrimanta nula. Kako jeyi= 2}?),1, to
je k = 2 , pa traifena tangcnta je |
y—y = Y, (,x —X) =W, =pl(:c A2k

966. Jednacinu tangente yy, =p (x +x,) pretvorimo u segmentni oblik

B ey,
= Py
ke

Odsecak na apscisnoj osi jednak je dp’iClS}l dodirne tacke, a od-
M
P_7 »
‘ ooy 2

polovini ordinate dodirne tacke.

secak na ordinatnoj osi,

967. Jednatina tangente u tacki M (v, y,) glasiyy, =p (x +x,).
Koordinate tacke P dobijaju se iz sistema

w=p +x,) Ax‘_j _%s P ("’%’ }%(x} —%)) >
a koordinate tatke Q iz sistema )

wi=p@+x)Ar=50 (% L, +%));

2
FQf}%(xl+g—),aFP=\/pz+ (xf%) =

=V pe 2 e ; “
l/_‘%()ﬁ,xl' px1+PI) -‘5—] (xl-k%):

=R

}%(x, +8) 4. FQ=FP,
266

- 2 . . '
968. KruZnica (x s %) + y? = 4p?* sa datom parabolom ima zajedniCku

. tatku A (37%2, p\/?)
Ugao izmedu tangenti na paraboli i kruZnici, u tacki 4, je ¢ = 60°. |
-969. Bp = 24C.

970. Jednatina tangente u tacki M (x; y,) glasi yy; =p (x+x,), a jed-
nadina prave koja sadrzi Zizu parabole normalno na ovu tangentu
glasi '

y:%(x—g‘).

Zajednitka tatka tangente i ove prave ima koordinate ({}, }%) =i
pripada tangenti u temenu parabole.

3

2

talku A %,. *p 'Ugao izmedu tangenti u tacki A na parabolii

kruZnici iznosi ¢ = 45°.

" 971. KruZnica ( _B) +y? = p* sa_datom parabolom ima zajednicku

972. Krajnje. tacke parametra parabole y* = zpl imaju keordmate
M(z, p) i N(2= -»p) a jednacine tangenti su 2x — 2} +p=0i
2t+2y+p=0. -

Ugao koji obrazuju tangente je ¢ = 90° .

973. (0,0),(3,6). '

975. y =2 =10

976. x—y+1=0x—2y+4=0 a = 45°.

977. a)2x —y + 2 = 0, 2+y+2=0

‘ b) A (-4, -6),B(-4,6),C(1,4), D(l 4)

- )P =50;d)a=90°.

978 . (x —9) -y =45

979. x* + (v — 4)* = 20.

980. Tetiva koja je dva puta ve€a od parametra gradi ugao sa osom pa-
rabole od 45° ili 135° . Druga tetiva gradi ugao od 60° ili 120°.
Ugao izmedu tetiva je 135°.
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981,

982,

h-tyt9=0p=1

Y=120 ¥+ (p - 92 = 18,

983, (x —3)+)2 =136, = 45°,

- 984,

985.

986.

987
98,

A5, ~6),B (4,4),C (=6, 1), 3d= §C =45,

X +y —3r 4+ Ty —48 = 0,

) ) - y?" 1y’

I N L B o X 125
ot T TRt B s (ET) =4

C) ¢ = arc tgV6.

a) Parabola y? = 2gx (q>0) je konfokalna sa datom hiperbolem
ako im s¢ Zize poklapaju. Stoga je e = %«a g = 2e, pa jednatina
parabole ima oblik y2 = 4ex,

b) Jednacina hiperbole ima oblik
by, — a?j-}o = a’h? gde je (x,,y,) dodirna tatka. Za Xy = —g i

Yo = —p, jednacdina tangente postaje ex — ay + a? = (). Zajed-
nicka tatka ove tangente i parabole je redenje sistema -

Y=dex Aex—ay+a’=0=> B (g—z. 2a).

¢) Koeficijenti radijus vektora ‘u

b? 2 2
Kar = :{Ije‘ = Zae Ky = — — =2

Potto e zadovoljen uslov normalnosti, oni su uzajamno normalni.

xy =15,

a)7(2,3), F(3,3), d:x - 1=0;

b) T(2,2), F(~3,2), d: dv ~ 17 = g
c) I(L,1),FQ,~1),d:y -3 =0
d) 7(=6,2), F (~6,4),d:y = 0;

&) T2 1), FB.1),dix—1=0
DT@1) F(2,~2),d:y=0.

989.p=2,f=4 a=—4
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7.8.. GEOMETRUSKO TUMACENJE RESENJA SISTEMA JEDNACINA 1
. * NEJEDNACINA PRVOG I DRUGOG STEPENA SA DVE NEPOZNATE
(PRIMENA ANALITICKE GEOMETRIJE)

992, (3,"-3) (8,2).

993 (2, £3,5).

994. (1, +0,87).
995. (+1, £3),(3,1).
996. (1,4);(-3,2).

- 997, (£2, £3),( 23 ,.%5)

998. (& 4, £3), (£ 3,4).
999. (&3, £3), (£5, £3).
1000. Resenje je prikazano na slici 40.

Stika 40

1007. Resenie je prikazano na slici 41."

Slika 41
1008, Iz y+3 > [¥=2¢| 20 2-y|x+1| 20sledi

y+y >0 i2-y>0. Odavde Sley<a > y=0V y=1(/€ Z).
- - 269 '



1009,

1010,

L Zayzo » — [x?—2x| +%— >0 A [x=1]<2.

Ovaj sistem zadovoljen jé za (0, 0)i (2, 0).

2. Zay=1= ]x*—Zx]':% A lx—1]<1.

Ovaj sistem j€ zadovoljen za (1, 1).

Mogu¢im slu¢ajevima

1 242504 y=2>0,

2. x+2>0A y=2<10,

3. x+2<0Ay-2 >0, =
4 x+2<0Ay~2 <0, '
odgovaraju respektivno relacije:
L —6<x—y< -2

2. -2<x+y<2,

3. =2<ax+y<2,

4. —-6<x—y< -2

. Slika 42
Osencena oblast na slici 42 je reSenje nejednacine.

Leva strana nejednakosti je oblik a%, gde je
a=|x+y| =0, b=—x+y+1.

Data nejednakost je ispunjena ako je

L'az1A b=(; -

2. a=1A b=0, sa izuzetkom sluajaag = 0,4 = (.
Na osnovu toga dobija se |

L Jx+y|=1n =2+ 1=0:

2. |x+y=1n —X+y+1=20,

(1 =
N
Skup tataka ¢ije koordinate zadovoljavaju uslove 1 2, odnosno

relenje polazne A S i ;
05135{). ! fejednakosti, prikazan je na slici 43 (Srafirana

pri femu je iskljﬁéena tacka P

Stika 43
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VIII. GLAVA

8. MATEMATICKA INDUKCIJA. NIZOVI

8.1. MATEMATICKA INDUKCIJA

. 2 y
1011, 1° 7 (1) je istinito jer je 1=A-"=1.

2° U skupu prirodnih brojeva vaZzi implikacija

1+2+3‘+...+k=ﬂk2ﬂl o

FETC TP SR o ] o
(b 243

2 &
Po pretpostavci je 1+2+3+...+k = ﬁf‘_z“i‘ll
Dodavsi k+1 svakoj strani jednakosti imamo
1+2+3+'...+k+(k.+1)=l(%f—il+(k+1)‘=
=k2+k~52k+2:(k+ 1)2(k+2)

¢ime je dokaz zavrien.

1012. Zan = 1 tvrdenje je ta¢no, |
1A+DE-1+1) _,
6 e .

12=
‘DokaZimo da u skupu prirodnih brojeva vazi implikacija

4223 = KNI | pggmy s ery=

_ (kD) (k+2)(2k+3)
- 6 2 s

Ako levoj i desnoj strani pretpostavke dodamo (k+1)% dobijamo: ,

_ (e D)(+TR+6)  (k+1)(k+2)(2k+3)
e 5 - 8 ’

Cime je dokaz zavrSen.
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1013. Analogno prethodnom zadatku.
1014. Analogno 1012. zadatku.
1015, Zan = 1 tvrdenje je ta¢no,

o TN I

1-37 2 2% 175

DokaZimo da je taéna iffiplikacija

1 1 1
T3 g3 tys+
1 k 1 1- . 1
R B s ki B 3TE syt
4o~ 1 k+1
IR S %3

Ako dodamo svakoj strani pretpostavké ¢lan

I _
Ge+T) @k ¥ 3y ‘mame
1 1 1

BVt ot

1 J 1
STy (“2k_+'“1)‘ TETH Ty

_ k 2K +3k+1 k41
7 W ) 1) k+3)y" &+ 1) 2k+3) ~ 2k +3
Kraj dokaza. '

1016. Zan = 1 tvrdenje je tacno, jer je
L
Dokazimo da:

P+2+34 42 = (kﬁ@l)a»
(gk +1) (k + 2)) 2

2
Dodavsi svakoj-strani pretpostavke (k + 1)%, imamo

]3+23+33+...+k3+(k+ 1)? = (M) +(k+1)3

w2
o s (K+4k + 4 k+ 12 tk+2 k+1) (k42
=k+1) .(kﬁt__l ( Yk+2¢ ({ ]i ))
Kraj dokaza.

1017. Analogno prethodnom zadatku,

P+234 34 ot (k+1)p=
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1018, Zan=1,1-3=

414»1)(2 1+7)

=13 wrdenje je tatno.

-

Dokailmo da je tacna za svako ki 1mp11kacrja

k(k+1)(2k+7) -

1:342-4%3-5+ . +k(k+2)=

1-34+2-4+3-5+.. (k+ 1) (k+3)= K—H)("”)(Z"”)

Po pretpostavci je A
k (k + 1) (2 +7)

1-3,+2-4+3-5+...+k(k+2)=

Dodavsi (k + 1) (k + 3) svakoj strani ]ednakostl imamo
13424435+, crkk+2)+Hk+ 1) (k+3) =

=—(k”)6(2"+7) +(+1) (k +3) =

(1) (24 13k +18) _ (k+ 1)(k+2)(2k+9)
» . _

Sto znaéi da je identitet ta¢an za svako n pr1r0dn0

1019. Zan = 1,1 =2-1=1tvrdenje j Je tatno. DokaZimo da je taéna_i
1mp11kacua

1+24+24 L+ 21 =2k 1l 42424 o 26 = 21
Ako dodamo levo; i desnoj strani pretpostavke 2*, imamo
1424204 . 2 4 k= 2k = ] =gkt _ |

1020. Zan=11= (L ~1p 1—(1—;——12; 1 tvrdenje je tano. DokaZimo
da je tatna i implikacija.

12-22 43—, AR = (- 1)**1"__L_l’*+1
o224 3 g (o) e+ iy (crp RN E D)

Dodajmo levoj i desnoj strani pretpostavke
(=1)*(k + 1)% onda je _ _

P=2 43— 4 ()R (=1 (ke + 1)2 =
= (= EEED | g1y

=gy o) = 1)k~*l(k+1>(k+2)( 1) _

CHYk+D)k+2)
= 5 :
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1021.

1022,

1023.

1024.

1. 7(1) je taCno, jer je 3 — 1 = 8 =0 (mod.8).
2. Za sve prirodne brojeve vaZi: ako je
3% = 1= 0 (mod. 8) = 3**2— 1 = (mod. 8).

Po pretpostavei 3* — 1 = 0 (mod. 8), tako da postoji purodan bro;
x takav da je

3% —1=8, ili 3* =1+ &.

PomnoZimo obe strane ove jednakosti sa 32 = 9,

Dobijamo 3%+ = 9 + 8 (9x) ili

=1+ (848 (W) =1+8(1+%N).

[tako 3**2 — 1 = 8 (1 + %), ili 3%**2 — 1 =0 (mod. 8).

Oznatimo dati broj sa

fn)y=3: 55 L2041 gy g =71,

f(1)=3:125+ 16 = 391 = 0 (mod. 17).

Dokazimo implikaciju

f(k) =0 (mod. 17) :'F(k + 1) =0 (mod. 17).

Posto je .
flk+1) =3 5601 4 23kl = 3 7 o gl o

=3 . 5%+, 524 9%+ .5 =25 .3 .l5** L8 kel _

= 25 (3-5%*14 2¥+1y _17.2%+1 = 25f (k) —17-2%+! =0 (mod. 17),
jer je prvi ¢lan razlike delle sa 17 po pretpostavci, a drugi je
oc¢igledno deljiv sa 17, pa je implikacija tadna za f(n) n&N.
Neka je f (n) = 11n+2 4 12241, -

f(1) =11* + 12% = 3059 =0 (mod-133).

DokaZzimo ta¢nost implikacije
f(k) 0 (mod. 133) :af(k + 1) =
‘Kako je

fllet 1y =110 4 10 =

= 11-11%+2 4 122-12%+1 4+ 11-115+2 4 144 12%+1 =
= 11:(11%+2 +-12%41) 4 133.12% =

= 11f (k) + 133 - 12" = 0 (mod. 133 ),

0 (mod. 133). .

jet je prvi ¢lan sume dLl]lV sa 133 po pretpostavci, a drugi o€igled-

no deljiv sa 133 ¢ime je dokazana implikacija.

Neka }ef(n) =21 Gl 4 3p — 2.

Zan=1, f(1)=2-9+3 -2 =0= 0 (mod. 54).

DokaZimo implikaciju - .

[ (k) =0 (mod. 54) = F (k + 1) = 0 (mod.54).
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1025,

_1026.

1027.

1028.

Posto je

fE+1) =2 0@+ 1pr3k+1)-
=2%*1. 4 ~ O - 15k~ 8= -

=4 (2%+1 — 9* + 3k — 2) + 27K — 2Tk = 4f (k) + 27k k—1)=
= df (k) + 27 - 2p = 4f (k) + 54p, jer je

k (k — 1) = 2p (paran broj ), af (k + 1) = 0 (mod.54), K
posto je prvi sabirak deljiv sa 54 po pretpostavci, a drugi oélgled-
no, samim tim je dokazana i implikacija.

42

Neka je f(n) =3 —8n—9. Akoje
n=1,f1)=3"~-8~9=64=0 (mod. 64).
DokaZzimo da je tatna i implikacija '

f (k) =0 (mod.64) = f(k + 1) =0 (mod. 64).
fle+1)=3"-8-17=" .
=9 (3% 8k —9) + 64 (k+1)=9f(k)+64(k+1).

Dakle, f (k+1) =0 ( mod.64), jer je prvi ¢lan 9f (k) del]iv po preb
postavci sa 64, a drugi ocigledno.

Ako je f(n) = 7+ + 82" =0 (mod. 57), .

f(1) =7 + 8 = 855 =0 (mod. 57). Dokazati ta¢nost :mphkacqe
f (k) =0 (mod.57) = f (k+1) =0 (mod. 57).

Kako je

fk+1)= 7"*3 + §EI =77 : 7% § 64 - §¥*t =

=64 (77" + 8 57 - 2= 64 - f (k) - 5T - T,

zakljudak se 1zvod1 jednostavno.

Ako je f(n) = 3%+ 4+ 5 - 2%+1 onda je
f()y=3+5-24=323 =0 (mod. 19). Dokaz1m0 implikaciju

f (k) (mod. 19) = f(k + 1) = 0 (mod. 19). h

f(k+l) 33k+1+2 4 §.73k+D+] = 33k+’ 334 5. 23k+1 232

27 (P 5000 o 1905 k8 = 27f(k) 95 - 2%,
Dakle f (k+1) = 0 (mod. 19) jer je Clan 27 - f (k) deljiv sa 19 po
pretpostavci, a drugi 95 - 2%+ pﬁigledno, pa je implikacija ta¢na.
1° T (1)jetatno,jerje2 =1 + 1.

2° Za sve prirodne brojeve ako je 28> 1 + k=

261> 1 + (k + 1). Po pretpostavci je 2 > 1 + k. ,
MnoZenjem obe strane ove nejednakosti sa 2 dobijamo 258 20 4 2
Podto je 2k > k, gde k€ N, imamo

X122 + 2% >2 + k=1+ (k+ 1), §to je trebalo dokazati.
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1029.

1030.

1031.

- 1032,

1033,

1° T (~1) je ta¢no, jerje—=2-9-13+25=1>0.

2° Za sve céle brojeve k = — 1, ako je

2k = 9k +13k +25>0 = 2 (k +1)°=9 (k+1)*+13 (k + 1)+25>0.
Dokaz:zan = k + 1,27 -9 + 130 + 25 = :

=2k + 1)3—9(k+1)2+13(k+1)+-25= .

=2k = 3k +1k + 31 = 2k* — 9k + 13k + 25 + 6k — 1)~

Po pretpostavci 243 — 9k2 + 13k + 25 > 0, aizraz 6 (k — 1) je o&i-
gledno pozitivan. ,

Za n =2 imamo da je (1 ThY=1+2r+h'>1+ 24, jer je
h* > 0.

‘Dokazimo implikaciju

(1+hY>1+kn=(1 TAYT ST+ (k+ 1) A

PomnoZimo li obe strane pretpostavke sa 1 + 4>0, dobiéemo
(LAY (1 + )y (1 +kh) = 1+ (k+Dh+nh?>1+ (k+1)h,
{j. implikacija je tacna, cime je tvrdenje dokazano.

Zan = 5 nejednakost Je tatna. DokaZimo da je tatna implikacija
28> k= 2k > (k4 1)~
241 > 2k 2k + Sk, jer jek =5

Iz nejednakosti 2*' > k2 4 dk + k> k2 + 2k 4+ 1
sledi 2641 (k + 1)? |

Zan =2 data nejednakost vaZi. DokaZimo da vazi i implikacija
VP + VaE <V g + VT + Vg <V g,

PoSto je Vpk+t 4 Vghed ) -

=V Vp + Vg sV T g) +VEEVp Ty =

= (VP +VaF) - Vp+q <V T qf Vp +q = Vi T35 do-

kaz je zavr3en.
Zan = 1 identitet jc tadan, jer je

. X x
r sinx Zsin g e x
cos§= = Bt =cosj.
’ 2 sin 5 2 sin 5
DokaZimo da je tagna i implikacija
X sinx
cos = . cos-ﬁ * COS #7... cosf,; = ——’——
2 2r 2 2 2k sin X
2%
X : x sinx
COS *2-' * COS%E * COS ? C.OS zkxﬂ =

s, X
2k+1 s1n~2'-,;;T
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3 e Ty s . X .
MnoZenjem leve i desne strane pretpostavke sa cos ¥ IMamo
% X X X X sinx X
CDSE » COS? i COSE-?... COS—Z—; . CUS?TI = _—“—1— ‘ COSW =,
- 2% sin :
2k
Sinx - cos x ' o
’ g sinx
. & X 3
2% « 25in 2657 C0S 5y 2K+ - sin et

Sto znadi da je implikacija tatna, pa je tvrdenje tatno za svako n
koje je prirodan broj.

-
-

sinx
Pokazimo da je tatna i implikacija

1034, Zan = 1imamo-sinx = 30X _ sinx i identitet je tacan.

S+ Sin 3+ 5in 5 + ...+ sin (2% ~ 1) = SIEX,
= sinx + sin 3x + sin 5x + ... +sin (2k+ 1)x = Ml{%ﬁ

Ako se doda levoj i desnoj strani pretpostavke sin (2k+1) , sledi da je
SInX + sin 3x + sin S¢ + ..+ sin (2 — 1) x + sin (2 + Dx=

_ sinkx
sinx

sin? kx
sinx

i !
+sin (2k+1) = +sin (2k + 1)x

= Sin’kx +sin (2k + 1) xsinx S, :
- ~sinx - &

Sin ke + 3+ (cos2ke — cos (2K + 2)x)

sinx .
= 28in*kx + cos? kx — sin?ky — cos (2k + 2)x
. ; Zsinx
= 1—cos(2k+2)x _ 2sin’ (k+ 1)x _ sin* (k + 1)x

2sinx 2sinx sinx

Dakle, implikacija je tatna, pa je identitet tacan za svako prirodno.,

1035. Analogno prethodnom zadatkuy,

sinxsin:
1036. Zan = 1,sinx = — > identitet je tadan,

sin
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DokaZimo da je tacna i implikacija

. k+1 L okx
sin —s—x sin -
sinx +sin2x + sin3x + ...+ sinkx = % — =
: sin = )
2
o b2 o i)k
sin —s=x sin 7
sinx + sin 2x + sin 3x + ... + sin (k+1)x = %
' . sinj

Ako se doda levoj i desnoj strani pretpostavke sin (k + 1) x, dobija se

sinx + sin 2¢ + sin 3x + ... + sinkx + sin (k + D x =

. B
sin =5—x sin -
™ ' £ +sin(k+ 1)x=
sin
o Rl e R e e B s T
_ Sin ~—5—Xx Sin - + 2 8in 5 X oS —5—Xx Sl 5 _
- sin =
2
sin}f%x(sin% + Zcos%x : sin%) '
B sin -
; )
sin E%lx (sin—}%x— + sin %—2—): — sin %) - kzzx'sin k-;l 5
sin% sin%
Implikacija je tacna. .
1037. Analogno prethodnom zadatku.
1038, Zan = 1 imamo
| I S .
tgx+-ztg§=~2-ctg-2--—2ctg2x— = Y
£7
1 Z 1 j
- = {gx + oo o
X 21gx hg X 18X
gy 1 —tgx 1tg3
=tgx + Ix—- lx = tgx+%tg.~‘;—._
2g§_ Zmi _
X
Tvrdenje je tacno.
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1039.

=§m(20tg%+tg§§ﬁ)—2ag2x=j , e

ki

Dokazimo implikaciju

1 -2+ 1 ;
tgx+§tg—z+?tg%‘;+...+§]5;tg%=—%ctg%—zagzvc:al
S N 1 |
‘lg:n+f2—tg-2-+?tg?+...+wtg%=§%ctg2"”wZCthx. ‘
'Dodajmo levoj i desnoj'str-ani pretpostavke 1 tg X
3 2k+1_ e+1

Tada je .
s e o A e 1. x 1 ., X
g+ 3@+ gtk b g+ e B gy =

1 X 3 1 X
?Ctg?mcthl. +§mtg§£-+—r:

1 [ % |
=F’T (Ctgfgf‘f- (Clg%-{- tgixm) ] ——20tg2x=

2x X
€08 ("27?" "t Tf’ﬁ)
1 2% :
= 251 | Ol 5mr + —— = —2cg2x =
Sin ?ﬁ COS 'zm ]
1 2% P ;
= 2k+1 cig 2k+1 + . IZL . ZCtg"‘Zr =
sin EITI
2%

1 Cosmpr + 1 1 2 :
= kT e 5% —ZCthAf:EHI—CIg*Qm—.ZCthE,

Cime je tvrdenje dokazano.

Zan o= 1 imamo Cosx +isinx = cosx +i sinx, formula je taéna.
DokaZimo tatnost implikacije (cos x + i sin x)* = cos kx + sin kx =
(cosx + isinx)**! = cos (k + 1)x + isin (k + iy o

Ako pomnoZimo obe strane pretpostavke sa cos x + i sin X, imamo

-(cos x + sinx)**! = (coskx + i sin kx) (cosx + i sinx) =

COS Akx.cos x + I sin kx cos x +sin x cos kx + sin kx sin x =
COS kx oS x — sin kx sinx + i sin kx cos x + sinx cos kx =
Cos (kx +x) +isin (kx +x) = cos (k + 1) x + i sin k+ 1)x.

. Implikacija je tagna, pa je i Moavrova formula tadna za svako n
prirodno. :
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1040.

1041,

1042.
1043.

. ay—=vb 2

Zan=1, .

1 R S | @ o = lad 44
l+x "1+ 72T " 1-F -0-0@+0a+x)
_—Ex-DE*+22x+3) P+ +3
0=+ A+ 0+x0d+x)
tvrdenje je taéno. DokaZimo da je tatna implikacija

1+1+1+_|_2’¢_"1+2*‘le
14+x 1+ x? 14+x" 1+_r25_x—1 1__x'2k+]

| 1 4 kel N 1 k2
=7 +x+ 1+ x? @ 1+x* P Ty ‘—JJ'“ 1 & 1\___};2;“’2'

k42
Ako dodamo levoj i desnoj strani pretpostavke - 2 s dobija se
1 +x

1 2 4 s il S
R 70" "'+1 $ 52 Y gt
- 1 2k D+l . 1 2 . Dkl _
—)\:.__1+1_x2k+1+1+x2k*2m_1-_1 I‘xzzfc‘?'l_

1 Qk+2 g
=z * 423

x—=1 1 —x2
§to je trebalo dokazati. .

Zan=1,

a,=3a;-2a,=3-3-2-2=5=22+1, i trdenje je tatno.
DokaZimo implikaciju

a=2°+1= a,,,=2*"'41. Kako je

G =3a, - 24, =3(2*+1) — (2* '+ 1)=

=328 4+3 -2 =22k 41 =2%141,

Implikacija je ta¢na.

Analogno prethodnom zadatku.

Zan=1,

1 b
—( +E) - Vb

_ =a3—2mf5+b:(a'—\/5)z
a, + Vb 1(“"'"'2‘)'*“/5' a*+2avb +b  \a+ Vb

2
tvrdenje je tatno. DokaZimo implikaciju

a;c‘“‘/E: a—ﬁ2k$9k+1_"/5=' a—+vb
a+vb  \a+ Vb a,,+V6- \a+vh

2k+1
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1044,

_:(d +4) (&~

Kako je

0] ==

sy - Vb =
a.,.,+vb

b .
a+— | Vb : ;
( * ak) _a=2aVh +b ’ak—/\/F) "

T a-2aF +b la +vh |
(ak + ;?—} +vb R0 . j
ke

b —

L ((a = .\/b_)z*)f_ (a . ﬁ)z . 2k 3 (a 4 \f;?) 2k

at+/b “la+vB E??‘EI'_
Implikacija je ta¢na.

Iz rekurentnog obrasca imamo
a;=(a+p)a,—afa, =
Cat-p
- a + = :
== Blatp)=r—s
Pretpostavimo da je za neku vrednost n = k, a i za sve manje vred-
nosti od k, tacan odnos

ak+1 = ﬁk+1

a—p

DokaZimo da je ovaj obrazac taan i za a,, .

lﬂk=

~ Stvarno:

1045,

U1 = (@ +B8)a,~afa,_, =

ket — Bls ok — B
={ELa) _:z-w_ﬁ—_—aﬁ";_—“z
(a+B)(akl =Bty —af(ak — ) ak+ + sz \‘
B a=p T
dakle, matemati¢kom indukcijom smo utvrdili da je opsti ¢lan niza
o_-n+1‘ — ﬂm-l :
a, = _Q:F

Zan =2,2% = 2* = 16, tvrdenie je tatno.

Dokazimo da je tatna i implikacija

(2% poslednja cifra 6 ) = (22! - poslednja cifra 6).

Kako je 27" = 22" o 2%y, ovaj broj zavriava sa 6 jer broj koji
zavrSava sa 6 i njegov kvadrat imaju tu osobinu.
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1046. Zan=1,f(1)=32—1 =8 =0

1062, Zan=2 %1%

(mod. 21+2),
DokaZimo implikaciju |
f(®) =0 (mod.2+?) = f(k + 1) =0 (mod. 2++3),
Kako je '

flrE+) =" 1282 3= gfps = @G -1 @3+,
f(k + 1) =0 (mod. 2¢+3), jer je 3% — 1 =0 (mod, 2¢+2

) po pretpo-
stavei, a 3% + 1 =0 (mod. 2) ’

s obzirom da je 3
implikacije.
f (k) nije deljivo sa 27+

*+ 1 uvek paran broj, ¢ime je dokazana ta¢nost

» Jer nije tatna induktivna hipoteza,

1047. Zan= 1L,f(1) = 2' + 1 = 9 =0 (mod. 31+1),

DokaZimo da je .

fk)=0 (mod.3+) =f(k+1)=0 (mod. Y

Kako je

Flle+1y=2"" 1.1 =34 1= (23")3 +] =

=@ 1) -3@Mr-3 2 s Fp1p oz 2%*+1),
fk+1)=0 (mod. 3¢ + 2), jerje

flk+1)=0 (mod. 3 +2), a (2 4 1) Y=f(k)f (k) ,atoje de-
ljivo sa 3%+2, drugi ¢lan razlike se moe napisati u obliku
3 2% f(k) ato je deljivo sa 3k+2

57 =Vaa,, tvrdenje je taéno.
Neka je '
G ta,+a;+...+aq &

> - =Va, - ay- ay.a,

a,ta,+a, + ... ta,+a,, _
- k+1 -
a+ay+as+..+a k- :
i + ak+] k 5 ‘\/ai : al L a3...ak + ak+1
> .
k+1 -~ k+1 -
Ako se uvedu smene |

- tada je

Q1" @ Ay..q, =xFED g = ph+l g je
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oz ;,“"W i L i

_ R ap ka s

k :
k - -\/al i/ PER e SO + ., K+t .
EF1 —- Va6, 8y 8y =

~ ot ey gk ]
R A T+ 1 B
ok (x —y) —y (b —y5) (@ —y) (et =kt =yt .
== E+1 ;i E¥1
(x = y) (k= <=1 M2 4 L + xF = y%) B

. T k+1
(& — p)F (F1 x5 (x4 y) + 2k @+ +y)+..+
' k+1
(ﬂ4+ﬂﬁwn”+ﬁﬂ)>0
k+1 4
$to znadi da je Fii +‘j: Lo Tl-a" >Va, 4, a4, .

~ Znak jednakosti vaZi ako jea, =a, =a; = ... = a,.

1063.

1064.

‘ 1,1 -7 14 13 ' ’
Ha=lgti~m %™ & ‘
Pretpostavimo da je, za n =k,
1 1 4 98 °
ittt
DokaZimo da je ,
1 13

1 11' . —-———-—-—:"“_'"1
S O T AT (E S Vg2
Neka je ‘

1 1 3
Skz_m+m+...+2kaa

1, 1 S ika
5k+1=.m+_ﬁk+3+“'+2(k+1)'RaZh.

1 - S (T 1 >0,

) 5 ) I 2 Wl X (2% VY ) 2 D)
| | 13
i =S >0 58,,,> 5,28, > 5.
Zans2, -‘

' ' a’ +b? e
2 (@ +b%) > (@ + b) > a2 + b > 2ab » “—— > Vab?,
tvrdenje je tafno.
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_—r 2. ONACNI NIZOVI
Pretpostavimo da je 8.2. BESKONACNI N1Z

(1) 2@+ b4 > (a + by n+2 1
Dokazimo da je 1068. a)a, = -+, . b)a.= CICEIE
(2) 2% (a1 + b**Yy > (a + by, a,=a -1, " dya,= (=1 &) G, = :_1

Ako pomnoZimo (1)saa + b > 0, dobija se
ZTH(@ + by (a + b) > (a + by, v
Da bismo dokazali (2), dovoljno je dokazati da jc
2k (a*+! + b“”) k=1 (a* + b (a+b) = - '

Zf:] * f«f”‘” > a4 a'h + abk + b o 1069. Niz je monotono rastuéi ako je a,<a,, , ili
@B > gkh +abk = (a* - b¥) (a - b) > 0. : a, - a,,<0. Za dati niz imamo
Ako je a>0, oba &inioca su pozitivna, pa je i gornji proizvod po- : B 3n 3n+3 e

zitivan. Ako je a <b Oba Cinioca su negativna, pa je proizved ta- . STl TR T s g Bn+1)(3Bn+4) <0,
kode negativan.-Timé je dokaz zavrsen. . ' : $to znaci da je dati niz monotono rastuéi. _

1065. Zan =2,2" — 1 =21 1= 15, 8to je deljivo sa 15, i tvrdenje je E 1070. Niz je monotono opadajuéi akoje a, >a,_,,ili

Refenje ovog zadatka nije jednoznacno, opiti ¢lan pod a) moZe bi-
ti, na primer, '

+2
aﬁzﬂ+(n_1)(n~2)(n—32(n~4)51n~n.

I e o i
i 3 % i iy

tacno. a,—a,,, > 0. Za dati niz imamo

Pretpostavimo da je 15 |27 — 1, dokaZimo daje 15 |22 - 1. Ka- 3 R o+l 1

koje2?™ ~1=(22%2_1= | E Il S T " FT - dz=1 >0

=%+ 1) 2% 1), Dati niz je opadajudi. o,

§ obzirom na pretpostavke, ovaj proi wod je deljivsa 15. Time je ~ § 1074 ay=2a,=a,+ La,=a,+1¥2a, = o+t +2+3
dokaz zavrsen, ' ; as=a,+1+2+3+4&a,=a,+1+2+3+4+5.

NasluCujemo dajea, =a, + 1 +2 +3 + ... + (n—-1),

066. Ako u datu jednakost stavimo z = 15 = 2, dobijamo sistem
' - §to se indukcijom moZe dokazati.

2(a+b)=1A6Qa+ by =17, iz l:oga sledi da je
5 :

a=zib=-2 1075. Uslova, > 50 je ispunjen zan > 7, tj. &anovi a, a, ...

3 6

Prema toive, dobijamo jednakost n; : 1

) . ) , on o3 . mdl
o /(Z k(@ —1) =t (n + 1%(4,, = 1)- 1076. Opsti Clan niza (b,) je b, = nT B

= ; ¥
C_)va formulavazizan =1in = 2. Primenom matematicke induk- b. = 2 b, = 1 b, = 2 b, = 3 b 2 b, = l.
cije dobiCemo da va%i za svako n. Pretpostavimo da je jednakost VA RS RO AT
(1) tatna. Ako levoj i desnoj strani dodamo (n + 1) (2n + 1) ima- ; 25-26 100 - 101
mo _ y Mk e s o,
e+ 1 . . _(n=-3)yn-2) _p+2)(n+3)
Zk(zk-l):n‘(n-}-l‘ﬁ—_uﬁ_ll+(n+l)(zﬂ+l) a,:3= 5 s, 0 = - 5 .
=1

1078. a, = 5,4, = 5,4, = 5,4, = 5, 4, = 5. Takode je -
Ay =3, 4, 3 =15, a,,, = 5. Svi &lanovi ovog niza su 5. Za ovakav
niz kaZe se da je konstantan.

:L-g_lzmz_11,,+6):m+1)(n22>(4n+3)_

1067. Analogno prcthodnorn zadatkud = -1, B= 2, C =2,
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1079,

1085,

1081,
1085,

1086.

1087,

a,=2=3-1-1a,=5=3-2-1,4,=8=3-3 -1,
a,=11=4-3-1,a,=14=3-5-1,a,=17=3-6—-1.

Na osnovu ovoga nasluujemo da ¢e op$ti ¢lan datog niza biti
a,=3n-—1.

7137 19 10 10 25 13 31

Nz 3212 7 169 20
; NN S e | 1.
b) 01 7! 0.‘ _).O» _6-? 0} g} 0: I_O'y
' 4 .6 8 5 10
€)2,0, — 3 0, = % 0, - 0, g 0.
a)-3,0,5,10,15,20; b) 2,-2,2,-2,2, -2.
Ako je a, = ¢, tada rekurentna formula postaje

Pl =3 — 2 e = 3r 4+ 2 =0
Tojea,=C, - 2" + C, (1)

Zan = 0,o0dnosno n = 1, dobijemo
C,+C,=2A2C,+C,=3sC,=1,C,=1
Opsti¢lannizajeaq, = 2"+ 1" = 2"+ 1.
bya,=2"-1.

Dovoljno je posmatrati sledeca Cetiri sludaja:
a=2a =a,2)0 =a, =q, =2a,;

3) 0 =a, =2ay 4) 0<2a, =a,.

Neka jea,=01ia, =b.

Ay Ay 8, 050,05 Ag Ay Ag Ay Ay, :
1) a, b, b-a, a-2b, 2a-3b, a-b, 2b-a, -b, a-b, a, b,
2) a, b, b-a, a~-2b, b, 3b-a, 2b-4, -b, a-b, a, b,

3) a, b, b—a, —a, 2b-a, 3a-b, a, b-2a, a-b, a, b,

4) a, b, b-a, —a, 2a-b, b-a, 2b-3a, b-2a, a-b, a, b.

‘Odavde zakljutujemo da je dati niz perioditan sa periodom 9,

d, ., =4, 74 SVako n.

Podtojex; =6 = 3!, x; = 24 = 4l ix; = 120 = 3},
moZe se naslutiti da je x, = nl.
Dokaz indukcijom x, = 11, x, = 2L
Pretpostavimo da jex, = k! ix,_, = (k — 1)!
Tada je

XY=k +x, )=kkl+k-1H=
k(k—=1)1(k+1)=(k+ 1)}, {ime je dokaz zavrsen.
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- B2 ARITMETICKI NIZ

1088. a) Zan=1,a,+ (1 - 1)d = a,, jednakost je 1a¢na. Pretpostavi-
mo da je obrazac tatan za n=k, a, =a, + (k — 1)d , pa do-
kaZemo da je tataniza n = k + 1. Treba dokazati daje
Ga=a,+((k+1)—-1)d=a + kd.

Dokaz:
Gy =@ td=a,+k~Dd+d=a,+ kd.
Prema tome obrazac je tacan za svako n (prirodan broj).

1 i ; i :
by Zan=1,5,= Vi (a, +a,) = a,, zbir od jednog ¢lana jednak je
samom Clanu. Pretpostavimo da je obrazac tacan za n = k,

k
Skzj(al+nk)'
Treba dokazati da vazi za n =k + 1, odnosno da je
k 4 + 1
SL—H =x ((.“ & “ku)

Dokaz:

k
Sin =St ap, =50 +a) +a,,=

k
=> (ay+a, &= 1d+a,.= (2(1 + kd)— kd +a, +kd =
: 20 +kd _k
§ (2a + kd)+ - 5 =%+ (Za +kd) =
_kr
Sl + @ty =53 @ 4 a,,).
Obrazac je tacan za svako n (pnrodan broj).
: 1089. a,, = —50.
L1090, 7,83, 10, 115,...
L 109 a)a, =45,d =3; b)a, = ~16,d = —4.
1092. a)a, =9,d = 2; b)a;=0,d =7.
| 1093. a)n = 10, S, = 265; b) n = 26, S, = 604,5.
L 1094, a)n = 52,4, = 143; byn = 10, a, = 47.
LEmm 73 52 31 10
1095. a)8,5,2, —1, —4,... b) 17 T T T
1096, Izsistema jednaCinaa, =9 A a,= —6 dobua se
a = 18,d = —3. Ako se zamene dobijene vrednosti u (3), proizila-

zidajen =4ilin=9.
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1097.
1098.

1099,

1100,

Aay=2,d=1,n=35; byay=5d=35n=6.
[z uslova zadataka dobijaju se jednakosti:
a,+a,+a, =36 A al + a3+ at = 482,
Odatle sledi sistem
a+d=12 A 3a*+ 5¢° + 6ad = 482, Cija su reSenja
= *35,a,=Tilia, = 17, te je traZeni niz

1,32, 17,22, « il 17 12,7,2,-3,-8,.
Iz uslova a; = 5,d = 4. Zamenom ovih vrednosti u
(3) 1 posle sredivanja dobija se jednacina
2n* 4 3n — 10877 = 0.
Koreni jednatina su n, =73 i n, = —74,5. Odgovara samo n,, jer
broj tlanova progresije je ceo pozitivan broj.
[z uslova sledi sistem
a,+(a, + d)+ (a, + 2d)+ (a, + 3d) = 26 A
A a,(a, + d)(a, + 2d)(a, + 3d) = 880.
B=M

T
Zamenom u drugu jednalinu sredivanjem izraza u zagradi dobija se
13-3d 13—-d 13+d 13+3d

22 2 2
Prvi i Cetvrti i drugi i treci ¢lan proizvoda predstavijaju razliku
kvadrata brojeva 131 3d, 13 i d.
Dobija se jednafina
d' — 1690d* + 14481 = (, ¢ija su redenja

o i o, X609 o 1609
=3,d"=-3,d B e 3

Iz jednatine a=1—3—5ﬁ

g, =2,a" =11,
o 13— VIB09 . . 13 + VIGOO
ay me——m— lay = 2"—"—
Odatle slede Cetiri niza:
1 2580104 .
2) 1,85 3,-1,
13 — VIG09 39 — V60T 39 + vI609 13 + VIGo

Posle sredivanja, iz prve jednacine je a, =

= 880.

dobijaju se odgovarajuca resenja:

3) i T R ) =
V1609 39 + VI609 39 — V1609 13 — Vi609
9 13+35E pro, 2 ool 13- VIe®
788

1101,

1102,
1103,

1104,

1105,

1106,

1107.

i | '
Gitdtasvatag=g@g+a,+ag+a,+a,).

Ako sve clanove izrazimo preko @, i d, dobijamo jednaginu

Sa, + 10d = © (Sa, + 354). PoSto je a,=1, dobija se da je

< = =3, TraZeni niz je 1, -3, -6, -9, ...

a,=1,d =3,

[z uslova zadatka sledi

2a, + (m — l)d Za,+(n—1)d
Y

L T vp=mtind
L ) ¥

& e

Posle sredivanja je (2—d)(n —m) =0, a odavdc n —m =0,
2—d=0=d=2 atraZeniniz glasi 1, 3,5, 7,9, ..

2,4,6,8, ..

iz uslova sledi 2- 5 (20, + (m — 1)d) =n, (“1 # = )=

Mt m=1)(m+n)

i ZAF "
odakle dobijamo: d = 1 1)

nA £ mn
Smenom u obrazac
- uﬂ (2a, + (m + n — 1) d) dobijamo:
a)$8,., == (m+n);
b) analogno §, | = L ”)H{-I‘Z" T :

lza,+d(m~1)=n, a,+d(n— 1) = m dobijase

d=~l,a,=m+n-1,pajes

mtn T

=TI mtn-1).
a)lza,+d(p—-1)=qia, +d(g — 1) =psledi
d=—-lia,=p+qg-1

Primenom obrasca (1) nalazimo da jea =p + g — n.

b) iz sistema

agt+(m+n=-1)d=AN a + (m—n-—1)d = B sledi

An —Am +Bm +Bn + A — B . Tt
2n 2n -
Primenom obrazca (1) dobijamo

2A4An — Am + Bm

a, =

m =g M = 2n
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1108,
1109,
1110,

L1114,

1112.

1113,

1114,

(n+ Dy2n - 1)
4905.
n.
{(r ¥ Da—(n~— 'l.)-b) =t
~ i
s, (PBlpted = 1A 3
[z zahteva S, = 3n*ili {24, E e 3n?,
posto je n #0, sledi _ _
20, +d -n~d=6n il 2a —d = (6 —d)n (H
Kako jen =0, jednacina (1) je ckvivalentna sistemu
' ; b
6-d=0A2a-d=0,ti.d=6a=1%=3;
traZent niz je 3, 9, 15, 21,...
Primenom obrasca (3) dobija se:
2a,+ d (n; — 1 S d p
5, = 2{‘ ) 1=>I?—:=(1]+-j(a-1]—i),
+d{n.~—1 S, d . ;
§,= .Zﬁ,t_,._z&_f;m..__m}_ m@ ==t s (- 1)
2 1(n, — 1 5
S, = Jl+£,§ﬂj )',hf',ﬁf:;(;—{»-%{-(nj—n[)_
3 2 2 2
Ako se pomnoZe poslednje tri jednacine redom sa.
(n, — ny), (ny—n) i (n, —n.), pasesaberu, dobija s¢
5 Sy .
;‘_i— (n,—ny) + W (ny —n,;) + 7, Ay} =
=a, ({H.n)+ (= ng 4y —n,) )+
(= 1) (1, = ) = 1) (=) + (g = 1) (= 1)
Posle sredivanja na desnoj strani izrazi su jednaki nuli (ovi u za-
gradi), pa je
y wha Sg .
‘ “(ny ¥ —(n,—n,) =0
n, (n, —ny) + 1, (=) + , (), =)
Da bi niz bio aritmcticki, treba da je

d = (@ + 1) — (a +x)* = (a—x)* — (@*+¥) = —2ax.

Sto znaci da je niz aritmeticki sa diferencijom

d = —2ax. Ako se primeni obrazac (3), dobija se
g = Lla+iy —;ZaX B~ 1))4 .. (@* + (3 —n) ax+x)n.
290
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1i1s.

1116.

1117,

1118,

Clanovi @y Ay Ay, ... G5 Obrazuju aritmeticki niz sa diferencijom 24,

a broj ¢lanova je i = 10. Ako se primeni obrazac (3), dobija se

(2~ 49 « 2510
]

250, a, + 9 = 25.

Zamenom a, = a, + d dobija se:
a + 10d = 25 (a).
Analogno iz progresije a,, as, ds, ...a,,
a+9d=22 (b).
Iz {a) 1 (b)sledidajea=~5ad=3,pajec
Ay =a,+9% =221ia,=a,+ 10d = 25.
Brojeve koje treba odrediti obrazuju aritmeticki niz sa razlikom d = 2.
Ako je prvi Clan a, progresija je:
a,a+2,a+4,a+ 6. Brojevi izmedu njih sua + L,a + 3ig + 5.
Iz postojecCeg zahteva u zadatku je .
@+ (a+2) + (a+4)+(a+6)= (a+ 1) + (a+3)* + (a+5) + 48.
Posle svodenja se dobija jedna¢ina a® + 6a —~ 27 = (.
Odate jea =3 ilia = -9,
Brojevisu 3, 5, 7,9, ili -9, -7, -5, 3.
a) Zbir desno pretstavlja S, aritmetickog niza 3, 7, 11, ..., a taj zbir
je 210. Ako se zamene vrednosti

a,d, S, u (3) dobija se

6+n-14  _
ey n = 210.

Posle ociglednih transformacija dobija se jednacina
5

2n*+n — 210 =0, ¢ija sureSenjan = 10in = — ""-Z;I

Drugo resenje ne dolazi u obzir, jer je broj &anova ceo pozitivan,

x=a,=a,+@n—-1)d

r=3+(10- D14
X =3+ 36 =39,
b)x =73,
Posto su g, b 7 ¢ uzastopni ¢lanovi aritmeticke progresije, onda je
ate

Da bi izrazi bili tri uzastopna ¢lana aritmeticke progresije, mora da je
1 .1 1 i 1.1
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Ako zamenimo vrednost b u prvom izrazu, dobija se: é 1123, Ako se primeni obrazac (4), diferencija novog niza je
Bk ive Ay 2 B M 2 ) d=14-2_3
2 W"i(“(ﬂ?%)“(ﬁm‘z)f- : S
Posle stedivanja izraza u zagradama dobijamo Frazeni niz je
(@+c) 1 (2ac+a®+ ac ac+cz+2ac) ; 73]’561891 o @il 1
= : & 23 05,8, 95,11, 12 5, =
2ac 2 ( ¢ (a+c) (@a+c)a | | ) i 5, 14, 16 o
zatim 124, Za traZeni niz je a, = 0, a.,; = I12. Ako primenimo obrasce (1) i
(@+c) 1 a+3a+3act+¢ .. (3). dobijamo sistem
=t - i ;
2ac 2 (a + c)ea i okl (r+1)d = 150 ( )
" I = o d=150 A (+ 1)d =12,
2ac 2 (a+c)ac odavde je
(@+e¢) _ (a+ep L
The ~ = g & ey o = 23,
1119, Sobzirom dasu g, bic danovi aritmeti¢kog niza, onda je2b=a+ec 1125, Rariika traZenog niza je
Da bi resenja kvadratne jednatine bila realna, mora da jebt—ac =4, ] , . B-4
-2 i = —
Zamenom vrednosti za b dobija se —(ﬂd_ﬂl ~gct =0 k+1
" : g Brak 2B+ Ak —1) 3B+4 (k-2
Posle ocigledne transformacije je L'I——Ll—c‘)— = 0. TTEFT k+1 “ TR
Izraz na desnoj strani je uvek pozitivan, $to je trebalo dokazati. i AB Ak =3  (k+1)B+ 4 (k — k)
! ko1 FuEey .‘i‘: g .
1120. Analogno zadatku 1118, el
) _ ) . ) ) ) ) Zbir niza je:
1121. Koriste€i osobinu da je svaki ¢lan aritmeticka sredina susedna dva i : ' :
: iia s H C o g -
¢lana, dobija se g L (Z/J k2= 1)- éji ‘_.,i\ _
208+ 1) = (x* - 2 — 1)+ (2 + 2 — 1) : : c+ 1)
Ako se desna strana kvadrira, dobija se f %, 50 &-5-;:—-?1(2/1 L k+1)(B -':_,{_1‘_2)
202+ =2+ 2+ 1 - 4P -2 0 + R £+ 1
FA52 & 1 + 40 — 2 — dy il ' 5., =K+ 45)
203+ 1) ="+ 42 + 2, odakle je (¢ + 1)2= (&2 + 1) : " %
Znali, tvrdenje je tatno. . 1126, &, = 100.
L122. Uslov daje jednakost Zlog,x = log,x + log,x. ; 1427. Neka je broj interpoliranih brojeva 7. "Tada niz ima r + 2 ¢lanova
Ako se svedu logaritmi na istu osnovu, {j. primeni i gdejea = 1,aq, , = 31. Iz obrasca za interpolaciju dobija se d Zu
log, N g P sed. Z:
identitet log, N = ~2£" dobija se : irddent niz
log, a : 30

log.x log.x logx . _ : d= e
Tog, it ~ Tog, & + Tog, 7 ili2log, n = log, (1 + log, n),

log, n* = log, m (log, k + log, n) = log, (kn) log, m. :
Odatle je n* = (kn) 108cm, : R R St bl |

a prvi interpolirani broj je a, = 1 + d, dok jc poslednji
g o i
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1128,

1129,

11306,

Pretposlednji je a, = 31 — 2, a, =
Zbir interpoliranih brojeva je

L+d+ 31 —d
2

Najvedi mterpolirani brojevi su o, 1 a, pa je iz uslova zadatka

r = 16r

3lr+1 , 31r — 29\ _ il
4(r+1 F_l_ll--lﬁf]l

2t — 29 + 14 = 0, odakle jer = 14.
a,=0,S, = ——.

1z uslova zadatka a, = (x —~ 7)%, a5 = (v + 1)7,

eI EEENY ol b0s

a5

Da bi se odredila vrednost za x, da je a, = 20, m:lAm da je
¥t — 6y + 25 = 20, Odatle se za x dobijaju dve vrednosti: v o= 3 |
x = 1. TraZeni niz je 4, 20, 36, ...

Jz jednadine 31-(8 + (n — 1) 16) = 760 sledi da je n = 20.

Ako oznadimo stranice trougla sa a: a + d; u + 2d, dobija se sistem
a+(a+dy+ (a+2d)=3h
a*+ (a + d)F = (a + 2%

I ebursoraintealonie ua b dal to
Cija su reSenja za @ @ @ =~y odgovarajuce reSenje za ¢ 1 d =5, te

su stranice trougla

3 5 3h
LR
. Jz sistema
@ (a + d) + (a+ 2y =30 A
A2{(a+d)+ (0 +da+ )+ a (a + 2d)) = 94

5

nalazimo o, =3, d=1ilia,' =5,d = -1

Dimenzije su 3 o, 4 cm, 3 cm.

1132,

1133,

1134,

P137.

Nizjer,a b cilid, 4 +d, 44 2d, 4 + 3d. Ako se primeni poznati

P ”
nam obrazacr = T dobija sc

4= \/ 2+24)2+a)
6+3d

odakle jed = 11.
Stranice trougla su 15, 261 37, a poviSina 156 cm?

Iz sistema

az{ea+2d) =375x A g (a + d) = 300, sledi
a =13, d =5, zapremina je 1500n cm’.

[z sistema

a,+ (=13 =44 A5 (2a,+ (n - 1)3) = 158,
Posle eliminacije a,, dobija sc jednatina 3n® — 911 + 316 = 0.
A odavde relenje je n = 4, znadi taj mnogougao je Cetvorougao.

- Iz jednacine @ + (a + 3)* = (a + 6)° dobijaseq = 9cm, b = 12 cm

ic =15 cm.
Neka su a, b i c merni brojevi stranica pravouglog trouglaa, bic su
Clanovi aritmetitkog niza, ako je 2b = a+c. Da bi rougao bio pra-
vougli, mora da je a® + b2 = ¢ il
a*+ b =db* ~ dab + a> <« b (3b - da) = 0.

4a

Odavde je b =0 ili b = =

Prvo redenje ne odgovara zadatku (jer stranica trougla ne moZe biti 0).
3a 5

Za ¢ dobjjamo ¢ = KR Ako je a ma koji broj, brojevi a, g;a, -,5 a,

- - - - = I - b n ¥
obrazuju aritmeticki niz sa d = %— Istovremeno je a” + b = 22, §to
znadi, za svaiu vrednost broja a dobijamo jedan pravougli trougao
sa trazenom osobinom.

Ako jedna stranica trougla ima merni broj a, a razlika progresije je
d, druge dve stranice bicc a +d i g + 2d, a obim a+3d. Onda bi
moralo biti ¢ + (a + d)+ (a + dy=a+3de3a+3d=a+ 3d,
odakle je

2a=0ea =)

Takav trougan ne postoji.



- 1138,

1139,

1140,

ii41.

1142,

1143,

1144,
1145,

Ako uglove trougla oznadimo sa o ~ d,cietd, onda je
(a~d)ta+ (a+d) =180,

« z . 34+ V3

Sin(a —d)+sine +sin (o +d) = ey

[z prve jednacine sledi da je « = 607, a iz druge sledi
sin (60° — d)+ sin 60° + sin (60° + d) = ; # iﬂ—

B
Odavde sin (60° — d)+ sin (60° + ¢y = 5 ili

pin W ~d+60°+d B —d~60°~d 3
2'8in = e Il 7
odakle sledi cos d = i;l = = 30",

Uglovi trougla su 30°, 60°, 90°.

56+ (n—1)+ 2 (,z 461 }‘ = 360°.

Stedin’ = 10 an'' <0,

25 (250 —1))15+ 52100+ (n = 1) (—10) = 430,
sledi n= + 41n — 180 = 0, odakle je n’ = 4 i n<0.

[z jednatina a,, = 4,9 + 20 - 98

S, =52 +49+20-98),

sledi da je put u 21. a,, = 2009 m, a put za 21 §,, = 2160,9 m.
Ako primenimo obrazac (3), dobija sc

5 (2 49+ (n — 1)9.8) = 4410.

Odavde n = 30s.

Primenom obrasca (1), dobija se

646,8 + (n — 1) (—9,8) = 0. Odatle je n = 67 5.

Analogno prethodnom zadatku dobija se n = 160 s,

Posto je slobodan pada, = 4,9,d =98 n = 10,

Primenom obrasca (3)

Su=1 (2 49+ (10 -1)98),

odavde je S, = 490 m.
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1146,

1148,

1144,

1156,

Ako se formiraju traZene razlike, dobija se

SR+ ~f@) =0+ 1) —x? = 2y 4 1

JE+2) —fE -1 =@ +2P =~ 1) =2 +3
JE+I) ~fr+2)=@+3) - + Ay ey e,
Posto je

24 5= R UGS 88 .50y
tvrdenje je tatno!

afE+1 =f=ir-2

fE+2) = fx+1)=7,
fE+B—j+)=r+2

Da bi funkcije Cinile aritmeticki niz, mora biti

j. zahtev je ispunjen.

b) Iz jednatine 5 (4 ~ 4 + 4 - 2) = 60 sledi da jo

v = 5; progresija je 8,10, 12, ...

¢) Iz 5 (16 + (n = 1) 2) >120 sledi n* + 1 — 1200,
odavde n>8, $10 znadi da treba sabrati najmanje 9 Clanova da zbir
bude vedi od 120. '

1z jednacine :
a+m-Nd+amn—D=a+ (m+n - )d

siedi d = a, pa je traZena progresija a, 2a, 3a,....

Ako jednadine

a4 =@+ (~1)d

b=a 4 (p-1)d,

CZ{IT-F(_Q-— l)d

pomnozimo redom sa p — g, g —nin-p, paih saberemo dobi-
jemao:

ap—-qgy+blg~ ny+tem-p)=

=(a+dn -d)(p - q) + (adp — dyiq — n) + {a,+ dg ~ dy(n - p),
Fosto je izraz na destiof strani identi¢an nuli. sledi
ap=q)y+blg-—-n)+rcn-— Py =10



| & 1 4} ’
T NP S - L L ___] i . (____
ad,  ad, = kai ay) d az a3
/1 1y 4, —a @+h-1)d —a4_n-
: E(I B a_] T oaad aad T aga,

1151, a) Prema uslovu da je niz aritmeticki, imamo
a—a,=a,~a,=..=a,~a,,,=d
Ako je d =0, izraz na levoj strani relacije (1)

mozZemo napisati u obliku

Dobili smo ono $to je trebalo dobiti i dokazati.
b} Ako je

1 i 1 no—1
(2) — + LI ==
aa, aa,  ad, .0 14,

(n z3), pokaZimo da brojevi a,, a,, a, obrazuju aritmeticki
niz. Ncka je n = 3, tada je

1 1 ey +a;  2(a,+d) a, .2
-+ po il — Sl R eee St
ity .y, A, a,a,a, aaxi,  ag,
Odavde je
] ay—da, (,—4a
__1.__ - ] o e L a2 el R !

Wa, Al @, agd,  adf,  aaid;

.ty — =8y — 4y = d.
Da bi tvrdenje bilo dokazano, dovoljno je pokazati da iz (2) sle-
duje

o, —a

n LTS
Ako u (2) umesto n stavimo n — 1 in — 2, dobijamo redom

(3) - L O R TN ”:2
ey G0, Op-29p-y @14,y
1 i 1 L 1 B

aa, " aa, T aaT T Ay

(4) - -l -

Oduzimanjem (3) od (2) i (4) od (3) dobijamo redom
*4 A=t A= 2  Aa — na, + Z2a,

e — e e 2 A U - Tt ei

d,_d, a,a, Qyd,. @y ad, 14,

T

—a, (n=4).

=1

=z " '_@'_:.t_% Rk '+f_:§"2

. Ao R n-1
Bpenly_y aan—1 aja, , N
i 1 (r=2){a,_,~a)
A T T—
=17 "'n M1y
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1153,

1154,

: .[_ ‘] - (” - 2) ('ﬂu‘—;’ . ﬂn—l.)
&, aa-—1" ad, >a -1 '
Odavde sledi a,, — 41 = n—-2)(a,_,—a),

ay=a, = (n-=2)(a,,—a,),$o dovodi do jednakosti

—d,=d, ,—a, , koju je trebalo dokazati.

n=-1 M "

1152. Kakoa,, a, a,..a &ine aritmeticki niz, vaze jednakosti

=@ =a~dy=..=aqaa,-a, ; =d. Naosnovu identiteta
1__ _Ya,—Va

Vay+va T @

a analogno se dobijaju:

S
Vay + \/a, /

I _Va, - Va,

va, + Va, a
L YA, = Vi
va, + va,_, d
Sumiranjem dobijenih jednakosti dobijamo
- b o e A e ~. - = \/an".\/ai =
\/al T \/al \/(12 '}‘-\/03 \/an = k \/an L
e M4 g t(m-1d-aq -1

d (Va, + va,) Cd (Va, + v’}f;)_“ 77777777
Sto je trebalo dokazati.

Neka su traZeni brojevi a, a+d, a+2d i neka je prvi deljiv sa d, .

a=dk, lada je
afe +dya+2d) dk (dk + dy(dk + 2y Kk (k+1)(k+ 2)

b - 6d T 6
POStO su &, k+1, k+2 tri uzasiopna prirodna broja, jedan od njih
je deljiv sa 2, jedan sa 3, a njihov proizvod sa 6.

Posio je
gef2l w wlin v g
! 3 X e

tada je
racfifeed W g

EE R ERNE |



1135, a) TraZena suma se dobija ako se u identitetu : s -
1 gde je drugi Cinilac razlicit od nule i zato je

3t + 3k 4+ 1= (x + 1)’ — ¥} zameni redom 208, = =0, §.d'=Ja. Tratsni art 4
: . i . e “y —d = - 4= cay. Trazeni aritmeti¢ki niz ims ik:
= 1,2, 3, .. nidobijene jednakosti sumiraju; ¢ 5a. Ta ’ ol il lma oblik: a,, 3a,,
& * i nd I’ 1r o=

3R+ 2 +3+ ) +3(1+2+3+ . 4n) 41 = o
(41 = 1ili3S, + 38, +n=(n + 1)~ 1, glesu s, iS,su 1 1157 Datajednakost moze se transformisati ovu jednakost:
: - (a,~ay) (a, + a) + (a; — a,) (a;+a) + ...

T e

ma n brojeva prirodnog niza i suma njihovih kvadrata. :
Zamenom S, = QL—%-I-M- u postednju jednakost dobija se F @yt = ay) (g, + ay) = =7 (@i = ad) ili
i 2 + 1 S ; k 5 =
‘S.,_:fi__@ . ”ﬁ,'(-“” U. dlay+a,+a,+a, + ... +a?*):EETT(”T‘aEk)-
b) Da bismo nasli sumu kubova prvih 2 brojeva prirodnog niza, I identiteta
treba zameniti u identitetu: _ k
(1) —dk(a, +a,) =5 (42 _ al
AP o e+ 1= (x + It e 1,230 L : *T U 1 (@ %) s
Ako se sumiraju dobijene jednakost, sledi da je pa 1z jednakosti d = ay, ~ a,,_,, dobija se
S, + 65, + 48, 41 = (n + 1)} - 1. Zamenom : ; ) . -
45, + 68, + 45, 4 1 = (n + 1)* — 1. Zamenor d=ay = (a,+ (2k - 2) d), odakle je —g = f*zl_fg.
_ndDn s =+t (@n+1) B #:~ 1
5, = —y (8, = z 5 Zamenom dobijene vrednosti za —d u (1) dobija se
u posicdnju chn‘fkust siedi da je { %=1 (<) (a— a,) = ) (@ —a2) ili
. (n(n+ 1)\~ .
5,= (020 B i oon B am L
3 | 5 | T (@i — at) = 2% =7 (@i — @3,) , 310 je trebalo dokazati.
Y156, Ako se oznadi zbir prvih s Sluneva fraZenog niza sa P OTIER U opstem slutaju k-ta vrsta ima oblik
tydoan " ; ; § )
o _L‘i_,__‘}_rgﬁ_} a zbir slededik & Clspova : kk+1k+ 0 S (T R
. s % B, ) .: Ovaj niz jc aritmeticki e jea =k a, =3k =2i
- 2 - ;_ n =2k — 1, te je zbir vrste
Mebass 5o smpp T8, e : k+3k-2 . _
Nehage N8 = mp i T m, ili : S, :-i“@“m: (2k — 1)% 310 je trebalo dokazati.
st n—i)d =m : n n ' (n—1
v nd + (((k+ Iy Yk s I (1) + (3) = 2(’2’) entlO=-2)_, el

Ldatle je poste sredivanja

(Za, = dy(mik —~ 1) — nd ((k + 2) mk — 1) = 0.
Posiednji iztaz, po uslovu zadatka, ne zavisi od n, ako je koelici- E)l’llgi‘ koren odgovara zadatkuy, jer za n = 2 binomnij razvoj nema
ient uz 7 jednak nuli, 4. ' cetvrti ¢lan.

(K+2)ymk - 1=0.

Imamo n® -9y + 14 = 0, odavden =7 ilin =2,

1160. Iz (’i) + (g) =2 (’;) , posle deljenja sa

) i
Odatle jem = T Y
ik +2) n(n—-l}__{n—Z}n:B)

[zraz (1) posle zamene 7 dobija slededi oblik: : =
k41 . 4
(24, — d) Fia=0 _ sledi n* — 211 + 98 =0, odakle jen =14 ilin = 7.
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1161,

1163.
1164,

1165,
1166.

1167,
1168.

1169.

T ¥ - S .
Ve +va 2\VE+vad va+vb

| L . ! g

- —
]/9_;_9. +ve va+ /55

- e e
2 (\/au-l—--w(_:_ +v2c Ya+c+ \/'ZE)

-

#

[}

_VZ (_\.{?f?f? + V2c | via — v’?.'_?E‘J x

2 a —b a-—c
_Ya-ve 1
T a-—c¢ Va + Ve
=18 5.

a) Neka jex® = y, tada je | -
v, 4y, = 3m o+ 21y, =m. Zay, >y, aritmeticki niz je
FEUER S S L 2
. ﬁ:a b ‘Jy_'f.\ V}}Tl‘: \'{1"1‘
[z osobine aritmetickog niza imamo
2y, =y =V =y = O
Iz sistemna . .
Yty =3m 2 A yy,=mt Ay =%, sledi da je

- 6
m:()mm:-—-l-g

- 17
bym=Tilim=—
ayx=3;b)x=2.
Postoje Cetiri takve progresije. Jedna od njih je 6,12, 18, 24. Odre-
diti ostale.
%05, 8,2 1 23; 20, Ve

+2,8,12, < 11 12,5, ~2; ...
: 29 17
31 2, 71 L "5’", e ‘3", T

302

71, a) Zan =1, a4, ~a,-¢"' =q

1172,

1173.

1174.

1175,

84. GEOMETRIUISKI NIZ

» tvrdenje je tacno. Pretpostavimo
da obrazac vaZi na n= k, 4. a, = a,g*'. Dokazimo da je obrazac
aCanizan =k + 1, 0dnosno a,,, = ag®+H-1,

Dokaz: Prema definiciji geometrijskog niza Q. =a, - qilis ob-
zirom na pretpostavku a,,, = a g%+9-1 o je trebalo dokazati.

b)Zan=1,8 = a%}l{ = dy, (. suma od jednog ¢lana jednaka je

njemau samom. Pretpostavimo da je obrazac tatan za n = k,
g~ =1

S, = {:H:———w-.
i~ 1

DokaZimo ispravnost obrasca i za n = & + 1, odnosno

L-i_'-ri__]

S = B g
Dokaz:
N g1 aq* — a, + a gkt — a g
SL-H'*Sx*'““i—"”]é"fl"‘“”nf/k: o] =
grrl — |
T =1

Obrazac je tatan za svako n (prirodan broj).

Ovde je a; = 1,4 = 3, n = 10. Ako sc primeni obrazac (1), dobija
sedy,=1"23"= 19683.
an’

Kakojea, = a g’ tojeg® = -(TI- = 1024, odakle je

L
g = V1024 =4.

Kako je a, = ag ', to ¢emo, kad zamenimo poznate velicine, do-
biti jednacinu 4096 = 1 - 21, Zadatak se sveo na reSavanjc ove
jednacine (eksponencijalne). Broj 4096 rastavimo na Cinioce kao
22 Prema tome, gornja jednacina se svodi na eksponencijalnu
jednadinu 21 = 27-1.¢jje su osnova i leve i desne strane jednake,
pacebiti 12 = n — 1. Odatle je n = 13.
Ako se primeni obrazac (2), dobija se

210
Sy = }—%ﬁTll =3-2Y%-1) =3(1024 - 1) = 3069.

10—
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1176. Primenom obrasca (2), dobija se
8190 = a,—L%;_:fD—, odakle je a, = 2.
1177, 16400 = 2 &1 32800 =5 37 - 1),
6560 = 31 = 13 = 6561 @3 =3 en=8 |
1178. Ako date velitine zameninio u obrascima (1) 1 (2), dobije s¢ sistem
jednadina:

(2" il ;
gy P 11z WA T3

Iz prve jednacine Ce biti
112 _ 112 _ 224
hESS T

Ako se ova vrednost zameni u drugu jednacinu, dobice se

224 224 224
-52;- @ - 1) = 217,224 - 5= =217, 55
odakle je 27=32, 2" =2, n = 3. Dalje je

224 _ 224 _
(Il = —,ZTx —E§'—' = /.

1179. g = 8.
1180, 1,3,9, 27,5 1l =3, 9, 27~
1181, lzsistema a,g' — a, = 15, a,¢° = 6sledi

i J : B e .
a, {(g* — I._)_._ g i-? zaa, #0,q #1; fl_j-_l. = ilizg* -5 —2= 4,

aq(g*—1) 0 q ,

takle je ¢’ = =, q" = 2.

odakle je ¢' = 3 q

Odgovarajuca reSenja za g, sua', = —1l6ia”’, = 1.

Nizovi koji zadovoljavaju postavijeni uslov su

HE B, T, e § 12 B
1182, 3,6,12, 24, ..

2 .. ) .

1183. a)1,2,4,8, .., by 50, 10, 2, g— .y 111 2, 10, 50, 250 ..
( s 1
¢ya'y=5ia", =1280,q9' = £4ilig"” = x5

1184, lzsistema a, +ag +a¢t =112 nag® +ag' +ag’ =14

; 1.
proizlazi da je ¢ = 5 14, = 64.
304
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T e 3

LI8S, 1z sistema
ay—ag =36 A ag® —a,g° =4 sledi da postavljeni uslov zadovo-
ljava progresiju 54, 18, 6, 2 ili 27, -9, 3, —1.

e, Gt 1 Gtasta, 1

Ca g tasFag ¢asta+a, ¢

1187. Neka sua, b ic merni brojevi stranica pravouglog trougla, tako da
jea < b < c. Ako ovi dine progresiju, mora biti 5* = ac. Posto je
trougao pravougli, a*+b* = ¢, Ako se iz ove dve jednadine izrazi b
ic ufunkeiji od a, dobija sc

= SVI(HV5) o= § (1 +V5).

Stranice pravouglog trougla obrazuju geometrijski niz

a, 5V2(1+V3) ,5V2(1 + 3y,

W 1+V3)
kod koga je kolitnik g = ‘/—2_(-—;— ;
1188. Obrazuju i to: a, a* a’.
1189. 9, 12, 16.
1190. 18,6, 2.
343 e
1191 Iz sistema 3 = 576 o 9 YEXTG _ 50

sledi da je .
a=9qg= % Osnovne ivice su 9112, visina 16, a P = 780 m2.

L192. [z prve dve jednacine dobije se

a,q’ (> — 1) = 216 A a, (¢* — 1) = 8. Odalle jeq=3,a,=1. Za-
menom u treu jednadinu dobide se

40 = 9:-2"—1, a odavde 3" = 81, n = 4.

1193. g = + 8, S, = 10043 ili 10925,
1194. a, = 5, a, = 320,

1195. g =3,n = 7.

1196. a, = —486,n = 6.

1197. a, = 1,9 = 2,n = 10.

1198. a=~2,g=%2 pn=6

305
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1199. a + ag + ag* + ag® = 9750

1200,

1201,

1202.

1204,

1206.
1207,

1208.

4¢P ~a _19
ag*—aq = 6

Iz druge jednacine, za a0, dobija se -4~ 1 _ 22
q{-1) ~ 6

zag#1, g_w_qu_il_ - 1—69 Zatim 64 — 13¢ + 6 = (),

2

odakle je g = % ili 5, a = 1200.

Trazeni delovi su: 1200, 1800, 2700, 4050,

a) Iz sistema: a (1 + ¢%) = 65 A a*q® = 64 eliminacijom ¢ dobija-
mo jednadinu a? - 63a + 64 = 0, odakle jea=6411. Zagse
dobije g = %—iz. Rastuca progresija je: 1, 2, 4, 8, 16, ...

D) 1-¢gn1=1024, 21 =210 g — { = 10, n = 11, 1024 je 11. ¢lan
niza, :

[z sistema:

a+aq +aq’ =57 Aag = % (a + ag?) < y i

aq(l +q+q-‘):57/\a(6q3—13q+6)=0.

Iz druge jednacine, za a = 0, 69* — 13¢ + 6 = 0, odakle je
g=7ili2

Zamenom u prvu jednadinu g = 12 ili 27.
TraZeni brojevi su 12, 18, 27.

Iz sistema jednacina: &
a+taq+aqg’=17Aa*+ a%g* + a’g' = 21 imamo
a(l+q+q’) =7 A a* (1+g+q¢?) - g4y} =2,
odakle su trazeni brojevi: 1, 2 i 4.

Koristiti osobine geometrijske progresije

b ot e, o= b, bo = ad, |

= L St S, (1, PRI WS | 2ol )
P =a, agq - a, - q*..ag" P, = gigt+i+etn = alg

1411 423.
b’ —a’
S? == b‘”ﬂ .
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1209,

1210,
1212,

1213.
1214.

1215,
1216.

1217,

L218.

1219.

ﬂ.-ﬁt-\/—ﬁ.l.l_l/@l.ﬁ b
PebiYa’b’b VaraVags
4, 16, 64, 156, 1024.

189.

_bmﬂ T __Q ¥ B
S,= 2= (( 2 1)
_ac—b*
B ae

9 81
» m"

: 37,14, 28.

P 59049
» 1007 % = 100000

256 _ 1048576
100,80, 6475 91 = ~grs

J J.

S, = 3——;:11 s, = gdyt... 0 paje

fi_’_fl_l_ = 1+g+¢* + ... + ¢"~, odakle je
q"-‘.

q" = 1= (q—]) (1+q+q2 F oy qnﬁj).
Zan=2, ¢ —1=(g-1)(1+gq);
zan =3, ¢ —1=(g-1)(1+q+g%);

zan=4, gt—1=(g—1) (14g+g*+¢*) itd.
S, = a:}—_—;ﬂ ilisS, =a"7' +a~%h + g3 + ... +b"3, odakle je
{I:I:;}_n = g2 4 an-lb s an-—%? 4.k b”_l,[i.
Car=b= (a-b)ar'+avh + a4+ L+ b)),
Zan = 2 dobija se a* — b* = (a—b)(a+b),
zan =3,a-b= (a=b)(a*+ ab + b?) itd.
o 1 T l _ T, R 1
Sy = al%{_—l’ S, = am-‘iq_—l, S3 =Gy, g—1"
a (@ = 1) =1
—— q e
-& = —q—_ l——— == q”; 83 = "'_,(11_ =] qri
S‘l al(qﬂ-.—]_) :SrZ_ a nqﬁ
Tg-1 =T



12240,

1222,

1223,

1224.

1225,

AKO trazene brojeve oznacimo (@ Ovt obrazuju geometrijski niz) sa
@, aq iaq*, brojevi Koji obrazuju aritmeticks niz su g + Lag+6i
aq + 3. Iz postavljenih uslova u zadatku sledi sistem

a+aq +aq*=26A 2aq + 6) = (@ + 1) + (ag* + 3),

odakle jea = 2,4 = 3.

Geometrijski niz je 2, 6, 18, a aritmeticki 341221

- Koristedi osobine aritmetickog i geometrijskog niza i postavijeni

uslov zadatka, dobija se sistem:

(@+d=T7)* = (a-2) (a+2d - 9) A (-2 = 9=

(a+d = 7) (a+3d - 5) .

Aritmeticki niz: 5, 13, 21,29, a geometrijski niz:

3.6 1, 24,

Iz sistema:

2 {ag+6) = (a+35) + (ag* + 9) A2 (aq*+9) = (aq+6) + (aq*+-15)
3

dobijase a=8iqg = 7> odakle je geometrijski niz: -8, ~12, 18, -27;
a aritmeticki niz: -3, -6, -9, ~12,

a) lzsistema:

a+ (a+d)+ (a+2d) =3k A (a +d + -':gJ =a (a + 2d + k) sle-
di

~3

a= :;.3,’(, d = %k, pa je aritmeticki niz ‘%k, K, Sk '
;12
a geometrijski niz 3‘;” %An li,:f(
by.n= 5

Iz jednacine (a+3d)* =a (a+24d) sledid = 2a.

Aritmeticki niz je a; 3a; 5a; Ta; - & geometrijski niz je a; 3a; Sa; 7a;...
Geometrijski niz je: g, ag i ag®. Za aritmeticki niz a,=a,a,=aqi
a, = ag’. Odakle je

d-—-al—~a,=a(q~1)i6a:a?—a,xa(q3~—l). 3

Ako se eliminiSe d, dobijase > — 1 = 6 (g—1), za a=0. Iz ove jed-
nadine jeq' == 5ilig"” = 1.

Jednatina a + ag + ag* = 93 daje odgovarajuca reSenja a' =3 i
a'’ =31. Brojevi su 3; 15; 75; ili 31:31: 31.

308
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1226.

1228,

1229,

1230.

1231.

-Analogno Kao u pretnodnom zagatku:

3d =a(g-1) A 24d = a (g° — 1) Dobija se jednadina
¢° = 8¢ + 7= 0, za a=0. Odakle je gh=7, g =1
Iz jednadine a — ag + ag* = 114 sledia’ =2 i o'’ = 38,

Trazeni brojevi su 2, 14, 98, il 38, 38, 38.

. Ako a, b, ¢ tinc aritmeticki, a x, y i z geometrijski niz, tada je

b = E%E, 4y° =a2,

Zamenom ove vrednosti u datu jednakost dobija se
Fa i (.x;é)%“’”‘” T

.\'ig:li * 15:;«; : zgggl . z@_}-l =1,

e o Ty

Resenje sistema

atd=14Ab+c=12AP=acAb+d=2

daje trazene brojeve

; .. 285 15 Qg
d=2.b=4c=8id=12ili —'2?-,—121%,;
lz sistema

— e & P g
g — Ay iy = 0, =8 < W -
Oy — 05 =0 0, 3 0 A. e =

sledi 0, = 2 0, = ;‘a P2 =20y =2/2.Tra

Zeni brojevi su:

a = V2 {cos 0° + i sin 0%), b=2 (cos-’% +isin %) ;
¢ =2v2 (cos f; + z'sin%r-), d=4 (cos,f,;E +isin 3.?,’)

+a) . )
a) x= —Uh—,—q-L 1Zuslovars1. Ako je g= 1, zadatak je neodreden.

b) d =q (1—4?) , aritmeticki niz je rastuci ako je

i < g < 1. Tada je-;: Tx w2

5 8 ;
Poseban slucaj: x = pd=50a==

Ncka su traZeni brojevi a; ag; ag’ ag’. Iz postavljeno g uslova je:

loga + logag + loga + logag = logag® = 18

Alogya -+ logyg ~ log,a = 1, odakle je g=3. Ako se zameni g u

prvoj i izvrse naznadene operacije, sledi log, g =
Brojevi sa postaviienim osobinama su: 27,81, 24

o i e
3; 729



as _a, a, a, : ; . . . s
1232. Polazedi od uslova a_ = a;' =om= L= E"i" s, Stepenovanjem leve i desne strane jednacine (1) sa % sledi
1 3 6 -1 &
&, i, F i, ' 3
" i . P f n =g. £ i niu 1y Sﬂ
lako se dobija da je Gtk K, q ‘: ang- = (?) .

1233. Ako se podele jednakosti a,, = ag™'i te je na osnovu (2), traZeni proizvod

a, =ag" ", sledi dcx]eT g ilig = \/ ,aa, = ‘/ T (5})%

Bt a la?.ai..an =

Zamenomgia, u Obrazaca, = agr~'sledi da je: a, = \/;_m .
1238. Koristiti se osobinom a,a, = 122, n = 5.

. : 10— 10° =1 10 -1 !
1234. Posoje: 1 = 9 , 1% = g g 1239. 4,8,16,i 16, 8, 4.
Sumiranjem se dobija: ; 1240. 2,4, 8, 16.
S, = 5 (104+10° + 10° + ... + 10 = n) ,__( L Lt mn). 1241 2,5,8,11.
1235. Ako pomnoZimo obe strane jednakosti (1) sa x, dobija se: f 1242. 2.4,6,8.
(2) xS, =x+ 2+ 33 + ' + L+ (n+1) L, 1243, 17, 14, 11,
Oduzimanjem (2) od (1) sledi da je: : 1244. S, = 100.
X = 1) S, = =1 (I+x+2® +x* + . — 2 + (n+1) xmt, 1245. Nekajea, = V2, a, = 3, a,=35+v2,ili
odakle je ay+(m-1)d =v2,a, + (k=1)d = 3,
(r+1)an*l gl ] | o TR s :
Spsr = —tp— =T a+@pp=10)d=35+ V7.
1236. Ako je niz geometrijski, tada je: Eliminacijom a, i d iz poslednje tri jednacine dobija se
> 3y D o | | L ST e I 8 - 3\/— k‘—.ﬂl
P txigt+ g+ g gl g = —s = ok
= (g +x3¢> + .. + xig¥ ) li Ova jednakost je nemoguca, jer je leva strana iracionalna, a desna
s 2 12 _ 2 racionalna.
Ll O < et WOOWEY ol ._ ~
| ' 72 U & i s g I TN 111 12-1 1
q { 1247. Kakojez =~—=1=-2 z=2"2_;_ 1
. 6 6 6’12 12 12
odakle je ; :
) 3 ( .« itd ..., onda je
TN el & grt -1 . i .
54 ( g=1 ) "‘q( g=1 ff 5~=”‘§(“%)'
7 1 pe=2 ﬂ g+ gt L i o | Sn -
1287, 8l LT ot PR s, i o ) —— I 1248, 2,6,18ili 18,6, 2.
aig"” g . :
il B 1250, Iz sistema

G=a;,+(-1)d A a, =a+ (k—1)d

: 4, =a(m-1)d A a, = a, + (n—1)d lako se dobija da je
(2) aaa,..a, = agT (zadatak 1206). 4 =@ = (I-k)d,

310 . -

iS‘ . *
(1) aig*' = o Proizvod
~om



1251.

1252.
1254,
1285

1259.
1260.

1261.

1262,

1263,

1264.

1265.

1266.

(1) a,~a=(@m-)d a, - a, = (n—m)d.
Na osnovu pretpostavke zadatka, imamo a, = a4,
@)
Iz (1) i (2) lako sc¢ dobija da je
(m = )%= (k=1 (m—n).
.75 45

F = G
4y =q q,0, =a,4,a4;=qa, *a

L

12 3

ﬂ,- Dy ID, 2{}. I T, —21—, -4—, :1—
3, 15,45, 751 80, 40, 20, 0.

81 = 190,
N
q = j
18, 24, 32.
Geometrijski niz: 2, 6, 8, ...
Aritmeticki niz: -3, 0, 3, ...
2 ; 299 8 —v299 .

a)-i, 1,5 t obrnuto; b) G ,\/u 1}2, -1, —15————-{:—?- 1 obrnuto,

3 5 B
x=101ilix = 0, 1. U oba slutaja progresija je 1, 5, 25, ..., pa je

— - 59
a, =a,,=>5.

a) Ako su stranice trougla a, b =aq, ¢ = aq®, koriste¢i uslov
lb—a | <c<b + g, dobije se traZeni uslov.
1 + V3
b) g = s

a)x = 1, niz: 8,22, 36, ...;

b)x =5 Vx, = —95 nizovi su: 10, 20, 40, ... ili ~90, 120, ~160), ...
Aritmeti¢ki niz: 20, 185, 10, 5.

Geometrijski niz: 3, 6, 12, 24.

A58, 565:3,6,12,... ili

2579 83 .
A5, 2 2 G

S

EpmE T

1267,

1268.

1269.
1270.
1271.

1272,

[2723,

1274, x

1275,
1276.

i277.
1278.
1279,

1280.
1281,
1282,

X,=C+n

G :7,21,63,..1li63,21,7, ..
A 132,48, 64, . ili 88, 48,8, .

a,= 5103 ilia, = .

8.5. DIFERENCNE JEDNACHNE
Smenom x, = ¢ dobi jamo karakteristicnu jedpadiry date diferen-
enc jednacine 1t — 5 = 0. Njeno refenje jof = 5.
Opste resenje date diferencne jednadine Je x, = <57 i predstavlja
geometrijski niz sa prvim &lanom C, i koli¢nikom 5.
el < 30
X, =Cy (1)
Primedba.  Partikularno resenje diferencne jednadine dobija se iz
opsteg refenja izraCunavanjem proizvoljnih konstanti C,, €, ... iz
zadatih pocetnih uslova. Opste resenje je
L=C -%ax =1 C = 5+ pa je partikularno reSenje x, = 21,

LEC P

i L

A0
v =C, (ﬁ_l_-!—r\/?) i (—-1—1\/3] .

S
X, = C (1 + 20y + C, (1 — 20y,
Primedba. Ako karakteristitna jednacina diferencne jednacine ima
dvostruko refenje ¢, = 1, = ¢, tada Je njeno opste relenje
X, = (Cy + n- C,)r" A ako je resenje trostruko, opste resenje ima
oblik x, = (C, + n-C, + n?Cy)r
Za datu jednatinu, = r, = 3, pa je njeno opste resenje
X, =G Fol =3

%, = Cy (V3 + C, (=1V3 ),
X =C -2+ C -3+ G g,

L= C + G (=1 + C, {(=2)
X, =C =i+ C, (—iy + G

L Cy 274 Cy (=2),
%, = (C) 4 nCy) (=4 + €, (=2)



1283. x, = (C, + nC, + n2C,) 2~.
1284. x, = C, + nC, + n’C,.
1285- I” = (CI + fIC: + HZC3) ("'1)”

1286. Opste resenje je a, = Cy- 2"+C, - 37, a partikularno
nn =5 ._2n — 3:!{-1' ’

1287. a, = 3.

1288. x, =n - 2~

1289, x, =27 + 31 — 4,
1290, x, = 2" + 1.
1291, x, =27 — 1,

1292. Posto jednacina x* — 6x + 9 = 0 ima dvostruki koren, smenom

a, =b, + na dobija se
bni-l = 6I‘JJH-I i gbn —da=- 4

Izratunati o tako daje -4 o = —4,ili & = 1. OpSta resenja su

b, = (Ci-+ nCy)3"%a =n+ (C; +nCy)3a partikularno
a,=n+ (1-n) 3~

1293. Nekajea, = b, + a, tada je

brusy = 5byy+ 6b, + & — 5 a + 6 = 4. Odredimo a tako da je

a—5a+6a:4¢a=2,-tadaje
b,s2 = 5b,,, + 6b, = 0, odavde sledi da je
a,=C 2"+ C, -3 +2

8.6. GRANICNA VREDNOST BESKON}}C‘NOG NIZA

1294.a) n,(¢) =+ — L; b, (&) = %] /1ze€+'_‘17 ;

(o) =55 ) ny () = ==
£

1295. 4 = % b) mo(e) = 124,
1296. Uputstvo. Opsti tlan napisi u obliku
;17(1+2+...+n) itd.

. 1 1 ,
d)a=7;b)nﬂ(e)=2—€=5000._
. 314

1297.

1298.
1299.

1300.

1301.

ny (€) = % -2

ayn, =8  b)n,=98  cyn,=998  dyn,=9998.
)5, L 9y 9z g5 N3 g-3
ny = 2777.

a= %, ny = 24, -

a,=1- 1;a=]_,n.3=4.

1302. a = g, O

1303.

1304,
1305,

Iskoristiemo poznatu jednakost E -

n -+

2 1\* _
lim (I+H) =e.

: : 3_ 1. .
Grani¢na vrednost datog niza smenom 7 =y MoZe se transformi-

sati postupno.

3\" 1 1"y’
i - — i —_— "=l — — 3
PJI.E (1 + n) : }!lﬂl\'{: (1 +h) !El*n; ((1 + h) ) £,

a) ¢l b)) d)c e)e S f) -2 g) 3.

Uodimo razliku :I{ a, - a,= (%f + % + ...+ fﬂ) -
-2 1

1.2 ny\ . e 24 2 3
(§+§5+...+§),1h:-—3—an——§+(35—?)+(§5-§?—)+...

n-1: B n
+.( 3 —3—,,) +3—n:!-, odavde

7 +1 & el
3 3

8. H.% 1 no_ n
(1) _3-{2"-_'—(3-+§§+...+§;J+ =S5 +
Zbir §,, u zagradi je zbir geometrijskog niza, pa je

1 1,
S,=5[1-5] .

Tada (1) postaje
2 1 EY i 3 1 :
“#u=—z@‘iﬂ+i%f*%*z“‘zﬂzz%wpﬂ°

. i 3 1 i 3
jﬂ%=ﬂﬂﬂbﬁﬂ§iﬂ"w



1309. 2, =5 -5 _ =

1310. Kakoje a, =S

1306. lim 4, =é

By

1307. Ako 'je a, =r" tada data rekurentna formula svodi se na diferen-

cnu jednacinu
r=prtld et e 22— 1=,

odakle nalazimo r, = — %, r,=1.

) B i _1H n L i
Pajea, = Z) ilia, =1,
Opste reSenje diferencne jednacine je

anxC1 (— %—) +i5 < 1%

n

Zan = 0, odnosno n= 1 dobijemo sistem
1

Cl+C2‘=a{\_ —5C +C,=b,paje ;
Z a+2b
.‘C1=§(a—b_),C3= % &
Grani¢na vrednost niza lima, = 2 -;215:

P

Dakle q,=%%20 |, . .\ 2(a-8)
4= 4 (-1 fas

3
1308. a) lima, = lim{n? + vipi — 6y =

[ {n wwe-

SESEY) A
2n__ 2(n-1) _ 6
TnA3 T =D 43T D) (aea)”

Niz je ograniten: 0 < g < —%, pa je lima, = 0, tj. konvergira.

_1-3 g3t

n—1 3

2 i 3!: 2 v 3n-] 3n

=~ §

n

OpSti ¢lan niza je-eksponencijalna funkcija, §to znadi da je geome-

“trijski. Niz ie monotono rastuci, ogranicen, — 5 < g < 0.

3—-
316

B1L. a) a,=8,~8 _ =19 - 99 Opsti ¢lan je linearna funkcija od »,

1313

1314,

1315,

" 1316.
1317,

1318.
1319,

pa je niz aritmeticki:
4 =-=80,d =19

t) Iz jednaéine A4y = 25, sledi samo jedno celo pozitivno resenje
n = 10. : . '

1312. a)q, = T}T niz konvergira,
N o

n-w new 4+ Sn ,,..:,;4

b) S = lim 8, = lim>*' =5 _ ;.5 (1 N l) =3
5 4.
4

~a)a, =_"; b)S = 4.
)"-2!1 ) 4

Posto je

ay = a, + a,,

QG =a+a,+a,= 2a,,
ds=a;+a,+a;+a, =24,

Gy =a,+a,+a,+ .. + Ayt a, =2, ,
Proizlazi da je niz a,, Ay Qg s @, ... geometrijski sa koli¢nikom g=2,
Ay =aygsili512 = q, ' hdeg, =) ‘ '
Kako je a, = a, + a,, a Clanovi niza su celj Pozitivni brojevi, to iz
Qtay=22q=9,=1 - '
a4y =agq' =2 - 21 = 4096,

’

8.7. BESKONACNI RED

Yamigefoat 1 s
; 1 1+-’§
b)S =21, ¢) =L‘~2’3’;_d) B e

a,=_10,q=-.-§_ ili a, =15, q:-—%_

20 =2 (ag + dg? + agi+..) = 2% sledi g = ]

9=73
3 . 5 5 _
% 5 3¢z o ‘2@- 3 |
Leva i desna strana- date jednakosti predstavljaju geometrijske
Opadajuce redove. Posle njihovog Sumiranja slédi da je -
a)2=2b)3=3 - . '

317




I ' 1 _E
; | - . SN <) 8 = et
'a)S:l—cosx’b)S_1+sinx’_<’)s T—1gx )_ (2x—4)
e) Dati red se moZe napisati u obliku

X (142x)

x+2¥+2° +,..) +202+x+..), odavde § = —p—7]
vk B3 4 —3¢
=t WP Fize

. 2x

6 6 =2 davdeje a =2iq ==~

1321. a)5=3_2‘£= ol __QE’O vde j .3

J 1= 7 1 3
Geometrijski niz ¢iji dati zbir S glasi
de &7 168 -
24 =+t t . ;
b) 3_x=1+§+ 9+27+.,-

=1 —2r 4 de - 80+ 160 —
C) 1+-2x*-'1 2x + dx &x
w1
0 1+4x
63 ., 63 aren B3 63 B3,
2. 63+2 482280 e -Frm-F

=]1—x—=x2—x+xI— ..

1323. a) Datiizraz moZe se napisatiu 01_:;liku:
1. 2

SR, et |
3%.5%.3%.5116=3'~+2~+ i

1 14,.,+—l- 3 i
5TV 2 VA, jer je:

i : 1 ! +—~—1 B s =.—2—,
lim §+?+§5‘+"' Pz : 3
) 1 1 1 % _ 1,

b2

dvaj razlomak moZemo predstaviti kao zbir ¢lanova jednog besko-

nacno opadajuéeg geometrijskog reda, i to ovako:

7 i 7
0,97 =07 + 005 D0 .+ 10t 100 + 1000 +

1324.

T | : i
Koli¢nik ove progresije je g = y @ pIvi Clan je a = 15

7 7 :
0 _T0_7 "
s=—2 =2 =4 odavde 0,777... = 5
‘ -7 10

318

i i e

1325. Dati razlomak se moze, napisati i ovako:

0,3444... = 0,3 + 0,04 + 0,004 + 0,0004+.ili

o 3 4 4 4
0:3444... = 5.+ 100 * To00 * 10000 t -

Geometrjski red u zagradi ima kolicnikq = -, a prvi tlan a = o5
=B bt e e 100 4
pa Ce prema obrascu S = -7 zbir biti § = g = gpp @ vrednost
10
a1 3 . 4 31
razlomka 0,3444 = 10t 30 = 90+
3 71, z 817 142 1
1326. 3.) 9 b) 269—, C) Tg 3 d) l-l“ggg -G) g‘z—g, f) 7

1327.

a) Opsti ¢lan reda moe se rastaviti na dva prosta razlomka u cbliku

1 1 1

Ako se gv

¢ vrednosti sumiraju, dobija se da je suma prvih n ¢la-
nova reda

1
% =Y T n+1

Ako broj ¢lanova neogranifeno raste, tada je

u ET 1 _ _
lim §, = lim 1—-n+1) =1=S8.

"o n s

Sumaredaje S = 1,

b) Analogno prethodnom zadatku

H( 44 e o)

1 1— 1 :
2 2n+1
T
=5
L, _3 )
319



1328, Stranica prvog trougla ABC je a, neka je a, stranica drugog trou-

1329,

V/'E' -
r]-_.-a—l—-. Odatle Jf_’, a1=2r1\/§; a kako je amr\/—i, to e

glaAB,Cy; astranica trougla 4BC itd. (sl. 4 ).

Stranica drugog trougla je a.] = —g-, tre€eg a, = i—, itd. Obimi tih
trouglova su O, = 3a; O, = 3’25; O, = %a— itd.
34 3a , .
akoie 222 1.0, T 1
Kako je 0, 3% =% 0," 37 onda ¢e obimi svih trouglo-
2
va da obrazuju geometrijski red: 3a; %{J; %a.; .+ Ciji je prvi ¢lan 3a,

a kolinik ¢ = ~21-
Prema tome, zbir S = 34 7= 6a. Povr$ine tih trouglova su
. 1 .
2

ay. .
V3 - (7 T L L 2
PI‘-:('Z-—- Pz—*‘:l.—'_\/j—-"fg Vrgn,_ P3—-m \/jl!d

Kako je ;i; = ;1 = %, to e povisine ovih trouglova obrazovati
1 2 .
geometrijski konvergentni red:
av3 a3 a3
4 16 64

Zbir povrsina svih trouglova’je:

av3. aw3

4 4. _ a3
=gt

s
I 3

Slika 44

Neka su ry, 7, ... polupretnici kruZnica a a;, @, a; ... stranice
trouglov%sl, 45.) Polupreénik opisane kruZnice oko prvog trougla -

jer = a13 » odakle je a; = r V3, a polupre¢nik upisane kruZnice je

6

W3 =23 ilir, = 5.

1320 -

33 + _Lr;’j + 3rv3

Na taj na¢in smo dobili polupreénik druge kruznice. Ako prime-
nimo na drugu i trecu kruZnicu i drugi i tre¢i trougao isti postu-
pak, dobija se: ]

rv3 r. 3 r.

a, = T’ ry= :l*; (13—4~—-; Iy = *8-
Obimi i povrine trouglova su:

‘ Ol=3a1=3rw/3';02=3az=_3_r§:‘1;03=3a3=3r::§,...
p @3 _ (WINE 33

VR ST L T

P a3 3p2y3 '

e T

P'_agﬁ_mﬂﬂ'

3T 4 T T g

5 Og O:I._IP; P3 1
Kako je -67—5:—7,—:=—=],

a

onda ¢e obimi obrazovati geometrijski beskonacni konvergentni red.

g o
a povrsine
33 | 33 3N§+-...

4 ‘16 64
TraZeni zbirovi su

[
h .

48

33 ]
1 —

§=

="

=6r/3;, S=
' 4

1

b =

B

Obimi kruZnica i povriine krugova' su
Ol=2m;02=2%x=m;03=2 . %;ﬂ:=rirE
necR o FH P
Pi=rm; P,= =i Py= g
o, Py 1.8 P g
Poﬁto;eﬁl = -5; —-—--2-1.-’_5"1- = P‘; =%
odgovaraju¢i geometrijski redovi su



3 . I COs o 2 -
S 2 e, 1334. Iz jednacine — — — — =
Zbir obima svih kruZnica je S = rﬂl = 4T} 3 ) T—cosia. 1—-cosle — 3
2 sledi da je cos a = %@a = 60°. TraZeni-zbir je S = 2.
bi m§'m s rre _4rw :
a zbir povriina S = = - . 2 2 2
P T 1835, 3093 0N80T - e
4 y! 8 32
3a*n | 9atm.  27axm s
1330. Stranice kvadrata su a, \f“ 2‘} ~ e T g7t = 3ar.
‘ i 'h kvadrata je 24/ 2
Zbir povr%;r}a svi . J » SR 1336, © f 3 3:.11(;/? 5 9a6;/'3' b =avE
g_a+7+4+8+ :1—1_-«-“{]',32![0,
- 3 3 3 T
s 24.5; _13_37.a3+“f+ B e B 92;”[3 ,
5_4a+4 +2d+ =t .. =—7 =42+ V2)a V27 .
V2 V2 -5 a’n +a:m/_+a3::+ ang9+v"']
& i § o N 162 26
1331. TraZenc povrdine obrazuju geometrijski konvergentni niz it n D 1 Len @9+ v3) .
ey, BB, ")f’g«“f - 6 54 152 T 52 :
Za zbir povriina se dobija S = or ‘""’] = 8. 1338. Poluprecnici krugova su
| S y - acosa ,— @acosa 1-§ina
'"1+sina’?” T+sina 1+sina
av2 a av2

1332. 1° Stranice kvadrata su a, R

¢

r3=

- b
a Cos o (1——51na)

I+sina |1+sina
7bir obima
i obios : » Zbir obima krugova je
S=d4a+2aVZ+2a+avl +..= ﬁ*ula(7+\f_), O=2amcosa 1 =sina -1—sina+ _ ¢
o ] “T+sina I+sima ~ Ttsime @ | TATBe

almcosta

) . az 2 az_ T at % 3
a zbir povisina § = a* 4+ 5+ + g+.. Sl e 24", 4sina

- | ; n=1 8
" i 1
i 162 (é) > (2‘) = (7) = 9

iR
1333. Koli¢nik progre‘u}e jeq=an_-="75"

Zbir povrSina svih krugova je P =
1339. Posto je dati red geometrijski, konvergentan je ako

| g | <1, ovde je taj uslov ispunjen, j. I <1,

.
il
Zbir reda je 7 zax = ~1.

Primenom obrasca za konvergentni beskonacni genmetrijski red
dobija se

4 ig=_2a

- A=AE

1340, x € (—-21*,-}-00) Xx=26

odatlea=2(2 - V2). 1341.3:@(% )'x=%.
322 :
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8.8. SLOZENI INTERESNI RACUN

1342. Zan =1, K, = K(l + —1%] =K+ —{% obrazac je talan jer je in-

- inu K2
teres za jednu godinu 100°

Iz pretpostavke da obrazac vaZi za n=k tj.

Ksz(1+

k
—1%5) treba dokazatidavaZiizan=k + 1

= L k+1
K= K1+

L k+1
= K(l + 100)

1343,

1344.

1345,

1346.

Dokaz: Suma K, naraste za godinu dana uz p% na vrednost

Ry . N FAg TR AW
Kk+,_Kk+m..Kk(1+—1Pm) _K(1+wo] (1+100)“

Obrazac je tatan za svako n prirodan broj.

Posto je K = 500 000 din., n = 2,5 god., g = 1+ %% = 1,065

tada je K, = 500 000 - 1,065% ili-

log K, ; = log 500 000 + 2,51081,065 = 5,69897 + 0,06837 = 5,76737 _

odakle je K, ; = 585 250 din.

. % ,
Kn =992 240 dil‘l, H= 15,1? =1,05t0 je o _;_: i 992°240
91 1,058

logaritmovanjem dobijamo
log K = log 992 240 — 15 log 1,05 = 5,67877 odakle je
K = 477270 din. :

U obrascu K, = Kg" zamenom K, = 770 960, K = 437 400 i
q = 1,065 dobija se 770 960 = 437 400 - 1,066
Preko logaritmovanja imamo log 770 960 = log 437 400 + n log 1,065
odakle je n
n = 10877960 — log 437400 _ 0,24615 _ ¢

v log 1,065 T 0,02735 T
Zamenom datih vrednosti u obrascu K, = Kg* dobijamo
466 350 = 362 5007". Ako se logaritmuje
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log 466 350 = log 362 500 + 4 log g ili
logg = log 466 350 -; log 362 500

= 0,02735

Odakle je g = 1,065.

Iz jednadine g = 1 + igﬁ sledi da je p = 6, 5%.
“U ovom slucaju je k = 4 000 000,n = 10,p = 4. Na kraju. prve go-
dine K se smanjuje za %5 tako da ostaje

i)

KI=K—K—1€)§=K(I

na kraju druge godine se K, smanjuje za_% i ostaje

o - : 2
Kz =K, (1 - T!Eﬁ) " K(l - 'I'%) na kraju n-te godine dobija se

1348.

1349.

e

Stoga je K, = 4 000 000 - 0,96% = 1767 900 din.

U ovom slucaju imamo 2K = Kg™ ili 2 = 1,035 odakle logarit-.

movanjem nalazimo 2n = l ofg? 6235 = 20,15.

ili n =10 godina i 27 dana.

U ovom slucaju je K = 297 80b, P =353, n=8,1te ¢e primenom

obrasca K, = Kg", posle 8 godina broj stanovnika u tom gradu biti
K, = 297 800 - 1,0557 = 457 000.

1350.

, 1351,

1352,
1353,

1354,

1355,

1356,

204540 m®,

23 god. 13 dana.

P =45%,38000m>,

20 godina.

5,076 %.

4,1528 %, , -
52 %. . e
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-1357. Uovom primeruje K, = Kg*, gde jeg = 1 — 3%

K, = %K, n = 5, odakle je p = 9,7%.

1358. a) 121 550 din. b) 122 010 dinara.
1359. U ovom slucaju je

2,

" s ZN otngs
KH—K(I+—1%G) K, K(1+ZUO) 0dnos

K,,:Kn’:(l +1J'—6A:) :(1 +§%ﬁ).

Pokazuje da je za ulagata korisnije polugodiSnje obraunavanje.

1360. U ovom primeru je -

KH=K(1+—2JE%) iK,,‘:K(] +'2E0T)*) posto je

' " ok(re 2"
K(l + -]%ﬁ) = K(l - 200)
Izlazi da je p' = 20 (V100+p — 10).
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IX.GLAVA

9. KOMPLEKSNI BROJEVI

9:2. TRIGONOMETRIJSKI OBLIK. KOMPLEKSNOG BROJA

13 19

1361. R, (2) = 1355 L (2)_ 100"

10 2

169’ 1, @)=~ 169° |z] =33

1363, f(3+2() =29 — 8i; f(3—2i) =29 + 8.

1364. [ (2+3i) = 0, f(~—2+i) =0,

1365. Zan=2iz=1+1i 24+22=0, 2 -2 =4
Zan=2iz =12+, Z47=6, Z2+7=8i;
Zan=31iz=1+.1, ;3+E'-"=—4 P = 4utd

1362. R (z) =

1366, a) 3i; b) =S+ 54
1367. Iskoristiti dajez =x+iy a w = a + bi.
1368. a)z —3-5i;  b)z=2+i
1369. z = 140,51, i
1370. a)z = 2+i; b)Z =4 + 6i.
1371. a)z=%+£; b)z=%—2i.

1372. a)z—Oz—llz-—'—( 1+z\/"),. b)z=0,z=*1iz= =i

1373, z = x(1+i) .

1374, z = 3+44i, o \
1375, ayz = ~1-1i; byz=1-i
1376. z, = —1iliz, = —1-2i. :
1377. z = —0,5 (1+i).. i

1378. z = 6+17iiliz = 6+8&i.
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1379.
1380.

1381.
1382,
1383,
1384,

1385.

1386.

1387.

1389,

- 1390.

1391.

1394,

z =% (1=i)

z=%:ci

z=2x2

x=y=1

(£3, £1) i (2VZ +2v7)

(6,9)1(-9,-6).
.3 1

(2, 1) i (5,?—) .

Kako je

_aat+ba _agadP+bad a+bal Iy ;

o,‘-_-————_,_;_ — - - .’ :ﬁ,z_...s.:a‘ﬂ,
at+ba* aa+bdd a(@tba®) & «

tadaje R, (z) = —0,5; [ (z) = :g.

U prethodnom zadatku dokazali smo da jeadt=lia*+a+1=0,

paje o= — (o + 1). Tada imamo

(a—a2+2a3)(2——a+a3)={a+a+1+2)(2—a—a—l)=
Ca+3)(1=2a) = Za+3-—4x2—6==6a+7—-6|a=7,-0d—
nosno vrednost datog izraza iznosi 7.

Kako je (%_i-_;) —_ M = jn

-7 3

tada je za n = 4k, 4k + 1, 4k + 2, 4k + 3 realni deo 1, -1 ili 0, a
imaginarni deo takode 1, -1 ili 0.

Data jednakost je ekvivalentna jednacini
(i_i%) =leir=1pajen=dk k= 1.2
Kako je

e EHL™ 7 A% apen Y
“”*‘”i(ﬁ) *(77") _‘(E J
2

%) (7)) () = . wdase
&) +f(m) = ~f(n) +f(n) = 0.

Kako je (1+i)* — (1) = ((1+i)3)2 - (A-d»2=0€Rr Z je rea-
lan broj. ’

328

1395.

1396.
1398,

- 1399,
1400.

1402,
1403.

- 1404,
1405,
1406.

1407,
1408.

1409,

1410,

Iskoristiti da je -
(14)° = ((1+i))* = =8, a (1~i)f = ((1-i))’ = 8.
Tadajez=-Ji€l |

224 __

a) Dati izraz napisati u obliku

((VZ + 0 + ((VZ - ip)2,

Iskoristiti (V3 — 1)) — ( (V3 + 1)),

Ako se iskoristi da je (1+i)1® = (1+i)2j5°, 1+ ;‘)’98 = ((1+i)»)*
i ((1=0)")% = (1+i)* dobijasedaje —3 - 250 = —3 . 2%,

|2} =i,

‘Neka je Va+bi = x+iy, gdesux iy realni brojevi. Na osnovu definicije

korena (kvadratni koren iz kompleksnog broja je kompleksan broj) ima-
mo x=§)=a+bierP—y'=aA2y=>b Resenja sistema su -

1/Va3+b2+a\i l/\/a2+b1-a'
2 %

Xo=d 5 o
¢ime je dokaz zavren. -

p=E

a) x (2+0); by + (1+4i).
a) £ (3+4i); . b)(p+gq) +'((p—q_) iy
U prethodnom zadatku smo videli da kvadratni koren u skupu

komipleksnih brojeva ima dve vrednosti. Zato formula za resavanje -
kvadratne jednatine az? —bz +¢c =0, gdesuq b ic kompleksni
brojevi (a #0), ima oblik

Z,=—b+ *b—hf}“- T (ispred kvadratnog korena uzimamo $amo
znak +) '
7= oA VEONTT ey L +(2+8]),

2y =3~ 2, = 1-7i.
2, =1~i, z, = 0,5 (1-3i).

Zy=2—i, 7, = 1+3i. .

2—i 142¢
ZI = —*3—, Zy = T
2,=3+2, z,= - 124
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1411.

a) Skup tataka koje 73(10\01]&\’3]11 datu relaciju u ravni pripadaju
kruZznici (x—3)% +y? = 25;

- b) elipsa 3Gx? + 100y* = 225.

1412.
1413.

Q) =20+ L;b) a2 + (y+1)2 = 4.
A +2+3 =0,

- b) Postoji samo jedan kompleksni brojz = 0 + £

1414.

1415,
1416.

v
Oblast kojoj pripadaju tatke z je

a) kruzni prsten: 4 < x? + y? < 25;

b) 3 =x* + (y+1)* <25.

a)y =3;b)x +y<l.

a) Isecak, ograni¢en polupravama /, ={@y) |y=0,x=0 b
L={xy)|ly=xz2 0}, (polupra}va [, ne pripada isecku);

b) Isetak, ograniten polupravama /, ={@,)) [y =xv3, x =0}, i
L= @)y = -2V x 20,

4 4

H17. 2= W(cos 7 Hisin 4) = 2(005%4— i sin g—],

3 = 2(00%; 7 tisin 6)
1418. z, = 4 (cos 0% + sin U") z, =3 (cosx +sinxm);z, = cos Z 5 + smg‘:
1419. z, = V40 ( cos 108° + sin 108°) ; zé = 3ﬁ(cos 5% i sin iﬁ) .

1420,

Zy, = COS T + sin .

9f—(cos (%—%) + i 8in (

” = L3 o
zz—ZSn?'(cos (2 5 +rsm(

z, =2cos

~
ro[ S

)}
1)

\__._, (ST

1421. z = V3.

1422. 2, =2, z,=1+iV3, z,=-1+iV3, z,= -2, zo=—1-iV3,
zg=1- V3. ' :

1423. 2, = V3 +i,2,= =1+ V3, z,= = V3 — i, 2, = 1 = iV3.

1424, 7 = =1 22V7 (1+i).
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1425,
1426.

1427,

1428,
L 1429,

© 1430.
1431,
1432,
1433,
1434,

- 1438,

z'mzl‘zg=4v’7'g (cas (4 =+ 345'[) +-s:n(% 347:)) = —4,

z= ? = iz_z— (cos (75° — 30 + sin (75° — 30“)=%(1_+1’).

a
=

b2 = %(\/zw_ﬁ +iV2- ﬁ) .
25 = 32 (14+iV3).
2 = —0,5 (1 + iV3).

g = 390

2 = 1.

r

7%= —0,5 (1+iV3).

a) Primenom obrasca ' ,
zk="\/r(c05@+i,singo m-%'(cosﬁgi+isinﬂ—%ﬁ—)‘
k=0,1,2,., (n-1) '
dobija se . :
zk=v~=i/cos(}°—!-isinol°=cosg—t%£+coso—+§ﬁr-,
k =0,1,2. Odavde je : |
2y=1,2,=05(-1+iV3) i z,=05(~- V3 il Yl
b)zy=1+iz,= -1+, z,= —1—i,z, = 1—i.
c)20=05(\/_+‘£') zy=1, z,=05(—- V3 +1i),
z=05(~V3—-i), z,=~1,z;,=05 (V3 — ).
a)z,=05(3 +i),z,=05(-V3 +i),z, = —i;
b)z,=0,5(V2 - V2 +iV2 +v2),
2,=05(-V2+V2Z +iV2-V2),
z,=-05(V2=vZ +iV2+V2),
z,=05(V2+ V2 - iV2 - V2).
Q) z,=VZ(1+i),z,=V2~V3 +iVZ+ V3,
Zy==V2+V3 +iV2—V3),z, = - VI (1+i), _
=\/2_———-z\/§-!-‘:r:5 \/2+\/“—1\/2 V3.
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1439,

1440.

1441,
1442,

1443,

1444.

1446. z
1447,

1448,

. Dati izraz se svodi na oblik z, =

a) Zy = 2, 23 = — 1 tl\/-g-,

= :/(16(00531: +isinm) ).

Odatle se dobija da je: z, = 4vZ (~ 1+, z; = 4V2 (1+0),

2, =42 (1-i),z, = 4V2 (=1-0). _

z,=VZ (1+i),z,= - V2 + V3 +iVV2 = V3,

z,=—-V2-V3 -iV2 + V3.

z,=1+iV3,z;= - V3i,z= -1 - iV3,z; =

zoﬁﬁ+i,21=—1+iﬁ,zzé—ﬁ—

a) z, =0, (m'ﬂﬁ—\/’}),-‘
z1:0,5(~\/2+\/§ +iV2—V3
7= -0 (Vz_—ﬁ +NW)

b) \fz_(cos (%4—%’:) +sm(3+k;:)) k=0123.

Ako se zameni data vrednost za z dati izraz se postupno transfor-
mide na slede¢i nadin:

Vg_}% :l/—\/% = V%(COS%+ising} Be

V3 — 1.
iz, =1 — V3.

; 'g+2k3r 5+ 2%kn
o | Cos T isinE— | za k=0,1,2
V3 |
1 ; 1
dobijase wy=+— (V3 +i),w, = ( 3+z)1w2w——~
RNt 3 5

B) 20 #V3 &,
Data jednalina ekvivalentna je jednalini

D= ey = 3\/_;' = f/ 003-3—'7—{ + isin%ﬁ, odakle se dobija:
z,=05 3 +1i), zI=DS(—\/3-+I) z,=—'-1

z,=4Lz,=05(-vV3

Smenom z'=yx data jednalina ekvivalentna je jednalinama

z'=1 v z* =-256. Odavde se dobijaju sva reSenja date ]ednaéme
+1 del, W7 (E %) , 2\/_( 1 =iy
iS,iSt,*—i— (——1 £i).
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(1 %) r."j_”

1453,

1454,

®l—-xi=1-

t 1449. Smenom z*=x data jednatina ekvivalentna je jednaémama
22 =2 Vz® = — j. Odavde se dobijaju ova resenja formulama
%JE'»— 2k 25 +2kx
TR fsin"—3—~— (k=012)
e, DT 2k
Vz = cos — +zsm—~3—
1450. 2’ = 8 V2’ = — i itd. (smena 2* = x).
1451. z, = —848V3j, z, = —8—8V3i (zatim iskoristiti re$enje zadataka
10191 1020). ; _
. e 1 \/'5 T A
1452, Z, = 32 32£ 12, = — T g'z—l. .
Vrednostl\/Zsu *0,25(V3 +i), +0,25( -1 +iV3).

Vrednosti \/E;su £025(1+iV3), 20,25(V3 —i).

Data jednacina ekwvalentna je jednadini

P 8:<»zk -l/8(cos +£5m—) ReSenjasu: + (1-i),

+-—~(\/§Tﬁ+nf2—ﬁ), I_(vr_“ﬁmmnl

Desna strana se potpuno transformife na sledeci nac‘.m

1+itga _cosa +isina
1—-itga ™ cosa—isina

Data jednaéma je tada ekvivalentna nizu ekvivalencija
1~ I-}ﬁ 2ioc+k7r) g 2;&:!&7:!

'c032a+xsm2a

1 1
1"')“’-!-1--1+cos—uHL +mm_(__La+kx

2 _2cos.a+k.1r +215ma+k7rc0 cx+kn

t—xt n M
1 _ g B
a+kn at+kn ' . a+knxn
S (cos = +sm-———~—n T

a+krr
oo 222

@1 —-xi=

COs

~ [ sin

atknx
n

@l—xi =

—5 —k=012.,n-1



1455.

1456.

1459,

1460,

Data jednacina ekvivalentna je jednadini

o 1 = S2k-|¥1 +i sin g—k—ﬂn
x—i| = T e n .
Analogno prethodnom zadatku dobija se niz ekvivalencija:
% —1=-1++cos Zk+1 T +sin&:—]~x
#—gf; ={sin Ll T -2 C0522k+1 by
x—I 2 2n
2 L. 2k+1 0 2k+1 .. 2k+1
e o 2 sin 3t COS—5— T + 21 sin -
’ 1
ey —] = -
2k+1 _ 2k+1 . 2k+1
cOs 7 :c( 0S 3n J -+ S1n o .?I}
@xr—i = ctgzg1 T —iex=Clyg —z—g—:’g:r,k = 0,1,2,.., (n=1).

a) sinSa = 16sin’« — 20sin*« + Ssing;
cos’a = 16 cos® a — 20 cos* a + 5 cos

b) sin7a = 7sin a — 36 sin® « + 112 sin® & — 64 sin’a,
cos7 e = 64 cos’ a — 112 cos’* a + 56 cos *a — 7 cos a.

58. Jednacinax + % = 2 cos « ekvivalentna je jednadini

x?— 2¥ cos a+1 = 0. Njena reSenja sux, = cos a + Veos® a—1, ko-
jase mogu napisati u oblikux,, = cos a *i sin a. Dalje nalazimo da je

e o ! ; ;
X"=coshna xisinna i P = X" = C0sn a * sin na,
. | R G S | e
odakle slede tvrdenja: x" + i 2cosnaix* — = 2j sin ne.
1+xi 147
2| = 1155 ik
1Ex*

Nekajez = a + bi, Z =a — bi. Kako je |z| =z'Z = 1, odavde ima-
mo '

z:Z+z=1+4+ze @+ 1)z=1+zez _z+1l _ at+1+bi

42— a+i=bi &
sle skracivanja razlomka sa a+1 (a+1 #0) nalazimo da je
14 o
(])Z—m‘;, gde JE.X.—-m. -
Broj z = —1 ne moZe se transformisati na oblik (1) jer jednadina
14+ : ;
T—y — — 1 nema resenja. - .
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o

= bi; odavde sledidajez = 142 & |7 | = 1,

|

[y

: v =
1461. Neka je a

it

1462. Iskoristiti jednakost 2 +11; = (2 %i)% Rezultat irz + 3\/: =4,

1463, Date kompleksne brojeve pretvoriti u njihove trigonometrijské
oblike 1 zatim primeniti Moavrov obrazac.

1464. x2 + 4x + 5 = 0,

+ 1465, Nekaje zbir sinusa A a zbir kosinusa Biz = cosx + i sin.x. Tada je -

B+Ai = (cosx + sinx) + (cos 3x + sin 3x) +..
+ (os 2n—1)x + sin (2n~1)x) =z + 2+...4 7201 =

_ 2@ =1) _ (cosx +isinx)(cos2mx + isin 2nx — 1) _

1 2t Cos 2x +7s8in 2x — 1

_(cosx + £Sinx) (2i sin nx (cos nx + i sin m))
. 2 8In x(COS X+ sinx) .

_Sin nx " -
“Siny ( Cos nx-+isin nx).
Poltoie B4id = si_nm:cosm sinny :
] , sin x Ginx  Odavde je
_ Sin 2nx _ sin’nx )
2sinx’ sinx
1466. Kako je

- . . i . | i e
S i8S, = (1+iy = (1+i), a (I+iy= \/'Z_(cos%-i- i sin %) ) 5
koriste¢i Moavrovu formulu dobija se

. n nw o . . .
S +is, =2z ( Cos Tx-ﬂ sin 9—452’ . Izjednatavajuéi realne i ima-
ginarne delove ove jednakosti do ija se da je

P 5. W
S] = 2% cos 5 52 = 27sin E%’

-~

1467. Inacin: Kako jez + s=Ltadajez2~z+1=0iliz3+1=0
Odavde je 23 = —1.
.Dati izraz se potpuno transformise na slede¢i nacin
», 1 ' g, 1
142 o ag . 4 1
2%+ om = @)Y z+(z3f)”'zx—-z—z=— (z+1)

Fpoe =1
33
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IT nadin:

Iz jednaline z? - z + 1 = 0 dobija se da je
=148, 7 i o 7
Z= 7 iTI = COS K/‘._'g-) +ismn | % '3-‘) .

Tada je primenom Moavrove formule

21434-?42:2(:05&23—@- =2cos4?nz= —2(:05%-: ~1.

1469. Primenom binomnog obrasca dobija se

(1) (1+V3)y=1-3 (g} +33 (g) TR ( (g),_g(g) +32 (g) .

) druge strane, primenom Moavrove formule imamo

(2)(1+LW)”~2"(C03 S5 +131nn§£).

Iz (1) i (2) dobija se S, = _% sinZ,'s, = %COS .3

1470. Zamenom u Ojleroyom obrascu
(1) e¥ = cosx + isinx,
x sa -x dobija se obrazac.
(2) e = cosx — isinx
Iz (1) i (2) sledi tvrdenje.
-1471. Iskoristiti obrasce dokazane u prethodnom zadatku. 1
1472. Na osnovu Ojlerove formule imamo dd je
e = cos nx + i sinnx i e = (eXy" = (cosx + i sin x)”,
odakle se dobija
(cosx + isinx)" = cos nx + i sinnx.
1473. 1 =cos 2k +isin 2k = e¥i;
Z+ an] i

I =cos (-323+2k:r) + i sin (%-&-2159:) =-~-e[z

—=2=2(cos (2k+1)m +isin 2k+1) = 9p %+ D7l

1474. Primenom Ojlerove formule imamo da je

i‘:(e[:§+m]£) = 180 kE€2Z), e 4

naziva se glavna vrednost od £
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9.3. BINOMNE JEDNACINE

1475. a) Smenomx =y ‘/ data jednatina wod[ se na niz ekvivalentnih
jednacina

y3+1=70<:>0f+1)(y3—y+'1)=0cay+1=0Vy1-—y+1=0.
> T R V2 1+iV3 2
Skup reSenja date jednadine je4—-V¥Y= i @}, ;

. 3
3 .
b) {|/%l =hn gy V’E}

3.3 ; i .
1476. a) {-2-, I (=1 iiﬁ)}; b){—%c“-, %(1 i!ﬁ)}
m+n m+n
1477.{ ——, (= 1+n/?§)} |
3 31 17 YT
1478. a) { +5 :71}, b)_{: 550 :V;—lz }
1479, { 52a ] 112“ 2 ")’:}.

1480. a) Data jednatina ekx ivalentna je jednacini
(3 27) ®+27) = 0 w1® — 2740 o1’ + 27 = 0.
{ ._3,5(——1 :n/h),f(_l :f;z‘v’?)}.
b) { +2i, —i +V3, f:ﬁ}.
1481. Data jednacina ekvivalentna je jednacini
(8x3+ DE=1) =0&3+1=0vi?—1=0.

~1, I+N'§ —1 +iV3
2_’ 4 2 }

31 =1+iV3 3+iy3
1482{ e i }

4,1 ”ﬁ V~ 2(1 +n/‘)}

1484, { %2, 3, % 1+m_)}

1483,

U‘li

1485, {_5:2 Cac tr_bg}
1486. {ﬁlz*ﬁ 40 » i;L}

£ X



+21iV3
1487. { > 3% (11 21i )}
+5iv3
1488. {4, 3—%—}
9.4. TRINOMNE JEDNACINE

: ' =1 *iV3 e 3
1489. a) Smenax* = y. J-‘2, 1, e 1 11\5},
b) {-Za, —av3,av3, 2a}.

. 1 .
1490. a) {1,2, =1 +iV3, j-(—i izﬁ}.
b) { *2, %1, i, 2}
4.8 b bl
1491. a) { 5 "'*}' b) { iz. ‘_'"Cl}.
j ' 3 1+ _,:\/- '
3 123 3l [L 23 3 aivE), L2V }
1492, 3) 1, s ——2"—",.,5—1-1'1)},“3) {2 L 4( )
e e =3E3VE ), s [l 2 g iy
1493, a){Z, 3, ~1 +iV3, T}’b) {2, . =1 %xiv3,
1494, {-:1, &2, #i, J_er}.
: 1.
1495. {¢1_, 3, i, J_rﬁ-g}.
1496. Sména: ¥ + 2a* + m> =y, | £a, =V2m’ - a*}.

1497, { £ (@2-1), % (a+1)).
1498. {t\fﬁ. i%ﬁ}
{

1499, { +VZ(m £1) ), =V2m £1.
1500. { +3a +aiv3, *2a, ta\/_}.
1501. { 10, -=10-1, 10~ 10} .
3 3
1502. { =5 Q0 > 3}
3 7
1503. {—1,§,§-,5}
b +Vb? — dac
1504. Y—axyf =~

9.5. SIMETRICNE (RECIPROCNE) JEDNACINE

- 1505, Jedan koren date jednacine jex = —1. Koli¢nik polinoma
3x* + 13x? + 13x + 3 i ginioca x + 1.daje polinom
3+ 10 + 3.

Dakle, data jednatina ekvivalentna je jednacini :
@+ B+ 1 +3) =0 »x+1=0 V32 + 10t + 3 =0,

Skup redenja date jédnaéine je {—1 : 3}

7 3}
o 3
1506, {—I, 3 ?1_}'_

il
1507. {2-, 1, 2}.

b 1508, {1, - —§}.

wn
e

1509. Nekajex + 11- =z, tada je x* + 1 =z:-2

Ako se data jednatina podeli sa x? ona je ekvivalentna jednatini
6 (+;15) +5 (x+1_) R =1l

S obzirom na uvedenu smenu, data jednadina je ekvivalentna kon-
jukciji 62 + 52 — 50= 0 A x +—1—=z

4

Kako su z, =% iz,= —%Q reSenja prve jednatine, tada je
1.5 1_ 10 :
J_c+‘f—§\fx+}-— 3

Resenje ove disjunkcije daje skup resenja date jednadine
ool ok K. 5
H . 'j’ » .
1510. Resavanije date jednatine svodi se na lanac ekvivalencija
120 = 1) = 258 (2~ 1) = 0 (2 — 1) (122 — 25¢+12) =

< (x~1) (r+1) (124> — 25x+12) =0
sx—1=0vx+ 1= 0v121~—25x+}2 0.

Skup resenja date jednatine je { —=J; 1, %’, %}
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151tL.

1512.

1513.

1514,

1515,
1516.
1517.
1518,

1519.

1520.

Kako je x = —1 koren date jednacine, tada je ona ckvivalentna
jednadini

(@+1) (120 — 4 — 4> + dx + 12) =0

@x+l=0VI2'— 4 =42 + 4x + 12=0. '

Resenje poslednje disjunkcije daje skup reSenja date jednacine:

g4 53]
{—'3, -%, -12 B 2}.

{az, ~V3, ~2+V3, -1, 3, 2}.

Ako se data jednalina podeli sa x%, ona je ekvivaienma jednadini
Xt (x3+£3) - (x-i—%) A8 =1

Iz smene x + + = zdobijase daje

x3+%__;=z-3—2, ax3+%5=z3f~3z.

Resavanje date jednacine svodi se ha konjukciju
Z4d—9%-36=0Ax+i=z
Skup reSenja date jednacine je

_3 -1, _2+ﬁ,3~—\/3’ 34VE =3 ~oF ~3+\f5’}‘

{ 2 20 2 2
1
[+
4 3
3 41
1 5 1+iV3
25 2 i
1 1
(5451)

%, n, —n =vVnt — f}.

Data jednaclina ekvivalentna je simetri¢noj jednacini

12x* — 567 + 892 — 56x +12 = 0.
[3.3 1 g}
2’ 230
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1550. Primedba: Ako jednacina ima resenje oblika a+b6vZ (a, b € (o)

9.6. POLINOMI NAD POLJEM KOMPLEKSNIH BROJEVA R P )
* - . tada ista jednacina ima i reSenje a — bvZ.

1540, Drugi polinom je oblika Q (x) =x*>+x + ¢, ¢ je realan broj. Na 5' Na wsnave U_Ve.n'apomene, ako je x; = 2 — V3 redcnje date jed-
osnovu stava 3 sledi identitet P (x) = (Q (x))> Ovaj identitet je : natine, tada je i x, = 2 + V3 takode resenje iste jednacine, Kako
tatan ako i samo ako je a=3,b=11c=1, a polinom ' je (=x) (-x) = (~2-V3)@-2+V3)= 22— dr+1, ko-
QU= Ret : ' g liénik polinoma x* — 14¢* + 41x ~ 10i polinoma x — 4x 4 je

1541. Primedba: Neka je P polinom i a realan broj. Ostatak pri deljenju ' x—10. Trece resenje date jednatine je x, = 10. o8

polinoma P polinomom x—a jednak je P (a), tj. vrednost polino- | 1551

ma P u tackix = 4. (Ovaj stav naziva se Bezuova teorema — E. Be- ; .

zout (1730-1783), francuski matematicar). i

a) Da bix = 2 bio koren jednatine P (x) = 0, polinom P(x) je de-
ljiv sax—2, {j. ostatak koli¢nika P (x) : (x—2) je nula. Na osno-
vu Bezuovog stava ostatak ‘

Primedba: Ako je kompleksan broj a+bi nula realnog polinoma,
tada je i konjugovano kompleksan broj a—bi takode nula tog poli-
noma. Kako je x, = 2+i resenje date jednadine to je na osnovu’
prethodne primedbe ix, = 2—i njeno reenje. Dalje koristiti uput-
stvo iz prethodnog zadatka x; = 3+vZ ix, = 3 — V2.

r=6-22~7-22=16 -2+ a. : ' 1552, a'iniia=‘—3:Zaa=0,j:1:x,=1x3=_1_
Kako je ostatak r = 0, imamo _ i :
- . : i - ' . _ =9 +VE83
. 48-28-32+a =0,a=12. _ ._  Zaa=-3,x =Lay=—a
b) Na osnovu definicije koli¢nika imamo : oy '
(1) &° — Tx* — 16x + 12= (x—2) (6x* + bx + c), gde su b i ¢ realni d v EEE3: %= 7% = 1+ix, = 1—i,x, = I g 4
ievi ' : f =" ' ; . P
brojevi. N :
Jednakost (1) je identitetako i samo ako jeb =5ic=-6.Jed- ~ § 155 x=-2x, =3, x,, = 24,5, = -2, x,, =2 +i.
na nula polinoma P(x) jex, = 2 a druge dve nule su reSenja jed- :
: 2. 3 . 1555, X, = 1, X, = 2, X, = 3, p= 11, g = —6.
naéin66x2+5x—6:0,x2=§1x3=1—7. : '

5 1556. xlzxz:%_,%: = |
1542, a = =5,b =30, x, = 2,%, =3, %, = — >.

' ' ; : 15587. m = 47.
1543. Neka je x'+ ax? +b = (x—2)*(x* + px + q) . Odavde, s obzirom .
nastav3,sledia = -8, b =16, p=¢g = 4. - 1558.'x1=i

1544, a =3 VvVa=-2
1545..a =2, b = -8
1546. Treba iskoristiti stav 3 i identitet
ax® + bx* + cx + d= a (x—x;) (x—x;) (x—X3) .

. 1559. Drugi koren jednatine je x, = —3—i. Polinom x* + x2 + ax + b po- -
deliti polinomom (x+3+i) (x+3—i) i ostatak izjednaditi sa nu-
lom. a = =20, b = —50, Xy =35,

A\

1560. m =3 1li M= —.23 X, = _"33 Xy = 4,
1547. Iskoristiti identitet *

ax' + bx® + ox® + dr + e= a (x—x,) (x—x;) (x—x3) (x—x,). f 1561. x,, = *i..
U . ' 1562. = 0, -, = =10,
1548, Iskoristiti Vietove formule. x, = %,x: = %,xa =" % A 2 10
| 1563 x=1.

1549, x, = a,x = +,x, = & (Iskoristiti Vietove formule)
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1564,

1565.

1566.

1567. x

1568.

1569.

1570,

1571.

1572,

1573.

1574.
1578.
1576.

1577.

1578.

1379,

Kako jex!+x—2 = (x~1) ()&+2) , Ostaci deljenja datog polino-
ma sax—11 x+2 jednaki su nuli, tj.

B+2:1"+ 3V +a4b=9
(=ZP+2(=2y + 3V =2+ b=,
odakle sledi da je a = 2, b = =8.

=L =2 x,=

3 (=3 =iVT9).
-1 xV2.

xy=2,x,=3,x,=
" 3 1

1:2_\@-’%:2'}‘@?13:"71—’54: -3

Nule polinoma x* — (p+1)x + psux; = 1ix, = p, a to su ujedno i

nule prvog polinoma. Ostaci deljenja prvog polinoma sa x—1 i
x—p su jednaki nuli, pa je tvrdenje tacno.

Kvadratni trinom jc, oblika ®x? + mx % 2, gde dolaze u obzir sve

kombinacije plusa i minusa. Realni brolevx a, b im se odreduju iz
jednakostix® + ax’® + ba? — 8 + 4 = (2’ + mz £2)°.

P +x+1)@2-x+1) (2 ~—xxf’%+1)(r“+p/§+1)
- .
pecmid=g
5
x=2x0=—V31

(L 2), (2; 1), (
(3, 1) (-1, =3) (1%iv6, -1 +iV6)).
344

1580. { (7, =6), (=4, 3), (2, ~1), (1, 2)).

1581. Smcnom% = u prva jednacina s¢ svodi wa oblik

2 j_ 1 _ 175
u* + -i~a,::+—..—3F

1
Novom, smenom + —=t poslednja jednadiza po Staie kvadratna

{39 (539)

— {(3’ sl B (31291;4\/\%—%'3 " 48 4-23“?3"”

'1583. Druga jednatina datog sistema ekvwalentnd je jednadini

(1) @+y)2— 20y — 22 =61.

Iz prve i trece jednacine datog sistema zbir x+y i proizvod xy mogu
se izraziti u funkcqr nepoznate z tj.

() xty =z, =22

Iz (1) i (2) dobija se kvadratna jednacina po z tj.

(T+z)2 — 222 — 22 = 61 =>z~—7z+6 0

Zy =6V z,= 1, '

Dati sistem ekvivalentan je sistemima: .
@=6Ax+y=13A 2= 36)ViEz=1Ax+y= 8Axy=1).
Skup reSenja datog sistema je skup uredenih trojki

{0.4,6,4,9,6), @ + /15,4 - Vs, @ — /154 + /15, 1))
1584, Ako se treca jednalina sistema pomnoZi sa 2 i doda drugoj jed-

nacini dobija se _

PAyY+2+ 2+ 2z 4 2y = :

=29+52¢ (x+y+z)=8lex+y+z=9V x+y+z—~ =9,

Tada je dati sistem ekvivalentan sistemima:

ey —z=-5Ax+y+2z=9A xy+az +yz =26)

V@E=y=2z+—5Ax+y+z= -9 Axy+x+yr=26).

Resavanjem ova dva sistema dobija se skup reSenja datog sistema

{(243) (2.3,4).(— 7—1-1-;\/__ =1=iV11),(~7,~-1- nf—l_—1+c\i_)}

N
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1585, Koli¢nik prve i druge, kao, i druge i tre¢e jednaline datog sistema . - B K
svodi se na oblik ‘P 1603, {'( +2, ;p_-:?r, :%)}.
14y 3042 Sy 4oy 3 -0, -5 - E
=2 %y =g ili —x+2 32|— 0, =5x + 4y + 92 = 0. | 1604. {(+(a+b)2 * (a—b)?, (})}
Dati sistem ekvivalentan je sistemu ‘ - 1605, { (a2 b?, 2ab), ®* a 2ab) (ab, ab, a* +b)}
—x+Y=32+0 A =5z + 4y + %= 0 A (x+y) (r+2) = . ’
X+2y z_ ' v4 H . ( }’)Q z) 1606, | g_—l a+1l 3—q 1+a a-3
Skup reSenja ]e:{(S, 4, 1),(~3; =4 —1}} - R T i ( 2 T T

1586. { (2, 2, 3)). , " boo1e07 9 18, 2, 4, (4,2, 18, 9)). _
1587. { (6, 3, 2), (6, 2, 3) (5,3 =v3, 3 £V3)}. 7 e 1608, {1 =3,-2,6),.(1, -2, ~3,6), (=2, 1, &, ~D(eBs 6, 1, =)
1588. {(1, 2,3),(2 1, 3), '(1%@, Lo 5)} {62, -3,1), (6,-3,-2,1), (=3,6,1,~2), (~3,1,6, _z)}_'

1589, { (1,2, 3), 2, 1, 3), (=1, =2, =3), (-2, -1, _3)} E, 1609, {(3+V4A0, [—v3? ~1=V3Z, ~34-VIT), .

{
1590. !(4 1,3), (4,3, 1), (—4, =24+V7, —2—V7), ( 4,-2—VT,=24¥T)} b 1 6= 'm,1+\/37,-*1-'—\/37,-.—3_m)}.
1610. [(8, 4,2, 1), (1, 2, 4, 8)}. '

1591. { (8, 6, 10), (6 8, 10) (17 %iv237, 17 +M237)}

1592 { (4, 3, 5), (3, 4, 9)}.

1593, {(6 38, 8,8 2.1 —‘ﬂT,gﬂ‘/—”m 21)}. :
1594. { (4, 1, —4), (A, 4 —4), (1, =4, 4), (=4, 1, 4, (=4, +4, D}

Uputstvo: Kubirati prvu jednacinu i uzeti u obzir drugu i trecu itd. - : . ' _ b
1595. Eliminacijom y+z iz druge dve jednaéine sistema . dobije se '
x (14—x) = 45 itd. Skup relenja je:

{(9,;,,2),@,2,3),( 9+2m’9+2m)}

1596.

1597, (— (@+b), @ - E—(%_JFT)) , (a+b i, v E%H) }

{

{
1598, { ;

{

[ (

{

|

1599, { (%2, 25, 3)} '
1600. [ ( £2, =5, +3)
1601. [ (12, 6, 3), (3, 6, 12)}.

1602, { (0, 0, 0), (:%_, il i%_)} :
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X. GLAVA

16. RAZNI ZADACI

I611. a) Teme T parabole ima koordinate T(cos a, sin*a - sina). Iz
pretpostavke proizlazi :

sina — sin a=0=> a=0V a:%—; zad=0=y=x2=2%+ 1,

T 2
za =%, y=x’

x‘
b) a=0, a=g; .
¢) Ako elimini$emo « .iz sistema x, + X,=2C08 aA X, 1 X,=1 ~sin &
dobijamo traZenu relaciju (x, + x, P+, (ex, ~ 2) = 0.
1612; -2 <m < ().

1614. Trinom 4Ax* + Bx + C pozitivan je za svako x ako je tatna konjun-
kcija
A>0A B —44C<0.
Za dati trinom ova konjukeiia ur o nlk

(Sin a + % > (j} / (("7 §in -2 <4 [ein u‘-%—)) <{)

sir o 4 %—::O) B 4{ mam—g—-) (sin a._%) <0

l
= i:;ina>~§‘) A isin a<%vsina>%—).

s (1;75<a<-]—1—{5) A (%Q:z <§é£)

1616. a) Teme datog skupa funkcija u funkciji parametra £ je T (k, k1)
Eliminacijom k iz X=k i Y=k2-1 dobijamo Y=X2~1, pa je
trazendb geometrijsko mesto minimuma parabola Y=X2-1,

b) Za k = ~1, k = 1 funkcije datog skupa imaju dvostruke nule, ‘

& 7a —1<k<1 - dve realne razli¢ite nule.

348

a

1617, Kako jey? = 1 — x2, funkcija &iju minimalnu vrednost treba odrediti je.
JE) =20+ (1 -0 — 3! =32 + 1, 4. fix) = 3 ()= 32=32+1.
Njena minimalna vrednost je za: e :
g ol .3

_—_=—=%=>x=

Y="% "%

pa je :

() (B 1

1618. Data jedha(‘.ina ekvivalentna je jedna-éinixz T+ —10)x+y -y =0,
adalkie jos = 10—y i\/—B}; — 16y + 100

V2

Kako je x,y € [0,9], diskriminanta jepozitivnazay = 0,1,2,3,a x
je iz intervala [0,9]). Zay =3 jex=1Vvx =6. TraZeni dvocifreni
brojevi su 13 i 63. . :

1622, ([+1’)”*=(1;£)m¢ 1+i =1

1-1i
o[ LEM g (lrZrm” g

Poslednja jednakbst vaZizam =4k (k€ Z).

1624. Diskriminanta jednatine (1) D = p* = 4g > 0 po pretpostavci.-Di-
skriminante D, i D, jednacine (2) svode se na oblike '

. 3 2
DI=.D+4{I21D2=ID+(“_%)’
paizD > OslediD,>01i D, > 0.

1626. a) 2k —%1<a'.<2—3‘1’-+2kn(kezy,
T kx
b) O.‘="‘1*+‘—2—(}(EZ),
V) y=xt—2x+1 Vy=——2.t1-2x—-21—.

1627. V = 2—14~c3 sin2a tg @.
1628, p > 2. |
1629. — 42<m<-1 V m>9,
1630. -9gmz -1v0gmgl.
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1634.

1635.
1636.
1637.

1638.

1639,

- 1640,
1641.

1642.

1643.

1644,

a) Ako sey eleminiSe iz datih funkcija, d_obija se jednadina:
a2 ~(@a—-»b)2r~b=0.
Ova jednacina ima dvostruko reSenje za
D=(a+b)=0=a=—b, paje traena tatka A (0,a+b) .

b) B(0,a+d) i C(lugl( - %] ; 0), apscisa tacke C je realna ako

je ab < 0.
M(2,35.
(10, 0); (0, 0; (8, 1); (0, 1).
Al<x<2 3< x<q
b)2< x<«3,4 <x <5,
a)xt — 1, V2 -2
b) x> + 1, V2 + 2. e
Leva strana date jednakosti postupno se transformise, uz uslov
z* = —1 -z, na slede¢i nain. j
(az* + bz) (bz? + az) = (z* (az + b)(bz + a)

=2%(abz* + a% + b% + ab)
=(—f—z)@b(—1_z)+mz+b&+ab)
= (=122) (a% + b% +ab)
¥ = (—z —2%) (@ + b* — ab) = a* + b2 — ab.
Smenom vVx—T =¢ (t>0) data funkcija se transformie na oblik
y = |t] + [¢=5]. Funkcija je konstanta y=520=<t<5, paje
1=x =26 ! '

Neka su dati kompleksni brojevi z, =x, i i z=x-y i
1 20, y, #0). Iz uslova z, = 7, imamo ekvivalenciju S
Zy=Zy X, + Y =x, ~ yji SXy =X, VY = =y,

S obzirom na poslednje jednakosti

Lt = ) iy +ys) '=2x1+i-0¥2r3, Ja s

Lo L =X =y i@y, +yg) =2t +yi 400 =22 +y2

Nekajez=x+iy(,yER)aZ=x — iy. Tada dati sistem ekviva-

lentan je sistemu 2
Ity tr—y=4AVE+Y =1ex=2A P+pP=14
®x=2 A y'= -3, 3to je nemoguce. :

z,=—~%(l+i),zz=—;~(3—5£). _
1350

1645.

1646.

1647.
1648.

Razlika resenja je x, —x, = V—m?+6m — 5. Razlika refenja ima
maksimalnu vrednost ako i samo ako funkcija

f(m)=—m’+ 6m — 5 ima maksimalnu vrednost. Ova funkcija
ima maksimalnu vrednost zam = 3.

XE(~ m-’_g) U (—2, ~ %)'Ul(l, ).
-4<ax<. :

Kakoje V3 + VB =V3+2v2 =V (I +VI) =1+ VI
a#3-¢§:w%1-v7y=|1—451=¢?5Lpﬁe

.

- z=24+ 2

1649,

1650.

3a=0Ab=0.

Posto je a = 0,333... = %, onda je log% —2-17 =3pajez, = 3+ 30
Proporcijaz,:z, = 3 (1+4):2 (1+i)=3:2jetacna." '
Smenom 1-1986x* =z data jednaCina svodi se na sistem
x=1-1986z" A z =1 - 198Gx2. : v §

Ako drugu jednacinu ovog sistema oduzmemo od prve, dobijamo
T—z=1986 (* —z) e (x ~2) (1 = 1986 (x +2) = - .
Oex—z=0VI1986 (x +z) = 1. Jednatine ovog sistema sa jed-
nacinom 1 — 1986 x* = z daju jednacine

(1) 1986x* +x + 1 =0,
1985

QyW%ﬁéx—FEg;&
Rmmﬂwmmwu”pmz:%%%ﬂg_
Resenja jednatine (2) sux,, = 1_"::"’,,9_ V_’! :'297”_

Leva strana nejednakosti je oblika a*,
gdejea= [x +y|20,b=—-x+y+1.
Nejednakost je ispunjena ako je:
1°a>1A b <0,

2° a <1 Ab20,

Na osnovu toga proizlazi: _
I° x+y[>1A —x+y+1=<0,
2° x+y|<1A—x+y+120,
3 x+y=0A -x+p+1=0.

Slika 46
Skup tataka &ije koordinate zadovoljavaju uslove 1°, 2°,.3°, tj. po-
laznu nejednakost, jeste Srafirana oblast na slici 46. - .
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1651.

1652.
1653,

1654,

1655.
1656.

1657.

1658,

Sn—-3
=

x€ [-8,0] U[1,2]. :

Ako pomnoZimo datu jednadinu sa 2 vaze ekvivalengije
244242255 =26+ 2-10+ 2-15%

g =1 2 3F B+ F=2 237+ 2¥+F~2 3 5F+2¥=0
& (2=3)P+ 2=+ F-=0.

Zbir kvadrata jednak je nuli ako i samo ako je svaki sabirak'jednak
nuli, tj. 2* = 3* = 5* Jedino redenje je x = 0,

Nekajen, < n, < n, <..=< n, Tadaje
A =R, = ... =N, =n,paje ning ni, .. .nE=nk
Logaritmovanjem za osnovu k dobijamo '
2(logn, + logn, + logn, + ... logn,) = klogn

P(x) =x’ 4 2¢* = 3x + 1.

Kakosua, b, ¢, d uzastopni pozitivni ¢lanovi aritmetickog niza, tada je

b=a+rc=a+2rd=a+ 3
Ako proizvod sinusa u datoj jednalini transformiSemo u razliku,
dobija se ekvivalentna jednacina
cos(a+r)x—cos(2a+5ryx =0

ko .
T A Zr ?
Leva strana date gednakosu se postupno transformiSe na ovaj
nadin:
ctg 7,5° — ctg 67,5° + tg 67,5% —
_ sin 60° sin 60° .
~ sin 7,5°sin 67,5° ° cos 7,5°cos 67,5° T
_ __ Sin60° (cos 67,5° = 7,5%)

sin7,5° cos 7,5° sin 67,5° cos 67,5°

_ V3 _ 2V3
~ sin 15%sin 135° ~ cos 120° — sin 150°

s> sin (2a + 3r)-sin 2 =0 & x, = kne-Z.

1g7,5° =

=23+ V3).

Data jednacina ekvivalentna je jednalini
24+ 2% 1 ¥ =F 2T+ 9+ 3% .

Kako su gba geometrijska reda konvergentna, posle odredjivanja
njihovog zbira posledn]a jednacina ekvwalentna je jednadini

2”“‘—3‘”“#3‘1 i=lex+4=0sx=—4
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1659 Komcrgrra 7a wakoa, izintervala8~! < x < 8, sumaje 0,5za x=2.
1660. 3,5,7. - .

1661. Na osnovu pretpmmvke dobl;a se sistem
a4 (g' - 1) ‘ a;
Koll(‘fnlk druge iprve ;ednaéme sistema je
1y 2 a (q +1) 194
g+1 5
Ako se climinie a, iz prve jednaéine sistema i iz jednadine (1), do-
b!}:x se_ ,
114 (¢* + q )—97(q~f g )97 = 0.
Smcnom g +¢~' = x poslednja jednacina posta}e
Pl 20 535 = 0,
Resenja ove jednadine sux = 5o

247 75
- e 2=
Zax:mdnbijasedajeq—% q—g .
Drugo reSenje za x ne daje realna regen]a za gq.
NI?]C 16, 24, 36, 54, ili 54, 36, 24, 16.

' 2 (logk + 1)
1663.
logk log (k- 1)
_ 2ab _at=b
1664. ;= P b,q = T B

1665. Clanovi niza s¢ dobijaju iz jednakosti

MHa=v2a,,=vI¥a, (n=123,.).

Dovoljno jf: dokazati da j je niz opada udi i ograniten od
bio konvergentan. Kako Je ) £ 0zg0, da bi

By =, VBT o i, =2V H wa)(ma—+a)

v2+a +a,
- 2
vV2+a, +a, >0,

niz je opadajudi. Niz je ogranien odozgo, jer je ne}ednaéma
(2) a, < 2 ispunjena za svako n € N.

Zaista zan = 1 (2) je tacno, jer je a;,=Vv2 < 2. Neka je (2) tatno -~

izan=+k(kzl), 4. a,<2 Tadaje (2) ispunjeno i za n=k + 1,
posto je

G =V2+a <VI+ T = 2 Na osnovu principa matemauéke
mdukcue (2) je tacno za svakon € N (n = 1).
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Iz (1) posle kvadriranja sledi
3)al,,—a,—-2=0.

Ako uvedemo smenu lima, = a i u (3) izvi§imo granic¢ni prelaz,

~ 1670. Tvrdenje se svodi na dokaz implikacije

!ggw :g%': lgg——' tggrp

Cos f — Cos & = oS y — Losﬁ’

L

dobija se
@Hat—a-2=0
Resenja jednatine (4) sua =2 vV a = —1. Posto je gmmula vred-

1671. Data jednakost postupno se svodi na ekvivalenine }edndk()su ity
“sledeCi nacin

a—b ab.  a-—b ab

nost niza pozitivna, onda je lim a, = 2. I FOg g =lglf e —S—=l/5 = _
1666. lima, = 0,5 (1 + vl +4a). ; : - at+ b =dab ¢~g— + % =4,
1667. Ako stavimo da je a, = r*, tada se rekurentna formula svodi na di- Kako je tga = g. clga = b—, tada je
ferencnu jednadinu R _ 4
Pri=5rtl e = 5r+ 6= Oml—?\/f =2 o £ tga+ctga=4<¢sin2a:{)—=>oc=15°,a[)’=75°. -
. ) — An 9 == D T s 10 - o o « n . ’
Zato jea, =3"Va, = 2" bopst_t jea,= C,‘ 3ty 20 1672. Primenom sinusne i konsinusne teoreme imamo-
Odredimo konstante C, i C, tako da je a4, =3 ia,=1. Neka je ¢ B2+ 2= g2
n=1in=2, tada je : COS &= ——ppe» Sina = ‘2?* paje .
3C, +2C, = 3 A 9C, + 4C, = 1. Odatle sledi da je C, m——;} . Liéaﬁ%-—:f?. |
Co =i Op<u ¢lan niza je : . ' - Analogno
5 : : & a*+ ¢t — b* at+ b* — ¢t
P 2 H < A -
a, 7 343 . | | ctgf = he gy —Fe
1668. Analogno prethpdnom zadatku clgp = ~12- (ctga + clgy) < #R =
1 ({1+V3\" _ (1=V3)\" : e Y
§ Lt _ . 4 e a*+b* — ¢*
e \/S'(( 2 J ( 2 )) ‘ : i _ =l gp R¥ i)
. ‘ B ) > l 3 “-» 5 3 9 A . 2
1669. Ako iskoristimo poznatu nejednakost vah = 2 L b, imamo $ @ +b =t =5 b+t —a toi+a+at —c)e
] + X + 1 X, # + X, :.:_J' ‘ R o T 2 il - 2
‘/(]-"'.1:1)(14‘12) <(. \1)2( +1‘;)31+£‘f_7_x‘-_ . ‘ . @ g+ ¢ b = ph? < hl= (ﬂ +C),
Logaritmovanjem dobija se ‘ Cime I dOl.(_aZ zavrs‘.gn.
%, + X, 1673. x=0,5
logv {1l +x) (1+x,) < iog(] &+ % | 1674 . — ‘ .
log (1 +x,) +log (1 +x, Uk
——( 8 1)2 8 ‘))>—iog(1+_—]2 ‘), p=251 Lha+Bry=n=f=
I

Ako primenimo kosinusnu teoremu
b= a* + ¢* — 2ac cos 8
a*+ ¢* —a¢ = bi

odatle sledi da je

[ 416 >f(x1 ;) |
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1675.

1676.

1677.

1679.
1680.
1681,

1682,

1683.

1684.

?

Obrnuto, iz date relacije sledi da jecosfB = % -%»ﬁ = f-;—

Sto sa relacijom o + 8 + y = 7 daje g = £ ;y_
a)tgz = -3 )
' 2R 6R

b)a=RvV2,b=22 ¢ = 28

) vy 10 i

3 5 7 i

a =7d,b =T2ad,c:§d,y = 120°.
Y= -3=0,y+%+3=0; § (—g—, O) y p ='53°7'48"".
X =-3,
FEYI-L
Da bi data jednacina imala realna reSenja
(=1 =Sinx = 1,-1 cosx < 1) zakljucujemo da je:
((sinx =0 A (cosx =1 cosx = =1)) ili
((sinx =1 Asinx = ~1)A(cosx=0)).
Obe konjunkcije su tatne ako jex = i‘:-’i, ke Z,
X, = 7+kﬂ:, X, =nm,nkez

Data jednacina ckvivalentna fjc jednacini

|

—%%cosx + -%_z—sjnx = 0§ 99 x < cos (x - 1—) = C0s 99 x =

in {50x - Z) sin {49y + &) — ; mad, 18
<>sin (30;. 8) sin (49JL + 8) =0ex, = 5 (8 -&-kn)
V&, =~4% (-185-4-11:1) n, k EMZ.

Data jednacina ekvivalentna je jednacini

sin 1999 — sin. (x»—%) =0<*2sin (100015—%) cos (999x+—‘g~) =0

6

_>C08 (IOOOx == -’g) =0 vsin (999x + E) =0

. e d O :
@Akﬁm (56+knJ V)."—-g—-@(—6—+n:r),k,n eZ.
. 356

- 1685. Smenom 2% = ¢ (E>O) data jednacina se svodi na:

CoSt sint sin 2¢ : ]
—— == 2 SC08: 2t—s5in? 2t = O A t, COS £, cos 2r=0).
SinzcosfT T - (sin, 8 - )

ReSenje date jednadine je

x, = log, (%4;%*—) T,
1686. Data jednacina ekvivalentna je sistemu

€os 2x + cos % ‘
log, —— — =0 A (cos 2x + cos
) sinx + Cos 5

%

. . ) Y. ?_2': !
5>0 A sinx + cos >>0).

xk=%+c_ilk3rxn=%{+2n:n:,n,kEZ.

I 1687. Kako je za uglove u I Il kvadrantu sinus pozitivan, biée
2k <7 (x+y) < (Zk+1)m eox + y>2k A x ty<2k+1, keZ
Zak =0 dobijamoy > ~x A y < 1 —x.
U Dekartovoj ravai to je osendena
oblast (sl. 47) izmedu pravih
y=—xiy=1-rx
Za k = 1 osencena oblast izmedu

Relenja date jednatine su: ' »

pravih ¢ije su jednaline _
3 y=2-xiy=3-xitd. Slika 47
E_ - . 1688. Na osnovu pretpostavke imamo:

' F@=f1)+a

J@=f@+a.

[ =@ +a

f)=Ff(-1)+a. \

Ako se saberu prethodne jednakosti, dobija se
f)y=71(1)+a*+ e O L ‘
Posle sumiranja geometrijske progresije dobija se

: B a1 1)
4 fiy=1+% (;_.'] !

(za a # 1).
Zaa=1 f(n)=n.
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1691. Data jednakost se postupno transformise u identi¢ne jednakosti

1692,

__cr-{-'.ff‘ cc-»ﬂ cc+ﬁ Y.
2,008 —-—L05 5 7(,05 2—0
= r+[ T s O .
cos? jwcs ik &
( - =B, 1 1 a -
= [cos%—é—%cos%LJ +1’"EF(-‘ST§=O‘”-

a{cog-@%_é——(, ﬁci-—[—) s1n~a_-—=0. \

Suma kvadrata u skupu realnih brojeva jednaka je nuli ako je svaki

sabirak jednak nuli. Odatle je

sin f{%ﬁ“ =0 A COS %—é s %cos 9—5—@ =0

1z prve jednakosti sledi da je a = 3, koja sa drugom daje jednakost

1 .
cosa =5 >a =7
7 p T JT
Kﬂk0}6a=p’=3; ddd](.l}’"‘-j.
Kako je
sin 1 sin(k —(k—=1))

cos (k — 1) cos %+ cos (k—1)ycosk

_ sinkcos (k ~1) —cosksin{k—1)
cos (k — 1) cos k

sin 1
10 J¢ s k= 1) Cos k

stavimo £ = 1, 2, ..., n, zatim saberemo dobijene jednakosti, dobi-

jamo trazenu sumu 5.
S=(gl—-1tg0)+ (12 —tg) + (1g3 ~1g2) + ...
+(tgn —1g(r—-1))=1gn.

358

=tgk — tg (k — 1) . Ako u ovoj jednakosti
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