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Priblizna Mo¢nikova konstrukcija

Naloga iz Mo¢nikovega uCbenika geometrije za nizje
gimnazije

Konstruirati pravilni petkotnik z dano stranico AB npr. dolZine 1.

Ideja:

ISCemo kroznico, ki ima daljico AB za tetivo in v katero lahko to
daljico nanesemo ravno petkrat. Njeno sredisCe lezi na
simetrali daljice AB. Na njej najprej pois¢emo tocko C, tako da
je trikotnik AABC enakostraniéni. Ce bi §lo za pravilni
Sestkotnik, bi bila to¢ka C srediS¢e ustrezne kroznice, tako pa
za za pravilni petkotnik lezi malo nize, za pravilni sedemkotnik
malo viSe, za pravilni osemkotnik Se viSe itd.



Priblizna Mo¢nikova konstrukcija

Mocnikova priblizna konstrukcija

3t AB (Fig. 35) die gege-
Derte @erave, fo ervichte man im
Halbivungspuncte O eine Sent-
rechte, befdyreibe aus B mit bem
Halbmeffer AB ben Bogen A 6,
und theile benfelben juerft in 2,
und jeve Hiljte noch in 3 gleiche
Theile; fovann giehe man aus tem
Puncte 6 als Mittelpunct die
RQreigbogen ¢ 7, d8, e 9 1. {. w.
Jn bem RQueife, deffen Mittel-
punct 6 und deffen Halbmeffer
A 6 ift, Lift fich nun AB 6mal
herumtvagen; in dem Rreife, deffen
WMittelpunct T und der Halbmefjer
AT ift, tann AB Tmal aufge-
tragen werben; . . .

Slika: Fotokopija originalne Moc¢nikove skice za risanje pravilnih
veckotnikov iz Geometrische Anschauungslehre fir die
Unter-Gymnasien iz leta 1868



Priblizna Mo¢nikova konstrukcija

Priblizna metoda za n= 10

A 1 B

Slika: Skica Moc¢nikove priblizne metode za pravilni desetkotnik.



Priblizna Mo¢nikova konstrukcija

lzvedba

Lok s polmerom 1 in sredi§¢em v B od toCke A do tocke C
razdelimo na Sest enakih delov (ustrezni kot 60° torej na Sest
delov po 10°). Oznacimo delilne tocke loka v smeri od C proti A
z A7,As,Ag, A1g in Aq5. Ce dodamo $e krajisci loka, As = C in
Aq2 = A, lahko s pomocjo toCke A, nacrtamo ’pravilni’ n-kotnik
zab<n<12.

Razdaljo A,C namre¢ nanesemo na simetralo daljice AB od
tocke C navzgor, da dobimo sredisCe kroznice Cj, v katero
lahko potem n-krat zaporedoma v&rtamo daljico dolzine 1 in
dobimo ’pravilni’ n-kotnik.



Priblizna Mo¢nikova konstrukcija

Opomba

V tem postopku se skriva tretjinjenje kota 60°, ki, kot vemo, z
ravnilom in Sestilom ni mozno.

Mocnik je pri tem u¢encem kar narocil, naj kote po 10° odmerijo
s kotomerom ali, kot so takrat rekli, s prenasavnikom.

Zanimivo vprasanje: V kolikSni meri se je Moc¢nik problema
tretjinjenja kota z evklidskim orodjem sploh zavedal?

Da to v splosnem ni mogoce, je dokazal francoski matematik
Pierre Laurent Wantzel (1814-1848) leta 1837 (kak$nih 16 let
pred morebitno prvo Mocnikovo priblizno konstrukcijo).



Priblizna Mo¢nikova konstrukcija

Eksaktnostzan=6inn=12

V primeru n = 6 je Mocnikova konstrukcija oCitno eksaktna.

V primeru n= 12 za stranico v krog s polmerom r v€rtanega
pravilnega dvanajstkotnika dobimo:

S12 = 2rsin(2n/24) = r\/2 —2cos(x/6) = r\/2— V3
oziroma obratno r = s15/v/2— /3 = s121/2++/3. Pri nas je

S12 = 1in po Mocnikovi metodi dobimo za r isto vrednost:

r= \/(1/2)2+(1 +V3/2)2 = \/m

Pri drugih vecCkotnikih pride do napake, ki jo lahko numeri¢no
ocenimo.




Priblizna Mo¢nikova konstrukcija

Metoda Leonarda da Vincija (1452-1519)




Priblizna Mo¢nikova konstrukcija

Razlaga

TocCki F in G sta na simetrali dane daljice AB (dolzine 1) za 1
oddaljeni od A oziroma B, daljica FH je vzporedna z AB in
dolga 1/8 (glej sliko). To¢ka O je potem kot presecisce O daljic
BH in FG za 1/5 viSine v enakostrani¢nem trikotniku AABF
nizje od F in pomeni srediSCe kroga, katerega tetiva AB je
stranica v¢rtanega petkotnika.

Petkotnik ABCDE lahko potem hitro naCrtamo s prenasanjem
razdalj. Po tej metodi smo odmerili nekoliko premajhen
srediS¢ni kot 8, namrec sin® ~ 0.5852 namesto

sin36° ~ 0.5878. Relativha napaka je priblizno 0.004.



Priblizna Mo¢nikova konstrukcija

Podobnost in razlika z Moc¢nikovo metodo

Da Vincijeva metoda malce spominja na Mocnikovo.

Podobnost pa se v vecji meri pokaze pri konstrukciji pravilnega
osem- in devetkotnika, ko je treba sredi§¢e O dvigniti nad F.

V tem primeru je da Vinci dodal tretjino oziroma polovico daljice
AB, medtem ko je Mo¢nik dodal tetivo nad tretjino oziroma nad
polovico ustreznega loka.

[§ J. L. Coolidge, The Mathematics of Great Amateurs, Dover
Publ. Inc. New York 1963.



Priblizna Mo¢nikova konstrukcija

Leonardova metoda za n > 6

B

Slika: Skica Leonardove priblizne metode za pravilni desetkotnik.



Priblizna Mo¢nikova konstrukcija

Primerjava relativne napake pri Mo¢niku in pri
Leonardu

St. str. 6 7 8 9 10 11 12
Rel. n. M | 0.000 | 0.001 | 0.004 | 0.006 | 0.007 | 0.005 | 0.000
Rel. n. L | 0.000 | -0.004 | -0.006 | -0.005 | -0.003 | -0.002 | 0.000







Priblizna Mo¢nikova konstrukcija

Durerjev postopek

Najprej nariSemo sekajoCi se kroznici s skupnim polmerom
AB =1 in skupno tetivo NQ, ki pravokotno razpolavlja polmer
AB, ter nato kroznico s srediS¢em v Q skozi A oziroma B, ki
seka tetivo NQ v tocki P, prvotni kroznici pav Rin S.

Premica skozi P in R naj seka kroznico s sredi§¢em v B v toCki
C, premica skozi P in S pa kroznico s srediS¢em v A pa v tocki
E. ToCka D naj bo zunanje presecisCe kroznice s sredis¢em C
in s polmerom CB ter enako velike kroznice s sredis¢em E.
Potem je petkotnik ABCDE priblizek pravilnega petkotnika.



Priblizna Mo¢nikova konstrukcija

Napaka

Da se izraCunati, da je kot ZCBR =~ 138.3661° in zato kot
/ABC ~ 108.3661°, kar je zelo blizu kotu 108°, ki je notranji kot
v pravilnem petkotniku.

Kot ZBAE je zaradi simetrije enak kotu ZABC. Tudi kota pri C
in E sta enaka, in sicer merita nekoliko manj kot 108°
(natancneje 107.0378°). Kot pri D pa je malce vecji, meri okrog
109.1921°.

Najvecja relativna napaka pri notranjih kotih znasa okrog 1%.



Eksaktne Mocnikove konstrukcije

Eksaktna konstrukcija stranice pravilnega desetkotnika

§. 151, Die Pevipherie in 10 gleide Theile
su theilen. Kako se krogovi obvod na deset enakih
delov razdeli.

Fig. 116, Man ziehe (Fig. 116) gwei
auf einanber fenfredjte Halb:
meffer CA und CB, verbinde
die Mitte D bed einen mit bem
Gnbpunfte A bed anberen durdy
bie @erade AD, unbd befdyreibe
aug D mit dbem Halbmefier DB
einen  Rreidbogen, tweldher bie
AD in E {dneibet. Die AFE
afit fid nun mit bem Firfel
genau zehnmal in dev Peripherie Gevumtragen, und theilt dies
felbe in 10 gleidpe Theile.

Slika: Moc¢nikova skica iz njegove Geometrije za niZje realke 1856.



Eksaktne Mocnikove konstrukcije

Ponovno o konstrukciji stranice pravilnega
desetkotnika

71

4. Einem Kreise (Fig. 110: 40 = 1) ein regelmiBiges  Fig. 110,
Zehneck einzuschreiben. Die Seite kann nach der vor-

B
hergehenden Gleichung konstrulert werden. Es ist q.
r :
40 = L2+< > 4D = V2+< ) E-;ADlst‘ .AA

mithin die Seite des eingeschriebenen regelmifBigen
Zehneckes.

Der Flicheninhalt evnes requidren Vieleckes st glemk § 93.
dem halben Produkte aus dem Umfange desselben und dem Abstande des
Mittelpunktes von einer Seite.

Slika: Fotokopija iz Mo¢nikove Geometrije za 4. do 8. razred gimnazij
1910.



Eksaktne Mocnikove konstrukcije

Mocnikov zlati rez iz leta 1904

Slika: Delitev daljice v razmerju zlatega reza.

Dokaz: AO? = AD-AD', torej AD': AO = AO: AD oziroma
(AD' — AO): AO = (AO— AD): AD. Upostevaje AO = DD/,
AE =ADin EO=AO—- AE = AO—- AD, dobimo

AE:AO = EO: AE oziroma AE? = AO- EO, tj. x> =1 —x.



Eksaktne Mocnikove konstrukcije

Jezikovha opomba

Mocnik ni uporabljal izraza zlati rez.

Geometrija 1856: poimenovanju se izogne

Geometrija 1857 (v srbscini): spoljasnja srednja razmera
Geometrija 1874 (isto Se 1904, 1910): stetige Proportion

Die Seite der einem Kreise eingeschriebenen
regelmdssigen Zehneckes ist gleich dem grdsseren
Abschnitte des nach stetiger Proportion getheilten
Halbmessers.

Geometrija za ugiteljisée 1924 (A. Crnivec):
zdrzno sorazmerje ali zlata rez (sectio aurea)



Eksaktne Mocnikove konstrukcije

Razmerje med diagonalo in stranico pravilnega
petkotnika

To razmerje lahko danes hitro izpeljemo iz trigonometrijskih
formul ss =2sin(x/5) in

d =2sin(2x/5) = 4sin(x/5)\/ 1 —sin?(n/5) = s51/4 — S2.

Torej je

d/ss=\/4— st =\/4—(5-V5)/2=/(3+VB)/2=(VB+1)/2

To je razmerje zlatega reza.




Eksaktne Mocnikove konstrukcije

Mocnikova konstrukcija pravilnega petkotnika z dano
osnovnico iz 1881 (Abul Wafa, konec 10. stoletja)

7 £ e e AT 3 5 -
&) La costruzione del pentagono regolars pud effettuarsi anche
pel modo seguente.
Tig. 196,

F

Sia 4 B (fig. 106) la retta data. Si innalzi in 5 la
perpendicolars & F=AF e dimezzata la A8 in G, da

Slika: Mocnikova preprosta konstrukcija pravilnega petkotnika z
uporabo diagonale.



Eksaktne Mocnikove konstrukcije

Mocnikova razlaga glede pravilnega desetkotnika
iz Geometrije za visje Sole KneZevine Srbije 1857.

Pur, 172 Pazaeanwn m‘».'(ynpe-gg
withs AQ (ear 172) yr
B o conasusunod
CpeAnnoi passeps, nn
necno  sehifi ojce
BOD =ao TETHRY TO
AN EPYTY.

da ce uermunroceTi
onora phiiena noram

TCAMO BRI AORJATH,
4 €, Kagn ee ywnnn AC=
— BO.ayss AC pjonera 10-rta
SaeTh nepneepis, Ho npeanocranseme ¢ AQ: BO=BO ;!

no voxe n AQ : AC-

AC : AB, cabaosareano wpo
AOC = ACB noaotun cy, aph Yraah A aaeanntiEn , 8 )

Slika: Skica k izpeljavi zlatega reza iz zlatega trikotnika iz leta 1857



Eksaktne Mocnikove konstrukcije

Mocnikova izpeljava zlatega reza iz enakokrakega
trikotnika s koti 36°, 36°, 72°

Na prejsn;ji sliki je kot ZAOC enak 36° oziroma n/5, daljica CB
pa simetrala kota pri C, ki je velik 72° oziroma 2x /5.

Zato je m= n= pin iz podobnosti enakokrakih trikotnikov
AAOC in AABC zaradi BC = BO dobimo AO: BO = BO: AB.
Torej je

BO? = AO-AB

oziroma BO: AB razmerje zlatega reza.



Druge eksaktne metode

Moderna konstrukcija pravilnega petkotnika
(Ptolemaj, 2. stoletje)

Slika: Standardna (Solska) konstrukcija pravilnega petkotnika.



Druge eksaktne metode

Zlati trikotnik

Slika: Iskanje ustreznega enakokrakega trikotnika.



Druge eksaktne metode

Razlaga

Na polmeru OA enotskega kroga smo oznacili dolzino

x = (v/5—1)/2 (tako da je OG: GA razmerije zlatega reza), ki
smo jo kot stranico pravilnega desetkotnika nanesli tudi na
obod enotskega kroga.

Trikotnik A OAF je enakokrak. Ker velja x> = 1- (1 — x), se mora
tetiva AF enotskega kroga dotikati kroga, ki je oCrtan trikotniku
AOGF, zato je tudi kot ZAFG enak 6 (isti kot obodni kot ZFOG
v trikotniku AOGF). Potem pa sta tudi oba osnovna kota v
trikotniku AAFG enaka ¢ + 6, torej je tudi to enakokrak
trikotnik, podoben trikotniku A FOA.

Torej je tudi trikotnik AOGF enakokrak in zato ¢ = 6 in FG = x.
V enakokrakem trikotniku AFOA oziroma AAFG je osnovni kot
enak 20, kot ob vrhu pa 6, torej v razmerju 2 : 1.



Druge eksaktne metode

Originalni Evklidov dokaz

Opisana konstrukcija je v bistvu Evklidova in tudi njena
utemeljitev povzema Evklidov dokaz, razbit v ve¢ trditev:

@ O zlatem rezu (knjiga Il, trditev 11)

@ O enakokrakem trikotniku s koti v razmerju 2:1 (knjiga 1V,
trditev 10)

@ O kon¢nem nacrtanju ogliS¢ pravilnega petkotnika (knjiga
IV, trditev 11)

[3 Euclid, T. L. Heath, The Thirteen Books of the Elements,
Dover Publ. 1956, Vol. 1, 2.



Druge eksaktne metode

Drugacna Evklidova konstrukcija stranice
pravilnega petkotnika

A B C X F F
Slika: Konstrukcija stranice pravilnega petkotnika z zlatim trikotnikom
(s je stranica petkotnika).



Druge eksaktne metode

Carlyleova kroznica

(0,1)
0 X4 X5
x2-ax+b=0, X;tx,=a, Xxx,=b

Slika: ReSevanje kvadratne enacbe s Carlyleovo kroznico.



Druge eksaktne metode

Carlyleova konstrukcija

Slika: Konstrukcija pravilnega petkotnika s Carlyleovo kroznico.

Dvojni abscisi ogli§¢: EC =2cos(4r/5) in CF = 2cos(2n/5)



Druge eksaktne metode

Thomas Carlyle (1795-1881)

Slika: Skotski filozof, pisec in ugitelj matematike Thomas Carlyle



Druge eksaktne metode

Japonska konstrukcija
(Yosifusa Hirano, konec 19. stoletja)

Slika: Hiranova metoda.



Druge eksaktne metode

Otitno je x = (v/5—1)/2, zato je CH stranica vértanega
pravilnega desetkotnika in CD stranica v€rtanega pravilnega
petkotnika.

Oznacimo s = AB. |z pravokotnega trikotnika AABH vidimo
=4-(1+x)?=4—(1+V5)?/4=4—(3+V5)/2=(5-5)/2,

torej je s stranica v€rtanega pravilnega petkotnika.



Druge eksaktne metode

Richmondova konstrukcija s simetralo kota

Slika: Konstrukcija pravilnega petkotnika s simetralo kota.



Druge eksaktne metode

Kot ZOIA oziroma Z/HGA oznacimo s 0, tako da je tg 6 = 2.
Zdajje s> =(1—-h)?+(1—-h)=2-2hin2h=1g(0/2) = x.
Kerje 2 =tg 6 =2tg(6/2)/(1 —1g?(6/2)) = 2x/(1 — x?), dobimo
x2+x—1=0oziroma x = (vV/5-1)/2.

Hitreje pa dobimo isti rezultat iz razmerja
(1—h)/h=(v/5/2)/(1/2) = /5 v trikotniku AOAI,
od koder je

h=1/(v5+1)inx=2/(v5+1)=(v/5-1)/2.



Druge eksaktne metode

Herbert William Richmond (1863-1948)

Slika: AngleSki matematik Herbert Richmond



Nestandardne konstrukcije

Konstrukcija z ravnilom in zarjavelim Sestilom
(Abul Wafa, 10. stoletje)

AB =1
AE=EB="%
EG=EF=1/2

GHLED, FK1EC
GH=FK=1

Slika: Konstrukcija pravilnega petkotnika z ravnilom in zarjavelim
Sestilom.



Nestandardne konstrukcije

Abul Wafa (940-998)

Slika: V Bagdadu delujocCi perzijski matematik Abul Wafa al-Buzjani



Nestandardne konstrukcije

Mascheronijeva konstrukcija

Slika: Konstrukcija ogliS¢ pravilnega petkotnika samo s Sestilom.



Nestandardne konstrukcije

Razlaga in dokaz

Dve enako veliki kroznici s skupnim polmerom AB naj se
sekata v Cin D. Kroznica s srediS¢em v C skozi D seka prvotni
kroznici v E in F, (A, B, E in F so kolinearne toCke). Kroznica s
srediS€em v A skozi F in kroznica s srediS¢em B skozi E naj se
sekata v G in H. Potem seka kroznica s sredis¢em v G skozi C
kroznico s srediS¢em v C skozi D v /in J, kroznica s sredis¢em
v H skozi C pa isto kroznico v K in L.

Ker pri pogoju AB =1 velja CG = (v/15++/3)/2in CD = /3,
deli tocka D daljico CG v razmerju zlatega reza, enako deli
tocka C daljico DH. Vidimo, da je AICG zlati trikotnik in zato
kot ZGClI enak 72°. Podobno se lahko iz enakokrakega
trikotnika AHCK prepricamo, da je kot pri C enak 36°. Odtod
sledi, da so tudi drugi srediScni koti v krogu s sredis¢em v C
enaki 72°, zato je lik DIKLJ pravilni petkotnik.



Nestandardne konstrukcije

Lorenzo Mascheroni (1750-1800)

Slika: ltalijanski matematik Lorenzo Mascheroni



Nestandardne konstrukcije

Konstrukcija s kotnikom

Slika: Konstrukcija v krog v&rtanega pravilnega petkotnika samo s
kotnikom.



Nestandardne konstrukcije

Razlaga

En krak kotnika poteka skozi E, drugi skozi B, vogal pa lezi na
daljici OC npr. v to¢ki G. Oznaéimo x = OG, y = BGin z= EG.
Potem je y?2 = x?>+1, 22 = (x+1)2+1in y2+ z2 = 5, odkoder
najdemo, da je x = (/5 —1)/2 stranica v¢rtanega pravilnega

destkotnika, y = 1/(5—/5)/2 pa stranica in z= 1/(5+/5)/2
diagonala vértanega pravilnega petkotnika.

Vv v

Skozi presecisCe I daljic AO in EG potegnimo zveznico FH,
tako da je toCka H zrcalna slika toCke G glede na premer AB.
Vzporednica k AB skozi H seka podalj$ano daljico BG v tocki J
z lastnostjo BG = BJ. S kotnikom lahko po Talesovem izreku
dolo¢imo tocki K in L, ki leZita tako na osnovni kroznici s
srediS¢em v O kot na zamisljeni kroznici s sredi§¢em v Bin
polmerom BG. To sta dve oglis¢i, preostali dobimo brez tezav.



Nestandardne konstrukcije

Konstrukcija z vstavljanjem

Slika: Konstrukcija stranice pravilnega petkotnika z vstavljanjem.



Nestandardne konstrukcije

Hitro vidimo, da je na sliki trikotnik AABD zlati trikotnik, torej
AC stranica vértanega pravilnega desetkotnika.

Poleg tega iz trikotnika AABH (z ustreznima oznakama x in ¢)
najdemo formuli 1 =2xcos ¢ in 1+ x = 2cos ¢, odkoder dobimo
1= x+x? oziroma x = (1++/5)/2. Torej je tudi AABH zlati
trikotnik.



Nestandardne konstrukcije

Konstrukcija s pali¢jem

Slika: Konstrukcija stranice pravilnega petkotnika s pali¢jem.



Nestandardne konstrukcije
Konec

HVALA ZA POZORNOST!
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