Seminar za zgodovino matemati¢nih znanosti

Ljubljana, 12. december 2019
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Figurativna stevila

Veckotniska Stevila so poseben primer figurativnih Stevil.
Kdo se je ukvarjal z njimi?

Pitagora, Hipsikles, Plutarh, Nikomah, Teon iz Smirne, Diofant,
Jamblih, Fibonacci, Stifel, Cardano, Méziriac, Descartes, Fermat,

Pell, Pascal, Euler, Lagrange, Legendre, GauB, Cauchy, Jacobi,
Sierpinski, B. Wallis.
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Plutarh

Lucij Mestrij Plutarh iz Hajroneje (48-127) — AoYkiog Méotprog
Miovtapyxoc 6 Xapwveig

Dela:
Moralia — "HBw&
Vzporedni Zivljenjepisi — Blot TopdAAnAot

O Arhimedu iz Sirakuz (3. st. pr. n. §t.) — Apxwundng 6

> vpakodolog — pise Plutarh v poglavju, ki je posveceno Tebancu
Pelopidu (4. st. pr. n. §t.) — Medomidag — in Rimljanu Marku
Klavdiju Marcelu (268-208 pr. n. st.). Plurtarh je Studiral
matematiko, retoriko in filozofijo v letih 66-67 v Atenah. Omenil
je, da se je Anaksagora (5. st. pr. n. §t.) “Avagoydpag — v
zaporu ukvarjal s kvadraturo kroga.

Naj se bogovom na nebu daruje liho stevilo Zrtev, bogovom
podzemlja pa sodo. (Plutarh: Vzporedni Zivljenjepisi — Numa in
Likurg). Likurg (9.-8. st. pr. n. §t.) — Avkobpyog — Spartanski
zakonodajalec.
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Th=14+2+4...4(n—1)+n
Tao=n+((n-1)4+...+2+1

2Ty =(n+1)+(n+1)+...+(n+1)+(n+1)=n(n+1)

Th=14+2+...4(n—1)4+n=

~ n(n+1)
2
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Tetraktis

1+2+3+4=10

Pitagora s Samosa (6. st. pr. n. §t.) — MuBoydpag 6 Lduog

Cetverstvo — TeTpakTUC
Elementi: v1j, yéa, yollat — zemlja, V8wp — voda, whp — ogenj, anp

— zrak.
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yvopwv — 1. poznavalec, ves¢ak, razsojevalec; nadzornik svetih
oljk; 2. kazalec na soncni uri, son¢na ura; merilo.
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Arhimed

Arhimedov problem o govedu
Problem o govedu — MpéBAnuo Poeikdv

Na problem je leta 1773 opozoril nemski pisatelj, filozof, dramatik,
publicist, umetnostni kritik Gotthold Ephraim Lessing (1729-1781).

Problem, ki se ga je v epigramih izmislil Arhimed in ga je v pismu
posredoval Eratostenu iz Kirene za Studente takih reci v
Aleksandriji.

MpoPANpa 8ep Apxifidng év émypdpupoao elpmdv Tolg év
Ale&avdpeia Tepl Torital Tpaypoctevopévolg {ntelv Améoteley v
Tfi Tpog EpatocBévnv tov Kupnvaiov Emotolf.
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Arhimedov problem o govedu — 1

Tujec, prisedi, prestej vse Soncevo lepo govedo.

(Bistrc nabrusi ostro, naloga bo, bogme, zavita.)
Pasnike so¢ne Trinakra, Sicilije polja preleti,

Stiri bos Crede nasel, po pasmah jih locil natanko:

Ta se kot mleko beli. Kot morja viharnega vali

temna je v oni Zivina. Rjavordeca je tretja,

z lisami zadnja pokrita. S pogledom jih vseh ne objames,
mnozica bikov krepkih Ze Steje nesluteno moc.

Strasna je mo¢, a vendar pregledna. Poslusaj me, tujec:
Belih je bikov, poglej, prav toliko kolikor skupaj

temnih tretjina in pol z rjavimi biki nanese.

Crnih &tevilo dobig, &e lisastih bikov petini

brz Cetrtino dodas in ruse v celoti navrzes.

Koliko, vedel bi rad, je lisastih bikov. Dodeni

bikom rjavim lepo sedmino in Sesti del belih.
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Arhimedov problem o govedu — 2

Pa se lotiva Se krav po vrsti od ¢rede do Crede.
Belih Stevilo dobis, ¢e ¢rne govedi tretjino

k delu Cetrtemu das. |z lisaste ¢rede povzames,
koliko ¢rnih je krav: petini dodaj Cetrtino.

Lisaste krave prestela spet bova, tujec, brez muje:
Mnozico z isto mocjo iz ruse sestavi zZivine,

vzemi od Sestih en del, zedini ga z enim od sedmih.
étetje rjavih samic na belo nasloniva ¢redo:

pol le tretjine dodaj sedmini.

Zdaj si ti na vrsti.

Koliko vsake govedi Sonce vardeva, povej mi,
bikov mogocnih in krav z bogatimi vimeni mleka.
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Arhimedov problem o govedu — 3

Ce bog pravilno prestel od glave do glave vse ¢rede,
spretno s Stevili ravnas — rad ti bom, tujec, priznal.
Ali med modrece, vedi, ne bom te z rojaki zapisal,
dokler pogojev Se dveh ne vzames pri Stetju v zakup:
Bele in ¢rne premesaj vse bike, tesno razpostavi,
kamor ti seze pogled v Sirino naj bo al’ globino,

bik naj ob biku stoji. Na travnikih sicilijanskih

mukal in zemljo teptal tedaj bo kvadrat brez primere.
Bike marogaste v ¢redo postavi z rusimi skupaj,
enega najprej pa dva in dalje natanko v stopnicah,

v dir jih pozeni. Po polju rohnel bo Zivi trikotnik.

Ce % to zanko razmotag, prevrtas z ostrim razumom,
¢redam orjaskim moci do repa natanko pretehtas,

z zmago odidi odtod. Ponosnega spremljaj te slava,
da si visoko nad nas v modrosti se, tujec, povzpel.
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Arhimedov problem o govedu — 4

Problem pripelje preko sedmih linearnih diofantskih enacb z osmimi
neznankami najprej z zahtevo po trikotniskem stevilu do Pellove

enacbe
x? — 4729494y =1

Stevili x in y, ki resita to enacbo, imata vec kot 40 desetiskih
Stevk. Resitev Arhimedovega problema, ki zahteva kvadratno
Stevilo, vsebuje stevila z ve¢ kot 200 000 desetiskimi Stevkami
(August Amthor, 1880).
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Podolzna stevila

T,
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Podolzno stevilo — étepounkne dplBude, iz pridevnika étepoc,
razlicen, drugacen, in samostalnika ufjkog, dolgost, dolzina. Tudi
TipounKkNG, spredaj podolgovat, dolg, podolgast; Tpd pomeni
naprej, spredaj, pred.
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Ry

Ry

Podolzno stevilo, tudi pravokotnisko Stevilo: R, = n(n+ 1).

v
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143454...+2n—1)=n

244464+...+(2n)=n(n+1)
Posledica:

1+2+34+...4+n

_n(n+1)
=)
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Kvadratna stevila Q,,n=1,2,3,4,5

AT

Qn=1+34+5+...+(2n—-1)=n?
Enakost uporablja Leonardo iz Pise, Fibonacci (1170-1250) v
svojem delu Liber quadratorum. Zelo znan po zaporedju:
Fny2 = Fop1 + Fp (F0:07F1:1)
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Fibonaccijev pravokotnik
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Eulerjev izrek o petkotniskih stevilih

Stevila
n(3n—1)

2

so za n € Z \ {0} nenegativna. Za n= 41,42, +3,... dobimo
zaporedje
1,2,5,7,12,15,22, 26,35, ...

Vsak drugi Clen je petkotnisko Stevilo. Leonhard Euler je dokazal:
o0 o0

H(I—Xn) — 1+Z(_1)n (Xn(3n—1)/2 + Xn(3n+1)/2) (‘X‘ < 1)
n=1 n=1

(1) (1—x2)(1-x3) ... = 1—x—x? x> 4x"—x12x 1P x 22 x%0
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H,=n(2n—1)

Hs =5(2-5—1) = 45
H,,:n(2n—1): Tgn_l

<O «Fr <= = = A
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Zacetna veckotniska Stevila

Teon iz Smirne — Oéwv 6 Xuvpvaiog (1.-2. st. n. §t.),
Jamblih iz Kalhide (Sirija) — ‘1&uBAxog 6 Xodkidelg (3.-4. st. n.
§t.) sta tudi pisala o veckotniskih Stevilih (Diofantov zapis).
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Gnomoni trikotniskih stevil

M

r® ® @ ®

_ p3) _ n(n+1
T, = P = nlotl)
Prvi 3-gnomon: I'g3) =2

. 3
Drugi 3-gnomon: r(§3)) =3
Tretji 3-gnomon: 37 =4
n-ti 3-gnomon: FS,3) =n+1
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Gnomoni kvadratnih stevil

[ ) (]
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Prvi 4-gnomon: r§4) =3

. 4
Drugi 4-gnomon: F(%)) =5
Tretji 4-gnomon: 37 =7
n-ti 4-gnomon: I_S,4) =2n+1
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Gnomoni petkotniskih Stevil

5 n(3n—1
P, — PP — 2G-1)

Prvi 5-gnomon: I'g5) =4

. 5
Drugi 5-gnomon: F(ES)) =7
Tretji 5-gnomon: 37 =10
n-ti 5-gnomon: FS,S) =3n+1
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Gnomoni Sestkotniskih stevil

H, = P,(,G) =n(2n—1)

Prvi 6-gnomon: Fg6) =5
Drugi 6-gnomon: Fgﬁ) =9
Tretji 6-gnomon: rgﬁ) =13

n-ti 6-gnomon: Fg,6) =4n+1
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Gnomoni sedemkotniskih Stevil

Hen — P,(77) — n(5nf3)

Prvi 7-gnomon: I'g7) =6

. 7
Drugi 7-gnomon: r(§7)) =11
Tretji 7-gnomon: I3’ = 16
n-ti 7-gnomon: r$,7) =5n+1

Seminar za zgodovino matemati¢nih znanosti Figurativna Stevila skozi zgodovino



Veckotniska Stevila in njihovi gnomoni

Prvi k-gnomon: I‘gk) =k-1

Drugi k-gnomon: ng) =2(k—-2)+1
Tretji k-gnomon: rgk) =3(k—2)+1
n-ti k-gnomon: r{d = (k—2)n+1

P =141 1l ol
P = 2 +T0) = 21+ (k=2)(n—1) +1)

pk) — g((k —2)n— (k- 4))

P(k) _ (k — 2)[72 — (k — 4)[7
n 2
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Veckotniska sStevila, izrazena s trikotniskimi

(k—=2)n(n—1)+2n

P = (k—2)Th_1+n= 5

(k—2)n?> — (k—2)n+2n
2
p(k) _ (k —2)n% — (k —4)n
" 2
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Tabela veckotniskih stevil

k\n|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66
4 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121
5 1 5 12 22 35 51 70 92 117 145 176
6 1 6 15 28 45 66 91 120 153 100 231
7 1 7 18 34 55 81 112 148 189 235 286
8 1 8 21 40 65 96 133 176 225 280 341
9 1 9 24 46 75 111 154 204 261 325 396
10 |1 10 27 52 85 126 175 232 297 370 451
11 |1 11 30 58 95 141 196 260 333 415 506
12 |1 12 33 64 105 156 217 288 369 460 561
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P,(1k+1) _ P’Sk) =T,

P¥3+234+33+...+nd=

i =T
Nikomah iz Gerase — Nwképayog 6 Mepaoévog (1.-2. st. n. st.)
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T5=15

Hg = Py + T5 = 66

P,(.,k+1) — P,(.,k) + Tn—l
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Nikomahova formula

2 12
134284334434 4p3= 00000 (n: ) = T2
Izpeljava po Nikomahu:
13 =1
2 = 345
3 = 7+9+11
43 = 13415417419
P = QTr 1 +1)+...+(T,-1)
1+(27, -1
P23 433 483140 = T,,-+(2" ):T3
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Diofantova formula

V Diofantovi Aritmetiki je poglavje O veckotniskih Stevilih — Tlepl
TIoAVY®V®V &plBuiv, kjer je dokazana formula

8(k — 2)P\K) + (k — 4)2 = (2(k — 2)n — (k — 4)),

ki pomaga odgovoriti na vprasanje, ali je naravno Stevilo N
k-kotnisko in katero po vrsti.

Poseben primer:
8T, +1=(2n+1)>

Diofant iz Aleksandrije — Atépavtog 6 Ale&avdpeide (3. st. n.
§t.) — omenja, da je poligonska Stevila definiral Hipsikles (180-120
pr. n. §t.) — “TdwAng 6 Ale&avdpeic, baje avtor apokrifne 14.
knjige Elementov. Beseda dmbkpupoc pomeni skrit, tajen,
ponarejen, nepristen.
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Zaporedje trikotniskih stevil

1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105, 120, 136, 153,
171, 190, 210, 231, 253, 276, 300, 325, 351, 378, 406, 435, 465,
496, 528, 561, 595, 630, 666, 703, 741, 780, 820, 861, 903, 946,
990, 1035, 1081, 1128, 1176, 1225, 1275, 1326, 1378, 1431, 1485
1540, 1596, 1653, 1711, 1770, 1830, 1891, 1953, 2016, 2080,
2145, 2211, 2278, 2346, 2415, 2485, 2556, 2628, 2701, 2775,
2850, 2926, 3003, 3081, 3160, 3240, 3321, 3403, 3486, 3570,
3655, 3741, 3828, 3916, 4005, 4095, 4186, 4278, 4371, 4465
4560, 4656, 4753, 4851, 4950, 5050, 5151, 5253, 5356, 5460,
5565, 5671, 5778, 5886, 5995, 6105, 6216, 6328, 6441, 6555
6670, 6786, 6903, 7021, 7140, 7260, 7381, 7503, 7626, 7750,
7875, 8001, 8128, 8256, 8385, 8515, 8646, 8778, 8911, 9045
9180, 9316, 9453, 9591, 9730, 9870, 10011, 10153, 10296, 10440,
10585, 10731, 10878, 11026, 11175, 11325, 11476, 11628, 11781,
11935, 12090, 12246, 12403, 12561, 12720, 12880, 13041, 13203,
13366, 13530, 13695, 13861, 14028, 14196, 14365, 14535, 14706,
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Trikotniska kvadratna stevila

1, 36, 1225, 41616, 1413721, 48024900, 1631432881,
55420693056, 1882672131025, 63955431761796,
2172602007770041

Naj N, pomeni n-to trikotnisko kvadratno stevilo. Splosna formula
(Leonhard Euler (1707-1783)) je:

Mo = o5 (L V2P = (1= VD))’

Velja:

N
lim — — 12v2 4+ 17

n—o0

n
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Kdaj je naravno stevilo N trikotnisko?

n(n+1) n?+n
2 2
2N =n’+n
4(2N) = 4n® + 4n
8N +1=4n4+4n+1=(2n+1)?

N=T,=

Naravno Stevilo N je trikotnisko natanko tedaj, ko je 8N + 1
kvadrat lihega Stevila.

8T, +1= QZn+1
Trditev omenja Plutarh v spisu Platonska vprasanja — Miatwvikd

{nThuoTo.
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Nekaj lastnosti trikotniskih stevil — 1

Too1+ Tp=n?
T2+ T =Ty
T3+1 ~-T7 = (n+ 1)3
3Th+ Tho1= Tan
3Th+ Thi1 = Tona
The1+6Th+ Thp1 =8Tp+1
Dokaz tretje enakosti:
- _T2:((n+1)(n+2))2_<n(n+1)>2:
2 2
1 2 2 2 2 1 2 2_ 2
= Z((n—i—l) (n+2)"—n“(n+1)°) = Z(n+ 1)*((n+2)°—n%)) =

_ %(n+1)2(n+2—n)(n+2+n) _ %(n+1)2-2(2n+2) — (n+1)?

Seminar za zgodovino matemati¢nih znanosti Figurativna Stevila skozi zgodovino



To1 = To+ (n+1)
Tmtn = Tm Tn 4 mn
Toinip = Tm+ Tn+ Tp+ mn+np+ mp
Ton = TimTn+ Tm-1Tn-1
To+ T7no = (50 —1)?

Tn + T7n+8 — (5n . 6)2
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Katera trikotniska Stevila so kvadratna?

Th=Qm
n®+ n=2m?
4n® + 4n = 8m?
(2n+1)> =2(2m)? +1

Vpeljemo naravni Stevili

x=2n+1 y=2m; n=

x—1 3%
m==
2 7 2

Dobimo Pellovo enacbo:
x> =2y’ =1
Splosna Pellova enacba je
x> =Dy’ =1
Pri tem je D naravno Stevilo, ki ni kvadrat.
John Pell (1611-1685) je bil angleski matematik.
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Resevanje Pellove enacbe

Trivialna resitev Pellove enatbe x? — 2y? =1 je (x0, yo) = (1,0),
osnovna reditev pa (x1,y1) = (3,2). Velja32 -2.22=9-8=1.
Osnovna resitev da:

n1:17m1:1:>N1:].
Vse resitve (xp, yn) dobimo iz zveze
Xn + ynV2 = (x1 + y1V2)" = (3 +2V2)"

X2+ y2V2 = (3+2V2)? =17+ 12v2 = (%, 12) = (17,12)

Dobimo:
nmn=8m =6=— N, =36

x3+y3v2 = (17+12v/2)(342v2) = 99+70v2 = (x3, y3) = (99, 70)

Dobimo:
n3 = 49, m3 =35 = N3 = 1225
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Rekurzivne enacbe

Xn+1 + Yn+1\ﬁ - (3 + 2\/§)n+1 - (Xn + yn\/ﬁ)(?) + 2\/5)

Xpn+1 = 3xn + 4Yn, Ynt+1 = 2Xn + 3Yn

Iz prve enacbe je
1

Yn = Z(Xn+1 - 3Xn)

Vstavimo v drugo enacbo in po preurejanju dobimo:
Xpt2 = 06Xpe1 — X X0 =1,x1 =3
Na podoben nacin dobimo Se:

Yn4+2 = 6}/n+1 —Yn Yo = anl =2
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Resevanje rekurzivnih enacb

Nastavka:
Xn = )\n’ Yn = A"

Karakteristi¢na enacba:
M =6)-1
Resitvi karakteristi¢ne enacbe:
A2 =3+2vV2=(1+V2)?
Resitvi rekurzivnih enacb:
Xp=AN + B\, xo=1,x1=3

Yn=CMN +DX\3; yo=0,y1=2
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Konéne resitve

Xp = % ((1+ V224 (1 v2))

Yn = Q ((1+v2)? = (1= v2))

Iz N, = m? = y?2 /4 dobimo:

Ny = 3i2 ((1+v2)* = (1 - v2)™)

2

Rekurzivna enacba za N,;:

Npio = 34Ny1 — Ny +2; No=0,N; =1
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Pellova stevila

Pellova stevila p, so definirana z rekurzivno formulo

Pn+2 = 2Ppn+1 + Pn

pri zacetnih pogojih pg = 0 in p; = 1. Ustrezna karakteristi¢na
enacba je
M =2)\+1

s korenoma A\ = 14+ v/2 in A» = 1 — /2. Splo3na formula:

pn:;ﬁw—w 2f((1+f) -~V

1o, 1 )2 2n) 2
1
Nn:Zpgn
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Brahmagupta in Bhaskara Il.

Pellovo enacbo, bolje Fermatovo enacbo, sta poznala Ze indijska
matematika

Brahmagupta (598-668) — &I

in

Bhaskara Uitelj (Bhaskaradarja, Bhaskara Il.) (1114-1185) -
TERTLATY.

Slednjemu je bila na primer znana osnovna resitev enacbe
x? —6ly? =1,

ki je
(x1,y1) = (1766319049, 226153980).
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Hy=1+6T4=1+6-10=61

Splosno:

Pf,)(k) -1 i an_l _ 2 + kn2(n — 1)

«40O> «Fr «=)r « =) = Q>




Kdaj je srediscno trikotnisko stevilo trikotnisko?

Th=T,
n(n+1)=2+3m(m—1)
4n® + 4n = 8 4 3(4m? — 4m)
(2n+1)2=6+3(2m — 1)?

Z uvedbo x =2n+1in y = 2m — 1 dobimo enacbo

x? —3y? =1,

ki ima trivialno resitev (xo, ¥o) = (1,0) in osnovno resitev
(x1,y1) = (2,1), iz katere najdemo vse druge po znanem postopku.
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Resevanje

Resitve (xk, yx) dobimo namre¢ s formulo
X+ yV3 = (x1 + y1V3)k = 2+ V3)k.

Cela stevila xx in yx za k =0,1,2,3,... sestavljajo neskoncni
zaporedji. Zanju lahko najdemo loeni rekurzivni enacbi. Najprej
zapisemo:

Xk+1 T yk+1\@ = (X1 + y1\/§)"+1 = (2 + \/g)(Xk + yk\@).
Dobimo sistem rekurzivnih enacb:
Xk+1 = 2Xk + Yk,

Yk+1 = Xk + 2¥k.
Z izloCitvijo yy iz prve in xi iz druge enacbe dobimo linearni
homogeni rekurzivni enacbi drugega reda z zaletnimi pogoji:

Xk42 = AXpp1 — Xk, X0 = 1,x1 = 2;

Yik+2 = 4Yk+1 — Y, Yo=0,y1 = 1.
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Karakteristi¢na enacba prej$njih rekurzivnih enalb je A2 =4\ —1s
korenoma A1 = 2+ v/3 in A\» = 2 — /3. Po znanem postopku
dobimo resitvi:

1 V3
M= SOEE M. = 20— a)

Da bi splo3no resili enatbo x> — 3y? = 6, moramo poznati vsaj eno
njeno celoStevilsko reSitev. Denimo, da je ta

(x,y) = (a,b) = (a0, bo). Velja torej a*> — 3b*> = 6. Oglejmo si
Stevilo

a; + bl\@ = (Xk + yk\/g)(a + b\@),

kjer sta a; in by celi Stevili. Kratek raCun pokaze, da veljata relaciji
a; = axx + 3byx, b1 = bxy + ayx

in da sta a; in by reditvi enatbe x2 — 3y2 = 6.
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Enadba x? — Dy? = ¢, kjer D ni kvadrat, nima reitve (x, y) za
vsak celi ¢. Ce jo ima, potem obstaja ena, za katero y zadosca
pogoju

v <9t 4 0v)

kjer je (x1,y1) osnovna reditev Pellove enatbe x? — Dy? = 1.

V nasem konkretnem primeruje c=6, D=3, x1 =2iny; =1. S
tem dobimo |y| < 2,73, kar pomeni y = +1in y = £2. V prvem
primeru mora potem veljati x> = 6 + 3 = 9, kar nam da x = +3.
V drugem primeru pa dobimo x? = 6 4+ 12 = 18, kar pa ne pride v
postev. Resitve so zato (x,y) = (£3,+1). Zato lahko izberemo
eno od 4 moznosti: (ap, bo) = (£3,£1). Ker je za (ag, bp) = (3,1)

(a0 + boV/3)(x1 + y1V3) = (3 + V3)(2 + V3) = 9+ 5V/3,

par (a1, b1) = (9,5) redi enalbo x> — 3y? = 6. To pomeni:
np=1(a—1)/2=1,mg=(bp+1)/2=1n
m=(a—-1)/2=4m,= (b1 +1)/2=3.
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Ce bi izbrali (a, b) = (3,—1), ne bi dobili ni¢esar novega, ker je
tedaj

(a+bV3)(x1+y1V3) = (3—V3)(2+V3) =3+V3 = a1+ b V3.
Zato dobimo vse resitve problema, e vzamemo (ag, bp) = (3,1) in
ak + biv/3 = (a0 + boV/3)(xic + yiV/3),

nato pa nx = (ax — 1)/2, my = (bx + 1)/2. Naloga ima nesteto
resitev, indeksiranih s k = 0,1,2,3,.... Oznalimo s Cj Stevilo, ki
je hkrati trikotnisko in sredis¢no trikotnisko, k-to po velikosti, to se
pravi

ne(ng+1) a2 —1

Ck:Tnk: 2 = 8
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Rezultate za zacetne k zberemo v tabelo.

k dg bk Ck ny my
0 3 1 1 1 1
1 9 5 10 4 3
2 33| 19 136 | 16| 10
31 123 | 71 1891 | 61 | 36
4| 459 | 256 | 26335 | 229 | 133
511713 | 989 | 366796 | 856 | 495

Iz tabele na primer preberemo: Tg; = T4 = 1891.
Stevila Cj lahko izrazimo tudi direktno, ¢e uporabimo enacbo

ak + b3 = (34 V3)(xk + yxV/3), iz katere je

V3

3
ak = 3xk + 3y = 5()\’1( +25) + 7()\’1( —A5).
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Po daljsem racunu dobimo

2
_a-1 3 2k+1 N A
Ck = 5 —16((2+\/§) +(2 ﬁ) >+4

1

> (M7 +4V3) + 2o(7 - 4v3)F) + e

16
Ce vpeljemo Stevili 3 =7+ 4+/3 in po =7 — 4+/3, ki sta korena
enatbe 2 = 14p — 1, zakoj spoznamo, da Stevila Cy zado$lajo
nehomogeni linearni rekurzivni enacbi

Cr =

Chi2 =14Cp1 — G+ A

pri zacetnih pogojih Cp =1 in (; = 10 za neko konstanto A. Ni
tezko videti, da je A = —3. Rekurzivna enacba za Stevila Cy je

torej
Cxyo = 14Cy41 — G — 3.
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As =40

An=4T,=2R,=2n(n+1)
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Ti=T1=1

To=T1+T,=4
Ts=T1+ T+ T3=10
Toa=T1+To+ T3+ T4 =20

Ts=T1+To+ T3+ Ty+ Ts =35

7;:-anTé+7§+.”%-T =

7?'):357

n(n+1)(n+2)
6
T15 = 680
(Or <@ <2 < Er E HAE
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Predstavitev petega tetraedrskega sStevila
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Predstavitev petnajstega tetraedrskega Stevila
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Trikotniska, kvadratna in tetraedrska Stevila

Tetraedrska stevila sestavljajo naras€ajoce zaporedje naravnih
Stevil:

(T2)22, = (1,4,10,20, 35,56, 84, 120, 165, 220, 286, 364, 455, 560, . . .).

Dokazano je, da so med njimi samo tri kvadratna in pet
trikotniskih Stevil:

Ti=Qi =1, To =@ =4, Tag = Quao = 19600,

Ti=Ti=1,T3=T4=10, Tg = T15 = 120,
750 = Tg5 = 1540, 734 = T119 = 7140.
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Rodovne funkcije

(1= )
x(1+ x)
(1-x)3

G(x, T)= = Tix+ Tox?>+ Tax3 4+ Tax* + ...,

G(x,Q) = = Qi x+ QzX + Q3X + Q4X +.

x((k —3)x +1)

G(X, P(k)) _ (1 )3 P(k) + P( )X + P( )X + P(k) 4
— X
2 k—2 1
G(x, P00 = x(x +(§ . X)3)X +1) _ P P2 L pIR L Pl
G(x,T)= a _XX)4 =Tix+ Tox® + TP + Tax* + ...,

x| <1
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Stevilske vrste z inverzi figurativnih sStevil

S(X) = i —.  (Xe{T,T,Q,Q})

7Tz T T
S(T)=2, S(Q)=". S(T) = 5ﬁth (2\5@) ,

S(PU) = st (g k;{*) (k=9), S(PO)="
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Zadnje izraze dobimo z uporabo razvojev

T TX 1 T TX > 1
Z 2 27 Z 2 2
dx 2 = (2n—-1)2+x 4x 72— (2n—1)2—x

Za X = P(¥) dobimo

SP) = (0 (55) +0) (k29

~ — Euler-Mascheronijeva konstanta

P(x) = % — funkcija digama, ¢(n) = h,—1 —~, h, — n-ta delna
vsota harmonic¢ne vrste
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//  naravna Stevila

/ trikotniska stevila

/ tetraedrska stevila

1

|+ | 5 [ w]w]|[s [ 1]
| 1 | 6 | 15 | 20 | 15 | 6 | 1 |
v | 7 2 [ s [ [2a] 7] 1|

a
y

= > <
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«0O>»



1«
1+
2
3+
5«
8+
13
21 «+
34

el e e el e
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Kaksno je stevilo 20207

2020 =T34+ T+ ...+ T
2020 = Qo4 + Q38 = Q16 + Qa2
2020 = 31+32+...+70 = 249+250+. . .+256 = 402+403+. . .+406

2020 = P{*%%)
10601\ 2 13841\2 10601\ 2 5761\ 2
) 42020 = (== ) 2020 = [ =——
(198>+00 (198)’ <198> 020 (198)

Stevilo 2020 je kongruentno.
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Figurativnih Stevil s tem Se ni konec

— trapezna Stevila

— prirezana veckotniska Stevila
— piramidna Stevila

— kubicna Stevila

— oktaedrska Stevila

— politopska stevila
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