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2. Napetostno deformacijsko polje v tribološkem kontaktu 
 
2.1 Uvod 
Pri triboloških kontaktih medsebojno delujeta vsaj dve površini, ki sta v relativnem gibanju. 
Na pojave, ki se pojavljajo v kontaktu, močno vpliva pritisna sila ali obremenitev ter torna 
sila, ki se upira gibanju, in predstavlja dodatno tangencialno obremenitev v kontaktu. 
Normalna obremenitev oz. pritisna sila in oblika površin določata kontaktni tlak, ki povzroči 
obremenitev obeh površin ter nastanek napetosti in deformacij v materialu. Ko napetost v 
materialu preseže neko kritično vrednost, ki zavisi od materiala, nastopi plastična deformacija 
ali lezenje materiala in v naslednjem trenutku poškodba. Poškodbo lahko povzročijo natezne 
ali strižne napetosti. Propagacija oz. širjenje razpok povzroči osvobajanje materiala in 
nastanek obrabnih delcev. Proces, ki poteka od začetka obremenitve pa do odstranitve 
materiala je shematsko prikazan na sliki 2.1.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Slika 2.1 Shematični diagram procesa obremenjevanja in obrabe površine 
 
Kadar sta dve površini v medsebojnem kontaktu bo vedno prišlo do njune deformacije. Ta 
deformacija je lahko elastična, lahko pa vključuje tudi del plastične deformacije in s tem 
trajno spremembo oblike. Te deformacije površine elementov lahko opazujemo tako na makro 
kakor tudi na mikro nivoju. Na primer, pri valjčnem ležaju nastopi pod vplivom obremenitve 
sploščitev oz. deformacija valjčka, kar predstavlja deformacijo na makro-nivoju. Kot smo že 
spoznali pa na mikro-nivoju nobena površina ni idealno gladka, kar velja tudi za valjček in 
obroča ležaja, in kadar imamo kontakt dveh hrapavih površin, bo dejanski kontakt nastopil le 
na določenem številu vršičkov, ki se pod vplivom obremenitve prav tako deformirajo. Vsota 
površin vseh teh lokalnih mikro-kontaktov, imenovana dejanska kontaktna površina, pa je 
relativno majhna v primerjavi z nominalno ali geometrijsko kontaktno površino, navadno le 
nekaj procentov. Pri tem je tudi nominalni ali navidezni kontaktni tlak precej manjši od 
vrednosti dejanskih lokalnih kontaktnih tlakov. 
 

OBREMENITEV na površini:
   - normalna
   - tangencialna

NAPETOSTI v materialu:
   - natezne
   - strižne

DEFORMACIJA materiala:
   - elastična
   - plastična
   - viskozna

POŠKODBA povr :
   - inicialna razpoka
   - širjenje razpoke

OBRABA materiala:
   - tok materiala
   - obrabni delci

šine
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Za napoved verjetnosti poškodbe oz. življenske dobe komponent pod vplivom dejanskih 
pogojev delovanja je glavnega pomena poznavanje ali vsaj realna ocena realnih napetosti, ki 
jim je material izpostavljen. Prvi korak pri analizi kontaktnih napetosti predstavlja analiza 
idealiziranega, a ne tudi nerealnega, tribološkega kontakta dveh cilindričnih teles (dveh valjev 
pod kotom 90° ali krogel). Na makroskopskem nivoju lahko to predstavlja kontakt valjčka ali 
kroglice kotalnega ležaja in obroča ležaja, medtem ko na mikro nivoju omogoča modeliranje 
kontakta med posameznima vršičkoma hrapavih površin v kontaktu. Pri tem moramo določiti, 
kako napetosti na in pod površino zavisijo od obremenitve, oblike površine ter materialnih 
lastnosti teles v kontaktu in to tako za primer normalne obremenitve kakor tudi za primer 
kombinacije normalne in tangencialne obremenitve. 
 
 
2.2 Geometrija ne-skladnih površin v kontaktu 
Pričeli bomo z obravnavo primera kontakta deformabilnega valja in toge plošče. To analizo 
pa lahko razširimo tudi na primere dveh deformabilnih valjev. 
 
Pri neobremenjenem kontaktu , slika 2.2, je vrzel med ploščo in valjem “z” definirana preko 
pitagorovega izreka: 
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Če je x precej manjši od R, kar je običajen primer, lahko kvadratni koren razširimo z 
binomskim teoremom in dobimo: 
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Z drugimi besedami, predpostavimo, da je profil površine, preko majhnega območja v in blizu 
kontakta, paraboličen. Pod vplivom normalne obremenitve na enoto dolžine (FN/L) se valj 
deformira, pri čemer se njegovo središče vertikalno pomakne proti kontaktu za razdaljo . 
Tako je dejanska kontaktna površina simetričen pravokotnik, širine 2a, slika 2.2b. Seveda je 
potrebno velikost kontaktne površine, opisane z vrednostjo a, povezati z obremenitvijo, kakor 
tudi z geometrijo in materialnimi lastnostmi kontaktnih teles. 
 
Na sliki 2.2b je osnovni profil valja prikazan črtkano in če upoštevamo pogoje znotraj 
kontaktnega področja (-a < x < +a) velja: 
 
z wz    (2.3) 
 
kjer wz predstavlja vertikalni pomik površine valja.  
 
Vpodročju, kjer je |x|  a velja: 
 

w
x

Rz  



2

2
 (2.4a) 

 
 
 
 



Mehanika kontakta  Napetostno-deformacijsko polje 

 23

Zunaj kontaktnega področja, |x| > a, pa še vedno obstaja razmik med valjem in ploščo, tako da 
velja: 
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pri čemer je razmak med kontaktnima površinama “h” definiran kot: 
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Slika 2.2 Geometrija kontakta valja in toge plošče a) neobremenjeno, b) obremenjeno ter  
c) kontakt dveh deformabilnih krogel. 
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Če sedaj upoštevamo, da je tudi druga površina v kontaktu ukrivljena in deformabilna, lahko 
na osnovi enačb 2.4a in 2.4b napišemo sledeči enačbi: 
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kjer je  = 1 + 2 in R relativni radij ukrivljenosti: 
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R1 in R2 sta radija ukrivljenosti obeh kontaktnih teles, pri čemer imata v primeru konveksne 
ukrivljenosti pozitivno in v primeru konkavne ukrivljenosti negativno vrednost. 
 
Analogno kontaktno situacijo imamo tudi v primeru kontakta dveh krogel, kjer ima kontaktna 
površina obliko kroga radija a, slika 2.2c, enačba 2.6a pa dobi sledečo obliko: 
 

 w w
x

R

y

R
x y az z1 2

2 2
2 2 2

2 2
  





   (2.8a) 

 

w w
x

R

y

R
x y az z1 2

2 2
2 2 2

2 2
  





   (2.8b) 

 
Rešitev problem, ki smo se ga lotili že na začetku, kako povezati velikost kontaktne površine 
z obremenitvijo ter geometrijo in lastnostmi teles v kontaktu, temelji na določitvi tiste 
porazdelitve kontaktnega tlaka preko kontaktne površine, ki bo povzročil deformacijo 
površine v skladu z zgoraj navedenimi enačbami (enačba 2.6 v primeru kontakta dveh valjev 
in enačba 2.8 v primeru kontakta dveh korgel). 
 
 
2.3 Napetosti na in pod površino 
2.3.1 Čista linijska obremenitev 
Ko nastopi obremenitev dveh teles v kontaktu, se v obeh kontaktnih telesih generira polje 
napetosti. Te napetosti so lahko popolnoma v elastičnem področju, lahko pa so dovolj visoke, 
da presežejo kriterij tečenja, kar povzroči plastično deformacijo enega ali drugega 
kontaktnega telase, najverjetneje pa kar obeh. V primeru kovin in elastične deformacije je 
velikost kontakta majhna v primerjavi z radijem ukrivljenosti kontaktnih teles, tako da velja 
a/R << 1 in lahko kontaktni telesi obravnavamo kot neskončna pol-prostora. 
 
Naš cilj je določiti obliko porazdelitve tlaka, ter s tem povezane porazdelitve napetosti, ki 
bodo povzročile spremembo oblike kontaktnih teles, opisanih z enačbama 2.6a in b. Rešitev 
na podlagi teorije elastičnosti zagotavlja poznavanje komponent napetosti in pomikov v vsaki 
točki kontaktnih teles, pri čemer morajo biti napetosti v medsebojnem ravnotežju, kakor tudi 
v ravnotežju z zunanjo obremenitvijo. Z upoštevanjem linearnosti lahko na podlagi izrazov za 
napetosti določimo komponente pomika, ki pa morajo ustrezati pogojem geometrijske 
kompatibilnosti. Za večino dejanskih kontaktnih problemov, kjer je debelina kontaktnih teles 
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precej večja od širine kontakta, lahko predpostavimo, da je material v ravninskem napetostno-
deformacijskem stanju, kar pomeni, da je y = 0. 
 
Za primer ravninskega napetostno-deformacijskega stanja lahko ravnotežne in 
kompatibilnostne enačbe zapišemo v kartezijevih koordinatah, pri čemer je ravnotežni pogoj 
definiran z: 
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x in z sta normalni napetosti, xz pa strižna napetost, ki delujejo na element materiala v točki 
(x,z), slika 2.3. Pogoj kompatibilnosti pa zahteva, da napetostim ustrezajoči pomiki x, z in 
xz zadostijo enačbi: 
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Slika 2.3 Napetostno-deformacisjko polje pri neskončnem pol-prostoru 
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Linearni zakon elastičnosti povezuje napetosti in pomike preko Hook-ovega zakona, za 
ravninsko napetostno-deformacijsko polje pa velja: 
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kjer je E modul elastičnosti in v Poisson-ovo število. Enačbama 2.10 in 2.11 je avtomatsko 
zadoščeno, če so napetosti izpeljane iz Airy-eve napetostne funkcije (x,z), ki zadišča 
biharmonični enačbi: 
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pri čemer so napetosti popisane z: 
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Pri tem so robni pogoji, ki veljajo za neskončni pol-prostor prikazan na sliki 2.3, sledeči: 

a) zunaj kontakta na površini nimamo napetosti 
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b) znotraj kontakta so napetosti na površini nasprotne obremenitvi 
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c) na veliki oddaljenosti od kontakta so vse komponente napetosti enake nič 
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V primeru čiste linijske obremenitve (FN/L), prikazane na sliki 2.4, lahko napetostno polje 
definiramo z uporabo Airy-eve napetostne funkcije izražene v cilindričnih koordinatah: 
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Pri čemer so napetosti znotraj telesa popisane s sledečimi enačbami: 
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 Slika 2.4 Normalna linijska obremenitev pol-neskončnega telesa 
 
 
Obremenitev, prikazana na sliki 2.4, povzroči povsem specifično napetostno polje površine, 
značilne za kontakt noža, s teoretično neskončno napetostjo z pod samo obremenitvijo          
(r = 0), medtem ko je ostali del površine brez napetosti (enačba 2.15). Nastalo napetostno 
polje je posledica predpostavke, da je obremenitev skoncentrirana vzdolž linije. Potrebno pa 
je poudariti, da ima dejanska kontaktna površina vedno neko širino, četudi je ta zelo majhna. 
Enačbe 2.15 pa pokažejo še dve značilnosti. Prvič, na veliki oddaljenosti od kontakta (r), 
napetosti  padajo proti nič in drugič, r ima na krogu premera D, ki gre skozi točko O na 
površini, konstantno vrednost -2FN/LD. Ker je r = 0 sledi, da sta r in  glavni napetosti, 
tako da ima glavna strižna napetost  v točki (r,) vrednost r/2. To pomeni, da so tudi 
konture maksimalnih strižnih napetosti krogi, ki gredo skozi točko O na površini  (slika 2.5). 
 

        

Slika 2.5 Konture glavnih strižnih napetosti: a) čista linijska obremenitev, b) konstanten 
tlak preko končne površine in c) linijski kontakt dveh valjev 

 
 

Porazdelitev napetosti je moč izraziti tudi v kartezijskih koordinatah: 
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Za določitev spremembe oblike kontaktne površine, pa napetosti, določene po enačbi 2.15 ali 
2.16, vstavimo v primerno obliko Hook-ovega zakona (enačba 2.11), na podlagi katerega 
določimo temu ustrezne pomike: 
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Ko so pomiki določeni lahko določimo tudi obliko deformirane površine, ki je v primeru 
cilindričnih koordinat definirana preko radialne in tangencialne deformacije wr in w: 
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Iz enačbe 2.18 je razvidno, da je deformacija v smeri proti izhodišču O konstantno za vse 
točke na površini telesa. 
 
 
2.3.2 Porazdeljena normalna obremenitev 
 
Realno je normalna obremenitev FN 
porazdeljena preko neke končne 
kontaktne površine v obliki 
kontaktnega tlaka ”p”. Lokalne 
vrednosti kontaktnega tlaka se lahko 
spreminjajo vzdolž x-osi, kar pomeni, 
da je tlak funkcija x-a, definiran kot 
p(x). Napetostno polje in deformacijo 
površine določimo z razdelitvijo 
celotne obremenitve na neskončno 
število linijskih obremenitev vrednosti 
p(s)ds, slika 2.6.  
 
 Slika 2.6 Dvo-dimenzijska porazdelitev obremenitve 
 
Napetosti, ki jih linijska obremenitev p(s)ds, povzroči v točki A(x,z), določimo na podlagi 
enačb za čisto linijsko obremenitev (enačbe 2.16). Z integracijo vseh “linijskih elementov” 
obremenitve pa lahko določimo napetosti, ki so posledica celotne obremenitve kontakta 
(enačbe 2.19). To pomeni, da če poznamo obliko porazdelitve tlaka p(s) lahko teoretično 
določimo tudi napetostno polje v katerikoli točki kontaktnega telesa. Dejansko pa je izračun 
integralov enostavno izvedljiv le v par enostavnih primerih. 
 
 
 
 

b 
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Napetosti za porazdeljeno normalno obremenitev tako zapišemo v sledeči obliki: 
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Enak pristop, kakor pri določitvi napeostnega polja, je moč uporabiti tudi pri določitvi 
elastične deformacije površine, kjer je deformacija površine posledica delovanja vseh linijskih 
elementov obremenitve: 
 

   

 




















a

b

z

a

x

x

b

x

dssxsp
E

w

dsspdssp
E

w

)ln()(
12

)()(
2

121

2







 (2.20) 

 
Pri tem sta gradienta tangencialne in vertikalne deformacije definirana kot: 
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Ker je pomik x (enačba 2.11) enak gradientu deformacije v x smeri (enačba 2.21) in 
normalna napetost z na površini enaka vrednosti kontaktnega tlaka p(x): 
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 (2.22) 

 
sledi, da je tudi )()0( xpzx  . Tako lahko rečemo, da je, za vsak primer normalne 

porazdelitve kontaktnega tlaka, površinska napetost x pod obremenitvijo tlačna in po 
vrednosti enaka normalnemu tlaku, ki deluje v opazovani točki. Te lokalno generirane tlačne 
napetosti so še posebej pomembne, ker pripomorejo k povečanju odpornosti površine na 
plastično deformacijo. 
 
 
 
 
 
 
 
 



Mehanika kontakta  Napetostno-deformacijsko polje 

 30

2.3.3 Enakomeren normalni tlak 
Najenostavnejši primer porazdelitve normalne obremenitve je enakomeren tlak vrednosti p, ki 
se razteza preko območja -a < x < +a, kakor je prikazano na sliki 2.7.  
 

 

 

Slika 2.7 Enakomerna porazdelitev kontaktnega tlaka (a) in konture strižnih napetosti (b) 
 
 
Z uporabo enačb 2.19 in njihovo integracijo, lahko napetosti zapišemo v sledeči obliki: 
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kjer sta 1 in 2 kota definirana kot tan2,1 = z/(x  a). Glavne napetosti 1,2 lahko določimo 
na podlagi x in z kot: 
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z določitvijo  = 1-2  pa zapišemo: 
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V tem primeru bodo konture strižnih napetosti sledile polarni ukrivljenosti sin = konstanta, 
kar pomeni da so to krogi, ki gredo skozi dve mejni točki obremenitve O1 in O2, slika 2.7b. 
 
 
 
 

a) b) 
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Z upoštevanjem enačb 2.21 je deformacija površine definirana kot: 
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pri čemer rešitev integrala (2.26b), ki za območje znotraj kontakta ni povsem enostavna, saj 
imamo v točki s = x singularno točko, privede do sledečega izraza: 
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kjer je Q integralna konstanta, ki predstavlja nivo, od koder merimo vertikalno deformacijo. 
Pri tem je potrebno poudariti, da oblika deformirane površine, prikazana na sliki 2.8, ni enaka 
deformirani površini pri kontaktu dveh valjev, saj v tem primeru porazdelitev tlaka nikakor ne 
more biti enostavna enakomerna porazdelitev. 
 

Slika 2.8 Deformacija površinepod vplivom  enakomerno porazdeljenega kontaktnega tlaka 
 
 
2.3.4 Pol-eliptična porazdelitev tlaka ali Hertzov kontakt 
Analizo kontaktnih napetosti kontakta dveh ukrivljenih površin je že leta 1882 predstavil 
Heinrich Hertz in predstavlja enega od najpomembnejših mejnikov v zgodovini nalize 
kontakta in tribologije. Hertz-ova analiza zajema kontakt dveh ukrivljenih površin, kjer ima 
kontaktni tlak poleliptično porazdelitev in ga po njem imenujemo tudi Hertz-ov kontakt. Pri 
tem ločimo linijski in točkovni Hertzov kontakt, slika 2.9. Hertzova teorija ima precejšno 
praktično uporabnost, saj lahko za večino kontaktnih primerov, kjer nastopa elastična 
deformacija, predpostavimo, da ima kontaktni tlak Hertz-ovo porazdelitev in s tem 
rezultirajočo Hertz-ovo porazdelitev napetosti. 
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 (a) (b) 

Slika 2.9 Hertzov kontakt: (a) Linijski kontakt dveh valjev in (b) Točkovni kontakt dveh 
konveksnih površin 

 
 
2.3.4.1 Linijski kontakt 
Z uporabo tehnike, prikazane v poglavjih 2.3.2 in 2.3.3, je mogoče določiti notranje napetosti 
in deformacijo površine za različne porazdelitve kontaktnega tlaka in to tako za ravninske 
kakor tudi prostorske probleme. Ena od pomembnejših porazdelitev kontaktnega tlaka, ki se v 
realnih kontaktnih razmerah pojavlja, je ravninska porazdelitev definirana z enačbo 2.28: 
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Pri tem ima kontaktni tlak na robovih kontaktnega področja (x = a) vrednost nič in narašča 
proti središu kontakta, kjer doseže maksimalno vrednost p0. Profil porazdelitve tlaka ima pol-
eliptično obliko (slika 2.10b), celotna obremenitev na enoto dolžine kontakta FN/L pa je 
definirana z: 
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in povprečna vrednost kontaktnega tlaka pm: 
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Oblika elastično deformirane površine, shematsko prikazane na sliki 2.10c, pa je v primeru 
pol-eliptične porazdelitve kontaktnega tlaka podana z: 
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 (2.32) 

 

 

Slika 2.10 Hertz-ov linijski kontakt: (a) geometrija, (b) porazdelitev kontaktnega tlaka in       
(c) deformacija površine 

 
 
Pol-eliptična porazdelitev kontaktnega tlaka pa je izredno pomembna, saj je deformacija 
površine pol-prostora, ki nastopi pod vplivom pol-eliptične porazdelitve kontaktnega tlaka, v 
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skladu s pogoji, ki se nanašajo na kontakt dveh valjev (enačbi 2.6a in b). To omogoča 
povezavo obremenitve FN in širine kontakta a. 
 
Ob upoštevanju, da je na robu kontakta  = 0 in z uporabo enačbe 2.32 za območje znotraj 
kontakta (x a), lahko zapišemo: 
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Z definiranjem modula elastičnosti kontakta E* 
 

E
E E

* 














1 11

2

1

2
2

2

1
 

 (2.34) 

 
pa dobimo izraza, ki povezujeta kontaktno površino a in maksimalni kontaktni tlaka p0 z 
obremenitvijo, geometrijo in materialom kontakta: 
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Napetosti, ki jih opisana obremenitev povzroči, pa določimo na podlagi upoštevanja pol-
eliptične porazdelitve tlaka in enačb 2.23. Integracija vzdolž z osi pa privede do izrazov za 
določitev glavnih napetosti x in z kot funkcije globine: 
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 (2.36) 

 
Velikost glavne strižne napetosti pa je določena z: 
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Maksimalna vrednost glavne strižne napetosti se pojavi na globini z = 0.78a, velikosti 0.3p0. 
Sprememba  napetosti x, z in 1 z globino je prikazana na sliki 2.11a, medtem ko so na sliki 
2.11b prikazane trajektorije konstantnih vrednosti strižne napetosti 1. 
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Slika 2.11  Porazdelitev napetosti z globino pri elastičnem kontaktu dveh valjev 
 
 
Kadar obravnavamo kontakt dveh valjastih teles je pomembna tudi vrednost reže “h” med 
njima, slika 2.10a. Povsem očitno je, da je znotraj kontakta (-a < x < +a) h = 0, zunaj 
kontaktnega območja (|x| > a) pa je reža definirana z enačbo 2.38: 
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ki za področje relativno blizu kontakta ( 1) dobi poenostavljeno obliko: 
 

 h
a

R
 


 

2 3
2

2

4 2

3
1  (2.39) 

 
 
2.3.4.2 Točkovni kontakt 
Pol-eliptično porazdelitev kontaktnega tlaka lahko razširimo tudi v tretjo dimnezijo, tako da 
postane opisana analiza uporabna tudi za kontakt dve krogel, pri čemer enačbo 2.28 zapišemo 
v novi obliki: 
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Če je FN celotna obremenitev kontakta, potem za krožno kontaktno površino velja: 
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Povprečna vrednost kontaktnega tlaka pa je enaka: 
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Za območje znotraj kontakta (r < a) je deformacija površine podana z enačbo 2.43: 
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Z upoštevanjem enačb 2.8 in 2.41, relativnega radija ukrivljenosti R (enačba 2.7), modula 
elastičnosti kontakta E* (enačba 2.34) ter poznavanja deformacije na robu kontakta ( = 0) pa 
lahko sedaj določimo velikost kontaktnega radija a in maksimalnega kontaktnega tlaka p0: 
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V središču kontakta (r = 0) je deformacija kontaktnih teles enaka premiku središč in z 
upoštevanjem enačbe 2.44b velja: 
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od koder sledi, da je medsebojni premik središč kontaktnih teles , enak: 
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Površinske in podpovršinske napetosti kontaktnih teles določimo na podoben način kakor pri 
kontaktu dveh valjev. Znotraj kontaktnega področja (r  a) so napetosti na površini podane z:  
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 (2.46) 

 

in zunaj kontaktnega področja (r > a) z: 
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Znotraj materiala pa so napetosti vzdolž z osi podane z: 
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Vzdolž z osi so r,  in z glavne napetosti, tako da je maksimalna strižna napetost 1 enaka 
1/2 |z - |, pri čemer se njena maksimalna vrednost 0.31p0 pojavi na globini 0.48a. 
 
Porazdelitev površinskih in podpovršinskih napetosti je za material, katerega Poissonovo 
število je enako 0.3, kar je značilno za večino kovin, prikazana na sliki 2.12. Obodna napetost 
 je povsod tlačna, medtem ko je radialna napetost r tlačna praktično preko celotnega 
kontaktnega področja in natezna zunaj njega. Največja vrednost natezne napetosti je            
(1-2)p0/3 in se pojavi na samem robu kontaktne površine. Natezna komponenta napetosti je 
pomembna predvsem s stališča nateznih poškodb, ki se pojavijo v primeru krhkih materialov. 
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Slika 2.12 Porazdelitev napetosti pri elastičnem kontaktu dveh krogel: (a) na površini in (b) 
pod površino 

 
 
Seveda imamo v praksi le redko idealen točkovni kontakt dveh krogel, temveč se večinoma 
srečujemo s kontaktom v obliki elipse radijev a in b (slika 2.9b). Pri tem so kontaktni tlak in 
maksimalne napetosti na površini definirani kot: 
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2.3.5 Inverzna pol-eliptična porazdelitev kontaktnega tlaka 
Porazdelitev tlaka, inverzne pol-eliptične oblike, ki je pomembna za nadaljno analizo 
kontaktnega problema, je definirana z enačbo: 
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Ta porazdelitev kontaktnega 
tlaka ima minimalno vrednost p0 
na osi simetričnosti, ko je x = 0 
in teoretično narašča proti 
neskončnosti na robovih 
kontakta, slika 2.13. Če je FN/L 
ponovno obremenitev na enoto 
dolžine kontakta, je minimalni 
kontaktni tlak p0 enak: 
 

aL

F
p N




0                      (2.51) 

 
 
 

Slika 2.13  Inverzna pol-eliptična porazdelitev kontaktnega 
tlaka in rezultirajoča deformacija površine 

 
 
Deformacija površine, ki nastopi pod vplivom inverzne pol-eliptične porazdelitve kontaktnega 
tlaka, je znotraj kontakta konstantna, vrednosti , medtem ko je zunaj kontaktnega področja   
(|x| > a) definirana z enačbo 2.52:  
 

 
w

E

x

a

x

az  
 


  






















2 1

1
2 2

2




ln  (2.52) 

 
Glavne napetosti pa lahko zapišemo kot:: 
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Opisana porazdelitev kontaktnega tlaka nastopi v primeru kontakta elastične plošče in idealno 
togega kvadra, širine 2a in dolžine L. Seveda je predpostavka, da je kvader idealno tog, le 
poenostavitev realnih razmer. Pri tem je potrebno poudariti, da noben material ni sposoben 
prenesti neskončne napetosti na robovih kontakta, zaradi česar na robovih nastopi lokalna 
plastična deformacija. Kljub vsemu pa je ta analiza porazdelitve kontaktnega tlaka zelo 
pomembna pri nadaljni analizi normalno in tangencialno obremenjenega kontakta. V primeru 
razširitve inverzne pol-eliptične porazdelitve v tri-dimenzijski primer, je porazdelitev 
kontaktnega tlaka opisana z enačbo 2.54: 
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ki prav tako generira enakomerno deformacijo preko kontaktne površine radija a. Pri tem sta 
minimalni kontaktni tlak p0 in razdalja medsebojnega premika dveh točk  enaka: 
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2.4 Trenje na površini 
 
2.4.1 Napetosti pri tangencialni obremenitvi površine zaradi trenja 
Do sedaj obravnavani primeri predstavljajo analizo vpliva čiste normalne obremenitve na 
porazdelitev napetosti in deformacij kontaktnih teles. V trenutku, ko imamo prisotno 
tangencialno obremenitev, poznano kot trenje, se generirajo dodatne napetosti in temu 
ustrezne deformacije. Analiza dejanskih sistemov, kjer je prisotna tako normalna, kakor tudi 
tangencialna obremenitev, je možna z uporabo metode superpozicije dveh enostavnejših 
problemov, čiste noramlne in čiste tangencialne obremenitve. Porazdelitev napetosti in 
deformacij le pri normalni obremenitvi je bila prikazana že v prejšnjih poglavjih, torej je 
potrebna še analiza porazdelitve napetosti in deformacij pod vplivom tangencialne 
obremenitve. 
 
Zopet bomo začeli s skoncentrirano linijsko porazdelitvijo na enoto dolžine FT/L, ki deluje 
vzdolž y-osi tangencialno na površino, slika 2.14. Ta obremenitev bo povzročila podobno 
polje radialne napetosti kakor normalna linijska obremenitev, le da je zasukano za kot 90°. 
Tako bodo tudi izrazi za popis napetosti v cilindričnih koordinatah enaki (enačbe 2.15):  
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Konture konstantnih strižnih napetosti so sedaj polkrožne oblike, ki potekajo skozi točko O. 
Pred obremenitvijo je radialna napetost r tlačna, medtem ko je za linijo delovanja 
obremenitve natezna. V kartezijskih koordinatah pa so napetosti popisane z: 
 

 

 

 222

2

222

2

222

3

2

2

2

zx

zx

L

F

zx

xz

L

F

zx

x

L

F

T
xz

T
z

T
x



















 (2.57) 



Mehanika kontakta  Napetostno-deformacijsko polje 

 41

 

Slika 2.14  Linijska tangencialna obremenitev 
 
 
Deformacija površine, ob upoštevanju, da nimamo prisotne rotacije in vertikalne deformacije, 
je popisana na podoben način, kakor v primeru normalne obremenitve: 
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Na podlagi opisanih enačb vidimo, da se površina pred silo poda za vrednost, ki je 
proporcionalna tangencialni obremenitvi FT, medtem ko se površina za obremenitvijo dvigne 
za enako vrednost, pri čemer se tangencialna deformacija površine spreminja logaritemsko. 
Vpliv poljubne porazdelitve torne sile ali sile trenja preko kontaktne površine lahko določimo 
z metodo integracije, analogno metodi opisani v poglavju 2.3.2. Predpostavimo, da je 
tangencialna napetost v točki x = s enaka q(s), potem je: 
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Gradienti deformacije pa so nato definirani kot: 
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Če primerjamo enačbe za popis deformacij, ki nastopijo zaradi sile trenja, z enačbami za 
popis deformacij v primeru normalne obremenitve (enačbe 2.20), je takoj opazna podobnost. 
To pomeni, da če sta porazdelitev normalnega tlaka p(s) in tlaka zaradi sile trenja q(s) enake 
oblike, bo tudi deformacija površine zaradi tangencialne obremenitve q(s), ki nastopi v         
x-smeri enaka deformaciji zaradi normalne obremenitve p(s), ki nastopi v z-smeri: 
 

pxqzpzqx wwinww )()()()(   (2.61) 

 
Sedaj lahko to idejo uporabimo tudi za druge porazdelitve tangencialne oz. torne obremenitve, 
analogne primerom opisanih v poglavjih 2.3.3 in 2.3.4.  
 
V primeru, ko ima strižna napetost konstantno vrednost q0 preko območja -a < x < +a, so 
napetosti znotraj pol-prostora podane z: 
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kjer sta r1 in r2 razdalji od robov obremenjenega področja do točke (x,z). Slika 2.15 prikazuje 
porazdelitev komponente napetosti x zaradi strižne obremenitve q0 na površini. Prekinitev 
strižne obremenitve na robu obremenjenega področja pa privede do neskončne vrednosti 
elastične napetosti na tem mestu. Dejansko to pomeni, da bo prišlo do nastanka plastične 
deformacije, v primeru oscilacijske torne obremenitve pa lahko velike izmenične napetosti 
privedejo celo do poškodbe površine preko freting mehanizma obrabe. 
 

 

Slika 2.15 Porazdelitev površinske napetosti x pod vplivom konstantne tangencialne 
obremenitve q0. 

 
 

x/q0 
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2.4.2 Drsenje v primeru elastičnega kontakta in mikrozdrs 
V dejanskih primerih se največkrat ukvarjamo s prenosom tako normalne kakor tudi torne ali 
tangencialne obremenitve. Za primer vzemimo kontakt dveh enakih valjev, obremenjenih z 
normalno obremenitvijo na enoto dolžine FN/L in podvrženih tangencialni sili FT/L. Pri tej 
analizi bomo predpostavili da je moč porazdelitev kontaktnega tlaka in velikost kontaktne 
površine določiti na podlagi Hertz-ove analize in sta tako podana z enačbama 2.28 in 2.35. 
Nadalje bomo predpostavili, da tangencialna obremenitev ne vpliva na spremembo 
porazdelitve kontaktnega tlaka in kontaktne površine. Splošen primer je prikazan na sliki 
2.16. Sčasoma FT/L doseže tako vrednost, da se pojavi drsenje, s čimer dosežemo situacijo 
mejnega trenja. Kontakt lahko nato okarakteriziramo s parametrom µ, razmerjem tangencialne 
in normalne obremenitve. Numerična vrednost tega razmerja, imenovanega koeficient trenja, 
pa je v veliki meri odvisna od narave in stanja kontaktnih površin. Tudi v primeru, ko je FT/L 
nižja od kritične vrednosti, kar pomeni da ne nastopi drsenje preko celotne površine, bo 
prisotnost torne obremenitve povzročila strižne deformacije znotraj kontaktnih teles, kar je na 
sliki 2.16 prikazano z zvitjem srednjice. Ker sta valja identična lahko zaključimo, da se bo 
ohranila simetričnost njune deformacije. Točke znotraj kontaktnega področja bodo, glede na 
točke znotraj telesa, podvržene tangencialnemu premiku wx1 in wx2, medtem ko se bosta 
središči valjev premaknili za vrednosti 1 in 2. 
 
Vzemimo, da točki A1 in A2 označujeta dve točki na vmesni plasti, ki sta bili v kontaktu pred 
delovanjem tangencialne obremenitve FT/L. Če je absolutni premik, glede na izhodišče O, 
enak s1 oz. s2 potem velja: 
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Tako je “s”, komponenta zdrsa med A1 in A2 vrednosti |s1 - s2|, kjer je: 
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v primeru ko zdrs ne nastopi, s = 0, pa je: 
 
w wx x x1 2 1 2       (2.65) 
 
Desna stran enačbe 2.65, x, označuje relativni tangencialni pomik dveh kontaktnih teles in je 
neodvisna od lege točk A1 in A2 znotraj področja, kjer drsenje ne nastopi. Tako lahko na 
splošno rečemo, da so znotraj tega področja vse točke izpostavljene enakemu tangencialnemu 
pomiku. V našem primeru je, zaradi enakega modula elastičnosti telesa 1 in 2, relativni pomik 
x enakomerno porazdeljen med obe kontaktni telesi: 
 

21 xx ww   (2.66) 

 
kar v primeru različnih elastičnih lastnosti kontaktnih teles vsekakor ne drži. 
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Slika 2.16 Kontakt dveh enakih valjev pod vplivom normalne FN/L in tangencialne 

obremenitve FT/L na enoto dolžine kontakta 
 
 
Sedaj smo soočeni s problemom določitve porazdelitve torne obremenitve, ki bo v skladu s 
konstantno tangencialno deformacijo preko kontaktnega področja. V poglavju 2.3.5 smo 
pokazali, da inverzna pol-eliptična porazdelitev kontaktnega tlaka povzroči konstantno 
deformacijo površine. Ob upoštevanju analogije med kontaktnim tlakom in normalno 
deformacijo ter torno obremenitvijo in tangencialno deformacijo, lahko torej rečemo, da je 
porazdelitev torne obremenitve, ki daje konstantno tangencialno deformacijo, prav tako 
inverzna pole-eliptična porazdelitev, definirana kot: 
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Ta porazdelitev torne obremenitve je, kot krivulja A, prikazana na sliki 2.17 in narašča proti 
teoretično neskončni vrednosti, ki jo doseže na robu kontakta (x =  a). Realno so te vrednosti 
nižje, saj je maksimalna vrednost, ki jo q lahko doseže enaka µp, kjer je p lokalni tlak. Tako 
lahko na robovih kontakta pričakujemo zdrs, medtem ko imamo proti središču kontakta, kjer 
je torna obremenitev nizka kontaktni tlak pa velik, področje brez zdrsa. 
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Slika 2.17 Kontakt dveh valjev in porazdelitev tangencialne obremenitve in tangencialne 
deformacije, ki nastopi zaradi torne obremenitve FT/L 

 
Točko, kjer nastopi prehod iz področja brez drsenja v področje zdrsa, določimo na sledeč 
način. Najprej obravnavajmo primer, kjer je obremenitev FT/L povečana do te mere, da 
doseže vrednost µFN/L, tako da sta površini na meji drsenja. Porazdelitev torne obremenitve 
je v tem primeru enaka: 
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Ta porazdelitev je kot krivulja B prikazana na sliki 2.17. Tangencialna deformacija površine 
bo razporejena na enak način kakor normalna deformacija pod vplivom Hertz-ove 
porazdelitve kontaktnega tlaka, to je parabolično. Če se zdrs ne pojavi lahko, z upoštevanjem 
enačb 2.4a in 2.35, za površino 1 zapišemo: 
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Podoben izraz, le nasprotnega predznaka, velja tudi za površino 2. Ta porazdelitev 
tangencialne deformacije ustreza enačbi 2.66 le v središču kontakta, kjer zdrs še ne nastopi, in 
lahko zaključimo, da drugod znotraj kontakta zdrs mora obstajati. Sedaj upoštevajmo 
superpozicijo druge porazdelitve torne obremenitve definirane z: 
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ki deluje preko širine 2b, kjer je b < a in je na sliki 2.17 prikazana kot krivulja C. 
Tangencialna deformacija znotraj območja -b < x < +b, ki jo povzroči opisana porazdelitev, 
bo: 
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Tako je celotna deformacija znotraj širine 2b podana z: 
 

konstanta''''''

konstanta''''''

22222

11111







xxx

xxx

www

www
 (2.72) 

 
Tako je pogoj, da zdrs ne nastopi, izpolnjen le preko področja -b < x < +b. Nadalje je 
rezultirajoča torna obremenitev znotraj tega področja dana z: 
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ki je povsod nižja od µp0. Pri tem je širina področja, kjer zdrs ne nastopi, odvisna od velikosti 
tangencialne obremenitve FT, saj je: 
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in je razmerje b/a enako: 
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Fizikalno obnašanje kontakta v celoti 
popisuje enačba 2.75. V primeru, ko je 
normalna obremenitev kontakta FN/L 
konstantna, tangencialna sila FT/L pa se 
spreminja, se bo takoj, ko bo FT/L večja od 
nič na robovih kontaktnega področja pojavil 
mikro-zdrs. Z naraščanjem FT/L se področje 
zdrsa širi proti središču kontakta. Ko se FT/L 
približuje mejni vrednosti µFN/L se področje 
brez zdrsa spremeni v linijo (pri x = 0) in 
dosežemo drsenje  kontakta. Sprememba 
velikosti področja zdrsa s povečevanjem 
tangencialne obremenitve je prikazana na 
sliki 2.18. 
 

Slika 2.18  Sprememba področja zdrsa s tangencialno obremenitvijo 
 

FT/µFN 
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2.5 Kontakt pri kotaljenju 
Pri kotaljenju imamo lahko čisto kotaljenje ali pa kombinacijo kotaljenja in drsenja. V prvem 
primeru je gibanje v obliki rotacije, v drugem pa v obliki rotacije in translacije. Pri tem je 
kotalno trenje odpor pri gibanju oz. kotaljenju teles, ki ga v manjšem delu sestavlja trenje, v 
večjem pa: 
- mikro zdrs 
- elastična deformacija 
- plastična deformacija 
- adhezija 
- notranje trenje v mazalnem sredstvu. 
 
Čisto kotaljenje nastopi, če je izpolnjen sledeč pogoj:  
 



 v

vr

r

 
  
kar pomeni, da sta ploskvi v dotikalni točki statični (se ne premikata). Če pa pogoj ni 
izpolnjen, ploskvi medsebojno drsita in govorimo o kombinaciji kotaljenja in drsenja ali tudi 
o valjanju. 
 
 
2.5.1 Kotaljenje brez upoštevanja trenja – kinematični zdrs 
 
2.5.1.1 Kotaljenje dveh togih teles 
V primeru kotaljenja dveh popolnoma togih valjev (slika 2.19) je pogoj, da se valja kotalita 
brez drsenja, izpolnjen, če so tangencialne obremenitve v kontaktu v medsebojnem 
ravnotežju: 
 

2211 rFrF TT   (2.76) 
 
V tem primeru je trenje v kontaktu enako trenju pri mirovanju ”µ0”. Če katerakoli 
tangencialna sila doseže ali preseže silo trenja pri mirovanju (FT  FNµ0) nastopi mikro ali 
makro zdrs v kontaktu in med valjema se izvrši premik. Pri tem so hitrosti v kontaktu enake: 
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Kot smo že zapisali mora biti za čisto kotaljenje izpolnjen pogoj: 
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Če sedaj združimo enačbi 2.77 in 2.78 dobimo izraz za zdrs, ki 
ga imenujemo kinematični zdrs ”s”: 
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 (2.79) 

 
 
 
 
 
 
 

Slika 2.19 Kotaljenje togih teles 
 
 
2.5.1.2 Kotaljenje elastičnih teles 
Kadar imamo v kontaktu elastična telesa, se le-ta zaradi obremenitve v kontaktu deformirajo, 
deformacija pa je lahko elastična ali plastična. Relativni pomik kontaktnih teles v dotikalni 
točki je sedaj posledica relativnega pomika in deformacije samih teles. Vsota obeh pomikov 
pa mora biti enaka kinematičnemu zdrsu. 
 
Ob upoštevanju deformacije (nateg + in tlak – predznak) je hitrost pomika enaka: 
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in drsna hitrost, ki upošteva relativni pomik in tlačno deformacijo: 
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Če sedaj iz enačbe 2.81 izpostavimo r22 in to vstavimo v enačbo za kinematični zdrs (2.79) 
dobimo: 
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Če sedaj upoštevamo, da je 1 – 2  1 potem lahko kinematični zdrs zapišemo v končni obliki: 
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kjer je  
(1 – 2) = sdef – kinematični zdrs zaradi deformacije 
in 
vD/r11 = sD – kinematični zdrs zaradi relativnega pomika 
 
To nam jasno kaže, da tudi če med dvemi telesi ne obstaja relativni pomik zaradi drsne 
hitrosti (vD = 0), med njima še vedno obstaja določen kinematčni zdrs, ki je posledica 
deformacije, elastične ali plastične. 
 
 
2.5.2 Kotalni upor 
Poglejmo si primer rotacije in translatornega gibanja elastičnega valja po togi plošči, slika 
2.20. Pri tem tangencialna sila FT vnese v sistem dodaten moment in da bo imel valj 
konstantno kotalno gibanje (rotacija + translacija) mora biti reakcija podlage v ravnotežju z 
momentom tangencialne sile. Zaradi tega se spremeni pol rotacije in s tem tudi vprijem 
normalne sile, kot prikazuje slika 2.20. Ravnotežje sil je sedaj enako: 
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in je kotalni upor definiran kot: 
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Slika 2.20 Kotaljenje elastičnega valja po togi plošči 
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Če sedaj upoštevamo, da imamo Hertz-ov kontakt in da je delo, ki je bilo opravljeno za 
kotaljenje valja v enoti časa t, enako: 
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ter da se majhen del energije izgubi v obliki histereze pri elastični deformaciji materiala, kar 
popisuje faktor histereznih izgub , je opravljeno delo enako: 
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oziroma kotalni upor, ki pri tem nastane, enak: 
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Kragelski je enačbo za kotalni upor kotaljenja valja še dopolnil s koeficientom oblike, pri 
čemer ak predstavlja velikost kontakta v smeri gibanja: 
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2.6 Obremenjevanje preko meje elastičnosti 
 
2.6.1 Plastična deformacija 
Za primer kontakta dveh valjev, ki sta obremenjena le z normalno obremenitvijo, smo 
pokazali, da se pod vplivom Hertzovega kontakta širine 2a maksimalna strižna napetost 
vrednosti 0.3p0 (0.2FN/aL) pojavi na globini 0.78a. Prav gotovo obstaja vrednost normalne 
obremenitve FN, pri kateri se material slabšega valja deformira plastično. Da bomo določili 
kritično vrednost obremenitve FNY, je potrebno definirati kriterij tečenja materiala površine, ki 
je največkrat, vsaj za večino kovin, popisan z von Misses-ovim kriterijem tečenja. Pri tem 
predpostavimo, da tečenje obravnavanega materiala nastopi pri natezni napetosti Y. Glavne 
napetosti so tako 1 = Y in  2 = 3 =0. Maksimalna strižna napetost je tako enaka vrednosti 
Y/2. Von Misses-ov kriterij tečenja zavisi od vrednosti izraza: 
 

     213
2

32
2

21
2'    (2.90) 

 



Mehanika kontakta  Napetostno-deformacijsko polje 

 51

V primeru čiste strižne obremenitve so glavne napetosti enake (k, -k, 0), kjer je k vrednost 
strižne napetosti, ki povzroči tečenje. Po von Misses-ovem kriteriju pa sta k in Y povezana z 
6k2 = 2Y2, tako da je: 
 

k
Y


3

 (2.91) 

 
V primeru dvo-dimenzijskega kontakta dveh valjev je, zaradi ravninske deformacije, 
komponenta napetosti y kar enaka medploskovni glavni napetosti. Uporaba von Misses-
ovega kriterija tečenja pa sedaj vključuje izenačitev maksimalne strižne napetosti, enake 
0.3p0, z “k”. Tako je kritična vrednost tlaka pY

0  podana z: 
 
p k YY

0 33 191  . .  (2.92) 
 
Temu ustrezna povprečna vrednost kontaktnega tlaka pm

Y  pa je nato: 
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Obremenitev na enoto dolžine kontakta, ki bo povzročila tečenje materiala, določimo z 
vstavitvijo kritične vrednosti kontaktnega tlaka v enačbo za FN/L (enačba 2.35) in je: 
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Celo ko se lokalno tečenje pojavi, pa mora biti sprememba oblike majhna. Vzrok za to je v 
tem, da se tečenje pojavi pod površino, tako da je plastično področje še vedno v celoti obdano 
s poljem elastičnih napetosti in deformacij. To omejuje širjenje plastične deformacije, saj 
morajo biti pomiki, ki nastopijo zaradi plastične deformacije, enakega velikostnega reda kakor 
sosednji pomiki, povzročeni z elastično deformacijo. V tem primeru je material, deformiran s 
sploščitvijo kontakta, uravnotežen z elastično izbočitvijo okoliškega materiala. Če se 
normalna obremenitev kontakta še dalje povečuje, preko FN

Y/L, se plastično področje prične 
povečevati, dokler ne doseže površine. Pri tem postanejo pomiki zaradi plastične deformacije 
precej večji od le-teh, povzročenih z elastično deformacijo, kar privede do znatnih sprememb 
v profilu površine. Seveda je, pri analizi opisane situacije, elastična komponenta pomikov 
zanemarljivo majhna v primerjavi s plastično komponento. Ugotovljeno je bilo, da je vrednost 
razmerja pm/Y, pri kateri se plastična deformacija pojavi na površini, približno enaka 3Y, le to 
pa v neki meri zavisi tudi od detajlov geometrije in tornih lastnosti površine. Vidimo lahko, 
da se najprej pojavi inicalno podpovršinsko tečenje oz. plastična deformacija, ki nastopi pri 
srednji vrednosti kontaktnega tlaka enakega Y, čemur sledi prehodno območje, ki vključuje 
vrednosti pm med Y in 3Y in v katerem vrednost elastične komponente pomika ni 
zanemarljiva. Ko pa pm preseže vrednost 3Y plastična deformacija doseže površino. Ta tri 
območja obremenjevanja, ki jih imenujemo: 
 elastično 
 elasto-plastično in 
 plastično območje  
so značilna skoraj za vse inženirske komponente podvržene povečujočim se obremenitvam.  
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2.6.2 Elasto-plastičen kontakt 
V vmesnem elasto-plastičnem področju je razen za geometrijsko najenostavnejše kontakte 
zelo težko rešiti kontaktni problem. Težave nastopijo pri iskanju rešitve, ki zadovoljuje tako 
enačbe ravnotežja kakor tudi kompatibilnostne pogoje in to na obeh straneh meje med 
elastično in plastično obremenjenim materialom. Vzrok za to pa je nepoznavanje velikosti in 
oblike elasto-plastične meje. V primeru kontakta med ploščo in sorazmerno ukrivljenim 
protitelesom so podpovršinske deformacije približno radialne glede na točko prvega kontakta, 
pri čemer so konture enakih pomikov približno cilindrične. To vodi do poenostavljenega 
aproksimacijskega modela, slika 2.21. 
 

 

Slika 2.21  Elasto-plastičen kontakt togega telesa in deformabilne plošče 
 
 

Lahko si mislimo, da je kontaktna površina togega pritisnega telesa obdana s polkrožnim 
“jedrom” deformiranega materiala protitelesa radija a, kakor prikazuje slika 2.21. Znotraj tega 
jedra je material v stanju čistega hidrostatičnega tlaka p , medtem ko so napetosti in 
deformacije zunaj tega področja radialno simetrične in enake le-tem pri neskončno elastičnem 
in hkrati idealno plastičnem telesu. Elasto-plastična meja leži na radiju c (c > a), medtem ko 
morata biti na vmesni plasti med “jedrom” in elasto-plastičnim področjem (r = a) izpolnjena 
dva pogoja. Prvič, hidrostatični tlak v jedru mora biti enak radialni komponenti napetosti v 
plastičnem področju in drugič, ko pritisno telo prodira v površino, mora biti spodrinjen 
volumen izničen z radialno deformacijo na meji r = a. To pomeni, da jedro obravnavamo kot 
nestisljivo. 
 
Vrednost hidrostatičnega tlaka, ki ustreza obem pogojem, je za linijski kontakt dveh valjev 
podana z: 
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kjer je  vrednost kota med površino in tangento na robu kontakta. V primeru točkovnega 
kontakta imamo zelo podobno situacijo in je znotraj elasto-plastičnega režima hidrostatični 
tlak enak: 
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V obeh primerih je tlak pod kontaktom funkcija nedimenzijskega faktorja Etan/Y. Ta faktor 
lahko interperetiramo kot razmerje pomika, ki ga povzroči pritisno telo (vrednost kota ) in 
sposobnostjo materiala prenesti le-tega (Y/E). Ta faktor je torej merilo intenzivnosti 
obremenitve, s pomočjo katerega lahko na diagramu pm/Y proti E*tan/Y prikažemo tri 
področja obnašanja materiala (slika 2.22), 
 elastično, 
 elasto-plastično in 
 popolnoma plastično. 
 
Pri kroglici se prva točka tečenja pojavi pri vrednosti pm/Y  1.1 in pri stožcu pri pm/Y  0.5, 
popolno plastično področje pa je doseženo ko faktor E*tan/Y doseže vrednost med 30 in 40. 

 

 

Slika 2.22 Karta obnašanja materiala pol-prostora pri obremenitvi s kroglico in stožcem. 
 
 
Enak postopen prehod od popolnoma elastičnega do popolnoma plastičnega obnašanja 
kontakta nastopi, ko kontakt hkrati izpostavimo normalni in tangencialni obremenitvi. 
Prisotnost tangencialne obremenitve pomakne točko začetnega tečenja iz osi simetričnosti  
(O-z) in proti površini, kakor prikazuje slika 2.23. Ko porazdelitev strižnih napetosti, 
prikazanih na sliki 2.23 za razmerje FT/FN = 1/4, primerjamo s porazdelitvijo prikazano na 
sliki 2.11 lahko vidimo, da prisotnost tangencialne obremenitve povzroči tako povečanje 
vrednosti maksimalne strižne napetosti (v našem primeru za 20%), kakor tudi spremembo 
njene lege (točka C), ki se pomakne bliže k površini in proč od simetrične osi. Pri tem je 
potrebno poudariti, da je v primeru, ko je koeficient tranja manjši od 0.3, plastično področje 
pod površino drsnega kontakta. Pri tem morajo biti plastične deformacije relativno majhne in 
velikostnega reda elastičnih deformacij. Če pa koeficient trenja preseže vrednost 0.3 se polje 
plastične deformacije oz. tečenja razširi na površino in to tako za linijski kakor tudi za 
točkovni kontakt, plastične deformacije pa postanejo precej večjega velikostnega razreda. 
Vpliv koeficienta trenja na lego točke tečenja oz. plastične deformacije je za linijski in 
točkovni kontakt prikazan na sliki 2.24. 
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Slika 2.23 Konture glavne strižne napetosti max/k pri Hertz-ovem kontaktu (FT/FN = ¼) 
 

 

Slika 2.24 Vpliv koeficienta trenja (FT/FN) na lego tečenja. 
 A - linijski kontakt 
 B - točkovni kontakt 
 C - linijski kontakt - utrditev 

 
 
 
 

q(x) 

tečenje na površini 

tečenje pod površino 
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2.6.3 Ponavljajoče se obremenjevanje 
V večini dejanskih primerov morajo obremenjene površine prenesti ponovljajoče se prehode 
obremenitve. Če je pri prvem prehodu obremenitve presežena meja elastičnosti bo nastopila 
tudi plastična deformacija, zaradi česar bodo po prenehanju delovanja obremenitve v 
materialu ostale prisotne zaostale napetosti. Pri naslednjem prehodu obremenitve je material 
podvržen kombiniranemu delovanju kontaktnih in zaostalih napetosti. Na splošno lahko 
rečemo, da te zaostale napetosti nudijo neke vrste zaščito, saj je zaradi njihove prisotnosti 
verjetnost nastopa tečenja manjša. Možno je, da se po nekaj prehodih sistem zaostalih 
napetosti poveča do te mere, da površina obremenitev prenese povsem elastično. Ta proces je 
poznan kot elastična utrditev.  
 
V primeru Hertz-ovega kontakta dveh valjev se izkaže, da se pogoji elastične utrditve pojavijo 
takrat, kadar maksimalna vrednost Hertz-ovega tlaka p0 ne preseže vrednosti 4k. Kot že vemo, 
na podlagi enačbe 2.92, je kritična vrednost tlaka p0, pri katerem se prične plastična 
deformacija zaradi obremenitve, enaka 3.3k. To pomeni, da se v primeru, ko je ponavljajoča 
se obremenitev v območju med 3.3k < p0 < 4k, pojavi elastična utrditev, kljub nastopu 
plastične deformacije pri prvem prehodu obremenitve. Ker je celotna obremenitev kontakta 
FN/L proporcionalna p0

2  sledi, da je razmerje med mejo utrditve FN
S in mejo elastičnosti FN

Y 
podano z: 
 

47.1
3.3

4
2







Y
N

S
N

F

F
 (2.97) 

 
 
Z drugimi besedami, ponavlajoča se obremenitev je lahko skoraj 50% večja od obremenitve, 
ki pri prvem ciklu povzroči tečenje materiala, preden bo prišlo do plastične deformacije pri 
vsakem posameznem ciklu oz. prehodu obremenitve. Podobno analizo lahko naredimo za 
Hertz-ov kontakt, kjer je poleg normalne prisotna tudi tangencialna obremenitev FT/L. S 
povečanjem trenja na površini se zmanjša mejna vrednost maksimalnega Hertz-ovega tlaka, 
pri kateri se pojavi utrditev. Ta učinek je prikazan na sliki 2.24 kot krivulja C, na podlagi 
česar lahko vidimo, da se s povečevanjem torne obremenitve oža interval med obremenitvijo, 
ki povzroči začetek tečenja in obremenitvijo, ki povzroči utrditev. 
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2.7 Kontakt hrapavih površin 
 
2.7.1 Navidezno ravne površine 
Z določitvijo obnašanja kontakta idealno gladkih površin lahko sedaj nadaljujemo z 
obravnavo kontakta dveh realnih hrapavih površin, kjer imamo kontakt posameznih vršičkov. 
Hrapavost površine zmanjšuje kontakt dveh teles na zelo majhen del navidezne kontaktne 
površine, pri čemer je realna kontaktna površina sestavljena iz mikrokontaktov med 
posameznimi vršički hrapavosti kontaktnih teles, slika 2.25a. Kontaktne napetosti, ki 
nastopijo v posameznem mikrokontaktu so lahko zelo visoke, kar lahko privede celo do 
lokalne plastične deformacije, slika 2.25b.  
 

 
 (a) (b) 

Slika 2.25 Realna kontaktna površina Ar = Ai (a) in porazdelitev kontaktnega tlaka (b)  
 
 
Pri analizi kontakta hrapavih površin je potrebno poudariti, da tako kot pri gladkih površinah, 
kontaktne napetosti zavisijo od profila površin v kontaktu, to pomeni od relativnega radija 
ukrivljenosti R in modula elastičnosti kontakta E*. Pri tem lahko predpostavimo, da so vse 
deformabilne nepravilnosti površine skoncentrirane na eni površini, medtem ko naj bi bila 
druga površina ravna in toga, kar prikazuje slika 2.26. 
 
 
 
 
 
 
 

Slika 2.26 Kontakt dveh hrapavih površin, predstavljen s kontaktom hrapave deformabilne 
površine in ravne toge plošče 

 
 
Sedaj lahko rečemo, da hrapava površina sestoji iz N-tega števila vršičkov ali neravnin, 
katerih odstopanje “z” od srednje linije popišemo s funkcijo gostote verjetnosti (z), za katero 
mora veljati: 
 

 ( )z dz 




 1 (2.98) 
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Zaradi poenostavitve lahko predpostavimo, da so vrhovi neravnin zaokroženi, radija 
ukrivljenosti RS. Pri normalni obremenitvi kontakta, prikazanega na sliki 2.26, se toga plošča 
pomakne proti srednji liniji hrapave površine in ko razmak med togo ploščo in srednjo linijo 
hrapave površine doseže vrednost “d”, bo prišlo do kontakta z vsemi vršički oz. neravninami, 
za katere velja z > d. Število takšnih kontaktov “n” pa je nato podano z: 
 

n N z dz
d

  


 ( )  (2.99) 

 
Pri tem se vršiček višine zi deformira za vrednost i, ki je: 
 
 i iz d   (2.100) 
 
kontaktna površina med deformirano obliko vršička in ravno površino pa je nato majhna 
krožna kontaktna točka površine Ai in radija ai: 
 
A ai i  2  (2.101) 
 
Sedaj moramo določiti, ali je odgovor materiala elastičen ali plastičen. V primeru hrapavih 
površin, ki imajo idealno plastične lastnosti, se bo deformacija vsake kontaktne točke pojavila 
pri enakem normalnem tlaku pm. To pomeni, da bo realna kontaktna površina med dvemi 
telesi ostala proporcionalna dovedeni obremenitvi FN, dokler bo pm konstanten, medtem ko bo 
dejansko število posameznih kontaktnih točk v največji meri odvisno od narave funkcije (z). 
 
Bolj zahtevna naloga je določitev razmer v primeru elastičnega kontakta. Le-ta se pojavi, 
kadar je normalna obremenitev prenizka, da bi povzročila znatno plastično deformacijo ali, 
kar je bolj realno, pri ponavljajočem se obremenjevanju, kjer mehanizem utrditve poviša mejo 
plastičnosti. V tekih primerih lahko vsak vršiček oz. neravnino obravnavamo kot ločen Hertz-
ov kontakt krogle in ravne plošče. Razmerje med kontaktnim radijem ai in deformacijo i je 
tako podano na podlagi enačbe 2.45b, kjer  zamenjamo z i, tako da je: 
 

 

 

a R z d R

A a R z d

i i S i S

i i S i

2

2

    

     



 

in  (2.102) 

 
Celotna površina realnega kontakta je sedaj vsota vseh posameznih kontaktov “n” (2.99) in je: 
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 (2.103) 

 
Obremenitev posameznega kontakta FNi, ki je povezana s kontaktno površino posameznega 
kontakta (enačba 2.44c), pa: 
 

23213 *
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F   (2.104) 
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in celotna obremenitev FN enaka vsoti preko “n” kontaktov: 
 

 



d

sN dzdzzRENF 2321 )(*
3

4   (2.105) 

 
Numerične vrednosti števila n, površine A in obremenitve FN seveda zavisijo od oblike 
funkcije (z). Avtorja opisane analize, Greenwood in Williamson, sta ugotovila, da pri 
medsebojnem delovanju površin sodelujejo le najbolj izraziti vršički, zaradi česar lahko za 
(z) uporabimo kar eksponencialno funkcijo oblike: 
 

 
 
  ( )z e z                                                             (2.106) 
 
kjer je  primerna konstanta vrednosti 2/s, in s 
standardna deviacija višine neravnin.  
 
 
 
 
 
 

Z upoštevanjem tega modela postane celotno število kontaktnih točk enako: 
 

n N e dzz

d

   


   (2.107) 

 
realna kontaktna površina je podana z: 
 

 A N R z d e dzS
z

d

       


                       (2.108) 

 
in celotna obremenitev z: 
 

 


 
d

z
SN dzedzRENF  2321*

3

4
          (2.109) 

 
Z rešitvijo integralov (2.107 – 2.109) lahko enačbe za popis števila kontaktnih točk, realne 
kontaktne površine in obremenitve zapišemo v sledeči obliki: 
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 (2.110) 

 
kjer so C0, C1 in C3/2 konstante ; Ci = f(1/i). Na podlagi enačb 2.110 pa vidimo, da sta število 
kontaktov “n” in realna kontaktna površina “A” proporcionalna dovedeni obremenitvi FN, kar 
velja tako v elastičnem kakor tudi v plastičnem področju. Z zmanjševanjem razmaka med 
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obema površinama prihaja vedno več vrhov neravnin v kontakt in, četudi se površina 
posameznega kontakta povečuje, ostaja razmerje med realno kontaktno površino in številom 
kontaktnih točk pri dani obremenitvi enako. 
 
Če sedaj dovedemo še tangencialno obremenitev v kontakt, se strižne sile, generirane v 
posameznih točkah kontakta, upirajo samemu drsenju. Pri tem maksimalna razpoložljiva torna 
sila FT zavisi od produkta površine realnega kontakta “A” in karakteristične medploskovne 
strižne odpornosti , tako da velja FT = A. Ker pa je kontaktna površina “A” proporcionalna 
obremenitvi FN sledi, da je tangencialna ali torna obremenitev FT prav tako odvisna od 
normalne obremenitve FN. To phzomeni, da je razmerje FT/FN ali koeficient trenja neodvisen 
od obremenitve in zavisi le od lastnosti kontaktnih površin. Druga posledica proporcionalnosti 
realne kontaktne površine in obremenitve pa je ta, da je povprečna vrednost kontaktnega tlaka 
prav tako konstantna. Njegova vrednost pm je enaka razmerju obremenitve FN in realne 
kontaktne površine “A” in tako neodvisna od razmaka med površinama: 
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 (2.111) 

 
Ker že modeliramo kontakt posameznega vršička s kontaktom kroglice in ravne ploskve, 
lahko za napoved pogojev, ki vodijo do začetka plastične deformacije, uporabimo kar Hertz-
ovo analizo (Poglavje 2.3.4.2). Pri tem se maksimalna strižna napetost pojavi pod površino in 
ima vrednost 0.47pm. Z izenačitvijo te strižne napetosti in strižne odpornosti materiala “k”, 
vidimo, da je kritična vrednost tlaka pm, ki bo povzročila tečenje, enaka 2.15k. Ker je strižna 

odpornost povezana z vtisno trdoto materiala  10HV ( 10% nad 3Y = 1.1 3 3k) 
lahko rečemo, da je verjetnost nastopa plasične deformacije, če je: 
 

66.5

15.2 
mp  (2.112) 

 
Z združitvijo izrazov 2.111 in 2.112 dobimo pogoj za nastanek plastične deformacije poznan 
tudi kot indeks plastičnosti : 
   

C
RHV

E

S

S 
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*
 (2.113) 

 
pri čemer je C konstanta, ki do neke mere zavisi od oblike porazdelitve vrhov neravnin, je pa 
reda enote. Indeks plastičnosti  opisuje verjetnost deformacije hrapave površine. Če je 
njegova vrednost precej manjša od 1, potem je deformacija vršičkov najverjetneje popolnoma 
elastična, če pa je  precej večji od 1 potem je odgovor površine povsem plastičen. Faktor 

 S SR  je povezan s hrapavostjo površine in ga je moč določiti na osnovi podatkov, 

dobljenih s profilometrijo. 
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2.7.2 Elastičen kontakt ukrivljenih hrapavih površin 
Do sedaj smo obravnavali hrapav kontakt dveh ravnih površin, pri čemer moramo poudariti, 
da večina triboloških kontaktov ni te oblike, temveč imamo skoraj vedno kontakt dveh 
ukrivljenih površin. Seveda se ob tem poraja vprašanje, kdaj lahko pri izračunu kontaktnih 
napetosti znamerimo hrapavost površine in kdaj ne. Detajli kvantitativne rešitve tega 
problema so preko meja te skripte (lahko pa se jih najde v knjigi Contact Mechanics, Johnson, 
1985), rezultate pa lahko primerno predstavimo z določitvijo nedimenzijskega parametra , ki 
popisuje vpliv hrapavosti površine z zvezo: 
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kjer je ”a” Hertz-ov kontaktni radij pri kontaktu gladkih površin in s standardna deviacija 
hrapavosti. Bolj gladka ko je površina manjša je vrednost parametra , saj zavisi od s. Vpliv 
parametra  na dejansko porazdelitev kontaktnega tlaka lahko vidimo na sliki 2.27, ki 
prikazuje velikost kontaktnega področja za dve vrednosti parametra , za gladki ( = 0.05) in 
hrapavi površini ( = 2). V primeru hrapave površine je maksimalni tlak precej pod 
vrednostjo Hertz-ovega tlaka za kontakt dveh gladkih površin in asimptotično pada proti nič 
preko kontaktne površine, ki je precej večja od Hertz-ove. Če pa je  manjši od 0.1 sta tako 
porazdelitev kontaktnega radija kakor tudi kontaktna površina zelo podobna Hertz-ovim 
vrednostim. Zaključimo lahko, da lahko Hertz-ovo teorijo, ki velja za idealno gladke 
površine, uporabimo tudi v primeru realnih inženirskih površin, katerih parameter  ni večji 
od 0.1, ne da bi pri tem vnesli numerično napako večjo od nekaj procentov. 
 
 
 

 
 
  
 a) b) 

Slika 2.27 Kontakt gladke elastične krogle in hrapave površine (a) in vpliv hrapavosti 
površine (parameter ) na porazdelitev kontaktnega tlaka (b) 

 

s 

FN 

p/p0 
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2.8 Kontakt oplaščenih površin 
V nasprotju s homogenimi materiali, se pri večplastnih strukturah napetostno-deformacijsko 
polje največkrat določa s pomočjo numeričnih rešitev. Ker večina analitičnih rešitev temelji 
na klasični teoriji elastičnosti (Boussinesq-ueva funkcija napetosti), je matematična obravnava 
večplastnih sistemov zelo kompleksna. Poleg tega pogosto ni moč oceniti skladnost med 
teoretičnimi modeli in realnimi sistemi, saj večina objavljenih modelov ne vključuje 
eksperimentalne primerjave. Vsekakor bodo odstopanja med eksperimentalnimi in teoretično 
dobljenimi rezultati prisotna toliko časa, dokler modeli ne bodo upoštevali vplivnih 
parametrov kot so hrapavost površine, nehomogenost materiala ter vpliv spremembe 
materialnih lastnosti vmesne plasti med prevleko in podlago. 
 
 
2.8.1 Popis napetosti in deformacij ob prisotnosti prevleke 
Osnovna rešitev dvo-dimenzijskega napetostno deformacijskega problema elastičnega telesa 
je izražena v obliki Fourier-ovih integralov. Glede na koordinatni sistem, prikazan na sliki 
2.28, so napetosti x, z in xz ter pomika wx in wz podani z (enačbe 2.115): 
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kjer sta a Airy-eva napetostna funkcija, ki zadovoljuje biharmonično enačbo in ”G” 
Fourierova transformacija a (enačba 2.116). 
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Konstante A, B, C in D pa so na splošno funkcije  in jih je potrebno določiti na osnovi 
robnih pogojev. 
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Slika 2.28 Kontakt oplaščene površine 
 
 
Splošno rešitev (enačbe 2.115 in 2.116) lahko uporabimo tudi za sistem, kjer imamo na 
površino nanešeno prevleko (slika 2.28). Z uporabo indeksa 1 za prevleko in indeksa 2 za 
podlago so robni pogoji za normalno in tangencialno obremenitev sledeči: 
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Z inverzno transformacijo izrazov za z, xz, wx in wz (enačba 2.115) ter uvedbo izraza za G 
(enačba 2.116) dobimo sistem osemih enačb z osmimi neznankami A1, B1, C1, D1, A2, B2, C2 
in D2. Z uporabo zadnjega robnega pogoja (enačba 2.117) dobimo C2 = D2 = 0. Tako nam 
ostane šest linearnih enačb, ki so enostavno rešljive za katerokoli poljubno normalno 
obremenitev p(x) in strižno obremenitev q(x) na površini, pri čemer je G enolična funkcija . 
 
Ko imamo določene koeficiente A1, B1, C1, D1, A2 in B2 lahko izračunamo Fourier-ovo 
transformacijo a in G, nakar so napetosti dobljene z numeričnim integriranjem enačb 2.115. 
Pri tem nam parameter  podaja razmerje med elastičnimi lastnostmi materiala prevleke in 
materiala podlage, parameter b pa razmerje elastičnih lastnosti materiala prevleke in materiala 
indenterja (enačba 2.118). V primeru, da sta Poisson-ovi števili prevleke in podlage enaki, 
parameter  predstavlja razmerje med modulom elastičnosti prevleke E1 in podlage E2. 
 

 
  2

2
1

1
2
2

1

1

E

E






   ;  

 
 







 

 

1

1

3
2

1

1
2

3

E

E
 (2.118) 



Mehanika kontakta  Napetostno-deformacijsko polje 

 63

V odvisnosti od razmerja elastičnih lastnosti materiala prevleke in podlage  ter debeline 
prevleke se lahko ob prisotnosti prevleke dejanski kontaktni tlak precej razlikuje od Hertz-ove 
porazdelitve tlaka (slika 2.29). V primeru, ko je prevleka mehkejša od podlage (  1), je 
dejanski profil tlaka dovolj natančno popisan z utežno vsoto parabolične in pol-eliptične 
porazdelitve tlaka. V primeru, ko pa je podlaga mehkejša od prevleke in če upoštevamo tudi 
elastičnost indenterja, pa se pojavijo določeni vrhovi v porazdelitvi tlaka, zaradi česar je 
potrebna bolj natančna analiza porazdelitve kontaktnega tlaka, slika 2.29. 
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Slika 2.29 Dejanska porazdelitev tlaka v odvisnosti od razmerja a/h in koeficienta . 
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kjer je R ekvivalentni radij ukrivljenosti dveh kontaktnih teles (enačba 2.7), FN' obremenitev 
na enoto dolžine L in razmerje elastičnih lastnosti prevleke in indenterja. Ob pristnosti 
prevleke pa je sprememba kontaktnega tlaka p0 in kontaktnega radija a podana z razmerjem: 
 

   

 
Hh

H

N

h

a

R

E
pa

p

p
p

aE

RF

a

a
a

21
1~~

1
1'

4~

1

2
1

0
0

21

2
1

2
1































 (2.120) 

kjer so p0 dejanski tlak v kontaktnem področju, 2a dejanska širina kontaktnega področja, pH in 
aH pa ustrezna parametra Hertz-ove teorije homogenih teles.  
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V Tabeli 2.1 so navedene korekcijske vrednosti kontaktnega tlaka in velikosti kontakta, ki jih 
je potrebno upoštevati pri napetostni analizi oplaščenih sistemov glede na debelino prevleke.  
 
Tabela 2.1: Koeficienti spremembe kontaktnega tlaka in velikosti kontakta ob prisotnosti 

prevleke pri različnih razmerjih elastičnih lastnosti prevleke in podlage. 

 = 0 

  = 10-6  = 1/16  = 1/8  = 1/4  = 1/2 

a/h ~p  ~a  ~p  ~a  ~p  ~a  ~p  ~a  ~p  ~a  

0.25 1.02 0.980 1.02 0.981 1.02 0.983 1.01 0.986 1.01 0.991 
0.5 1.08 0.930 1.07 0.935 1.07 0.941 1.05 0.951 1.03 0.969 
1.0 1.27 0.811 1.24 0.827 1.22 0.842 1.17 0.869 1.10 0.919 
2.0 1.69 0.643 1.60 0.676 1.52 0.706 1.39 0.760 1.21 0.853 
4.0 2.35 0.483 2.08 0.536 1.88 0.584 1.62 0.666 1.30 0.799 
6.0 2.84 0.403 2.39 0.469 2.09 0.527 1.72 0.624 1.34 0.775 
8.0 3.28 0.353 2.61 0.430 2.22 0.495 1.78 0.600 1.36 0.762 
10.0 3.66 0.318 2.78 0.404 2.31 0.474 1.82 0.585 1.37 0.755 
20.0 5.16 0.227 3.24 0.342 2.54 0.425 1.90 0.551 1.39 0.735 
30.0 6.31 0.186 3.45 0.317 2.63 0.404 1.93 0.536 1.40 0.727 

  = 1  = 2  = 4  = 8  = 16 

a/h ~p  ~a  ~p  ~a  ~p  ~a  ~p  ~a  ~p  ~a  

0.25 1.00 1.00 0.986 1.01 0.967 1.03 0.943 1.06 0.915 1.09 
0.5 1.00 1.00 0.952 1.05 0.891 1.11 0.824 1.20 0.755 1.31 
1.0 1.00 1.00 0.871 1.12 0.735 1.30 0.609 1.52 0.503 1.79 
2.0 1.00 1.00 0.779 1.22 0.582 1.52 0.423 1.92 0.303 2.41 
4.0 1.00 1.00 0.740 1.29 0.536 1.69 0.381 2.23 0.270 2.94 
6.0 1.00 1.00 0.730 1.32 0.528 1.76 0.378 2.36 0.268 3.17 
8.0 1.00 1.00 0.726 1.34 0.522 1.80 0.374 2.44 0.266 3.30 
10.0 1.00 1.00 0.722 1.35 0.519 1.83 0.372 2.49 0.265 3.39 
20.0 1.00 1.00 0.715 1.37 0.511 1.89 0.366 2.61 0.261 3.60 
30.0 1.00 1.00 0.712 1.38 0.508 1.92 0.363 2.66 0.259 3.70 

 =  
   = 1/16  = 1/8  = 1/4  = 1/2 

a/h   ~p  ~a  ~p  ~a  ~p  ~a  ~p  ~a  

0.25   1.02 0.982 1.01 0.985 1.01 0.989 1.01 0.994 
0.5   1.07 0.939 1.06 0.948 1.04 0.961 1.02 0.980 
1.0   1.23 0.838 1.19 0.861 1.13 0.897 1.07 0.946 
2.0   1.54 0.670 1.43 0.745 1.28 0.815 1.13 0.905 
4.0   1.91 0.576 1.67 0.646 1.41 0.747 1.17 0.872 
6.0   2.13 0.519 1.79 0.602 1.46 0.717 1.19 0.860 
8.0   2.27 0.486 1.86 0.577 1.49 0.701 1.20 0.850 
10.0   2.37 0.464 1.91 0.561 1.51 0.691 1.20 0.845 
20.0   2.60 0.415 2.01 0.524 1.54 0.667 1.21 0.832 
30.0   2.70 0.395 2.04 0.508 1.55 0.656 1.22 0.829 

   = 2  = 4  = 8  = 16 

a/h   ~p  ~a  ~p  ~a  ~p  ~a  ~p  ~a  

0.25   0.995 1.00 0.993 1.01 0.992 1.01 0.993 1.01 
0.5   0.983 1.02 0.975 1.02 0.974 1.02 0.978 1.02 
1.0   0.952 1.04 0.928 1.07 0.925 1.07 0.933 1.06 
2.0   0.910 1.08 0.860 1.13 0.844 1.15 0.851 1.14 
4.0   0.886 1.10 0.820 1.18 0.786 1.21 0.776 1.22 
6.0   0.881 1.11 0.811 1.20 0.774 1.24 0.758 1.26 
8.0   0.878 1.12 0.807 1.21 0.771 1.25 0.753 1.28 
10.0   0.875 1.13 0.804 1.22 0.768 1.26 0.751 1.29 
20.0   0.868 1.14 0.799 1.23 0.762 1.29 0.745 1.31 
30.0   0.869 1.14 0.796 1.24 0.760 1.30 0.742 1.32 
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Na podlagi Tabele 2.1, diagramov prikazanih na slikah 2.30 in 2.31 ter poznavanja Hertz-
ovega kontaktnega tlaka in velikosti kontakta lahko določimo dejanski tlak in dejansko širino 
kontakta katerekoli kombinacije materiala in debeline prevleke. V primeru zelo debele 
prevleke (a/h  0) se dejanski tlak in velikost kontakta približujeta Hertz-ovi rešitvi. V 
primeru zelo tanke prevleke (a/h  ) pa sta za popis spremembe kontaktnega tlaka in 
velikosti kontakta primerni že poenostavljeni enačbi 2.121: 
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 a) b) 

Slika 2.30 Sprememba kontaktnega tlaka (a) in velikosti kontakta (b) v odvisnosti od 
debeline prevleke (a/h) pri togem indenterju ( = 0). 
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 a) b) 

Slika 2.31 Sprememba kontaktnega tlaka (a) in velikosti kontakta (b) v odvisnosti od 
debeline prevleke (a/h) pri elastičnem indenterju ( = ). 
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2.8.3 Porazdelitev napetosti ob prisotnosti prevleke 
Pri uporabi prevlek na strojnih elementih je najpomembneje določiti porazdelitev napetosti v 
sami prevleki ter na vmesni plasti med prevleko in podlago. Slika 2.32 prikazuje porazdelitev 
glavnih napetosti v primeru oplaščene površine glede na razmerje togosti prevleke in podlage 
( = 1/16 in  = 16). V primeru, ko je prevleka mehkejša od podlage ( < 1), se profil 
kontaktnega tlaka spreminja med parabolično in pol-eliptično obliko. Zaradi tega so napetosti, 
ki se pojavijo na vmesni plasti, zelo podobne napetostim pri pol-eliptični porazdelitvi 
kontaktnega tlaka (slika 2.32a). Kadar pa je prevleka v primerjavi s podlago toga ( = 16), se 
pri profilu kontaktnega tlaka pojavi določen vrh (slika 2.29), zaradi česar je obnašanje 
napetosti, predvsem x, drugačno kakor pri pol-eliptični porazdelitvi kontaktnega tlaka    
(slika 2.32b). S tanjšanjem prevleke postaja konica tlaka ostrejša in ožja, poleg tega pa se 
pomika proti robu kontaktnega področja. 

 

 

 a) b) 

Slika 2.32 Primerjava napetosti na meji med prevleko in podlago pri pol-eliptični in dejanski 
porazdelitvi kontaktnega tlaka (a.  = 1/16, b.  = 16; a/h = 2) 
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medploskovne strižne napetosti pa se v večini primerov pojavijo blizu robu kontaktnega 
področja. Pri tem, glede na razmerje trdote podlage in prevleke, obstaja kritična debelina 
prevleke, kjer se nam pojavijo največje strižne napetosti, kot prikazuje slika 2.34. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Slika 2.33 Maksimalna natezna napetost v prevleki v odvisnosti od debeline prevleke in 
parametra . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Slika 2.34 Maksimalna strižna napetost na meji med prevleko in podlago v odvisnosti od 
debeline prevleke in parametra .  
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pomembna tudi strižna obremenitev na površini. Poleg pojava natega v površini prevleke se 
spremeni tudi lega maksimalnih nateznih napetosti (x)max, ki se pri normalni in tangencialni 
obremenitvi pojavijo blizu robu kontaktnega področja. Maksimalne natezne napetosti, ki 
nastopijo pri drsenju, so za različne debeline prevlek ter razmerja elastičnih lastnosti prevleke 
in podlage prikazane na sliki 2.35. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Slika 2.35  Maksimalna natezna napetost na meji med prevleko in podlago, ki nastopi pri 
normalni in tangencialni obremenitvi površine 
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Kot smo pokazali že v poglavju 2.6, se pri določanju meje plastičnosti oz. odzivu materiala 
največkrat uporablja Von-Misses-ov kriterij tečenja, kar velja tako za homogene materiale 
kakor tudi za oplaščene površine. Na sliki 2.36 so prikazane konture Von-Misses-ovih 
primerjalnih napetosti za različne vrednosti koeficienta trenja ter različna razmerja elastičnih 
lastnosti prevleke in podlage. 
 

 
 

a) E1 = E2 
 

 
 

b) E1 = 2E2 
 

 
 

c) E1 = 0.5E2 
Slika 2.36 Vpliv razmerja togosti prevleke in podlage in koeficienta trenja na porazdelitev   

Von-Misses-ovih napetosti ('/p0) 
 
 
Na sliki 2.36a so prikazane Von-Misses-ove napetosti v primeru, ko so elastične lastnosti 
prevleke in podlage enake. Primer bolj toge prevleke od podlage (E1 = 2E2) je prikazan na 
sliki 2.36b. V primerjavi s homogenim materialom so tu prisotne višje Von-Misses-ove 
napetosti s precejšnjo nezveznostjo na vmesni plasti. Ko imamo prisotno le normalno 
obremenitev (µ = 0), prisotnost prevleke povečuje Von-Misses-ove napetosti v prevleki in 
blizu vmesne plasti. Maksimalne vrednosti Von-Misses-ovih napetosti pa so za 38% višje 
kakor pri neoplaščenem sistemu. Pri µ = 0.25 se, v primerjavi z neoplaščenim sistemom, 
maksimalne napetosti pomikajo bliže k površini, je pa tudi njihova maksimalna vrednost 
višja. Pri µ = 0.5 se maksimalna Von-Misses-ova napetost pojavi na površini in to tako pri 
oplaščenem, kakor pri neoplaščenem sistemu, ima pa oplaščen sistem precej višje napetosti. 
Odgovarjajoče vrednosti za primer bolj toge podlage (E1 = 0.5E2) so prikazane na sliki 2.36c. 
V tem primeru so vrednosti Von-Misses-ovih napetosti glede na homogen material nižje, prav 
tako pa se na vmesni plasti pojavijo le blage nezveznosti. 
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2.8.4 Karte lokalnega tečenja pri oplaščenih površinah 
Dokazano je, da kovine sledijo von-Misses-ovemu kriteriju plastičnosti ali tečenja, ki je 
definiran z izrazom ' = meja plastičnosti Y. Če predpostavimo, da velja za materiale prevlek 
enak kriterij, nastopi tečenje na površini (p), v prevleki (c) ali v podlagi (s) takrat, ko so 
izpolnjene sledeče enačbe (enačbe 2.122) 
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 (2.122) 

 
pri čemer sta Y1 in Y2 meji plastičnosti materiala prevleke in materiala podlage. Ker kriterij 
tečenja na vmesni plasti med prevleko in podlago ni znan, predpostavimo, da se tečenje na 
vmesni plasti pojavi takrat, ko ' na tem delu doseže mejo plastičnosti slabšega materiala, 
torej prevleke ali podlage. Če obravnavamo primer trde zaščitne prevleke, nanešene na 
mehkejšo podlago (Y1 > Y2), je pogoj tečenja na vmesni plasti podan z enačbo 2.123. 
 
 i p Y 0 2  (2.123) 
 
Z vstavitvijo vrednosti faktorjev pričetka tečenja p, c, i in s v enačbi 2.122 in 2.123 
(za jeklo je, lahko določimo, katera enačba daje najnižjo vrednost kontaktnega tlaka p0, 
ki je potreben za nastanek tečenja pri danih kontaktnih pogojih. S tem določimo tudi področje, 
kjer pri dani obremenitvi nastopi tečenje. Na opisan način so bile določene karte lokalnega 
tečenja oplaščenih površin glede na koeficient trenja, debelino prevleke in razmerja meje 
plastičnosti materiala prevleke in materiala podlage (Y1/Y2). Primer kart lokalnega tečenja je 
za togo prevleko nanešeno na mehko podlago (E1/E2 = 2) prikazan na sliki 2.37. 
 

 

 a) b) 

Slika 2.37 Karte lokalnega tečenja pri togi prevleki nanešeni na mehko podlago in 
koeficientu trenja (a) µ = 0.25 in (b) µ = 0.5.  

 
Kakor je prikazano na sliki 2.37a se pri relativno nizkem koeficientu trenja, lokalno tečenje 
pojavi predvsem na vmesni plasti med prevleko in podlago. Lokalno tečenje se v prevleki 
pojavi le v primeru, ko je Y1/Y2 zelo blizu 1 in prevleka relativno debela (h/a > 2). V podlagi 
se tečenje pojavi le pri zelo tankih prevlekah (h/a < 0.3). Verjetnost tečenja v podlagi ali 
prevleki izgine s povečanjem koeficienta trenja, slika 2.37b. Ali se lokalno tečenje pojavi na 
vmesni plasti ali na površini je nato odvisno od razmerja Y1/Y2, debeline prevleke in 
koeficienta trenja. Na podlagi slike 2.37 lahko zaključimo, da se lokalno tečenje najpogosteje 
prične na meji med prevleko in podlago ter se s povečanjem koeficienta trenja in debeline 
prevleke pomakne na površino. 
 


