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ukrivljeni prostori




Evklidska, klasiCha geometrija
Evklid, Elementi, 13 knjig, ~ 325-300 pr. n. $., Aleksandrija

Evklidovih pet postulatov geometrije:

(1) Ce sta 4 in B dve razli¢ni tocki, obstaja premica, na kateri leZita obe.

(2) Vsaka kon¢na prema ¢rta je del ene same neskon¢ne premice.

(3) Ce je A tocka in » kon¢na razdalja, obstaja en sam krog s tocko A4 kot srediS¢em in
radijem .

(4) Vsaka dva prava kota sta enaka.

(5) Ce premica precka dve premici in pri tem tvori notranja kota na isti strani, katerih vsota
je manjsa od dveh pravih kotov, potem se bosta ti dve premici. ¢e ju podaljSamo v
neskonc¢nost, srecali na tisti strani, na kateri sta kota manj$a od dveh pravih kotov.

Iz petega Evklidovega postulata sledi teorem, ki je deduktivno ekvivalenten samemu
postulatu (torej tudi iz tega teorema sledi peti postulat), ki ga obi¢ajno imenujemo:

® Evklidov aksiom o vzporednicah:

(5" Skozi dano tocko obstaja k dani premici ena in samo ena vzporednica.

Prvo neevklidsko geometrijo je odkril Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevski (1826).
LobacCevski je zasnoval svojo geometrijo na spremenjenem aksiomu o vzporednici:
Skozi tocko T, ki ne lezi na premici p, poteka vec¢ kot ena vzporednica k premici p.
(Pozneje se to imenuje “hiperboli€na geometrija”.)

Gl. tudi: Marko Ursi¢ & Olga MarkicC, Osnove logike, str. 228-229



Sfericne in hiperbolicne neevklidske geometrije
(ponazoritev v dveh dimenzijah)

pozitivho ukrivljena (sferiéna) geometrija:
vsota notranjih kotov v trikotniku je vec€ja od 180°

1. varianta zanikanja 5. Evklidovega postulata:
Skozi toCko, ki ne lezi na izbrani “premici”
(tj. geodetki) k le-tej ne obstaja nobena
vzporednica — saj se vse na sferi
‘vzporedne” geodetke sekajo na polih:

negativno ukrivljena (hiperboli€éna) geometrija:
vsota notranjih kotov v trikotniku je manjsa od 180°

2. varianta zanikanja 5. Evklidovega postulata:
Skozi to€¢ko, ki ne lezi na izbrani “premici”

(tj. geodetki) k le-tej obstaja neskonéno mnogo
vzporednic — saj se vse na psevdosferi

“vzporedne” geodetke nikjer ne sekajo:




Pozitivno Iin negativno ukrivljeni prostor
(ponazoritev v 2D)
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Trikotniki na neevklidskih ploskvah,

racunanje intrinziCne ukrivljenosti prostora (Carl Friedrich Gauss, 1777-1855)

| Figure 3.3. Non-Euclidean surfaces. (a) Sphereyland
triangles. (b) Saddle-like surface.

region of
negative curvature

Figure 10.8. A curved surface covered with
numerous triangles. Each triangle tells us the value
of the local curvature.

Vira: B. K. Ridley, Time, Space and Things, 1995, str. 50 (slika levo);
Edward Harrison, Cosmology, 2000, str. 194 (slika desno)



Geodetke so intrinziCno “ravne” Crte (“premice”)
v ukrivljenem prostoru (ponazoritev na sferi¢ni 2D ploskvi)
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Hipersfera

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866),
Gaussov Student, je leta 1854 posploSil teorijo
neevklidskih geometrij tudi na visje dimenzije
(4D, 5D, ..., nD).

Med Riemannovimi geometrijami imajo posebno
mesto (zaradi svoje “preprostosti”, “prvotnosti”)
tri geometrije s konstantno ukrivljenostjo:

 hipersfera (pozitivha ukrivljenost)
» psevdosfera (negativna ukrivljenost)
» evklidska geometrija (“niCelna” ukrivljenost).

Hipersfera je po volumnu

Hipersfera ima lahko poljubno stevilo dimenzij (n): konéna — vendar brezmejna!

Na sliki (s spleta) vidimo poskus
nemogoce vizualizacije hipersfere
n-hipersfera se definira kot mnozica toc¢k po formuli: v treh dimenzijah (3D): posamezni
“krozni” preseki 4D-hipersfere so sfere

oziroma krogle v 3D.

X1y Xoy X3 ... %, (Aliz X, Y, 2 ...)

RZ2=X2+X2+X2+ ... +%x.2 (Rje njen radij),
tj. kot posploSitev 3D sfere (oz. evklidske krogle):
R32 = X2 + X2 + X352 (ali: R2=x2 +y2 + z2).

4D-hipersfera je intuitivho sfera, katere sredisce je
povsod, obod nikjer, namreC v 3D prostoru, ki je
njena “povrsina” — nota bene: to je bil prostorski
model vesolja ze pri Nikolaju Kuzanskem (15. st.).




Hiperboli¢ni (negativno ukrivljeni) prostor; psevdosfera

T

Slika 15.2: Poliedri v hiperboli¢nem prostoru imajo manjse kote kot poliedri v ev-
klidskem prostoru, tako kot imajo tudi veckotniki v hiperboli¢ni ravnini manjse kote
kot veckotniki v evklidski ravnini. Kadar nariSemo v evklidski ravnini sliko hiper-
bolicnega veckotnika, ponavadi stranice upognemo navznoter, da so koti pravilni. V
hiperboliéni ravnini stranice seveda niso ukrivljene, pa¢ pa ravne (geodetke). Podobno
ravnamo tudi, kadar hoéemo upodobiti hiperboliéni polieder: stranske ploskve ukrivi-
mo navznoter, da so koti pravilni, pa éeprav v hiperbolicnem prostoru ploskve v resnici
niso ukrivljene.

psevdosfera
(ponazoritev v 2D)

Vir obeh levih slik je knjiga: Jeffrey R. Weeks, Oblika prostora,
Sigma, Lj., 1998; vir desne slike je Wikipedija.

i Vsaka rezina hiperbolicnega prostora je hiperbolicna ravnina.



Ukrivljenost prostora opticno ucCinkuje
kot povecCevalna ali pomanjsevalna leCa

Slike ponazarjajo optiko v treh
konstantno ukrivljenih ( “homogenih”)
prostorih: evklidskem (ravnhem),
sfericnem in hiperbolicnem.

Sferi€no ukrivljeni prostor
optiCno poveca objekte
(do “ekvatorja”),
hiperbolicni pa jih
pomanjsa.

Vir slik : Scientific American, 1999.




M. C. Escher: Balkon, litografija, 1945 (levo),
In prvotna “evklidska” skica zanj (desno)




“Nora kletka”

litografija, 1958

Escher: Belvedere

Na sliki je perspektiva v

sicer evklidskem prostoru

zasukana za 90°




Escher: Drugi svet Il litografija, 1947
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Na sliki je evklidska
geometrija, tj. “ravni” 3D
prostor, viden s treh
razlicnih perspektiv



Escher: Mébiusov trak Il, lesorez, 1963

Mobiusov trak je 2D ploskev
Z €no Ssamo povrsino




Zrcaljenje in samonanasanje: kdo sem jaz, ‘M. C. E.” ...?

Roka z zrcalno kroglo
litografija, 1935
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Tri krogle I, litografija, 1946




Escher: Galerija grafik, litografija, 1956

V beli pegi

(“fokusu’) je
vpisano ime:
M.C.Escher




