Poligonska Stevila

Poligonska stevila

Poligonska stevila so pojem, ki je bil znan ze v stari Gréiji. Za Pitagorejce je bil
svet Stevil misti¢ni svet, abstraktnim pojmom so posvecali Se ve¢ pozornosti, ce
so se dali nazorno ponazoriti.Verjeli so, da lahko naravo ponazorimo s Stevili.
Nikomah omenja poligonska Stevila v svojem delu Uvod v aritmetiko, vendar
veCino svojih opazanj o poligonskih stevilih ne dokazuje.

Dejansko gre za naravna Stevila, ki so dolocena s stevilom tock mreze. Tocke
so razporejene v obliki n-kotnika razli¢nih dimenzij.

Trikotna Stevila dobimo s pomocjo vzorca
trikotnikov na sliki 1. Dogovorimo se, da za R ‘
trikotnik dimenzije 1 potrebujemo eno tocko. e o o
Ce zelimo skonstruirati trikotnik dimenzije 2, - ’
potrebujemo za to 3 tocke, za trikotnik dimen- RS . .
zije 3 potrebujemo 6 tock vzorca, za trikotnik o . .o...0. .0 .0

dimenzije 4 pa 10 tock, ...
Slika 1: Trikotna Stevila

Na hitro bi lahko trikotna stevila strnili v zaporedje naravnih Stevil
T= (T2, =(1,3,6,10,15,...).

Opazimo, da lahko zaporedje zapisemo kot T = (1,1+2,1+2+3,1+2+3+
4,14 2+3+4+5,...), kar pomeni oc¢itno rekurzivno zvezo

T,=T,_1+n, kijer je T1 = 1.

Eksplicitno formulo tudi ni tezko zapisati (bojda jo je nasel Gauss pri desetih
letih):

Tw = 14+2434...4+(n—1)+n
T, = n+(n—-1)+...+3+2+1 (1)
Enacbi sestejemo 27, = (n+1)+n+1)+...+(n+1)
n krat
Sledi
Tnin(nJrl)
2

Kvadratna §tevila prikazemo podobno kot

trikotna, s kvadratno mrezo prestejemo tocke, o o o o
potrebne za kvadrat ustrezne dimenzije. :
Upostevajoc¢ sliko dobimo zaporedje naravnih o o o o
Stevil :

S = (9:)iZ1 = (1,4,9,16,...). Slika 2: Kvadratna stevila
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Vidimo, da je kvadratku, ki ima na stranici ¢ kvadratkov, potrebno dodati
2¢ — 1 kvadratkov za kvadratek naslednje dimenzije, zato

S; =S;_1+ (22 — 1)

S podobnim postopkom kot za ¢len T, pridemo do rezultata S, = n?, kar
pomeni, da je S zaporedje popolnih kvadratov.

. e , Podobno ugotovimo rekurzivno zvezo za pet-
 -°' . .. . kotna (pentagonalna) stevila P, (glej sliko 3)
S e e ® in Sestkotna (heksagonalna) stevila H,. Iz
. ‘o o Tekurzivnih zvez
. . . . Pn = Pn,1+(3n—2), P1:].7
SR H, = H, 1+ (4n—3), H =1

Slika 3: petkotna stevila

s postopkom (1) sledita eksplicitni formuli

P, = n(3n — 1)’
2
H, =n(2n-1)

Kaj pa splosna formula? Poimenujmo zaporedje
Pt — (Pf )iza

mnozico poligonskih stevil reda k, kjer stevilo k oznacuje k-kotnik. Na podlagi
analize prvih Sest poligonskih stevil se hitro pojavi induktivni sklep

P =Py + (k= 2)n— (k- 3)).

Ozna¢imo drugi sumand z r* = ((k—2)n — (k—3)). Velja r¥ = pk — pk |.

n

Upostevajo¢ postopek v (1) sledi
pr = r]f—i—rg—&—...—&—riifl —i—rfl',
pﬁ = T‘n—ﬁ-Tﬁ_l—'—...—'—Tg"'T]f,
Enakosti seStejemo in delimo z 2

= o B (o2 o) o)

Nas dokaz pa ima seveda veliko ’luknjo’. Upostevali smo, da velja
rlf-i-rfl :Tf+7”27i+1 zavsak i =2,3,...,(n— 1),

kar pa nismo dokazali. Rezultat (??) je zatorej le predpostavka, ki jo lahko
dokazemo z matemati¢no indukcijo po n.




Poligonska Stevila

Za n = 1 velja p¥ = 1. Privzemimo veljavnost p¥_, in z indukcijskim ko-
rakom dokazimo pF :

Py = pPh_ +rh=

AN () gy

Clene preuredimo in dobimo

vl = gnlk(n—1) = 2(n —2)) = gn((k — 20— (k— 4))

kar smo zeleli dokazati.

Poligonska Stevila so burila duhove tudi ¢asu francoskega matematika Fer-
mata, ki leta 1638 postavi trditev, da lahko wsako naravno stevilo zapisemo
kot vsoto najvec treh trikotnih Stevil, najvec stirih kvadratnih Stevil, najvec pet
petkotnih Stevil oziroma najve¢ n n-kotnih Stevil. Njegov dokaz trditve niso
nikoli nagli. Gauss pokaze veljavnost za trikotna Stevila leta 1796, Jacobi in
Lagrange kasneje neodvisno dokazeta veljavnost za kvadratna Stevila, leta 1813
dokaze Cauchy trditev v celoti.

Naloge

1. Pokazi, da je vsako trikotno stevilo tudi Stevilo v Pascalovem trikotniku
(namig: binomski koeficient).

2. Pokazi, da velja:
8Tn + ]. = Sgn+1.

Za n = 3 ponazori zvezo grafi¢no.

3. S pomocjo zvez za trikotna stevila

9, +1 = T3n+1
BTh+3 = Tsnpo
49T, +6 = Ty

oblikuj splosno pravilo ter to nato preveri z racunom.
4. Pokazi, da velja

(a) zveza med trikotnimi in kvadratnimi stevili: T,,_; +T,, = S,
(b) zveza med trikotnimi in petkotnimi stevili: %Tgn_l =P,
(¢) zveza med trikotnimi in Sestkotnimi stevili: Ty, = H,
5. Zapisi:
(a) stevilo 50 kot vsoto dveh, treh ali stirih kvadratnih $tevil,

(b) stevilo 100 kot vsoto dveh ali treh trikotnih §tevil,
(c) stevilo 2002 kot vsoto dveh, treh. stirih ali petih petkotnih stevil.

6. Z matematic¢no indukcijo pokazi

(T,)2=1+8+...+(n—1)*+n?




Poligonska Stevila

7. S pomogjo slike 4 definiraj srediséna poligonska stevila cf in

1. Ker za trikotna stevila velja T, =

pokazi, da velja

Opomba: na sliki 4 so stevila c3,c},c3,c§.

w kn?—kn+2
6

C

Matej Mlakar
Resitve

w = ("), kar ustreza tretji

diagonali v Pascalovem trikotniku.

1
1 1
1 2 1
3 3 1
4 6 4 1

2. Podajmo graficni dokaz za n = 3, pravilnost zveze dokazimo Se formalno:

. .0 -

o

-0

o

Slika 4: 815 +1 =57

°

o

o - -

o

o,

o - -

o

.0 - -

°

°

o

-0

1
Za vsak naravni n velja T, = M
Sledi
8T, +1 = 4dn(n+1)+1
= 4dn’+4n+1=(2n+1)?

= SQn—i—l

3. Na podlagi primerov sklepamo na (2a + 1)T5, + To = T(2041)n+a-

4.
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(n—=1)n n(n+1) 5

(8) Tooi#Ty = g e = = 8,
o o --0---0 o
o ) ‘o_‘ o o
o o o o o
o o o "o‘ o
6. - 0--0--0- -0

Slika, 5: T4 + T5 = S5

nBn—-1) (Bn-1)4+1)3n—-1) T
. 9 = 9 — 13n—1
B C(@2n—-1)2n  (2n-1)(2n—-1)+1)
(¢) H,=n(2n—1) = 5 = 5 =Top1

5. Zapisimo za vsako izmed Stevil nekaj moznosti:

(b) 3P, =3

50 = 25+4+25=55+ 955
= 49+1=5;,+5
= 254+164+9=55+ 54+ .53

100

914+6+3=Tis+ 15+ 15
= 55 +45=T19+ Ty

2002 = 1001+ 1001 = Pag + Pag
= 1520+ 477 +5= Pyy + Pig + P»
1717+ 176 + 92+ 1245 =Py + P11 + Py + Py + P

6. Zan =1 velja (T1)? = 1. Dokazimo e za n + 1 :
148+ ...+ (n—12+n*+(n+1)> = (T,)*+(n+1)>*

2
1
- (n(";)) P 3024341

2 2
= w+n3+3n2+3n+1
nt+6n3+13n2+12n+4
4

2

7. Oznaéimo s ¢J srediséna trikotna $tevila: pri tvorbi ¢, 1 moramo dodati
Stevilu ¢,, toliko tock, kolikor jih je v najvecjem trikotniku ter Se 3 povrhu
(vsaki stranici dodamo 3 tocke), kar pomeni

=c+3n—-1)+3=c +3n.
Podobno sklepamo za srediséna stevila c? :

Chi1=cn+4(n—1)+4=ch+4dn.
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Oblikujemo induktivno predpostavko:
cfH_l =cF k-1 +k=c +kn,

ki jo dokazemo z indukcijo po n.

n=1: ck=ch+k.
n—n+1:
24+ kn?—k
& +kn = #—i—kn
B 24+ kn® +kn
N 2
B 24 kn®+2kn+k—k—2kn+kn
N 2
2+ k(n+1)2—k(n+1)
= 9 = Cpy1




