Kongruence

Kongruence

Kongruence je uvedel eden najvecjih matematikov Carl Friedrich Gauss kon-
cem 18.st.

Za kaj gre? Gre za to, da se z relacijo deljivosti v mnozici celih stevil deljenci
velikokrat obnasajo podobno kot ostanki teh stevil pri deljenju z deliteljem.

Ker je mnozica ostankov omejena mnozica, se problemi z deljivostjo na ta

nacin poenostavijo. Namesto da bi racunali z deljenci, ra¢unamo z ostanki. ..

Opazimo lahko, da imajo cela stevila pri deljenju z naravnim Stevilom m
konéno mnogo ostankov: ti so lahko 0,1,...,m — 1.

Tako pri deljenju s 5 dobimo ostanke iz mnozice {0,1,2,3,4}:

—1=(-1)-5+4 0=0-54+0 6=1-5+1
—2=(-1)-5+3 1=0-5+1 7T=1-5+2
—3=(-1)-5+2 2=0-5+2 8=1-5+3
—4=(-1)-5+1 3=0-5+3 9=1-5+4
—5=(-1)-5+0 4=0-5+4 10=2-54+0
—6=(-2)-5+4 5=1.54+0 11=2-5+1

Opazimo lahko, da imata naprimer Stevili 11 in 6 nekaj skupnega - to je

ostanek 1 pri deljenju s 5. Pravimo,da je 11 kongruentno 6 po modulu 5.

Zapisimo Se formalno definicijo.

Definicija 1 Naj bo m € N, in a,b € Z. Pravimo, da je a kongruenten b po
modulu m ter to zapiSemo

a = b(mod m),

¢e imata Stevili a in b enak ostanek pri deljenju z m.

Primeri: 55 = 61 (mod 3), 6 = —4 (mod 5), 123123 = 0 (mod 11).
Razlika stevil, ki sta konruentni po nekem modulu, je deljiva z modulom.

Tako velja
3|55 — 61, 5|6 —(—4), 11]123123 —0.

Na teh nekaj zgledih oblikujemo trditev 1.

Trditev 1 a = b (mod m) natanko tedaj, ko velja m|(a — b).
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Dokaz: Naj bosta a = kym + 171 in b = kam + 7o, kjer je 0 < rq, 79 < m. Sledi
a—b=(kym+ry) — (kam +12) = m(ky — ko) + (r1 — r2).

Sledi, da m deli a — b natanko tedaj, ko m/|(r1 —r2). Opazimo, da je m > r4 —rs.
Potem je edina moznost, da m|(r; — r2) ta, da je r1 — ro = 0 oziroma 1 = 7.

O

Posledica 1 a =0 (mod m) natanko tedaj, ko velja m|a.

Trditev 2 Relacija = je ekvivalencéna relacija.

o refleksivnost:  za vsako celo stevilo a velja a = a (mod m).

o simetricnost: e je a = b (mod m), je b = a (mod m) za poljubni celi

Stevili a in b.

e tranzitivnost: e velja a = b (mod m) ter b = ¢ (mod m), sledi a = ¢

(mod m) za poljubni celi stevili a, b, c.

Dokaz: Prepuscéeno dijaku.

Kongruence imajo podobne lastnosti kot enacbe. Navedimo le nakatere.

Trditev 3 Naj bo a =b (mod m). Potem za vsako celo $tevilo ¢ € Z velja

a+c¢=b+c(mod m).

Dokaz: Ker a = b (mod m) sledi, da m deli
a—b=(a+c)—(b+c).

Torej je a4+ ¢ = b+ ¢ (mod m). O

Trditev 4 Naj bo a =b (mod m). Potem za vsako celo stevilo ¢ € Z velja

a-c=b-c(modm).

Dokaz: Podobno kot dokaz trditve 3. Prepuscéeno dijaku. O
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Trditev 5 Naj bo a =b (mod m) in ¢ =d (mod m). Potem velja

1. a+c=b+d (modm),

2. a-c=b-d(modm).

Dokaz:

(1) Ker je a = b (mod m), pristejemo c¢ levi in desni strani. Po trditvi 3 je
a+c=b+c(modm).

Ker je ¢ = d (mod m), pristejemo b levi in desni strani. Po trditvi 3 je
b+ d=c+b(modm).

Zaradi trditve 2 (tranzitivnost) sledi a + ¢ = b+ d (mod m). O
(2) Dokaz je podoben (1). Podrobnosti so prepuscene bralcu. O

’ Trditev 6 Cejea =b (mod m), potem sledi a* = b* (mod m) za neki k € N.

Dokaz:  Veckratna uporaba trditve 5, tocka (2). Podrobnosti prepuscene
dijaku. ([l
Primer: Kaksen ostanek ima stevilo 3'%° pri deljenju z 8?
Ker je 32 = 1 (mod 8), je 3'%° = 1°° = 1 (mod 8), kar pomeni, da ima stevilo 3'°°
ostanek 1 pri deljenju z 8.
Primer: Vsak delitelj a — b je delitelj a* — b*, kjer je k € N.
Pokazimo, da to res velja: Naj bo m delitelj razlike a — b 0z. a = b (mod m). Po
zadnji trditvi sledi a® = b* (mod m), kar pomeni, da je a* = b* (mod m). Razlika

a® — b* je kongruentna z 0, torej je m delitelj a* — b*.

Trditev 7 Naj bo d € N, a =b (mod m) natanko tedaj, ko je

ad = bd (mod md).

Dokaz: Po predpostavki m|(a—b). Velja: m je veckratnik a —b natanko tedaj,
ko je md veckratnik d(a — b) = da — db. Torej je da — db deljivo z md oziroma

ad = bd (mod md).
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O

Trditev 8 Naj bo celo stevilo ¢ € Z in naj velja a+ ¢ = b+ ¢ (mod m). Potem
jea="b (mod m).

Dokaz: Odsteti ¢ pomeni pristeti —c. Uporabimo to in Se trditev 3. Podrob-
nosti prepuscene dijaku. (Il
~ Kongruence se torej v marsi¢em obnasajo kot enacbe:

e Levi in desni strani lahko pristejemo ali odstejemo neko celo Stevilo.
e Levo in desno stran lahko pomnoZimo z nekim celim Stevilom.

e Tezave pa nastanejo, Ce zelimo desno in levo stran deliti z nekim celim
Stevilom.

Primer: Naj bo 4 =2 (mod 2), toda 2 =1 (mod 2) ne velja.

Lahko pa dokazemo podobno trditev.

Trditev 9 Naj bosta a in m tuji si Stevili. Potem obstaja celo Stevilo k € Z,
da velja

ak =1 (mod m).

Dokaz: Za dve tuji si Stevili a in m obstajata celi stevili e in k, da velja
ak +em=1.
Splosneje zadnjo vrstico zapisemo tudi takole:
Za poljubni celi stevili a in m obstajata celi Stevili e in k, da velja
ak +em =d,
kjer je d = D(a,m).

Odtod sledi ak = 1 (mod m).

S pomocjo zadnje trditve lahko zapisemo:

Trditev 10 Naj bo ab = ac (mod m) ter naj bo D(a,m) = 1. Potem velja
b= c (mod m).

Oziroma: kongruenco lahko delimo s skupnim faktorjem, cée je le-ta tuj z mo-

dulom.
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Dokaz: Po trditvi 4 lahko obe strani kongruence
ab = ac (mod m)

pomnozimo s k. Sledi (ka)b = (ka)c (mod m). Ker je ka = 1 (mod m), velja
(ka)b = b (mod m), (ka)c = ¢ (mod m). Sledi

b = ¢ (mod m),

kar smo zeleli pokazati. O

Trditev 11 Naj bo D(a, m) = 1. Potem obstaja natanko eno stevilo k, 0 < k < m,
za katerega velja

ak = 1(mod m).

Dokaz: Recimo, da obstajata dve stevili ky in ks, 0 < k1, ks < m, za kateri
velja

aky = 1(mod m) in aks = 1(mod m).

Sledi, da je

aky = ake(mod m).

Ker je D(a,m) =1, lahko delimo z a:
dy = ka(mod m).

Sledi m|(k1 —k2). Ker velja 0 < k1, ko < m, je |k1 —ko| < m. Torej je k1 —ko =0

oziroma ki = ko. O

Trditev 12 Naj bo a = b (mod m) in naj bo d naravno Stevilo, djm. Tedaj velja

a =0b (mod d).

Dokaz: Ce je a = b (mod m), velja m|a — b. Ker je d delitelj m, sledi d|a — b.
O
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Trditev 13 Naj bo v(my,ma,...,my,) najmanjsi skupni veckratnik naravnih stevil

my, Mo, ..., My.

x=y (modmy)

x=y (mod my)

z=y (modm,)

velja natanko tedaj, ko

x=y (mod v(my,ma,...,my)).

Dokaz: Predpostavimo, da velja z = y (mod m;) za i = 1,2,...,n. Odtod

sledi, da je x — y veckratnik stevil mq, mo, ..., m,, zato je
v(my, ma,...,my)|(z —y)
oziroma z = y( mod v(my, ma, ..., my).
Obratno: ¢e je x =y (mod v(mq,ma,...,my,)), potem po trditvi 12 velja

x =y (mod m;),

saj mg|v(my, ma, ..., my). O
Primer: Zapisi kongruenco, ki je ekvivalentna paru kongruenc = 1 (mod
4) in z =2 (mod 3).
Prvo in drugo kongruenco pomnozimo tako, da dobimo skupno skupni modul

(po trditvi 7):

3z = 3 (mod 12) (prva pomnozena s 3)
4 = 8 (mod 12) (prva pomnozena s 4, nakar sestejemo. . . )
7rx = 11 (mod 12)/-5 (po trditvi 13 je ta kongruenca ekvivalentna izhodisénima)
35z = 55 (mod 12)
—x = 7 (mod 12)
x = 5 (mod 12)

Za konec pa zastavimo problem, ki pravi:
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Ce bonbone razdelimo med 4 prijatelje, nam ostanejo 3 bonboni, ¢e
jih razdelimo med 5 prijateljev, nam ostaneta 2, ¢e pa jih razdelimo

med 7 prijateljev, nam jih ostane 6. Koliko bonbonov lahko imamo?

Hitro ugotovimo, da velja ve¢ kongruenc

x=3 (mod 4)
x=2 (mod5)
r=6 (mod?7)

Doloéiti je potrebno x, ki ustreza vsem kongruencam hkrati. Ker je desna stran

kongruenc razli¢na, situacija ne ustreza trditvi 13.
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Velja naslednji splosnejsi izrek:

Trditev 14 (Kitajski izrek o ostankih, Sun Tsu, 350 n.5t.) Sistem

kongruenc

a;  (mod my)

8
Il

as (mod mo)

r=a, (modmy)

kjer so my, ma,...,my naravna paroma tuja si Stevila, tma neskonéno resitev

in ta se razlikujejo za veckratnik m = mq - ma -+ My.

Dokaz: izpustimo. Poglejmo raje recept, kako tak sistem kongruenc resiti.
1. izracunamo m = my - Mo - -+ My,

p 3 — m — m — _m . _m
2. dolo¢imo M1 = E,MQ = E,Mg = m737'"7Mn = .

3. poiséemo x1, s, ... x, kot resitve kongruenc
Mizy =1 (mod mq)
MQCEQ =1 (mOd mg)
Myz, =1 (mod my,)
4. izratunamo ej, €y, ..., €y, :
€1 = X1M1,63 = XT2M2,...Ex = Ty
5. splosna resitev z je oblike
x = ejay + egas + ...+ epan(mod m)

Resi zdaj nalogo o bonbonih, resitev je z = 27 (mod 140).
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Naloge.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

Dokazi trditev 2.
Dokazi trditev 4.
Dokazi trditev 5, tocka 2.
Dokazi trditev 6.
Dokazi trditev 8.

Zapisi vsa naravna Stevila n, manjsa od 100, za katera velja

n =7 (mod 17).

Ce je stevilo n sodo, ustreza kongruenci z = 0 (mod 2). Razmisli:

(a) Kateri kongruenci ustrezajo liha stevila?

(b) Kateri kongruenci ustrezajo stevila oblike 6k + 17

Pokazi veljavnost trditve: Naj bodo a,b,m,k € Z in a+mk = b (mod m).

Potem velja a = b (mod m).

Naj bo n naravno stevilo, ki ni deljivo s 3. Pokazi, da dobimo ostanek 1,

¢e delimo n? s 3.
Zapisi kongruenco, ki je ekvivalentna kongruenci 15z = 15y (mod 3).

Zapisi kongruenco, ki je ekvivalentna paru kongruenc x = 2 (mod 9) in

x =4 (mod 10).

Zapisi kongruenco, ki je ekvivalentna paru kongruenc 5z = 14 (mod 17)

in 3z =2 (mod 13).

S kongruencami pokazi, da imajo kvadrati naravnih Stevil na zadnjem

mestu Stevke 0,1,4,5,6 ali 9.

Pokazi, da imajo Cetrte potence naravnih Stevil na zadnjem mestu Stevke

0,1,5 ali 6.
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15. Dokazi, da za

x? = 123456789098765432123456789012

z ni celo stevilo.

16. Pokazi, da Stevilo oblike 3™ 42- 7™ ni kvadrat nobenega naravnega stevila.

Resitev: Naredimo si tabelo za nekaj moznosti:

n (mod 10) | 3" (mod 10) | 2- 7" (mod 10) | 3" +2- 7™ (mod 10)
0 1 2-1=2 3
1 3 2.-7=4 7
2 9 2-9=8 7
3 7 2-3=6 3
4 1 2-1=2 3
) 3 2.-7=4 7
6 9 2:9=8 7
7 7 2-3=6 3
8 1 2-1=2 3
9 3 2.7=4 7

Na podlagi nekaj primerov vidimo, da so Stevke vrednosti izraza na mestu
enic le 3 ali 7, kar pomeni, da to ni kvadrat. Dokazimo to Se splosno.

Opazimo, da je

e 3* =1 (mod 10) in 7* = 1 (mod 10), kar pomeni, da je
3% =1 (mod 10) in 7** = 1 (mod 10) za nek k € N. Odtod sledi

3% 1 2. 7% = 3 (mod 10).

e 3% .3 = 3%+l =3 (mod 10) in 7** . 7 = 7%+ = 7 (mod 10) za nek
k € N. Odtod sledi

34+ Lo 74+ = 17 = 7 (mod 10).

o 34+1.3 = 3%+2 =9 (mod 10) in 74+ .7 = 7%*+2 = 9 (mod 10) za

nek k£ € N. Odtod sledi

34k+2 L 9. 7442 = 97 = 7 (mod 10).
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

o 3%+2.3 = 3443 = 7 (mod 10) in 7442 .7 = 7%+3 = 3 (mod 10) za

nek k € N. Odtod sledi
343 L 9. 7443 = 13 = 3 (mod 10).

Dokazali smo, da je izraz za vsak n kongruenten bodisi 3 bodisi 7 po
modulu 10, kar pa pomeni, da ne more biti kvadrat nobenega stevila
(glaj nalogo 13).
Poisé¢i zadnjo stevko v stevilu 3499,
Poiséi zadnjo stevko v stevilu 2409,
Poiséi zadnji dve stevki v stevilu 3490,
Deli 77778888 5 5. Koliksen je ostanek?
Poisci vse take n, da bo izraz 81n + 53 deljiv s 5.
Pokazi, da je izraz 10"t 4+ 4 - 10™ 4 4 deljiv z 9 za vsak naravni n.
Pokazi, da je izraz 579 + 1199 4+ 179 deljiv s 33 za vsak naravni n.
Pokazi, da je izraz 29™ + 16"+ + 42" +2 deljiv s 13 za vsak naravni n.
Poisci vsa cela stevila a, da velja
5/(3(n® +n) + 7).

Doloéi naravne vrednosti z, da bo 13|22 + 1.

Pokazi, da izraz m; + @; + %l predstavlja celo stevilo za vsako celo Stevilo
m.

Resitev: Da bo stevilo celo mora biti Stevec v ulomku w
deljiv s 6.

Pokazati moramo, da velja 2m? + 3m? +m = 0 (mod 6). Po trditvi 13 je

kongruenca ekvivalentna

2m3 +3m? + m =m(2m + 1)(m + 1) = 0 (mod 2)
in

2m® +3m? +m =m(2m + 1)(m + 1) =0 (mod 3)

kar moramo tudi pokazati.
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Prva kongruenca je o€itna, saj v primeru, da je m sod, trivialno velja,
¢e je pa lih, pa je 2m + 1 sod, zato je produkt ¢lenov v obeh primerih

sodo stevilo.

Ce je v drugi kongruenci m = 0 (mod 3), je tudi produkt = 0 (mod
Ce je m =1 (mod 3), je faktor 2m + 1 = 0 (mod 3), zato je produkt
=0 (mod 3).

Ce je m = 2 (mod 3), je faktor m + 1 = 0 (mod 3), zato je produkt
=0 (mod 3).

Odtod sklepamo, da velja 2m3 4+ 3m? +m = 0 (mod 6).

n® 3, n

28. Pokazi, da je izraz 5+ % + 15 celo $tevilo za vsako celo stevilo n.

29. Pokazi,da velja 3|n® — n za vsak naravni n.

30. Pokazi,da velja 5|n® — n za vsak naravni n.

31. Pokazi,da velja 7|n” — n za vsak naravni n.

32. Katere najmanjse naravno stevilo ima pri deljenju s 3 ostanek 2, pri de-

ljenju s 5 ostanek 3, pri deljenju s 7 pa ostanek 27

Odgovore na vprasanja in resitve na zahtevo posljem po e-posti.
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Resitve nalog.

1. Dokaz trditve 2:

e refleksivnost: za vsak a velja m|(a — a), torej je a = a (mod m).

e simetri¢nost: ¢e je a = b (mod m), velja m|(a —b) oziroma m|(b—a).

Torej je b = a (mod m).

e tranzitivnost: Velja a = b (mod m) in b = ¢ (mod m). Torej m|(b—a)

in m|(c —b). Sledi m|(c —b) + (b —a) = ¢ —a.

2. Dokaz trditve 4: Ker a = b (mod m) sledi, da m deli a — b. Deli tudi

veckratnik te razlike m|c(a — b) = ca — ¢b. Torej je a- ¢ =b- ¢ (mod m).

3. Dokaz trditve 5: Ker je a = b (mod m), pristejemo c levi in desni strani.
Po trditvi 4 je

a-c=b-c(modm).

Ker je ¢ = d (mod m), pomnozimo z b levo in desno stran. Po trditvi 4 je
b-d=c-b(modm).
Zaradi trditve 2 (tranzitivnost) sledi a - ¢ =b - d (mod m).

4. Dokaz trditve 6 : Velja a = b (mod m). Po trditvi 5 je a-a =b-b (mod

m). To ponovimo e k — 2 krat in pridemo do a* = b* (mod m).

5. Dokaz trditve 8 : Ker a = b (mod m) sledi, dam delia—b = (a—c)—(b—c).

Torej je a — ¢ = b — ¢ (mod m).
6. M ={neN,n<100;n =17k + 7} = {7,21,41,58,75,92}.
7. (a) Liha 8tevila so oblike z = 1 (mod 2)
(b) =1 (mod 6)
8. Loc¢imo dva primera:

e r =1 (mod 3). Tedaj je 22 =12 =1 (mod 3).

e =2 (mod 3). Tedaj je 22 =22 =4 =1 (mod 3). V obeh primerih

ima kvadrat ostanek 1 pri deljenju s 3.
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9. Po trditvi 1 velja: m|(a +mk — b), kar pomeni, da m|a — b oziroma a = b

(mod m).

10. Po trditvi 7 lahko modul in obe strani delimo s skupnim faktorjem. Do-
bimo kongruenco 3z = 3y (mod 2). Ker je faktor 3 tuj z modulom, lahko

obe strani delimo s 3, dobimo z = y (mod 2).

11. Uporabimo trditvi 7 in 4.

10z = 20 (mod 90) (prva pomnozena z 10)
9z = —36 (mod 90) (prva pomnozena z 9)
x = =16 (mod 90) /odstejemo. ..
x = 74 (mod 90)

12. Spravimo obe kongruenci v standardno obliko:

5z = 14 (mod 17) /-7 3r = 2(mod13) /-9
35z = 98 (mod 17) 27z = 18 (mod 13)
x = 13 (mod 17) (1) x = 5 (mod 13)
13z = 169 (mod 221) ((1), pomnozena s 13)

17x

85 (mod 221) ((2), pomnozena s 17)

Odstejemo: 4z —84 (mod 221) (trditev 4)

xT

—21 (mod 221)

x 200 (mod 221)
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n (mod 10) | a = n? (mod 10) | b = n* (mod 10)
13. Naj bo a stevka na mestu
0 0 0
enic. Dolo¢imo vsa mozne
1 1 1
resitve kongruence n? = a
2 4 6
(mod 10). Glej drugi stolpec
3 9 1
tabele.
4 6 6
14. Ce kvadriramo kvadrate, je 5 5 5
na mestu enic b, ki zadosca 6 6 6
nt* = b (mod 10). Glej tretji 7 9 1
stolpec tabele. 8 A 6
9 1 1
15. Kvadrat celega Stevila ima na mestu enic le 1,4,5,6 ali 9, zato x ni celo
Stevilo.
16. Naredimo si tabelo za nekaj moznosti:
n (mod 10) | 3" (mod 10) | 2- 7" (mod 10) | 3" +2- 7™ (mod 10)
0 1 2:1=2 3
1 3 2.7=4 7
2 9 2:9=8 7
3 7 2:3=6 3
4 1 2:1=2 3
5 3 2.7=4 7
6 9 2:-9=8 7
7 7 2:3=6 3
8 1 2:1=2 3
9 3 2-7=4 7
Na podlagi nekaj primerov vidimo, da so Stevke vrednosti izraza na mestu
enic le 3 ali 7, kar pomeni, da to ni kvadrat. Dokazimo to Se splosno.
Opazimo, da je
e 3* =1 (mod 10) in 7* = 1 (mod 10), kar pomeni, da je
3% =1 (mod 10) in 7** = 1 (mod 10) za nek k € N. Odtod sledi
3% 2. 7% =3 (mod 10).
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e 3% .3 = 3%+l =3 (mod 10) in 7% . 7 = 7%+ = 7 (mod 10) za nek
k € N. Odtod sledi

34+l L 9 74+l = 17 = 7 (mod 10).

o 3%H1.3 = 3%+2 = 9 (mod 10) in 7*+1 .7 = 7%+2 = 9 (mod 10) za

nek k € N. Odtod sledi
3442 4 9. 7442 = 97 = 7 (mod 10).

o 3%+2.3 = 3%+3 = 7 (mod 10) in 7442 .7 = 7%+3 = 3 (mod 10) za

nek k € N. Odtod sledi
343 1 9. 7443 = 13 = 3 (mod 10).

Dokazali smo, da je izraz za vsak n kongruenten bodisi 3 bodisi 7 po
modulu 10, kar pa pomeni, da ne more biti kvadrat nobenega §tevila

(glaj nalogo 13).
17. Ker je 32 = —1 (mod 10), je 3* =1 (mod 10). Sledi
310 — (39! = 1 (mod 10).
Stevka na mestu enic je 1.

18. Hitro ugotovimo, da za k € N velja

2% = 6 (mod 10)
24+ = 2 (mod 10)
2442 = 4 (mod 10)
23 = 8 (mod 10)

2400 — 24-100, Velja

Ker je
2190 = 6 (mod 10).

Stevka na mestu enic je 6.
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Kongruence

19. Ker je
320 = 3486784401 = 1 (mod 100).

velja

3400 — 32020 = 120 — 1 (mod 100).
Zadnji dve stevki sta torej 01.

20. 7777 =2 (mod 5) = 7777 =22 = —1 (mod 5).
Sledi 7777* = (—=1)2 =1 (mod 5) in (77774)?222 = 77778888 =1 (mod 5)

21. 5|81n + 53 natanko tedaj, ko je 81n 4+ 53 = 0 (mod 5).
Sledi

8ln = —53 (mod 5)

n = 2 (mod 5)

Resitev je oblike n = bk + 2,k € Z.
22. Ker je 10 =1 (mod 9), velja 10" = 1 (mod 9). Zato je

23. Zadosti je pokazati, da je izraz 5% 4 1199 4 1799 deljiv s 3 ter 11.

e deljivost s 3 :
Ker je 5% = 29 (mod 3),11%° = 29 (mod 3),17%° = 2% (mod 3),
sledi 5% 4 1199 + 1799 = 299 4 299 4 299 = 3. 299 =0 (mod 3).
e deljivost z 11 :
Ker je 17 = (—5) (mod 3), sledi 17% = (=5)? (mod 3).
599 4+ 119 + 1799 = 5% + 0% + (=5)%? = 0 (mod 11).

24. Podobno kot v nalogi 16 zaslutimo (s pomocjo ustrezne tabele) tri sorodne

primere, ki jih obravnavamo lo¢eno:

e Naj bo n = 3k.

Potem je
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Kongruence

293F = 33k = 27% =1 (mod 13),
1635+ = 16% - 16 = 3% - 3 = 3 (mod 13),
423k+2 = 423k . 422 = 33k .9 = 9 (mod 13).
e Naj bon=3k+1.
Potem je
203k +1 = 33k+1 — 97k . 3 = 3 (mod 13),
16630+ — 163k . 162 = 33% . 32 = 9 (mod 13),
420Bk+1)+2 — 493k . 493 = 33k . 27 = 1 (mod 13).
e Naj bon =3k + 2.
Potem je
293k+2 = 33k . 9 = 27F = 9 (mod 13),
16GF2)+1 — 163% . 163 = 33 . 1 = 1 (mod 13),
49Bk+2)+2 — 493k . 494 = 33k .3 =3 (mod 13).

V vsakem primeru velja

20" + 16" + 42772 =143+ 9 =0 (mod 13)

25. Mora veljati 3(n? +n) +7 =0 (mod 5).
Preoblikujemo 3n? + 3n + 7 = 3n2 + 3n — 3 = 0 (mod 5) oziroma 3(n? +
n—1) =0 (mod 5). Ker je D(3,5)=1, lahko kongruenco delimo s 3:

(n*+n—1)=0 (mod 5).

Imamo 5 moznosti (ra¢unano po mod 5)

n=0| (RP+n-1)=1
n=1| (RP+n-1)=1
n=2| (N*+n-1)=
n=3| N+n-1)=2
n=4|n*+n—-1)=—

Pogoj je izpolnjen le za naravne n oblike n = 4k + 2 oziroma mnozico

ne{2,6,10,...}.
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Kongruence

26. Mora veljati kongrunca 22> = —1 (mod 13).

2?2 +1=1 (mod 13)
2% +1=2 (mod 13)
22 +1=5 (mod 13)
2? +1=10 (mod 13)

22 +1=17=4 (mod 13)

L R T

2?2 +1=26=0 (mod 13)

Naravne resitve so z € {5,18,31,...}.

27. Da bo stevilo celo mora biti Stevec v ulomku

3 2
2 £ 3mE kM Geljiy s 6.

Pokazati moramo, da velja 2m3 + 3m? +m = 0 (mod 6). Po trditvi 13 je

kongruenca ekvivalentna

in

2m3 +3m? + m =m(2m + 1)(m + 1) = 0 (mod 2)

2m?® +3m? +m =m(2m + 1)(m + 1) =0 (mod 3)

kar moramo tudi pokazati.

Prva kongruenca je o¢itna, saj v primeru, da je m sod, trivialno velja,
¢e je pa lih, pa je 2m + 1 sod, zato je produkt ¢lenov v obeh primerih

sodo Stevilo.

Ce je v drugi kongruenci m = 0 (mod 3), je tudi produkt = 0 (mod

Ce je m =1 (mod 3), je faktor 2m + 1 = 0 (mod 3), zato je produkt
=0 (mod 3).
Ce je m = 2 (mod 3), je faktor m + 1 = 0 (mod 3), zato je produkt
=0 (mod 3).

Odtod sklepamo, da velja 2m? + 3m? +m = 0 (mod 6).

28. Podobno kot v prejsnjem primeru, moramo pokazati veljavnost kongruence

3n° 4+ 5n3 4+ Tn = 0 (mod 15), kar je ekvivalentno

3n° +5n* + 7 = 0 (mod5) in (3)
3n° +5n° + 7 = 0 (mod 3) 4)
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Kongruence

29.

30.

31.

32.

Ce v (3) odstejemo (5n® + 5n) dobimo 3n° + 2n = —(5n% + 5n) =0

d5)
v (4) odstejemo (3n°+3n3+6n) dobimo 2n®+n = —(3n®+3n3+6n) =0
(mod 3).

/\

n® —n =n(n+1)(n — 1) = 0(mod3), saj imamo produkt treh zaporednih
celih §tevil, ta pa je deljiv s 3.

n® —n=nn+1)(n+2)(n—1)(n—2) =0 (mod 3), saj imamo produkt
petih zaporednih celih stevil, ta pa je deljiv s 5.

n—n=nn+1)n%2-n+1)(n-1)(n2+n+1).
Veljan?+n+1=n2+n—6 (mod 7),n? —n+1=n?—-n—6 (mod 7),
zatojen” —n=nn+1)(n>—-n—-6)(n—1)(n?+n—6) =
=nn+1)(n—-3)(n+2)(n—-1)(n+3)(n—2) =0 (mod 7), saj imamo
produkt sedmih zaporednih celih Stevil, ta pa je deljiv s 7.

T =23
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