Kocke

Z netranzitivnostjo v igri kock do “skoraj zanesljive”
zmage

Verjetno je odve¢ omeniti, da v igri dveh poStenih, standardno oznacenih
kock K(12345,6) pade Sestica na prvi kocki z enako verjetnostjo kot Sestica na
drugi kocki (izmed Sest moznosti je natanko ena ugodna). Enako velja za vsako
drugo stevilo pik. Taki igri pravimo, da je postena. Odloca nakljugje.

Igri z dvema kockama, v kateri pa bi zmagoval le eden, pa bi tesko rekli, da
je postena. Najmanj, kar bi lahko zahteval tisti, ki izgublja, je moznost prve
izbire. S tem bi navidez prevzel soigralcu njegovo izbiro in bi po na ta nacin
morda zmagal. Kaj pa, ¢e bi skonstrirali igro, v kateri prva izbira nasprotnika v
veC metih skoraj zagotovo pomeni poraz. Zamislite si igro z dvema kockama, v
kateri bi moznost izbire posamezne kocke imel nasprotnik in bi pri tem izgubljal!
Ali je to sploh mozno? V 8ahu (ki nima veliko opraviti z nakljuéji) je prva poteza
dolo¢ena prednost. Tudi v nekaterih igrah na sreco je tako. Kdor prej pride,
dostikrat prej melje.

Tukaj pa bo prva poteza pomenila skoral zagotovo poraz.

Vzemimo mnozico stirih kock, vsako oznac¢imo drugace, kar je predstavljeno
na mrezah spodaj.
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Slika 1: Kocke K(4.4.4,4,0,0) K(3,3,3,3,3,3), K(2,2,2,2,6,6) 1N K(1,1,1,5,5,5)

Igra poteka nekako takole: nasprotnik izbere eno izmed §tirih kock, mi pa izbe-

remo eno od preostalih treh. Vsak vrze kocko, zmaga tisti, ki vrze ve¢ v desetih

ali ve¢ metih. Pri tem pa lahko nasprotnik po vsakem metu izbere drugo kocko,

lahko tudi taksno, ki se je do sedaj pokazala kot najboljsa. Kako je to mozno?
V taki mnozici kock namrec velja, da:

o prva kocka K(4.4.4,4,0,0) 'skoraj zanesljivo’ drugo kocko K33 33,3,3),

, . e
kocka K33 3,3,3,3) 'skoraj zanesljivo’ kocko K222, 2,6,6)

kocka K222 2.6,6) 'skoraj zanesljivo’ premaga kocko K11, 1.5,5,5)

e in presenetljivo: krog je sklenjen s tem, da kocka K111 55,5 'skoraj za-
nesljivo’ premaga kocko K4 4.4,4,0,0)

Priporocljivo je zapisati vseh 36 moznosti pri metu vsakega izmed parov, kjer
ugotovimo, da je razmerje zmag v vsakem primeru 24 : 12, kar pomeni, da je
relacija ’skoraj zanesljivo’ premaga dejansko dvakrat veGja verjetnost zmage.
To pa pomeni, da ta relacija na tej mnozici ni tranzitivna. Prav nepre-
hodnost relacije pa omogoca igralcu, da s prvo izbiro nasprotnika sam skoraj
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zanesljivo zmaga. Ce je na primer izbrana kocka K (3,3,3,3,3,3), moramo izbrati
K(4,4,4,4,0,0) in kocka K3 333 33) je porazena z dvakrat vecjo verjetnostjo. To
velja tudi za ostale zapisane pare. . .

Ce pa se stevilo metov veéa, je zmaga tistega, ki izbira drugi, toliko verje-
tnejsa - pri desetih metih 210 — krat veéja.

Kaj pa, ce se nasprotnik odrece moznosti prve izbire?

V primeru, da ugotovi strategijo, so nase vloge in moznosti zamenjane. Bolje
je, daigro ¢imprej kon¢amo. Lahko pa se zgodi, da je pa nasi izbiri kocke njegova
izbira Se vedno naklju¢na. Mora se pa¢ odloc¢iti med preostalimi tremi kockami.
Oglejmo si, katera izbira kocke bi nam prinesla najve¢ moznosti za zmago:

e Izberemo K4 4,4,4,0,0)- S to kocko ’skoraj zanesljivo’ premagamo K (3 333 3 3)
(razmerje 2 : 1), tesno izgubimo s K329, (razmerje 4 : 5) ter 'skoraj
zanesljivo’ izgubimo s K(1 1,15 55) (razmerje 1 : 2).

o Ceizberemo K3 3 3.3,3.3), 'skoraj zanesljivo’ premagamo K3 99 2.6,6) (raz-
merje moznosti 2 : 1), tesno s K(2,2,226,6 imamo enake moZnosti za
zmago, s kocko K4 4.4.4,0,0) Pa 'skoraj zanesljivo’ izgubimo (razmerje 1 :
2).

e Ce izberemo K (322,26,6), S0 moznosti za naso zmago s kocko K4 4,4.4,0,0)
tesno nam v prid (razmerje 5 : 4), 'skoraj zanesljivo’ izgubimo s K (3 333,3,3)
(razmerje 1 : 2) ter 'skoraj zanesljivo’ premagamo K11, 1,555 (razmerje
2:1).

e Ce pa izberemo K(j 1,1 5 5,5), smo v podobni situaciji kot pri izbiri kocke

K . Enkrat imamo enake moznosti, enkrat 'skoraj zanesljivo’ iz-
(3,3,3,3,3,3) 5
gubimo (s K(2,2,2,2,6,6)), enkrat pa 'skoraj zanesljivo’ zmagamo (s K4 4,4,4,0,0))-

Iz celotne obravnave je razvidno, da bi nam ob nepoznavanju strategije naspro-
tnika, najbolje sluzila kocka K(2,2,2,2,6,6)a kocki K(3,3’3’3’3,3) ter K(1,1’1’5’5,5) sta
verjetnostno nevtralni, medtem ko bi s K4 4.4,4,0,0) najverjetneje izgubili.

Naloge
1. Pokazi, da je relacija ’skoraj zanesljivo’ premaga na mnozici kock

K3,35,5,7,7): K(2,2,4,4,9,9), K(1,1,6,6,8,8)
netranzitivna.

(a) Pokazi, da s prvo izbiro ene izmed kock nasprotnika lahko izberemo
eno izmed preostalih dveh kock, s katero imamo vec¢jo verjetnost
zmage.

(b) Pokazi, da obstaja magiéni kvadrat velikosti 3, v katerem nastopajo
stevke, ki dolocajo stevila pik na teh treh kockah.

2. Pois¢i mnozico treh kock z lastnostjo netranzitivnosti, ki imajo vsoto pik
po vseh ploskvah enako 42.
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Resitve
1. V mnozici kock

K 3,355,771, K(2,2,4,4,9,9) K(1,1,6,6,8,8)
prva kocka premaga drugo, druga tretjo, ta pa zopet prvo.

(a) Razmerje verjetnosti, da zmaga boljsa kocka, je le 4 : 5.

(b) Stevila, ki se pojavijo na kockah lahko razporedimo v magicni kva-
drat, v katerem je vsota po vrsticah, stolpcih in obeh diagonalah
enaka (15).
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2. Kocke so K(1,1,1,13,13,13)7 K(o,3,3,12,12,12)7 K(2,2,2,11,11,14)~
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