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JENSENOVA NEENAKOST
MATEJ MLAKAR

Clanek obravnava eno izmed elementarnih neenakosti - Jensenovo neenakost in
njen pomen pri reSevanju problemov.

Ceprav je Jensenova neenakost dokazljiva z elementarno matematiko, pa ima
rojstvo v novejsi dobi - 20. stoletju. Jensenova neenakost je pojem, povezan s
pojmom konveksnosti (konkavnosti) funkcij.

Definicija 1 Pravimo, da je realna funkcija f konveksna na intervalu I, ce
in samo c¢e velja

flta+ (1 =1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b) (1)

za vsak a,b €1 in 2a 0 <t < 1.

f(a)
tf(a) + (1 —1)f(b)
f(®)

flta+ (1 —t)b) ¢

a ta+(1—t)b b

Geometrijski pomen (1) je ta, da graf funkcije f lezi pod sekanto (izbocenost
funkcije navzdol). Podobno definiramo konkavnost:

Definicija 2 Pravimo, da je realna funkcija f konkavna na intervalu I, ce in
samo ce velja

flta+ (1 =1)b) = tf(a) + (1 —1)f(b) (2)

za vsak a,b,e I in za 0 <t < 1.

Geometrijski pomen (2) je ta, da graf funkcije f lezi nad sekanto (izbocenost
funkcije navzgor). Hitro opazimo naslednjo lastnost funkcije:

Lema 1 Funkcija f je konveksna natanko tedaj, ko je —f konkavna.

Dokaz je prepuscen bralcu, upostevamo (1) in (2); trivialno. Veéina se s pojmom
konveksnosti (konkavnosti) sre¢a prvi¢ ob vpeljavi odvoda, kjer se privzame:

f’(x) >0zavsak x € [ = f je konveksna.

f"(x) <0 zavsak x € [ = f je konkavna.!

Neenakost (1) za konveksne funkcije lahko posplosimo na tri spremenljivke
T1,Ts,x3 7 intervala I. Izberemo si realna Stevila tq, s, t3 z lastnostjo t1 +to +
t3 = 1. Od tod sledi t3 + t3 = 1 — t;. Problem treh spremenljivk preoblikujmo
na problem dveh spremenljik na naslednji nacin:

Istrogo konveksnost oziroma strogo konkavnost dolo¢imo s strogim neenacajem

Matej Mlakar, prof. 1



Jensenova neenakost

f(tizy +toxs +t323) = (t1$1+( )%)
< Gf(e)+ (- ) (Rtlets)
= Lf(@) (1 —t)f t2$t3x2+t23§t3x3)
< tf@n) + (b + ts) (52 S (w2) + 1y S (as))

= t1f(x1) +taf(xa) +tsf(x3)

Z indunkcijo na n spremenljivk lahko neenakost posplosimo. To je storil J.L.W.V.Jensen
leta 1906.

Izrek 1 (Jensenova neenakost, 1906) Naj bo f konveksna funkcija na in-
tervalu I. Ce x1,x3,...,2, € I in za nenegativna Stevila ty,ts,...,t, velja
ti +ta+ ... +t, =1, potem velja

n n
(Z tﬂ’i) < D _tif(wi). 3)
Dokazemo z indukcijo po n. Predpostavimo da velja za n, pokazimo za n + 1:

f (ZE; tzﬂ?i) = fOCL timi +tagpiTng)

tnprf (@ng1) + (1= tnga) f (1 = i tszz))
tna1f(@ng1) + (1 —tnga) f ( ST thiEz‘)
tnt1f (Tn1) + (1 —tnp1) Do f(z1)

= Yritif(@) F bt f(Znga)
S SN O

S tem smo pokazali veljavnost za vsa naravna Stevila.
Hitro ogotovimo, da je v Jensenovi neenakosti je dosezen enacaj, ¢e so vse
vrednosti x; enake. Tedaj je leva stran enaka

(o) (£ ) o

Sotif (i)=Y tif (1) = @)D ti =
=1 i=1 i=1

[VAN

IN

41—t+1

desna stran pa

Uporaba Jensenove neenakosti

Primer 1 (Matematiéna olimpiada Kanade,1995) Naj bodo a,b,¢ > 0.

Tedaj velja
a+b+c
aa . bb . Cc 2 LI)_FC .
3
Dokaz 1 Ker sta izraza za poljubno izbiro vrednosti a, b, ¢ pozitivna, ju lahko
logaritmiramo in dobimo

a+b+c

In(a® - 8° - ¢) > In (a—i_;}“) ,
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oziroma

(*)

b
alna+blnb+clnec>(a+b+c)ln (CH—3+C) .

Naj bo f(z) = zlnx,z € (0,00). Funkcija f je konveksna na (0, 00); ker velja
f"(z) = 1/x; z Jensenovo neenakostjo za konveksne funkcije treh spremenljivk

pa sledi
fla)+ f(b) + f(c) >f(a+b+c>
3 - 3
alna+blnb+clnc <a+b+c> (a—l—b—i—c)
> In{ —— .

3 3 3

Pomnozimo s 3 in dobimo neenakost (%), kar is¢emo.
Primer 2 Naj bosta a, b realni stevili, za kateri velja a + b = 2. Potem sledi
(1+ a)® + (1 + Vb)®> < 2°

Dokaz 2 Definirajmo funkcijo f(z) = (1 + ¢/7)°. Ker je f konveksna funkcija,
velja po (3)

s/a+b 5
2(1+ a2 )° > (1+ ¥a)® + (1 + Vb)®
Ce upostevamo a + b = 2 sledi zeljena neenakost. Enakost je dosezena za
a=b=1. |
Primer 3 Naj bodo ay,a9,...,a, > 1. Tedaj velja

- 1 n

> .
1;1 l4ar = 14+ Yajas...an
Dokaz 3 Definirajmo funkcijo f(z) =

e (e®—1)
G

Hﬁ’ x € |0, 00). Funkcija je konveksna,

saj velja "' (z) = > 0 na intervalu (0, 00). Uporabimo izrek 1 in

n

1 n
E > = .
Pt 1+ e%x 14 e k=1 Tk

Sedaj naj bo zp = Inay, kjer je k = 1,...,n. Odtod sledi zeljena neenakost. [
PosploSena aritmeti¢no-geometrijska neenakost
Pojem aritmeticne sredine in geometrijske sredine je pogost v svetu elemen-

tarne matematike. Aritmeti¢no-geometrijsko neenakost nenegativnih stevil a in
b

a;—bz\/% )

zlahka dokazemo na naslednji nacin:

“;b_@:;f_mzzo.
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Manj znana pa je posplosena aritmeti¢no-geometrijska neenakost, ki jo strnimo
v naslednji izrek.

Izrek 2 (posplosena AG neenakost) Najbodo x1,xa,...,2, > 0ter ti,to,...

0 in jet; +ta+...+t, =1. Potem velja

tizy +tozo + ...+ tyT, > xﬁlx? cooxhe (5)
Dokaz:
Hitro opazimo, da:
e za enake vrednosti utezi t; = t9 = ... = t,, dobimo
1+ 20+ ...+xp

> Yr1To .. T,

kar je posplositev neenakosti (4) za n nenegativnih Stevil.

n

e v (5) velja enacaj, ¢e je x1 = ... = xy,.

Izrek dokazemo s pomoc¢jo Jensenove neenakosti, kjer za nenegativne ar-
gumente z1,...,x, < 0 izberemo funkcijo f(z) = Inz. Ker je f konkavna
(f"(z) = —% na (0,00)), velja Jensenova neenakost za konveksno funkcijo —f :

f(tlxl +toxo +...+ tn(En) > tlf(l‘l) + tgf(xg) + ...+ tnf(l'n)

In(tiz1 +taws + ... +tpxy) > tiln(zy) +taln(zs) + ...+t In(zy,)
= In(x)" +In(xe)®2 + ... +In(x,)t"
= In(x b - aot2 .. x,tn)

Ker je f strogo narastajoca (f'(z) = 1 > 0na (0,00)), sledi
tix1 + too + ...+ tpxy > o1 l@et? Lz, tn O

Z (5) zlahka resimo naloge, za katere sicer potrebujemo kar nekaj truda, da
jih uzenemo.

Primer 4 Naj bodo a,b, c nenegativna Stevila. Pokazi, da je
1. %a—l— %b > Va- b2
2. ta+ib+ie> Ya- VB2 e

Dokaz 4 Dokaza temeljita na neposredni uporabi posplosene aritmeti¢no-geometrijske

neenakosti.

Primer 5 (St.Petersburg, Matemati¢na olimpiada Rusije 1997) Naj bodo

x,y,z > 2. Potem velja
(v° +2)(z° + y)(@® + 2) > 1252y2

Dokaz 5 Ocitno je (y° +z)(2% +y) (2 + 2) > (4y + ) (42 + y)(4z + 2). Po (5)
sledi %y + £ > V/y*x oziroma

dy + x> 5/ ytx.

Podobno 4z +y > 5v 24z, dx +y > 5/ xty.
Ce zmnozimo, dobimo (4y + z)(4z + y)(4x + z) > 125xyz, od koder sledi
zeljena neenakost. (I
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Primer 6 (Matematiéna olimpiada Velike Britanije, 1997) Najbodo a,b,c,d
pozitivna realna stevila. Potem obstaja natanko ena resitev, ki resi sistem enacb

at+b+c+d=12
ab+ ac+ ad + be + bd + cd = abed.

Dokaz 6 Ker velja vabed < W, sledi
12\*
abed < (4) =81

(neenakost drzi le v primeru, da je a = b =c=d = 3). Po (5) velja

1 1 1 1 1 1
— — — — — — >
6ab+ 6ac+ 6ad+ 6bc+ 6bd+ 6cd_

> (ab)® - (ac)® - (ad)® - (be)® - (bd)5 - (cd)® =
= (abcd)%

oziroma

ab+ ac+ ad + be+ bd + cd > 6(abcd)%.

Drugo enacbo iz sistema lahko zapisemo kot
abed > 27 + 6(abcd)%.
Naj bo 2% = abed. Kvadratna enacba
2’ —6x—27>0

ima reSitvi na poltrakih z > 9 in < —3. Zaradi pozitivnosti a,b, c,d drugo
moznost zanemarimo. Sledi (abcd)% > 9 oziroma abed > 81. Odtod sklepamo,
da je edina moznost, da dobimo resitve, ¢e je abed = 81. Ze zgoraj pa smo
ugotovili, da je to v primeru, ko je a = b = ¢ = d = 3, kar je tudi edina
resitev. a

Primer 7 Naj bodo ay,as,...,an, A1, A2, .- .s Ay >0 A+ X0+ ...+ A, = 1.

Ce a1™ - a2™? ...a,™ = 1, potem velja

1
DVELIND VEC D W

a+as+...4+a, >

Dokaz 7 Po posploseni aritmeti¢no-geometrijski neenakosti je

aj ag an
= — — — | >
ar+az+...+a, )\1(/\1>+/\2(>\2)+ +)\n(/\n>_

(e (e e\ 1 .
a )\1 >\2 >\n )\1Al ‘e )\nAn
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