Kombinatorika in indukcija

1.

Kombinatorika in geometrija

IMAMO n KROZNIC ZA KATERE VELJA, DA VSAKA KROZNICA SEKA PRE-
OSTALE KROZNICE. KOLIKO JE PRESECISC MED KROZNICAMI?

Resitev:

e n = 1: Opazimo, da presecis¢ ni.

e n = 3 : Tri kroznice se lahko sekajo v najve¢ 6 tockah, itd...

Izoblikujmo indukcijsko predpostavko. Naj bo p,, Stevilo presecis¢ n kroznic.

Predpostavimo

pn = 0+2+44+6+...+2(n—1)

2(1+...+(n—1)):2(n_T1)n:(n—1)n

in to dokazimo.

Indukcijski korak n - n+41:

¢e imamo n kroznic, potem kroznica K, 11 preseka vsako izmed K, Ko, K3, ...

natanko dvakrat.Dobimo 2n presecisc. Sledi

Pntl1 = Pnt2n=(Mn—-1)n+2n=
= n(n+1)

kar je natanko tisto, kar smo zZeleli pokazati.

V RAVNINI IMAMO 7 PAROMA NEVZPOREDNIH PREMIC, ZA KATERE VE-
LJA, DA NE OBSTAJA SKUPNO PRESECISCE TREH ALI VEC PREMIC.. Ko-
LIKO JE PRESECISC MED PREMICAMI?

Resitev: Poglejmo, koliko je presecis¢ za manjse Stevilo premic in obli-
kujmo indukcijsko predpostavko.Dogovorimo se, da bomo z p,, oznacevali
Stevilo presecCis¢ med n premicami.
Hitro ugotovimo, da je p1 = 0,p2 = 1,p3 = 3,p4 = 6.
Oblikujmo indukcijsko predpostavko
n(n—1
pn:0+1—|—2+3+...—|—(n—1):%,
ki ga dokazemos indukcijskim korakom.
Indukcijski korak n — n+1:
Ce imamo n premic, se n + 1 premica seka z preostalimi v n tockah. Od
tod sledi
Pnt1 = Pnt+n=0+14+24+...+(n—-1)+n=

(n+1)n

2

kar smo zeleli pokazati.
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3. NA TREH DALJICAH, KI OBLIKUJEJO TRIKOTNIK, SE NAHAJA 3,4,5 TOCK
(KRAJISCA SO STETA DVAKRAT). KOLIKO TRIKOTNIKOV DOLOCAJO TE
TOCKE?

Resitev:

Naloge se lahko lotimo na ve¢ na¢inov. OpiSimo enega. Oznacimo z T,
Stevilo trikotnikov, ki jih dobimo iz n tock, za katere velja, da so po tri
nekolinearne, z L, oznacimo Stevilo na¢inov, na koliko lahko izberemo tri
elemente izmed n elementov, z Ig’t’k pa Stevilo izrojenih trikotnikov (tistih,
ki nimajo ploscine), kjer Stevila p, t in k oznacunajo ustrezno Stevilo skupaj
kolinearnih tock. Ocitno velja

T, = L, — IPbF,

Stevilo Ly, ni tezko dolo¢iti. To je namreé kar definicija za Stevilo kombi-

nacij brez ponavljanja n elementov reda 3. L,, = (g) = W

Stevilo I,, pa dolo¢imo na naslednji naéin. Stevilo izrojenih trikotnikov,
ki jih dobimo na prvi daljici,kjer imamo 3 tocke, je enako stevilu (3) =
1,8tevilo izrojenih trikotnikov na drugi daljici,kjer imamo 4 tocke, je enako

Stevilu (é) = 4 stevilo izrojenih trikotnikov na tretji daljici,kjer imamo 5

tock, je enako Stevilu (g) = % = 10.
Odtod sledi, da je I12 = (3) + (3) + (3) = 15.

Stevilo pravih, neizrojenih trikotnikov je potemtakem Tyy = Lyp —Io3"° =
L;u)_15:220—15:205.

Naredimo se sploSen sklep:

T, = L, — IP* = @ B (@ * @ - @) ’

kijerjep+t+k=n-+3.

Zadnja formula poda odgovor na naslednji problem: Na treh daljicah, ki
oblikujejo trikotnik, se nahaja p,t, k tock (krajisca so Steta dvakrat).

Koliko trikotnikov dolo¢ajo tocke na teh treh daljicah?
Preverimo $e za nekaj enostavnih primerov:

p=2,t=2k =2, kar pomeni trikotnik s tremi oglis¢i. Takoj sledi, da je
n = 3. Glede na izracunano sledi

nen = () (() () () -
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4. KOLIKO JE KOLINEARNIH PRESECISC PREMIC 1Z 2.NALOGE?

Brez skode za splosnost lahko vzamimo premico p;. Seka jo natanko n — 1
preostalih premic. Torej je vseh kolinearnih presecis¢ na p;—ti premici
n— 1.

KOLIKO TRIKOTNIKOV LAHKO TVORIMO 1Z TEH PRESECISC?
Iz prejsnje naloge lahko sklepamo naslednje:

Stevilo vseh trikotnikov T}, je enako Stevilu L,,, od katerega maoramo
odsteti se stevilo vseh izrojenih trikotnikov na n daljicah, kjer so p1, pa, ...pn

Stevila skupaj kolinearnih tock, kar v skladu z definicijo zgoraj oznac¢imo
7 [517P27~--,Pn_

n p1 D2 Pn
Tn — Ln — JP1:P2:P355Pn — _ ,
: ()= ((5)+ (5)+-+ ()

kjer je p1 + p2 + ... + pn = n+n = 2n ( vsaka tocka je Steta dvakrat, je
namre¢ presecisce dve daljic).

Naloga: Koliko trikotnikov tvorijo prese¢is¢a n = 4 premic, Ce so vse
premice paroma nevzporedne?

Iz formule sledi p; = ps = p3 = py = 3 (vsaka premica seka prestale 3) in
n = PiEP2iPstPs — G (vseh presecisé je 6). Sledi

et (- (() )+ () () -

Posplosimo problem na stirikotnike, n- kotnike...




