Diofantske enacbe

Linearne Diofantske enacbe
Definicija 1 Linearna diofantska enacba dveh spremenljivk je enacba oblike
axr+by=c, Kkjersoa,b,c€Z
in ima reitve (x,y) v mnoZici celih Stevil.

Dejansko resujemo problem, kako poiskati vse pare celih stevil (z, y), ki zadoscajo
zvezi ax + by + ¢ = 0.

Za motivacijo si zastavimo nekaj problemov:
1. Poisci vse celostevilske resitve (z,y), ki zadoséajo 127z — 52y = —2.

2. Ali obstajajo kake tocke s celostevilskimi koordinatami, ki lezijo na premici

6x + 3y = 5.

3. Doloéi stevila, ki imajo to lastnost, da ko jim priStejemo vsoto Stevk,

dobimo 62.

S pomocjo problema 1 podajmo recept, kako resiti tako enacbo.

Problem 1: PoiSci vse celostevilske reSitve enacbe
127z — 52y = —2.

e zapiSemo Evklidov algoritem za Stevili a in b, torej za 127 in 52.

127 = 2.52+23
52 = 2.23+46
23 = 3-645
6 = 1-5+[1]
5 = 5-1+0 = D(127,52) = L

e izrazimo najvecji skupni delitelj stevil a in b z linearno kombinacijo Stevil

a =127 in b = 52 tako, da postopoma izrazamo ostanke:

23 = 127-2.52

6 = 52-—-2-23=52-2(127—2-52)=5-52—2-127

5 = 23-3-6=127—2-52—-3(5-52—-2-127)=...=7-127—17-52
1 = 6-5=5-52—-2-127—(7-127—-17-52)=22-52—-9-127
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Ugotovili smo (zadnja vrstica), da velja
127 - (—9) — 52(—22) = 1
Ce ena¢bo pomnozimo z —2, dobimo
127-18 — 52 -44 = —2.
Vidimo, da je celostevilski par (18,44) resitev enacbe 127z — 52y = —2.
Opomba: opazimo lahko, da v primeru,

D(a,b) ne deli ¢ natanko tedaj, ko enac¢ba ax + by = ¢ ni resljiva

v celih Stevilih.
Na primer: 3z + 6y = 1 nima celostevilskih resitev.

e Kako pa pois¢emo vse ostale celostevilske pare?

Splosno resitev dobimo z obrazcem:

kb ka
(z,y) = (370 - mﬂ/o + D(a,b)) )

kjer je (o, o) Ze znana (partikularna) resitev, k € Z.

V nasem primeru je to

(z,y) = (18 + 52k, yo + 44 + 127k), k€ Z.

Problem 2: Resiti je potrebno linearno diofantsko ena¢bo 6z + 3y = 5.
Opazimo lahko, da je D(6,3) = 3, Ker D(6,3) = 3 ne deli 5, resitev nima
celostevilskih resitev.

Problem 3: Stevilu zy pristejemo vsoto stevk z + y ter dobimo:
(10z +y) + (x +y) = 11z + 2y = 62.

Osnovna resitev diofantske enaébe (xg,%0) je po izpeljavi (62, —310). Splosna

resitev pa je (z,y) = (62 — 2k, —310 4+ 11k). Ker pa sta z in y Stevki, velja
0<62—-2k<10, 0< =310+ 11k < 10.

Edini celi k, ki ustreza obema pogojema, pa je k = 9.

Odtod sledi x =62 —2-9 =4,y = —310+ 11 - 9 = 9. Iskano stevilo je 49.
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Naloge

1. Poisci celoStevilske resitve enacbe:

(a) 152z 4+ 7y =111 Resitev: (x,y) = (111 — 7k, —222 4+ 15k), k € Z
(b) 93z + 43y =3 Resitev: (x,y) = (5 — 14k, —11 + 31k),k € Z

(c) 93z 4+ 43y =15 Resitev: (x,y) = (25 — 14k, —55+ 31k),k € Z
2. Poisci vse naravne reSitve enacb:

(a) 5x + 3y = 52 Resitev: (2,14),(5,9), (8,4)
(b) 123z + 57y =531 Resitev: (2, 5)

(¢) 1204+ 50y =1 Resitev: 0

3. Pokazi, da v primeru, ko sta x in y tuji si stevili, obstajata celi stevili a
in b, da velja

ar +by=1.

4. Na tekmovanju iz matematike je bilo 140 dijakov. Organizator tekmovanja
je za vsakega tekmovalca pripravil po eden sok. Sokovi so bili v paketih po
16, 17 ali 40 steklenic. Koliko je bilo posameznih paketov? Resitev:
2 paketa po 16 sokov, 4 pakete po 17 sokov, 1 paket po 40 sokov.

april 2003 3 Matej Mlakar, prof.



