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Poglavje 1

Eksponentna funkcija in logaritem

1.1 Kaj je funkcija?

Predpis f, ki priredi neki vrednosti spremenljivke z iz intervala (a, b) natanéno do-
lo¢eno vrednost ali sliko f(z) na intervalu (¢, d), imenujemo funkcija ali preslikava.
(Glej sliko 1.1.)

Zapis:

ali

x — neodvisna spremenljivka

y — odvisna spremenljivka
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1.2 Eksponentna funkcija

1.2.1 Definicija

Funkcijo oblike f(x) = a*, ki ima neodvisno spremenljivko v eksponentu, imenu-
jemo eksponentna funkcija. Eksponentno funkcijo véasih zapisemo kot z +— a®.

1.2.2 Omejitve funkcije

Za osnovo a lahko vzamemo le pozitivno $tevilo, razlicno od 1 (a > 0,a # 1), za
eksponent x pa poljubno realno stevilo. (z € R)

Zgled:

1
V primeru, da ne upostevamo pogoja a > 0, dobimo za a = —4 in x = 3 :

1
(-4)2 = V=9.

Kvadratni koren iz negativnega Stevila pa ne obstaja v mnozici realnih Stevil. (IR)

1.2.3 Nara$canje in padanje funkcije

[0 Za a > 1 je eksponentna funkcija f(z) = a” narasc¢ajoca. (Glej sliko 1.2.)

A X

V<

Slika 1.2: Funkcija f(z) = 27

To pomeni, da za vsak x1 < x5 sledi [f(z1) = y1) < (f(x2) = yal.
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0 Za 0 < a < 1 je eksponentna funkcija f(x) = a” padajoca funkcija. (Glej
sliko 1.3.)

1 xr
Slika 1.3: Funkcija f(x) = (—)

To pomeni, da za vsak x; <z sledi [f(z1) = y1) > (f(22) = yal.

1.2.4 Naloge

U Sestavi preglednice za naslednje funkcije. Funkcije tudi narisi.

O f(z)=3"
0 f(z) =107
0 fla) =37

O Narisi grafa funkcij f(x) = 2% in f(x) = —2% na isti koordinatni sistem. Kaj
opazis§?

1.3 Eksponentne enacbe

Enacbo, ki ima neznanko v eksponentu, imenujemo eksponentna enacba.

Eksponentne enacbe resujemo po naslednjem postopku:

[0 Levo in desno stran enacbe skuSamo zapisati z enakima osnovama.
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[0 Nato enac¢bo resimo s sklepom, da sta dve potenci z enakima osnovama enaki
natanko takrat, kadar sta enaka tudi eksponenta. (Sklep velja samo za vsako
pozitivno $tevilo, ki ni enako 0 ali 1.)

1.3.1 Zgledi
(a) 2* =8 (R: 2 = 3)
(b) 3* =81 (R: xz =4)

(C) 35x+2 . 32(90—2) . 33(90—1) _ 3—2 (R cr = _§)

1.3.2 Naloge

[0 Resi naslednje enacbe:

(h) 4ot . (2072)at2 ;420 — goimd (R Lo = —5)
(i) 3-2*—2771 - 24.2°7° =14 (R:z = 3)

() 3°3—7.3"1 49.3" 1 =1 (R:z=—2)

(k) V274771 =0,125 <R = —%)
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(1) 5 —20- 52 —8.374 =13.3"2 (R:x =4)

(m) 371 —2.3272 = 25./27 <R:x:g)

(n) (2m+1)m+4 A@=3)? 67T = (R: T =2, Ty = _1)

(0) "= (V3v3) (R:x:—g)
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1.4 Logaritemska funkcija

Oglejmo si enacho
b" = a.

[0 Ce vzamemo za b = 3 in za n = 4, potem vrednost a lahko izra¢unamo:

in od tod sledi

Izracunali smo vrednost potence 3* racunsko operacijo pa smo imenovali
potenciranje.

0 Kaj pa, ¢e poznamo vrednosti za a in n in is¢emo osnovo b? Vzemimo za
a=125inn=3.1z

b =125

sledi
b=+v125 =5.

Postopek smo imenovali korenjenge.

[0 Na koncu nam preostane Se moznost, da poznamo vrednosti za a in b iS¢emo
pa vrednost potence n. Pa vzemimo za a =27 in b= 3:

3" =27. (1.1)
Vrednost potence lahko uganemo:
3"=3"=n=3.

Te racunske operacije Se ne poznamo, imenujemo jo logaritmiranje.

Ker je ugibanje vrednosti potence zelo zamuden postopek, zapiSemo

n = log, a, (1.2)
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natanko tedaj, ko je
b" = a.

Povejmo takoj, da zveza veljaza a > 0in b >0, b # 1.

Kot smo ze povedali to racunsko operacijo imenujemo logaritmiranje, Stevilo n
imenujemo logaritem z osnovo b §tevila a. Stevilo a imenujemo logaritmand, b
pa osnova.

1.4.1 Definicija

Logaritem je eksponent, s katerim moramo potencirati osnovo, da dobimo logarit-
mand.

n=logasb=a a>0 0>0 b#1 (1.3)

Naloge:

U Zapisi v logaritemski obliki.

(a) 4" =12
(b) 3% =5

(c) B" =¢

(d) 1,5% =100
(e) 10v = 100

U Resi enacbe.
(a) log, 16 =2 (R:z =4)
(b) logsz =2 (R:z=9)

(c) log;p 100 =z (R:z =2)

() logs (%) —z (R: v = —g)
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1
(e) logy; 0,2 =x <R: r = —5)

(f) logygx =—-2 (R:x=0,01)

(g) loggx =1,5 (R:xz=27)

(R: x =5)

Wl =

(h) loggs 2 =

2 1
1 1 = —— N = —
(i) log,9 3 (R x 27)

(j) log,3 == (R:z=281)

A~ =

1.4.2 Pravila za logaritmiranje

log,1 =0

log,a =1

log,z¥ =y -log, x
log,a" =n

log,(z - y) = log, z +log, y
loga (f) = lOgaZ[f - 1Oga Yy
Yy

1 1
lOga%ZQ'IOgaZ':M

—_
© 00 ~1 O Ot =
— — ~— — ~— ~—

—~ ~ N /N /A
—_ = = =

(1.10)

Sedaj lahko s pomocjo logaritmov reSimo primer, ki smo si ga izbrali na zacetku

poglavja — enacba (1.1):

n = log, 27
n = log, 3°
n = 3logs 3
po enachi (2.5) sledi
n=3-1
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Naloga:

L Izracunaj logaritem pri poljubni osnowvi.

a’b m?
(a)A = 5 (¢)B = %
(b)C = 3n—”f (d)D = 47;“3

1.4.3 Prehod k novi osnovi

V praksi nastopajo logaritmi z dvema osnovama. Prva je osnova 10 in logaritmom

z osnovo 10 pravimo desetiSk: ulomk: in jih oznacimo:

log,, z = log z.

(1.11)

Druga osnova je Stevilo e, in sicer je e = 2, 7182818... Stevilo e je iracionalno Stevilo.

Logaritmom z osnovo e pravimo naravnt logaritms in jih oznac¢imo z:

log, z =Inx.

(1.12)

Z ene osnove logaritma preidemo na drugo osnovo s pomocjo naslednje enacbe:

log, =

log, z =
log, a

Naloga:
U Izracunaj tako, da prevedes logaritme na isto osnovo.
(a) logs3-logs25 (R: 2)
(b) log,a -log, v* (R: 2)
(c) logys9—1log,3 (R:0)
(d) logg 54 —logs V6 (R: 1)

(1.13)
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1.4.4 Logaritemske enacbe

Enacba je logaritemska, ¢e neznanka nastopa v logaritmu. Tako enacbo reSimo
po definiciji za logaritem, ¢e je v enacbi en sam logaritem. Ce je v enachbi vec
logaritmov, vse logaritme najprej prevedemo na isto osnovo in jo nato antilogarit-
miramo. Vcasih pa enacbe reSimo z uvedbo nove neznanke.

Zgled:
Resi enacbo: log(x + 6) + log(x —4) = 2 - log .
Po enac¢bi (1.6) in enacbi (1.8) sledi:
(z +6)(z —4) =2’
2+ 20 — 24 = 27
20 =24
r =12

Naloga:
U Resi logaritemsko enacbo.
(a) log(x + 2) +log(z —5) =2log(x —2) (R:z = 14)
(b) logh + logz —log(x + 1) = log 3 (R Lx = g)

(¢) logz —log(x —3) =log(x —4) (R:z =6)
(d) logy =log(y + 10) —log(y +4) (R:y=2)

1.4.5 Nacrtovanje logaritemske funkcije

Do sedaj smo spoznali, da je eksponentna funkcija oblike f(x) = a®, logaritemska
pa ima obliko f(x) = log, z. Zapisimo enacbi grafov funkcij:

[J enacha grafa eksponentne funkcije: y = a”

[ enacba grafa logaritemske funkcije: y = log, z < a¥ = x.
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Enacbi y = a” in x = a¥ sta precej podobni, le vlogi spremenljivk sta spremenjeni.
Kaj to pomeni si bomo ogledali na primeru.

Primer:

Narisimo grafa funkcij y = 10* in y = log x na isti graf.

oy =10" o y=logxr & x=10Y
r | y=10" y | x=10Y
1
-1 — —1 i
10 10
1 1 1 1
2 | V10 21 V10
0 1 0 1
1 1
5 V10 5 v 10
1 10 1 10
Y A
S+
¥
y=logx
2
1 1 t 1 t >
4 6 8 10 X

Slika 1.4: Graf funkcij y = 10 in y = logz

Iz slike 1.4 vidimo, da sta grafa y = 10" in y = log x simetri¢na glede na simetralo
lihih kvadrantov. Torej lahko graf y = logx naértamo tako, da prezrcalimo graf
10 ¢ez simetralo lihih kvadrantov.

Taki funkciji imenujemo tnverznt funkciji. Lahko tudi posplosimo: logaritemska
funkcija je inverzna funkcija k eksponentni funkciji (z isto osnovo) in obratno.
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Polinomi

2.1 Definicija polinoma

Polinom je vsota potenc spremenljivke x z naravnimi eksponenti in realnimi koe-
ficienti ay, :

y=f(2) = ap2™ + ap_12" '+ ...+ agr® + a1x +ag (2.1)

in je stopnje n, ¢e je a, # 0. Polinom je definiran zavsako Stevilo z.

Najvigja potenca Stevila z, ki v polinomu nastopa (torej n) se imenuje stopnja
polinoma, tisti ¢len ki najvigjo potenco vsebuje, pa vodilni ¢len polinoma (a, - z™),
a, je potem vodzilni koeficient, svoje ime pa ima tudi a, ki mu recemo konstantni
(prosti) clen.

Primer:

p(r) =32 + 222 — 32 + 7

Polinom p(x) je stopnje 4, vodilni ¢len je 3z*, vodilni koeficient 3, konstantni ¢len
paT.

Nekaj polinomov 7e poznamo in sicer:

[ polinomom stopnje 0 reCemo konstantna funkcija
[0 polinome stopnje 1 imenujemo linearna funkcija

[0 polinome stopnje 2 imenujemo kvadratna funkcija.

12
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2.2 SeStevanje in odStevanje polinomov

Vsota in razlika dveh polinomov je spet polinom.

Primer:

p(x) =42 — 323 + 222 + 1
q(x) = —x* + 523 + 222 —x + 2

[l Sestevanje:

p(x) + q(z) = (da* — 32% + 22® + 1) + (—2* + 52 + 22° — 2+ 2)
—d4at — 2t =323 + 52 + 202 + 22—+ 142
=32 +20% 4+ 42 — 2+ 3

[0 Odstevanje:

Razliko racunamo podobno

p(x) — q(z) = (42" — 32> +22° + 1) — (=2 + 52° + 227 — 2z + 2)
= 4o’ + 2t —32° =52’ + 20" — 2P+ x4+ 1-2
=52 — 8z + 1 — 1

Polinom, ki ga dobimo pri seStevanju ali odstevanju polinomov, ima taksno stopnjo,
kot je najvecja izmed stopenj vodilnih ¢lenov polinomov, ki nastopajo v racunskih
operacijah.

Naloga
O Dani so polinomi py(x) = 423 —22+5, pa(z) = 2> —2+2, in p3(z) = 222 +1+5.
Izracunayj:
(a) pi(z) +po(x) (R: 423 + 2? — 3z + 7)
(b) pz(fb’) —p3(SL’) (R: —2? —2x — 3)
po(z) + p3(z) (R: A3 + 322 — 22 + 12)

©
=
=
—
&
_|_
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2.3 Mnozenje polinomov
Polinome lahko mnozimo na dva nacina tako, da:

[0 polinom mnozimo s konstanto

[J mnozimo med seboj razli¢ne polinome.

2.3.1 Mnozenje polinoma s konstanto

To storimo tako, da s konstanto pomnozimo vse koeficiente in dobimo spet nov
polinom. Pri tem se stopnja ohrani, ¢e je konstanta razli¢na od 0.

Primer:

Polinom p(z) = 2* — 22* + x — 4 pomnoZi s konstanto 3:

3-p(x) = 32> — 62% + 3x — 12

2.3.2 Produkt dveh polinomov

Vsak ¢len prvega polinoma pomnozimo z vsakim ¢lenom drugega.

Primer:

Pomnozi p(x) =222 —x+2 inq(z) =323 —x+1:

p(x) - q(z) = (222 — 2 +2)(32° — 2 + 1)
= 62" —22° + 227 — 3% + 2® — 1 + 627 — 22+ 2
= 62" — 52° + 92° — 37 + 2

Naloge

O Iz danih polinomov p(z) = 223 — 2® + 1 in q(x) = —23 + 22? — x + 2 sestavi
nove na naslednji nacin:

(a) p(z) +2q(z) (R:3z%—2z+5)
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(b) 3p(x) + 3q(z) (R: 323+ 32* — 3z +9)

1 3 5, T, 3 5
(c) 2p(:c) 2q(:c) (R. 5% ~ 5% +2x 2)

O Zmnozi nasledngje polinome (izvrsi zahtevane operacije):
23— a2 +2) (2% -5) (R:2® — 623 + 222 + 5 — 10)
2?4+ 2v2+1) (2 —2v2+1) (Rt +1)

) (
) (
) 3z — 1)+ (22 +5)* (R: 1322 + 14z + 26)
) (22— 1) (Re2® — 320 + 322 — 1)

) (

32 —5)2 — (3¢ —5)(3z +5) (R: —30z + 50)

2.4 Deljenje polinomov

Kadar med seboj delimo dve naravni Stevili, dobimo kot rezultat neko Stevilo, ki
mu recemo koliénik in v vecini primerov Se ostanek.

Ce 13 delimo z 2, dobimo koli¢nik 6 in ostanek 1. Torej je 13 = 6-2+1. V sploSnem
lahko zapiSemo deljenje Stevila a s Stevilom b :

a=k-b+r (2.2)
k  kolicnik
r  ostanek

Ostanek r je manj$i od Stevila s katerim smo delili: 0 < r < b. Ce je ostanek enak
0, se deljenje izide in je Stevilo a deljivo z b.

Podobno pravilo velja za polinome. Naj bo p(z) polinom stopnje n, ¢(x) pa polinom
stopnje m. Potem lahko zapiSemo:

p(z) = k(z) - q(z) + r(z) (2.3)
k(x) — kolicnik

r(z) ostanek
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Stopnja ostanka je strogo manjsa od stopnje polinoma, s katerim delimo. Stopnja

koli¢nika pa je razlika stopenj deljenca p(x) in delitelja q(z).

2.4.1 Postopek deljenja
Deli p(z) = (32* + 523 + 2® — 2 — 7) s q(x) = (32% + 22 — 4).

Brt+5rd +a? —2—-7): B +2r—4) =2+ +1
3xt + 227 — 427
373 + 5% —x — 7

322 + 222 — 4dx
32° 4+ 32— 7
32° + 2z —4

r—3

Koli¢nik k(z) = 22 + x + 1 in ostanek r(z) =z — 3.

Naloge

Ll Deli med seboj naslednje polinome:

(a) (2 +4x+7):(x+3) (R:z+1)
(b) (x4 42* +12): (2 = 3) (R:2*+7)
(¢) Bz +522 —x—1): (322 +22—3) (Rex+1)
(d) (
) (=

(e) (=62 4+ 32* +10x —5): (2z —1) (R: =32 +5)

4o’ — 3 4+ 22 — 1) : (z —2) (Re 4ot + 823 + 1522 + 30z + 62)

O Kateri polinom moramo deliti s q(x) = 20> — 2+ 1, da dobimo kolicnik 2z + 2

in ostanek 37 (R: 4x3 + 222 +5)
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2.4.2 Hornerjev algoritem

Oglejmo si natanc¢neje deljenje polinoma p(x) = 32% — 22% + 2 — 7 s q(x) = x — 2.

Bz =22 +2—7): (v —2) =32 + 4z +9

32° — 62°
4a® 4o — T
42* — 8x
9z — 7
9x — 18
11

V rac¢unu smo nekatere ¢lene veckrat zapisali, zato ponovno zapisimo shemo, v
kateri bodo samo koeficienti in izpustimo vse ponovitve Ze zapisanih ¢lenov.

3 -2 41 -7 =2
—6
4
-8
9
—18
11

Ce preuredimo zapis v tri vrstice in prosti ¢len polinoma q(z) (-2) pisemo na levo,
dobimo:

3 -2 1 -7
-2 -6 -8 -18

3 4 9 [11]

V prvi vrstici imamo koeficiente polinoma, ki ga delimo  p(z). Koeficiente v drugi
vrstici dobimo tako, da z (-2) pomnoZimo predhodnika iz tretje vrstice. V zadnji
vrstici pa dobimo rezultat, tako da odStevamo Stevili v stolpcu nad doloc¢enim

koeficientom.
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Ta postopek se imenuje po angleskem matematiku Willtam Georgu Hornerju
(1786 — 1837). Podoben postopek so poznali Kitajci 100 let pred nasim $tetjem.

Oglejmo si deljenje poljubnega polinoma p(x) = a,z"+a,_ 12" '+...+ag z linearnim
polinomom ¢(x) =z — c.

e V zgornjo vrstico po vrsti zapiSemo koeficiente polinoma p(z). Ce kakina
potenca manjka, zapiSemo 0. Stevilo ¢ pa vpiSemo v levi del tabele.

Ay Ap—1 Ap—2 ... Qo

e Prvi koeficient iz zgornje vrstice prepiSemo v tretjo vrstico.

Ap Ap—1 QAp—2 ... Qo

e Pomnozimo ¢ 7 a, in rezultat vpiSemo na drugo mesto druge vrstice, nato pa
odstejemo obe $tevili v stolpcu in rezultat vpiSemo v tretjo vrstico. Postopek
ponavljamo do konca tabele.

Ay Ap—1 Ap—9 ... Qo
c Qy - C c(an_1 + ayc)
Ay, Qp_1+a,-cC

V zadnji vrstici dobimo na prvih n—1 mestih koeficiente koli¢nika, na zadnjem
mestu pa ostanek.
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Primer

Polinom p(z) = 2* — 22 + 2 deli s q(x) =z + 3.

10 0 2 2
3 3 -9 27 -87
1 -3 9 -29 [89]

Torej je
vt =22+ 2= (z+3)(2* — 32% + 92 — 29) + 89,

pri cemer nam 89 predstavlja ostanek pri deljenju.

Naloge

Deli med seboj naslednje polinome s pomocjo Hornerjevega algoritma:

(a) p(z) =25+ 1ing(x) =2z +1
(b) p(x) = —22% = 52% + Tin g(v) =2 +3

1
(¢) p(z) = 62% — 142 + 162 + 8 in ¢(z) = = — 3

2.5 Nicle polinoma. Enakost polinomov

2.5.1 Nicle polinoma
Definicija:

Stevilo g je ni¢la polinoma p(z), te je p(zg) = 0.

Primer:

Stevilo x = —2 je nicla polinoma p(x) = x* + 22% + 2z + 4, ker:

p(=2) = (=24 +2(=23 +2(—2) +4=16—-16—4+4 = 0.

19
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Definicija:

Stevilo 2 je ni¢la polinoma p(z) natanko tedaj, ko je p(z) deljiv z x — xq :

p(x) = (x — z0) - k().

Polinom stopnje n ima najve¢ n realnih nicel.

Primer:

p(z) = (z — 1)*(x + 3)*(z — 5)*(x 4+ 6)

Dani polinom ima stopnjo 10 in ima naslednje nicle:

T2 = 1
T3456 = —3
T789 = 5
T10 = —6

Skupaj ima polinom 10 nicel, kar se ujema s stopnjo polinoma.

2.5.2 Enakost polinomov
Definicija:

Dva polinoma sta enaka natanko tedaj, ko sta iste stopnje in se ujemata v vseh
koeficientih.

Naloge

L Doloci koeficienta k in [, da se bosta naslednja polinoma ujemala za vsako
realno Stevilo x.

plx) =a*—kr+14 -1
q(x) = 2® — 6z + 1

O Doloci tretjo niclo x3 polinoma p(x) = —2(x+1)*(x—x3), da bo enak polinomu
q(z) = =22 4+ 222 + 10z + 6.
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L Zapist vse realne nicle in njihove stopnje za naslednje polinome:

(4) p(z) = ~(x — Dz + 12z~ 3)
(b) p(z) = (2 +2)7(a® +2)
(¢) p(z) = 3z — 1)(3z + 1)(3z + 3)

2.6 Iskanje nicel

Za iskanje nicel polinoma obstaja ve¢ metod. Ce je polinom prve ali druge stopnje,
reSujemo preprosto linearno oziroma kvadratno enac¢bo. Pri polinomih visjih sto-
penj pa si je treba pomagati bodi si z razcepom polinoma; lahko pa niclo uganemo
in jo preizkusimo s Hornerjevim algoritmom. V¢asih pa si pomagamo s kakSno
numeri¢no metodo, kar pomeni, da dobimo za rezultat le Stevil¢ni priblizek prave
nicle.

2.6.1 Razcep polinoma

Najbolj elegantna metoda za iskanje nicel je prav gotovo razcep polinoma na line-
arne in nerazcepne kvadratne faktorje. Linearni faktorji nam dajo realne, kvadratne
pa po dve konjugirani kompleksni nicli.

Seveda so postopki za razcep polinoma popolnoma razli¢ni, odvisni od posameznega
primera, vseeno pa zapiSimo nekaj obrazcev, ki nam bodo pri tem v pomoc¢:

v —a? = (v —a)(z+ a) razlika kvadratov (2.4)
2%+ a® = (v —ia) (v + ia) vsota kvadratov (2.5)
(x+a)(x+b) =2+ (a+b)x +ab Viétovi pravili (2.6)
2 —a® = (z — a)(2® + av + a*) razlika kubov (2.7)
2* +a® = (v + a)(z® — ax + a?) vsota kubov (2.8)
" —a" = (2" + 2" Pa+ ... +xad" P+ a" ) razlika n  tih potenc  (2.9)
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Primeri

Razcepi naslednje polinome:
(a) p(x) = 23 + 42* + 42 + 16

Zdruzimo po dva ¢lena skupaj in izpostavimo.

2} +4r? +42+16 = 2 (2 +4) +4(z+4) = (2+4)(2°+4) = (v+4) (2+27) (z—21)

(b) p(x) =22? —3x+1

Uporabimo Viétovi pravili.

202 —3r+1=02z -1z —1)=2(x - =)(z - 1)

(c) plx) =2 + 23 + 222+ + 1

Srednji ¢len razdelimo na dva dela in zdruzimo po tri skupaj.

2+ r+l=at+ 3+t + 1=
=2 +ar+ 1)+ @ +r+1)=@"+z+1)(2* +1)

Naloga

7 razcepom doloci nicle nasledngih polinomov:
(a) 28 —2? +2—1
(b) 3a® + 7a* — 7w — 3

(c) 823 — 4a? + bdx — 27
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2.6.2 Uporaba Hornerjevega algoritma
Definicija

v c
Ce je ulomek — ni¢la polinoma p(z), Stevec ¢ deli prosti ¢len, imenovalec d pa

vodilni koeficient.

Primer

Poisci racionalne nicle polinoma p(z) = 223 + Tz* + 122 + 9.

V ta namen najprej dolo¢imo vse kandidate za niclo:

cdeli 9: +1, £3, +9
d deli 2: £1, £2

Kandidati za niclo so 5 L1, £3, 49, j:%, j:;, :I:g

S Hornerjevim algoritmom ugotovimo, da nobena cela ni¢la ne pride v upostev.

Kmalu ugotovimo, da je edina realna nicla —5

2 7 12 9
+= 3 6 9

2 4 6 |[0]

Preostali dve nicli nato dolo¢imo 7z resevanjem kvadratne enacbe.

Naloga

S pomocjo Hornerjevega algoritma poisci vse realne nicle danih polinomou:
(a) p(z) = 42® — 42* — 5 + 3
(b) p(z) = 62* — 1923 + 1422 + z — 2

(¢) p(x) = 2% +22? — 52 — 6
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2.6.3 Bisekcija

Bisekcija ali razpolavljanje je metoda s katero dolo¢imo priblizno vrednost nicle
polinoma, kadar to drugace ni mozno. Pri tej metodi si pomagamo s sklepom:

[l Kadar polinom v dveh razli¢nih tockah zavzame nasprotna predznaka, je nekje
med njima zavzel tudi vrednost 0 in ima tam niclo.

Nicla

.....

interval razpolovimo in pogledamo vrednost v sredinski tocki. Ta tocka zamenja
krajis¢e v katerem ima polinom isti predznak. Tako smo razpolovili interval, v

katerem se nic¢la nahaja, seveda pa postopek ponavljamo in tako ni¢lo ujamemo v
poljubno majhen interval.

O [a,b] je zacetni interval in na njem je zagotovo nicla p(a) > 0 in p(b) < 0

+ . . .
c=— razpolovisce intervala, p(c) < 0, ¢ zamenja b

O [a,c] je naslednji interval: p(a) > 0 in p(c) < 0

a-+c
cl =

razpolovis¢e novega intervala, p(c;) > 0, ¢; zamenja a
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O [e1,¢):pler) > 0inp(c) <0

c1+c .
Co = 12 : p(ea) < 0, co zamenja ¢

O [er1,¢2] : pler) >0, p(e3) <0

C1 + Co .
3= —5 p(e3) < 0, c3 zamenja ¢y

Ta postopek nadaljujemo dokler ni interval ustrezno majhen, oziroma dokler se
obe meji intervala ne ujemata na doloceno stevilo decimalk. Bisekcija je lahko kar
zamuden proces in zato primerna predvsem za programiranje.

Zgled

Poisci interval dolZine 0,125 na katerem lezi nicla polinoma p(z) = 2° +x + 1.

Najprej doloc¢imo dve celi Stevili med katerima zagotovo lezi ni¢la polinoma, tako
da izracunamo nekaj vrednosti.

p(l) =3
p(0) =1
p(=1)=-1
p(=2) = -9

Vidimo, da nic¢la lezi nekje med 0 in 1.

O zacetni interval dolzine 1 [—1,0]; p(—1) < 0; p(0) >0

140
sreding ¢ — 2+ — 0,5 p(—0,5) = 0,375 > 0;

-0,5 zamenja 0
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O drugi interval dolzine 0,5: [—1,—0,5]; p(—=1) < 0; p(—0,5) > 0

—-1-0,5
sredina ¢; = T’ =—0,75: p(—0,75) = —0,17 < 0;

-0,75 zamenja -0,5

O tretji interval dolzine 0,25: [—0, 75, =0, 5]; p(—0,75) < 0; p(—0,5) > 0
sredina co = —0,625 : p(—0,625) = 0,13 > 0;

-0,625 zamenja -0,5

O ¢cetrti interval dolzine 0,125: [—0, 75, —0, 625] je interval zahtevane dolZine.

Torej nicla lezi nekje med -0,75 in -0,625.

Naloga
Poisci interval dolZine 0,25 v katerem se nahaja nicla polinoma:
(a) p(z) =23 —6x+2 (R:]0,25,0,5])

(b) p(z)=2"+2—1 (R:[0,5,0,75] ali [—-1,25, —1])
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2.7 Graf polinoma

() = apnx™ + ap_12" "t + .+ asx® + a1z + ag

[0 Polinom je zvezna funkcija, kar pomeni, da je graf polinoma nepretrgana
krivulja.

O Preseci§ée z ordinatno osjo je tocka (0,ap), kjer je ag prosti ¢len.
[l Polinom zamenja predznak samo v nic¢lah lihe stopnje.

[l Torej graf polinoma v nic¢li lihe stopnje seka abcisno os, v ni¢li sode
stopnje pa se je samo dotakne.

[J Polinom se v neskonc¢nosti obnasa kot njegov vodilni ¢len.

Risanje grafov si bomo ogledali na primerih.

2.7.1 Primer

Narisi graf polinoma p(x) = —22° + 6x — 4.
S pomocjo Hornerjevega algoritma dolo¢imo nic¢le in njihove stopnje:
2 0 6 -4

-1 2 2 A4
2 -2 4 0 T = 1

Ostale nic¢le dobimo iz:

222 —2x+4=0
2 —r—2=0

(@+2)(z—1)=0

IQI—QiDSL’g:l
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NICLE:

x12 = 1 (ni¢la sode stopnje)

x3 = —2 (ni¢la lihe stopnje)
Presecisce z ordinatno osjo je v tocki 7'(0, —4).

Vodilni ¢len: —2z3; ¢e gre ¥ — —oo = p(x) — oo
(graf za¢nemo risati levo zgoraj — glej sliko 2.1)

[zrac¢unajmo si Se nekaj vrednosti:

p)
—1] s
2 | 8

Slika 2.1: Graf polinoma p(z) =

2.7.2 Naloga

Narisi grafe nasledngih polinomouv:
(a) p(z) = 2* —bx +4
(b) p(z) = (z = 2)*(x + 1)(z + 3)

(©) pla) = —5 (e + 4)(z — 2)(x +2)

—223 + 62 — 4

28
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Racionalne funkcije

3.1 Definicija racionalne funkcije

Racionalna funkcija imenujemo tisto funkcijo, ki jo lahko zapisemo kot koli¢nik
dveh polinomov:

fla) = 22 (31)

p(z) in g(z) sta polinoma in ¢(z) ne more biti ni¢elni polinom, ker sicer ulomek
nima pomena.

Primeri racionalnih funkcij

2zt — 23 =5
8+ 3
5

T+ 3

0 fla)=

0 flx) =

O f(z) = 5x? + 6z — 7, pri Cemer je q(z) =1

3.2 Graf racionalne funkcije
Definicija

Nzicle racionalne funkcije so tiste vrednosti spremenljivke x za katere zavzame
racionalna funkcija vrednost 0. Torej velja:

f(x)=0.

29
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Definicija

Poli racionalne funkcije so tiste vrednosti spremenljivke z, za katere racionalna
funkcija nz definirana.

p(x)

Kot smo 7Ze omenili je racionalna funkcija f(z) = ﬁ ulomek. Ulomek ima vre-
q(z

dnost 0, ¢e je Stevec enak 0, in nima vrednosti, ¢e je imenovalec enak 0.

Definicija

Nicle racionalne funkcije so ni¢le polinoma v $tevcu in poli racionalne funkcije so
nicle polinoma v imenovalcu.

Primer

2 —dx+4

Doloci nicle in pole funkcije f(x) = S o 15
2 —2x —

0 NICLE:
22—4dr+4=0

(r—2)2=0

T2 = 2

0 POLI:
2 —2x—15

(z—5)(z+3) =0
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Definicija

Racionalna funkcija spremeni predznak v nic¢lah in polih lihe stopnje.

3.3 Asimptote
Pri dolo¢evanju asimptot racionalnih funkcije lo¢imo tri primere:

[l Kadar je stopnja polinoma v §tevcu manjsa od stopnje polinoma v imenovalcu,
se racionalna funkcija v neskon¢nosti priblizuje vodoravni asimptoti z enacbo:

y=1.

[l Racionalna funkcija z enako stopnjo polinomov v §tevcu in imenovalcu, se v
neskon¢nosti priblizuje vodoravni asimptoti z enacbo:
Qn,
Y=
b

m

a, in b,, sta vodilna koeficienta obeh polinomov

[0 Racionalna funkcija, ki ima v Stevcu polinom vecje stopnje kot v imenovalcu,
se v neskon¢nosti priblizuje polinomu k(x), ki ga dobimo kot koli¢nik pri

deljenju p(x)in ¢(x).

3.4 Zgledi

O Narigi graf funkcije f(z) =

POLI:

Pole dolo¢imo s pomocjo imenovalca: x = 0. Torej se funkcija neskoncéno
pribliza premici x = 0.

NICLE:

Nicel funkcija f(z) nima.
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ASIMPTOTA:

Ker je stopnja polinoma v imenovalcu manjsa kot stopnja polinoma v Stevcu
je asimptota y = 0.

SLIKA:
Glej sliko 3.1.

Yy A

1
NN
=4

4

1
Slika 3.1: Graf funkcije f(x) = —
x

1
O Narisi graf funkcije f(z) = TSR
POLI:
Funkcija ima pol druge stopnje v x = 1. To pomeni, da funkcija ne spremeni
predznaka.
NICLE:

Nicel funkcija nima.
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ASIMPTOTA:

Ker je stopnja polinoma v imenovalcu manjsa kot stopnja polinoma v Stevcu
je asimptota y = 0.
SLIKA:

Glej sliko 3.2.

i

t —t
A o2

Slika 3.2: Graf funkcije f(x) = e
l’ —

21 — 4
O Narisi graf funkeije f(x) = = +1
—T

POLI:

Funkcija ima pol prve stopnje v x = 1. To pomeni, da funkcija spremeni
predznak.

NICLE:
20— 4 =0

2(x—2)=0
1'1:2

ASIMPTOTA:

je stopnja polinoma v imenovalcu enaka kot stopnja polinoma v Stevcu je

vodoravna asimptota y = — = —2.

—1
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SLIKA:

Glej sliko 3.3.

y A

20 — 4
—r+1

Slika 3.3: Graf funkcije f(z) =

-1 (z—1)(z*+z+1)
24 (z-2)(z+2)

O Narisi graf funkcije f(x) =

POLI:

ASIMPTOTA:

Ker je stopnja polinoma v $tevcu vecja od stopnje polinoma v imenovalcu, jo
dobimo z deljenjem:

(2 —1): (2 —4) = .

Torej je asimptota y = .
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SLIKA:

Glej sliko 3.4.

g g\ L S

x3—1

Slika 3.4: Graf funkcije f(x) = )
l’ —

3.5 Racionalne enacbe

Racionalne enacbe so enacbe v katerih nastopa racionalna funkcija in se dajo z
osnovnimi ra¢unskimi operacijami prevesti na primer:

p(@) _

q(z)

Resitev dajo tisti realni z za katere velja p(z) = 0 in ¢(z) # 0.

3.5.1 Primeri

O Rest enacbo:

1222 — 12 Tx + Sx
2 —2r—3 -3 x+1
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Najprej pois¢emo skupne imenovalce vseh treh ¢lenov in jih prenesemo na eno

stran enacaja.

1222 — 12 B Tx B 5% _0
(x—=3)(x+1) x-3 z+1

1222 =12 — Tz(z 4+ 1) — ba(x — 3) 0
(z —3)(z+1) B

Sedaj pois¢emo nicle Stevca:

1222 — 12— 722 — T2 — 522 + 152 =0

8r—12=10
12
r=—
8

3

r ==
2

Ker stevila = ni med ni¢lami imenovalca, je to dobra resitev.

O Rest enacbo:
1 . 5—=x B 7 z—1
Sr — 16 8x — 4x?

T8 2a(r—2)

1 5—=x 7 r—1

8(:)3—2)+4:E(2—at) T 8x  2x(x—2)

x—2(5—:c)—7(3:—2)+4(x—1)_0
8x(r — 2) B
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étevec:
r—104+2x —Tex+144+4x—4=0
0=0

Enacbo resi vsako realno stevilo, razen z =0 in z = 2.

O Rest enacbo:
20— 1 x+3_2x2+2x—3

r—2 2r—1 222—5x+2

2r—1 x+3 222 + 2z — 3

t—2 22-1 (2z—-1)(z—2)

(21’—1)2—(x—3)(:c—2)—2x2—2$+3:

(x—2)(2z — 1) 0

Stevec:

da? —dr+1—2>—30+20+6—-222—2x+3=0
2 —Tr+10=0
(x—=2)(x—5)=0

1'1:2

1'2:5

x1 zaradi nedefiniranosti izraza ni resitev.
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3.5.2 Naloge

Resi naslednje enacbe:

20 — 5  2x—6
— R: :2
@) 3377 5w rs ®r=2
224+9r+20 x2—x—2 13
(b) T+ 3 o+ (R.x——z)
r+1 11x+5 r—3 1 1
> — — — IR -
() 3o 202r—1) 1-8: 6 (R \{2})
r—1 dr +1 2 3

(R ni resitev)

(d)

922 18 122 —36 243 22-6

3.6 Racionalne neenacbe

Racionalne neenache so tiste neenache, ki se dajo z osnovnimi racunskimi operaci-
jami prevesti, na primer:

Namesto neenacaja > (strogo vecji od) lahko nastopa > (vedji ali enak), < (strogo
manj§i) ali < (manjsi ali enak).

3.6.1 Primeri

U Resi neenacbo:

T 6
zr—1 x+3

Prvi korak pri reSevanju je ta, da najprej damo vse ¢lene na eno stran enacaja
in jih sestejemo. V naSem primeru tega ne rabimo storiti.

z(x+3) —6(x—1)
(x —1)(z + 3)

<0

22 +3r—6x+6

G-ty
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2 —3r+6
(x —1)(z + 3)

<0

V drugem koraku doloc¢imo nié¢le in pole.

Nicel ni, ker je izraz v Stevcu nerazcepen.

Poli:
x1 = —3 (lihe stopnje)

xo = 1 (lihe stopnje)

Ker sta oba pola lihe stopnje se predznak spremeni le v -3 in 1. Zanima nas
le Se predznak v x = 0.

- 2—3r+6
f(aj)_(x—l)(x+3)
fO) = g = -2

S kratkim rac¢unom smo ugotovili da je predznak v 0 negativen.

V cetrtem koraku si narisemo kratko skico in iz nje zapiSemo resitev.

Slika

Glej sliko 3.5.

<
e

+

G e ———

5]
o 4+
—_
S

Slika 3.5: Regitev (=3, 1)

Resitev: (—3,1)
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O Rest neenacbo:

4x2—8x—24>3
2 —-2xr—3 —

4:B2—8:B—24>3
2 —2x —3 —

4x? — 8x — 24 — 3(2? — 22 — 3)
>0
x?2—2x—3 -

402 —8x — 24 — 322+ 62+ 9 S

0
2 —2x —3 -

x? —2x—15

Nicle:
x1 =5 (lihe stopnje)

x9 = —3 (lihe stopnje)

Poli:
x1 = 3 (lihe stopnje)

x9 = —1 (lihe stopnje)

F(O)=5>0
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Slika

Glej sliko 3.6.

nicla nicla

-5 -
s
=R
- -
=N

'

G = ———_— - ==
1

o -+

1

FG I

o -+

—_ -

\S}

D t———

N e — - — — ——

Slika 3.6: Resitev (—oo, —3] U (—1,3) U [5, 00)

Resitev: (—oo, —3] U (—1,3) U [5, 00)

O Rest neenacbo:

212 = —2 (sode stopnje)

Poli:

x12 = 0 (sode stopnje)

41
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Predznak te funkcije je ves ¢as enak (pozitiven, ker imamo v Stevcu in ime-
novalcu kvadrate) pri = —2 ima funkcija niclo, pri = 0 pa ni definirana.

Slika

Glej sliko 3.7.

—_—

nicla p

+
+

1
N e e o o = — -

Slika 3.7: Resitev R\ {—2,0}

Resitev: R\ {—2,0}

3.6.2 Naloge

Resi naslednje neenacbe:

2—x
(a) 1 <2 R:(—o00,—1)U(0,00)
() 2+ > -1 R: (~00,2]U (5,00)
(©) % <0 R:[-5—1)U[2,4)
@ 79T ) R (—oo.—4)U(—1.2)U (7, 00)

2+ 2 —8



Poglavje 4

Kotne funkcije in trigonometrija

4.1 Pravokotni trikotnik

Pravokotni trikotnik je trikotnik, ki ima en notranji kot 90°. Stranica c, ki lezi
nasproti pravega kota se imenuje hipotenuza; a in b sta kateti. Za kot « (ob
oglis¢u A) je a nasprotna kateta, b pa prilezna kateta. Za kot [ pa je nasprotna
kateta b in prilezna a. Glej sliko 4.1.

Slika 4.1: Pravokotni trikotnik

4.2 Kotne funkcije v pravokotnem trikotniku

4.2.1 Sinus
Definicija

Sinus kota je razmerje med nasprotno kateto in hipotenuzo.

sina =

ol

sin 3 = -
c

43
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4.2.2 Kosinus
Definicija

Kosinus kota je razmerje med prilezno kateto in hipotenuzo.

|

cosa —

a
cosff = —
c

4.2.3 Tangens
Definicija

Tangens kota je razmerje med nasprotno in prilezno kateto.

tga =7 tgﬂzé
b a

4.2.4 Kotangens
Definicija

Kotangens kota je razmerje med prilezno in nasprotno kateto.

b a
ctga = — ctgf = —
a b

4.3 Primera

O Poisci vrednosti kotnih funkcij za oba ostra kota v pravokotnem trikotniku s
podatki: b = 24 in ¢ = 25.

Najprej s pomocjo Pitagorovega izreka poisc¢emo Se dolzino stranice a :

252 — 242 = 625 — 576 = 49

IS
[N
I
Q
o
I
[yl
o
Il
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Sedaj s pomocjo definicij kotnih funkcij izra¢unamo njihove vrednosti:

) nasprotna kateta  a 7 ) b 24
sino = , =—=— sinff = - = —
hipotenuza c 25 c 25

prilezna kateta b 24 5 a 7
COS ¥ = = - = — cosfh) = — = —
hipotenuza c 25 c 25

; nasprotna kateta  a 7 ta 3 24
o = = - = — = - = —

& prilezna kateta b 24 & a 7
prilezZna kateta b 24 7

a
8 nasprotna kateta  a 7 g0 b 24

U Od morja se vzpenja pot pod kotom 20°. Kako wvisoko nad morjem smo, ce
prehodimo po tej poti 500 m?

h=1[0-sinab00m -sin20° = 171 m

4.4 Vrednosti nekaterih kotnih funkcij

kot a | sina | cosa | tga | ctga

1 3 3

30° - £ £ V3

2 3

s | Y22 |

2 2
3 1 3

60° £ - V3 £
2 2

90° 1 0 o0 0
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4.5 Definicija funkcij sinus in kosinus

V tem razdelku bomo skusSali definirati ti funkciji za poljuben kot. Pri tem si
bomo pomagali z enotsko kroznico v koordinatnem sistemu in toc¢ko A(1,0) na njej
zavrtimo za poljuben kot o da dobimo A’. Glej sliko 4.2.

A Ao

Slika 4.2: Zasuk tocke A

Definicija

A’ ima abciso enako cos a, ordinato pa sin a.
Sedaj preverimo, Ce se definiciji ujemata s tistima v pravokotnem trikotniku.

Glej sliko 4.3

\ Ao

Slika 4.3: Zasuk tocke A
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Na sliki imamo pravokotni trikotnik, v katerem sta dolzini katet obe koordinati
totke A’, hipotenuza pa ima dolZino 1, predstavlja polmer enotske kroznice.

: Yy . T
smoz:I:y n cosa:I:x

Definicija

Sin « je druga, cos« pa prva koordinata tocke, ki jo dobimo, ¢e zavrtimo A(1,0)
na enotski kroznici za kot a.

Ker sta sin « in cos « koordinate tocke na enotski kroznici, nikoli ne moreta zavzeti
vrednosti, ki bi bila vec¢ja od 1 ali manj$a od -1:

—1<sina<1
—1<cosa<l
Primer
Glej sliko 4.4.
YA y A
o
X sin120’ \ X
-1 cos50” 1 > -1 cos120° {0 1 >
-1 -1

Slika 4.4: sin «v in cos « v enotski kroznici
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4.6 Definicija funkcij tangens in kotangens

Kotni funkciji tangens in kotangens pa definiramo kot koli¢nik funkcij sinus in

kosinus:

tga = in |ctga =

Po krajsem premisleku ugotovimo, da se tudi ta definicija ujema s tisto v pravoko-

tnem trikotniku.

Glej sliko 4.5.

Slika 4.5: Definicija funkcij tg o in ctg o

| <o

cosa =

RS

sina =

a
sin «v c
cosae b
c
b
CoSs «v e
sin o e
c
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4.7 Vrednosti kotnih funkcij za razli¢cne kote

S pomocjo enotske kroznice pois¢emo vrednosti kotnih funkcij sinus in kosinus za
kote 0°, 90°, 180° in 270°. Vrednosti za funkciji tangens in kotangens za nastete
kote pa dobimo z deljenjem.

Rezultate lahko strnemo v naslednjo tabelo:

‘ « H sin « ‘ cos & ‘ tg o ‘ ctg a ‘

0° 0 1 0 —
90° 1 0 — 0
180° 0 -1 0
270° | -1 0 0

4.8 Predznak kotnih funkcij

Poglejmo kaksen kot zavzamejo funkcije pri doloc¢enih kotih. V ta namen razdelimo
kote v §tiri skupine. Ce risemo kote v koordinatnem sistemu s fiksnim krakom na
pozitivnem delu abcisne osi, so v I. kvadrantu koti med 0° in 90°, v II. tisti med
90° in 180°, v III. med 180° in 270° in v IV. kvadrantu koti med 270° in 360°.

Glede na predznak koordinat tock v posameznih kvadrantih dolo¢imo predznak
funkcij sinus in kosinus.Tangens in kotangens bosta potem pozitivna, kjer imata
sinus in kosinus enak predznak, negativna pa tam, kjer se ti dve funkciji razlikujeta
v predznaku. Glej sliko 4.6.

y
II. KVADRANT I. KVADRANT
sin + tg - sin + tg+
cos - ctg - cos + ctg +
(90°<a<180") (0°<0<90°)
topi kot ostri kot
III. KVADRANT IV. KVADRANT
sin - tg+ sin - tg -
COs - ctg + cos + ctg -
(180°<a<270°) (270°<a<360°)

Slika 4.6: Predznak kotnih funkcij
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4.9 Naloge

U Poiscite vse kote med 0° in 360° za katere velja:

(a) sina =1
(b) cos3=0

(¢) cosa = —1

O Vstavite pravilen neenacaj (<, >)

(a) sin25° [ sin30°
(b) cos20° [ cos23°
(¢) sin200° [J sin 205°

U Izracunajte:

(a) tg180° — 2 cos 180° + 3sin90° =
(b) sin0° 4+ 3 ¢ctg90° — 4 cos270° =

20
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4.10 Lastnosti kotnih funkcij in prehod na ostri kot

4.10.1 Sinus in kosinus

PERIODICNOST

Za poljuben kot « velja: (slika 4.7.)

Slika 4.7: Periodi¢nost

sin(a + 360°) = sin«
cos(a + 360°) = cosa

Ce totko A(1,0) na enotski kroznici zavrtimo za kot a, pridemo v isto tocko, kot
¢e jo zavrtimo za 360° + «. Pri zavrtitvi za 360° se tocka A preslika sama vase.

Posplosimo

sin(a + k - 360°) = sin «

cos(a + k - 360°) = cos a,

pri ¢emer k € Z.

Kotu lahko pristejemo poljuben veckratnik 360°, pa se vrednost kotne funkcije ne
spremeni. Tej lastnosti kotnih funkcij pravimo periodicnost.
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Funkciji stnus in kosinus sta periodiéni 7z osnovno periodo 360° ali 27. To po-
meni, da se vrednosti teh funkcij ponavljajo na vsakih 360°.

Primeri

sin 400° = sin(360° + 40°) = sin 40°

cos 850° = sin (2 - 360° + 130°) = cos 130°

13
sin%zsin(&r—l—g) :sin<3-27r+g> :sing

coS o CoS (2 + W) Cos T
—_ = T — — —
2 4 4

SODOST IN LIHOST

V kaksni zvezi sta sin a in sin(—a)? Glej sliko 4.8.

yﬂ

A, (cosa, sinot)

\ A

=1

A, (cos(-a), sin(-ct))

Slika 4.8: Sodost in lihost

Iz slike vidimo, da imata tocki A; in A, enaki abcisi. To pomeni:

cos(—a) = cos
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Kosinusa nasprotnih kotov sta enaka in zato je kosinus SODA FUNKCIJA.

Ordinati to¢k A; in A, pa nista povsem enaki imata nasproten predznak.

sin(—a) = —sin«

Sinusa nasprotnih kotov sta nasprotna in je sinus LIHA FUNKCIJA.

Primeri

sin(—40°) = —sin40°
cos(—30°) = cos 30°

sin(320°) = sin(360° — 40°) = sin(—40°) = — sin 40°

PREHOD NA OSTRI KOT

Poglejmo Se v kaksni zvezi so kotne funkcije kotov « in 180° + «v in 180° — av.

Narisimo kota « in 180° + «. Toc¢ka A; lezi na drugem kraku kota o, A, pa na
drugem krakum kota 180° 4+ a.. Glej sliko 4.9.

\ A

Slika 4.9: Kot « in kot 180° 4+ «
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Iz slike je razvidno:

cos(180° + o) = — cos «

sin(180° + a) = —sina

Primera

sin(240°) = sin(180° 4+ 60") = —sin 60° = —

5 oS

0s(210°) = cos(180° 4+ 30°) = — cos 30° = —

Sedaj narisimo Se kota « in 180° — a. Glej sliko 4.10.

A, o
180°-a

\ A

Slika 4.10: Kot « in kot 180° — «

o4
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Tocki, ki ju kota doloc¢ata na enotski kroznici imata sedaj nasprotni abcisi in enaki
ordinati, torej velja:

sin(180° — ) = sina«

cos(180° — o) = —cos

Primera

sin(135°) = sin(180° — 45%) = sin 45° = —

S

1
c0s(120°) = cos(180° — 60°) = — cos 60° = -3

4.10.2 Tangens in kotangens
PERIODICNOST

Pomagali si bomo 7 definicijo kotnih funkcij tangens in kotangens in z ugotovitvami
iz prejsnjega razdelka. Izracunajmo:

sin(180° + )  —sina  sina
tg(180° = = = =t
8 +a) cos(180° + ) —cosa  cosa s
cos(180° + )  —cosa  cosa
tg(180° = = = =ct
cte +a) sin(180° + )  —sina  sina cea

Izvedeli smo, da se vrednosti funkcije tangens (kotangens) ne spremeni, ¢e kotu
pristejemo 180°. Posplosimo:

tg(a+ k- 180°) = tga

ctg(a + k- 180°) = ctg «

Vrednosti funkcije se torej ponavljajo na vsakih 180°, zato sta obe funkciji periodi¢ni
z osnovno periodo 180° ali 7.
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Primera

tg 1480° = tg(8 - 180° + 40°) = tg 40°

to = (3 +7T) T
ctg— =sin (3r+ =) =ctg = =
&7 2 &3

LIHOST

Zopet si pomagamo z definicijo in upostevamo, da je sinus liha, kosinus pa soda
funkcija.

sin(—a)  —sina

tg(—a) = = = —tga
cos(—a) cos a
cos(—a) oS (v

ctg(—a) = sin(—a) T “sina ~ctgo

To pomeni, da sta tako tangens kot kotangens LIHI FUNKCIJI.

Primeri

L Izrazi naslednje primere kot funkcijo ostrega kota:

(a) tg(325°) = tg(2 - 180° — 35°) = tg(—35°) = — tg 35°

(b) ctg(—930°) = — ctg 930° = — ctg(5 - 180° + 30°) = — ctg 30°
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L Poisci vrednosti naslednjega izraza:

cos(—300°) —sin210°
tg240° — ctg 225°

~¢c0s(300°) — sin(210°)
 tg(240°) — ctg(225°)

cos(360° — 60°) — sin(180° + 30°)
tg(180° + 60°) — ctg(180° + 45°)

1 1

~ cos(60°) +sin(30°) 573

tg 60° — ctg(45°) /3 -1

1 1(vV3+1) V3+1

VB-1 (B-1(HB+1) 2

Naloga

L Izracunaj tocne vrednosti izrazov brez pomoci Zepnega racunala.

(a) 150° — ctg210° (o -3v3  3(2v3+V6)
tg 315° + sin(—225°) T2 V2 2

(b) ctg(—120°) + sin(765°) — cos(—330°) <R: 3\[67_‘/§>

c0s?1830° — sin? 930° ) 2v/3 -3
—sin?2205° | R:
©) tg 1320° sin” 2205 6

o7
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4.10.3 Kotne funkcije komplementarnih kotov
Definicija
Dva kota sta komplementarna takrat, kadar skupaj merita 90°.

Vemo, da sta dva ostra kota v trikotniku komplementarna. Kaksna je zveza med
kotoma? Oglejmo si sliko 4.11.

Slika 4.11: Pravokotni trikotnik

Vidimo:
. a . a
sin = —, ravno tako je cos f = —.
c c

sin o = cos 3, ker je § = 90° — «, velja:

sin a = cos(90° — ). (4.1)

Zgled

sin 60° = cos 30°
sin 48° = cos42°
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Ravno tako je:

cos o = sin(90° — ). (4.2)
Na enak nacin ugotovimo Se:

ctga = tg(90° — «) (4.3)
ali

tg a = ctg(90° — a). (4.4)
Naloga

U Izrazi dane kotne funkcije kotov s funkcijami kotov, ki so mangsi od 45° :
(a) sin64°

(b) cos 69°26'

(c) tgT72°45

(d) ctg83°57

4.10.4 Zveze med kotnimi funkcijami

Poleg zvez med sinusom in kosinusom ter tangensom in kotangensom si oglejmo Se
nekatere, ki jih lahko sami preverite s preprostimi racuni:

sin®a + cos’a = 1 (4.5)

tga-ctga =1 (4.6)

tga = o (4.7)
cos &

ctga = cosa (4.8)
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Naloga

U Izracunaj druge kotne funkcije, ce je znan cosa = 0, 4.

4.11 Grafi kotnih funkcij

4.11.1 Sinus

Na zacetku ponovimo nekaj stvari, ki jih vemo o funkciji f(z) = sinz. Sinz je
druga koordinata tocke, ki jo dobimo kot presek enotske kroznice in premicnega
kraka kota a (z vrhom v izhodis¢u koordinatnega sistema in nepremic¢nim krakom
na pozitivnem delu abcisne osi).

Ce si ogledamo vrednosti funkcije f(z) = sin z, vidimo:

[0 ko se x povecuje od 0 do g, se sinx povecuje od 0 do 1

U ko se & povecuje od g do 7 se sinx zmanjSuje od 1 do 0

3T
O za kote x od 7 do 27 se sinx zmanjSa najprej od 0 do -1 (pri 7), nato pa

spet narasca do 0

Potem se vrednosti ponavljajo, ker je sinus periodi¢na funkcija s periodo 2.

Graf funkcije nariSemo takole: na abcisno os nanesemo kote (v radianih), na ordina-
tno os pa vrednosti, ki jih sin x zavzame. Za 7 vzamemo kar grobi priblizek 3, 1. Pri
risanju si pomagamo z enotsko kroznico in ordinate tock na njej prenasamo v ko-
ordinatni sistem. Graf funkcije natan¢no nariSemo na intervalu od 0 do 27, potem
pa se vrednosti zac¢nejo ponavljati. Dobimo krivuljo, ki se imenuje sinusozda.

Glej sliko 4.12.
Iz grafa so lepo razvidne nekatere lastnosti funkcije sinx :

U sinz je omejena funkcija, najvecja vrednost, ki jo zavzame je 1, najmanjsa
pa -1.
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YA

R eer 5
(=]
N e
a

Slika 4.12: Funkcija f(z) = sinx

o —3—7T, ... ali na kratko:

s
U vrednost 1 zavzame v tockah: z = 5 3 5

x:g+2k:7r; kez,

[l vrednost -1 pa v tockah:

x:—g+2lm; ke

[J sinx ima neSteto mnogo nicel, to je tock v katerih graf seka abcisno os.

U nicle so v tockah x =0, m, 27, —m, —27, ... ali:

r=km, kel

[J Ker je sinx liha funkcija, je njen graf simetri¢en glede na izhodisée koordi-
natnega sistema.
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4.11.2 Kosinus

Cos z je abcisa tocke, ki jo na enotski kroznici odreze premic¢ni krak kota x, ki ima
vrh v izhodi$¢u, nepremicni krak pa na pozitivnem delu abcisne osi.

Vrednost funkcije cosx se zmanjsuje od 1 do -1, ko gre = od 0 do 7, nato pa
se vrednosti spet povecujejo in pri 27 ima cosx spet vrednost 1. UposStevajmo
periodi¢nost funkcije cosx (perioda 27) in lahko nariSemo graf.

Glej sliko 4.13.

YA

wola
N‘ﬁ’

ISEES)
oA 4

Slika 4.13: Funkcija f(z) = cosx

Iz grafa so lepo razvidne nekatere lastnosti funkcije cos x :
[0 cosz je omejena funkcija, zavzame samo vrednosti od -1 do 1.

0 vrednost 1 zavzame v tockah:

r=0, 2r, —2m, ... ali:

r=2km; ke

0 vrednost -1 pa v tockah:

T+ 2km;, keZ,
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[J cosx ima nesteto mnogo nicel, to je tock v katerih graf seka abcisno os.

3T

[0 Nicle so v tockah x = g, > g, ... ali na kratko:

ZE:g—l-/{I?T; keZ,

[0 Graf funkcije cosx je simetri¢en na ordinatno os, ker je cosx soda funkcija.

4.11.3 Tangens

Funkcija tg z je definirana kot razmerje med funkcijama sinz in cosx :

sin x

tgxr = .
cos T

Vemo ze, da je tgx periodi¢na funkcija z osnovno periodo w. Zato zadosca, ce
raziS¢emo njeno obnasanje na intervalu dolzine 7.

Ker je tgx ulomek, imamo lahko tezave v tockah, kjer je imenovalec cosx enak 0.
Tak ulomek namre¢ nima pomena. Re¢emo, da funkcija tg x v ni¢lah funkcije cos x

ni definirana. Vemo, da ima cosx nicle vz = 5 + km; k € Z, zato tangens za te

kote ni definiran in ga ne moremo izracunati.

Ce si ogledamo vrednosti funkcije f(x) = tgz, vidimo:

7
U ko se x povecuje od 0 do 5 se vrednost funkcije tgx povecuje preko vseh

meja

™
[ ko se x zmanjSuje od 0 do —5 se vrednost funkcije tg x zmanjsuje preko vseh

meja

[l nato pa se krivulja periodi¢no ponavlja
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Sedaj lahko nariSemo graf funkcije f(z) = tgx.

Glej sliko 4.14.

YAT

L 2ol

Slika 4.14: Funkcija f(x) =tgz

Iz grafa so lepo razvidne nekatere lastnosti funkcije tgx :

U tgz je neomejena funkcija, kar pomeni, da lahko zavzame vsako realno vre-
dnost

O ni¢le ima v tockah kw, k€ Z

0 v tockah x = g + km funkcija tgx ni definirana, njen graf pa se pribliza

navpiéni asimptot: grafa.

U ker je tgx liha funkcija, je njen graf simetri¢en glede na izhodisée koordina-
tnega sistema
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4.11.4 Graf funkcije f(z) = A - sin(ax)

O f(z) =A-sinx

Vse vrednosti, ki jih zavzame funkcija f(z) = sinz, se pomnoZijo z realnim
Stevilom A. Nova funkcija ima nicle na istih mestih kot sin x, spremeni pa se
ji zaloga vrednosti. Sinz zavzame vrednosti od -1 do 1, A - sinz pa od —A

do A.

Vidimo, da gre v bistvu za RAZTEG SINUSOIDE V SMERI ORDI-
NATNE OSI. Recemo lahko, da se spremeni amplituda funkcije.

O f(x) = sin(ax)

Vemo, da je sin z periodi¢na funkcija s periodo 2w. Velja sin(x + 27) = sin z.

T 2m
[zra¢unajmo f(x + —), tako da v sin(ax) namesto x vstavimo x + —.
a a

2

flz+ 7) = sin (a (:c + 2%)) = sin(ax + 27) = sinaz = f(x)

~ . .. . . m . .
Ce kateremukoli argumentu funkcije f(z) pristejemo —, dobimo isto vre-
a

dnost.

2T
Funkcija sin(az) je torej periodi¢na, njena perioda pa znasa —. Lahko pri-
a

vzamemo, da je a pozitivno Stevilo. Ce je a > 1, se perioda zmanjsa, ¢e pa je
a < 1, se perioda poveca.

Funkcija sin(ax) $e vedno zavzame najmanjso vrednost -1 in najvecjo 1, torej

dobimo RAZTEG SINUSOIDE V SMERI ABCISNE OSLI.

Torej, ¢e hofemo narisati funkcijo f(z) = A - sin(az), moramo najprej sinusoido
raztegniti v smeri ordinatne osi tako, da sta mejni vrednosti —A in A. Nato pa Se

. . . . . . . . ™
sinusoido raztegnemo v smeri abcisne osi tako, da njena osnovna perioda znasa —.
a
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Primer

Narisi graf funkcije f(x) = 3 - sin <§> :

Iz funkcije lahko preberemo, da je amplituda sinusoide 3 in osnovna perioda

= A4r.

ooy

Sedaj lahko nariSemo graf funkcije f(x). Glej sliko 4.15.

YA

(=)
Q---—-=-==-

&

‘\

= 4

47

Slika 4.15: Funkcija f(x) =3 -sin (g)



POGLAVJE 4. KOTNE FUNKCIJE IN TRIGONOMETRIJA 67

4.11.5 Graf funkcije f(z) = A - cos(ax)

Za funkcijo f(x) = A-cos(ax) veljajo podobne ugotovitve, zato si oglejmo naslednji
primer.

Primer

Narigi graf funkcije f(z) = 3 - cos (%) ]

Iz funkcije lahko preberemo, da je amplituda sinusoide 3 in osnovna perioda

= 4.

o1

Sedaj lahko narisemo graf funkcije f(x). Glej sliko 4.16.

YA

-2 -7 27 /

=B 4

Slika 4.16: Funkcija f(x) = 3 - cos (;)
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4.12 Adicijski izreki in posledice
Zapisimo nekaj izrekov, ki nam povedo, kako se izracuna sinus, kosinus ali tangens

vsote in razlike dveh kotov. Za funkcijo kotangens teh izrekov ne bomo navajali,
ker je le—ta tesno povezana s funkcijo tangens.

4.12.1 Adicijski izreki

sin(a + ) = sina - cos 3 + cos a - sin 3 (4.9)
sin(a — §) = sina - cos § — cosa - sin 3 (4.10)
cos(a + ) = cosa - cos § — sina - sin § (4.11)
cos(a — B) = cosa - cos B + sina - sin 3 (4.12)
tg(a + 8) = % (4.13)
tela—0) = e B (4.14)

4.12.2 Uporaba adicijskih izrekov

[ Izracunaj sin 75°.

1 V2 2
sin 75° = sin(30°+45°) = sin 30° cos 45°+4-cos 30° sin 45° = §§+§§ —
V2 V6 V246
EI
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. . T
O Dokazi zvezo 8111(5 — I) = CosZ.

T oo T .
sm(——:c):sm§-cosx—c085-81n:c:1-cosx—0~smx:cosx

2

4.12.3 Dvojni in polovi¢ni koti

sin2a =2 - sina - cos « (4.15)

cos 20 = cos? o — sin? a (4.16)
2tg

tg200 = ————— 4.17

&2 1—tg?a (4.17)

o 1 —cosa
in— ==/ ——— 4.18
sm2 \/ 5 ( )

o 1+ cosa

— =4y — 4.19
cos2 \/ 5 ( )

Primer

U Izracunaj tg 120°, sin 22, 5°.

2-tg60°  2V/3 _2\/5__\/5

0 tg120°:tg(2~60°):1_tg2600—1_3— —5 =

0 sin22,5°:sin4§ :,/ﬂ:
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O Poenostavi izraz (sin acos 3 — cos asin 3)? + (cos a cos § + sin asin 3)%,

(sinavcos f — cosasin ) + (cos avcos f + sinasin §)% =
= sin?(a — ) + cos’(a — 3) =1

4.13 Kot med premicama

Na sliki 4.17 vidimo, da je kot ¢ med premicama enak razliki kotov as in aq, za
katera sta premici naklonjeni proti osi x :

Y =0y — P1.

tgag —tgay  ka—ky
1—|—tga2-tga1 N 1+k2]€1

tg o =tg(ag — ) =

y A

o

>y

Slika 4.17: Kot med premicama

Dogovorimo se, da bomo vselej rac¢unali ostri kot (¢ < 90°) med premicama. Vedji
kot ¢ > 90°) je suplementaren (¢ 4+ ¢ = 180°), njegov tangens je negativen,
po absolutni vrednosti pa je enak tangensu kota ¢. V obrazcu zato uporabimo
absolutno vrednost:

ko — k4

e 4.20
1+ ke Ky ( )

tg@z‘
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Takoj najdemo Se pogoj za vzporedne in pravokotne premice. Med vzporednicami
je kot 0°, zato je:

ko — ky
=0"=t =0 ——" =0=ky—ki=0=ky =k
2 gy 1+ ks Ky 2 1 2 1

Pogoj za vzporednost sedaj lahko zapisemo v obliki:

p2 |l p1 = (4.21)

Na podoben nacin izpeljemo pogoj za pravokotnost premic:

Pogoj sedaj zapiSemo v obliki:

p2Lpre by =—o- (4.22)
1

4.13.1 Primer

L Izracunaj kot medpremicama4x+3y—2:0m§ %:1.
dr+3y—2=0= 1 —|—2 k 1
— = = —— - — ——
rey YTty T Ty
Ty 2 2
52 V=i TR T
2 4
| kmh 573 6420 26
&Y= 1+ ko kq 7

IEGGINE

26 ! "
p = arctg (7) = 74,9315118° = 74°55 53



Poglavije 5

PovrsSine in prostornine

5.1 Prizma
Definicija

Prizma je je oglato telo, ki ga omejujeta dva vzporedna skladna n — kotnika in n
paralelogramov.

osnovna ploskev (O)

oglisce
stranski
rob (s) I
-
||
iR
il
osnovni
rob (a)
| POKONCNA PRIZMA |POSEVNA PRIZMA

Vzporedna n  kotnika sta osnovnt ploskvi prizme. 7 njima so skladni vsi vzpo-
redni preseki prizme. Pla$é prizme sestavlja n paralelogramov.

Osnowvni robovt prizme so stranice osnovne ploskve. Drugi robovi prizme so
stranski robovi. Vsi stranski robovi prizme so med seboj vzporedni in enako
dolgi.

Visina prizme je razdalja med ravninama obeh osnovnih ploskev prizme.

72
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Loc¢imo pokoncéne in poSevne prizme. Stranski robovi pokonc¢nih prizem so pra-
vokotni na osnovno ploskev. Pri poSevnih prizmah pa so stranski robovi glede na
osnovno ploskev posevni.

Glede na $tevilo osnovnih robov osnovne ploskve lo¢imo prizme na tristrane, Stiri-
strane in vec strane.

Ce je osnovna ploskev pravilni veckotnik, je pokon¢na prizma pravilna. Ce ima
prizma vse robove enako dolge, je enakorobna. Taka je na primer kocka.

5.1.1 PovrsSina prizme

O
b b a
v plasd (pl) v
b b a
(¢}

Slika 5.1: Plas¢ prizme

Povrsina prizme je vsota plosc¢in vseh mejnih ploskev. Ker prizmo omejujeta dve
osnovni ploskvi in stranske ploskve, ki tvorijo plas¢, lahko zapiSemo:

-

P — povrsina prizme
O plos¢ina osnovne ploskve

pl  povrSina plasca
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5.1.2 Prostornina prizme

Prostornino kvadra V' = a - b - ¢, pokoncne Stiristrane prizme s pravokotnikom kot
osnovno ploskvijo, Ze poznamo. Pri tem je a - b plos¢ina osnovne ploskve in ¢ visina
kvadra. Kratko lahko zapisemo V = O - v.

Upostevajmo, da lahko pravokotnik razdelimo na dva skladna pravokotna triko-
tnika. Zato tudi vsako tristrano prizmo s pravokotnim trikotnikom kot osnovno
ploskvijo lahko obravnavamo kot polovico kvadra. Tudi vecstrane prizme lahko
sestavimo iz prizem, ki imajo za osnovno ploskev pravokotnik.

Prostornino prizme torej izracunamo tako, da plos¢ino osnovne ploskve pomnozimo
7 visino:

V=0 (5.2)

5.1.3 Zgledi

Povrsina prizme

U Izracunaj povrsino pravilne tristrane prizme, ¢e meri osnovni rob a = 1m in
visina v = 8 m.

S=V

2 2 )
P:20+pl:2-a;l/§ a*V3 L V3

+ 3av = 5 +3av:T+3-1-8:24,87m2

Povrsina je 24, 87 m?.
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O Osnovna ploskev pokonéne prizme je trikotnik (a = 7cem, b= 4cm, ¢ = 5em),
visina pa v = 10cm. Izracunaj povrsino.

b
Plog¢ina poljubnega trikotnika: S = \/s(s —a)(s —b)(s —¢); s = %

P=20+pl=2/s(s—a)(s—b)(s—c)+ (a+b+c)
P=2-v/8-1-4-3+16-10
P =19,6+ 160 = 179, 6 cm?

Povrsina je 179, 6 cm?.
U Izracunaj povrsino pravilne Seststrane prizme, ¢e meri rob a = 12 cm in visina

v=10cm.

P =3-a2V3+ 6av
P=3-144-/346-12-10 = 748,24 720 = 1468 cm?

Povrgina je 1468 cm?.

Prostornina prizme

U Izracunaj prostornino 9 cm visoke prizme, ki ima za osnovno ploskev enako-
krak trikotnik z osnovnico ¢ = 32 cm in krakom a = 34 cm.

a V=S8-v=y/s(s—a)(s—b)(s—c

V =+50-16-16-18-9 = 480 -9 = 4320 cm?

L~ Prostornina je 4 320 cm?.

—
—
—
/\
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O Osnovni rob 11 em visoke pravilne Seststrane prizme meri 13,74 cm?. Izracu-
naj prostornino prizme.

a a 9
3
V=612 f—v
4

v 13, 742
V=6-73’7 \/g-ll

4

AT V = 898 cm?.

5.2 Piramida
Definicija

Piramida je oglato telo, ki ga omejujejo n kotnik in n trikotnikov, ki se stikajo v
skupni tocki  vrhu, ¢e je n > 3.

viSina
piramide

stranska )
visina osnovni
rob

Osnovna ploskev piramide je n  kotnik. Plas¢ piramide sestavlja n stranskih
ploskev, ki so trikotniki. Teh je toliko, kolikor ima osnovna ploskev stranic.
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Stranske ploskve se sekajo v stranskih robovih, vsi stranski robovi pa v vrhu
piramide. Presecisca stranskih ploskev 7z osnovno ploskvijo so osnovnt robowv:.
To so stranice osnovne ploskve.

Visina piramide (v) je razdalja vrha piramide V' od osnovne ploskve. Stranske
vi§ine (vg) so viSine trikotnikov plagcéa. To so pravokotnice z vrha piramide na
osnovni rob stranske ploskve.

Po stevilu robov osnovne ploskve lo¢imo tristrane, Stiristrane, ..., n  strane pira-
mide.

3-strana 4-strana S-strana
piramida piramida piramida

Ce so vsi stranski robovi piramide med seboj enaki in pade visina v sredis¢e njene
osnovne ploskve, je piramida pokoncna, sicer je poSevna.

Ce je osnovna ploskev pokonéne piramide pravilni n  kotnik, je piramida pravilna.
Ce so vsi stranski robovi in vsi osnovni robovi piramide enako dolgi, je piramida
enakorobna.

5.2.1 PovrsSina piramide

Povrsina piramide je enaka vsoti plog¢ine osnovne ploskve (O) in plaséa (pl) :

59

Ce je to pravilna n  strana piramida lahko enac¢bo 6.3 zapiSemo v naslednji obliki:

a - v

2

P=0+n- (5.4)
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5.2.2 Prostornina piramide

Kocko 7z robom a lahko razrezemo na Sest piramid. Te imajo s kocko enake osnovne
ploskve, za visino pa polovi¢no vi§ino kockinega roba.

Prostornina kocke je tako enaka vsoti prostornini vseh piramid skupaj: Vi = 6Vp.

: o . : : 1
Zato prostornina ene same piramide meri Sestino prostornine kocke: Vp = Ea?’. S

preoblikovanjem desne strani enacbe

—_
w
[\
—_
[\

a® a
- = — - —
6 3 2
ugotovimo:
[l prostornina ene piramide je enaka tretjini prostornine prizme, ki ima s kocko

) . . L a
enako osnovno ploskev a,; za viSino pa polovi¢no dolzino njenega roba 5

Razmisljanje posplosimo:

Ker meri prostornina prizme Vi = O - v, meri potem prostornina piramide, ki ima

s prizmo enako osnovno ploskev in enako viSino Vp = §O .

Pokazati se da, da velja obrazec za racunanje prostornine piramid tudi za piramide
s poljubno osnovno ploskvijo:

Vp =-0-v (55)
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5.2.3 Zgledi

L Koliksni sta povrsina in prostornina tristrane piramaide, ki ima osnovni rob
a = 12 cm, visina pa je 6 cm?

Polmer kroga, ki ga vértamo enakostranic-
ax/g
5

nemu trikotniku je r =

0 Ce hocemo izra¢unati povr§ino piramide, moramo najprej izra¢unati vi-
Sino stranske ploskve (vs) po Pitagorovem izreku:

2 2 1

2
5 o av'3 5 a”-3 5 a 44
Vs v—|—< ) VT + 36 v+12 36 + B 36 + 8

vy = VA8 em® = 43 em

Sedaj lahko izracunamo povr§ino:

2 .14 124
P:“f+36;vz 4\/§+3 2\/§:36\/§+72\/§:108\/§

P =187,1cm?

Povr§ina piramide je 187, 1 cm?2.
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[0 Prostornina je:

a? 3-v_a2v\/§:144-6-\/§:72\/§

V="13 "D 12

=124, 7cm?

Prostornina piramide je 124, 7 cm3.

U Izracunaj povrsino in prostornino pravilne stiristrane piramide, ce meri plasc
pl = 23,2 cm?, stranska visina v, pa 2,9 cm.

[l Iz povrsine plasc¢a izracunamo osnovni rob.

4 - av pl 23,2
l: :2 s = = :4
P 5 avs = a 2. 2.2.9 cm

Povrsina piramide je
P=0+pl=a%+pl=16cm? + 23,2cm? = 39,2 cm?
Povr§ina piramide je 39,2 cm?.

0 Za ra¢unanje prostornine potrebujemo telesno visino (v), ki jo izracu-
namo po Pitagorovem izreku

v=+/4,41cm? =2, 1cm
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Volumen piramide je

O 2
V:%:%:H,Qcm?’

Prostornina piramide je 11,2 cm?3.

U Koliksno prostornino ima pravilna Seststrana piramida, ¢e meri osnovni 1ob
a = 11 cm in stranski rob s = 13 cm.

Za rac¢unanje prostornine potrebujemo telesno visino (v), ki jo izra¢unamo po
Pitagorovem izreku.

v =5—a?=169 — 121 =48 cem® = v = V48 em? = 4v/3 = 6,93 cm

Prostornina

v_@_fiaz 3-v_a21)\/§_121-4-\/§-\/§
3 4.3 2 2

=121-2-3=726cm®

Prostornina piramide je 726 cm?.
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5.3 Valj
Definicija

Valj je telo, omejeno z dvema skladnima in vzporednima krogoma in eno krivo
ploskvijo. Kroga imenujemo osnowvnt ploskvi valja. Krivo ploskev imenujemo
plasé.

osnovna
oS ploskev
! O)

S, 1

o— b - ——

<
.
y
w2
8]
.
.
.

Os wvalja je premica skozi sredisc¢i osnovnih ploskev. Visina valja v je razdalja
med osnovnima ploskvama. Stranica valja je daljica na plasc¢u valja, vzporedna
z 0sjo (s) in s krajis¢ema na osnovni ploskvi.

Valj je pokoncen, ¢e je dolzina stranice enaka dolzini viSine s = v, sicer je poSeven.
Valj je enakostranicen, Ce je njegova viSina enaka premeru osnovne ploskve: v = 2r.

Ce valj presekamo 7z ravnino, ki gre skozi njegovo os, dobimo osnt presek wvalja.
Znacilni lik osnega preseka je pri pokon¢nem valju pravokotnik, pri enakostrani¢nem
pa kvadrat.

(O]
|

m osni presek

1

S S R —

< 2
[}

=
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5.3.1 Povrsina valja

plas¢ (pl)

osnovna ploskev

Povrsina pokoncnega valja je vsota plos¢in dveh osnih ploskev in plasca:

P =20+ pl
P =21r? + 27rv

P =27mr(r+wv) (5.6)

5.3.2 Prostornina valja

Ce upostevamo dejstvo, da imamo lahko valj za prizmo z neSteto stranicami, lahko
njegovo prostornino izra¢unamo kar po obrazcu za prostornino kvadra V = O - v.

Upostevamo $e, da je osnovna ploskev valja krog s plos¢ino mr2.

Prostornina valja je enaka produktu plos¢ine osnovne ploskve in viSine valja:

V = qmriv. (5.7)

S preoblikovanjem enac¢be preverimo, ali smo sklepali pravilno.

V =nmr?v



POGLAVJE 5. POVRSINE IN PROSTORNINE 84

Ugotovili smo: prostornina telesa je enaka prostornini kvadra z robovia =%, b =1r

in v = v. Sklepali smo pravilno.

o
29

5.3.3 Zgledi

O Koliko drZi lonec in koliko dm? plocevine vsebuje, ce je premer 20 cm, visina
pa 18 cm.

O V=mnr?v=m-100-18 = 5655cm? = 5,6551 dm> = 5, 65511
[J Pri povrsini ne Stejemo ene ploskve.

P=mr’4+2mrv=m-100+ 27 -10- 18 = 1445 cm?
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O Izracunaj polmer osnovne ploskve enakostranicnega valja s povrsino 24 ™ cm?.

Najprej izrazimo obrazec za izra¢un povrsine enakostrani¢nega valja.

P =27r? 4+ 2mrv = 27tr - 2r = 2mr? + 4nr?

o

i~

—=—==—=u

~
.
.
2

Iz povrsine enakostrani¢nega valja izrazimo polmer osnovne ploskve.

| P
P=6mr?=r=4/—
67
/24
r= —W:\/Z:20m
67

Polmer meri 2 cm.
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5.4 Stozec
Definicija

StozZec je okroglo telo, omejeno s krogom in krivo ploskvijo. Krog je osnovna
ploskev stozca, kriva ploskev pa je njegov plasc.

osni presek

osnovna
ploskev

©)

Stranica stoZca (s) je daljica, ki veze vrh stozca s poljubno tocko na kroznici.
Visina stoZca (v) je razdalja vrha stozca od osnovne ploskve. Os stoZca (p) je
premica skozi vrh stoZca in srediSce osnovne ploskve

Stozec je pokoncen, Ce je njegova os pravokotna na ravnino osnovne ploskve, sicer
je poSeven. Stranice poSevnega stozca imajo enake dolzine. Ce je stranica stoZca
enaka premeru osnovne ploskve, je stozec enakostranicen.

Osni presek stozca dobimo, ¢e stozec presekamo z ravnino, ki gre skozi njegovo os.
Osni presek pokonc¢nega stozca je enakokraki trikotnik. Ce je stoZec enakostranicen,
potem je osni presek enakostranicni trikotnik.
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5.4.1 Povrsina stozZca

Povrsino stozca izracunamo po naslednji enachi:

P=0+0pl (5.8)

Ce razvijemo plas¢ pokon¢nega stozca v ravnino, dobimo krozZni izsek. Njegov

polmer je enak stranici s, njegov lok [ pa obsegu osnovne ploskve. Zato je plas¢
glej sliko 5.2:

pokoné¢nega stozca kar enak ploscini kroznega izseka

Slika 5.2: Plas¢ stozca

sl

[ —
PP = 3600

Preoblikujmo desno stran enac¢be in upostevajmo enacbo za dolzino loka kroznega

izseka

- TSQ
180°
in ze sledi
] = 5@ 8
PP = 1800 ' 2
s
| =27r - —
P Tr 5
pl = 7rs

Plosc¢ina plasca pokonc¢nega stozca:

pl = 7rs.
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Povrsina pokonc¢nega stozca:

P=0+pl

P=mr’+7rs

P=mxr(r+s) (5.9)

5.4.2 Prostornina stoZca

Prostornino stozca dolo¢imo tako, da mu vriSemo piramido z enako vi§ino. Ob na-
raS¢ajocem Stevilu stranic osnovnega veckotnika se piramida vse bolj prilega stozcu.

Vemo 7e, da je prostornina piramide enaka tretjini prostornine prizme z enako
osnovno ploskvijo in enako vi§ino; enako velja tudi za prostornino stozca v razmerju
s prostornino valja. Prostornina stozca je enaka tretjini prostornine valja:

1
Vg = gVV
1
VS = gO 0
L
Vs = 3T (5.10)
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5.4.3 Zgledi

L Izracunaj povrsino pokoncénega stoZca, ¢e meri polmer osnovne ploskve 14 cm
i stranica s = 19 cm.

P=mr(r+s)

P = 147(14 + 19) = 4267 = 1451 cm?

O Senena kopica ima obliko stoZca s stranico s = 6,5m in premerom d =
11,2m. Koliksna je prostornina stoZca?

Za racunanje prostornine rabimo viSino, ki jo izracunamo po Pitagorovem
izreku:

02 = 2 _ 42
v?=6,5%—5,6% = 10,89 m?
V= \/W:ZS,?)m
v=3,3m

Prostornina:

2 . .
v wgv T 31,;6 3,3 108, 4 em?
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5.5 Krogla
Definicija
Ce polkrog zavrtimo za polni kot okoli premera, dobimo kroglo.

A

Krogla je geometrijsko telo, omejeno s krogelno ploskvijo, ki ji recemo sfera.
Polmer krogle je razdalja med sredis¢em krogle in poljubno tocko sfere. Vsaka
tocka sfere je od sredi$ca krogle enako oddaljena.

Preseki krogle z ravninami so krogi.

Ny

Slika 5.3: Presek krogle

5.5.1 PovrsSina krogle

Mnozica vseh tock, ki so od sredisca 0 oddaljene za r, je povrsje krogle. Velikost
povrsja je povrsina krogle, ki jo izracunamo po enacbi:

(5.11)

Do te enacbe lahko pridemo tako, da kroglo ovijemo z listom papirja, ki ima obliko
valja z enakim polmerom, kot je polmer krogle.
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r 2n -1

[
4

5.5.2 Prostornina krogle

Valj, katerega viSina je enaka premeru, napolnimo z vodo. Ce damo v valj kroglo 7z
enakim premerom, ta krogla spodrine vodo, katere prostornina se natanko ujema s
prostornino krogle.

e iy
ey
J
v =2r
1
& B
& . A7

Poskus pokaze, da je prostornina krogle enaka dvema tretjinama prostornine ena-
kostrani¢nega valja:

2
Vi =3W

Vi = —mr*v
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Valj je enakostranicen, v = 2r, zato sledi:

2
Vi = =mr? - 2r

3

Prostornina krogle:

Vik = -7mr (5.12)

5.5.3 Zgledi

U Izracunaj povrsino in prostornino krogle s polmerom r = 6 cm.

O P =dnr? =4r-36 = 1447 = 452,4 cm?

473 _ 4-m-216

U Vvs=
3 3

= 2887 = 904, 8 cm?®

O Izracunaj polmer krogle s povrsino P = 7 cm?.

P P
P:4 2 2:— = o
e = 47T:>T e
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5.6 Vaje za utrjevanje

U Izracunaj povrsino in prostornino pokoncéne 15cm wvisoke pokoncne prizme,
ki ima za osnovno ploskev trikotnik s stranicami a = 20cm, b = 11cem in
c=13cm.

RESITEV:

e Osnovna ploskev:

Po Heronovem obrazcu:

_a+b+c 20em+1lem+13em

5 5 =22cm

S

S=/s(s—a)(s—b)(s—c)=+v22cm-2cm-11em-9em = V4356 cm?
S = 66 cm?

e Plasc:

Plasc¢ je sestavljen iz treh pravokotnikov:

pl=av+bv+cv=v(a+b+c)=15cm- (44 cm) = 660 cm?

e PovrSina:
P=2-0+pl=2-66cm?+ 660 cm?
P=192cm?

e Prostornina:
V=0 -v=66-15
V =990 em?®
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U Koliko litrov drzi valjasti sod, ¢e mert znotraj v premeru 40 cm, visok pa je
80 cem?

RESITEV:

e Prostornina:

V=nr?-v=m-(2dm)?-8dm = 100 dm?
V=100l=1hl

L Izracunaj povrsino in prostornino pravilne Stiristrane piramide z osnovnim
robom 2 dm in stranskim robom 15cm.

RESITEV:

e Osnovna ploskev:

Osnovna ploskev je kvadrat s stranico a.

p=a®=(2dm)?
p = 4dm?
e Plasc:

Plasc je sestvljen iz stirih enakokrakih trikotnikov s katetama s in osnov-
nico a. Plo§¢ino enega trikotnika izracunamo po Heronovem obrazcu.

a+s+s 2dm+1,5dm+1,5dm
51 = 5 = 5 =2,5dm

p=+/s1-(s1—a)(s1 —s)(s1 —s) =/2,5dm-0,5dm-1dm-1dm

p=+/1,25dm* = 1,118 dm?

pl=4-p=4-1,118dm
pl = 4,472dm



POGLAVJE 5. POVRSINE IN PROSTORNINE 95

P=0+pl=4dm?+ 4,472dm?
P = 8,472 dm?

e Prostornina:

Za izracun prostornine moramo najprej izracunati visino piramide.

()2 = 8% — (%)2 V2 =2 — (%)2 — (1,12dm)? — (1dm)?
vi=(1,5dm)* — (1dm)? v = /0,25 dm?

vi==1,25dm? v=0,5dm

v = /1,25 dm?

v =1,12dm

V= %-0-1): %-4dm2-0,5dm:0,6667dm2

V = 666, 7 dm?
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O Izracunaj povrsino in prostornino enakostraniénega stoZca (2r =5,3dm).

RESITEV:

e Povrsina:

NG Ce je enakostranicni stozec, potem je 2r = s.

P=0+pl=nr?*+ars=mxr(r+s)=mn-2,65dm-(2,65dm+5,3dm)

P = 66,15 dm?

e Prostornina:

Ce ho¢emo izra¢unati prostornino moramo poznati visino stozca.

2,65dm
2

2 2
V2 = (2r)2 — (g) = (5,3 dm)? — ( ) — 98,09 dm?— 1, 756 dim?

v = +/26, 334 dm?

v=">5,1dm?

1
-7r7’2-v:§-7r-(2,65dm)2-5,1dm
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Zaporedja

6.1 Definicija zaporedja

V splosnem sestavljajo zaporedje Stevila, urejena po vrstnem redu in dolo¢enem
pravilu. Stevila so ¢leni zaporedja in jih oznacujemo s ¢rkami in indeksi:

ay, a2, Az, ... , Ap, ...
Indeks ¢lena pove, na katerem mestu v zaporedju stoji posamezen c¢len. Tako nam

indeks ¢lena a, pove, da je to prvi ¢len zaporedja, as je drugi ¢len zaporedja, as je
tretji ¢len zaporedja in tako naprej. Clen a, imenujemo splo$nt ¢len zaporedja.

Ce je stevilo ¢lenov kon¢no, govorimo o konénem zaporedju. Ce pa je ¢lenov
neskonc¢no, govorimo o neskonénem zaporedju.

Zaporedje je lahko:
(a) nara¥¢ajoce: vsak naslednji ¢len je vecdji od predhodnjega (a,.1 > a,)
(b) padajo€e: vsak naslednji ¢len je manjsi od predhodnjega (a,4+1 < ay,)

¢) alternirajoce: zaporedje ni niti narasc¢ajoce niti padajoce
J J J J
(Primer: 0, -1, 2, -3, 4, -5)

Zaporedje je omejeno, e obstaja Stevilo, ki ga noben ¢len zaporedja ne preseze.
Ce gredo vrednosti ¢lenov zaporedja proti +o00, je zaporedje neomejeno.

97



POGLAVJE 6. ZAPOREDJA 98

Zgled

Zapisi zaporedje ulomkov s Stevcem 1 in imenovalci 1, 2, 3, 4 in tako naprej. Izrazi
odvisnost splosnega clena od indeksa. Ali je zaporedje omejeno in kaj so njegove
meje?

Cleni zaporedja so:

a3 = ay =

Odvisnost splosnega ¢lena zapisemo kot:

1 1
W= ali _—
a, =~ ali f(n) -

Zaporedje je padajoce in je omejeno navzdol z 0, zgornja meja pa je 1.

Definicija

Zaporedje je funkcija, definirana na mnozici naravnih Stevil, funkcijske vrednosti
¢leni zaporedja pa so realna Stevila:

a, = f(n).

6.1.1 Zgledi

(=n"

U Zapisi prve stiri ¢lene zaporedja s clenom a, = 1
n _

e Za n vzamemo naravna Stevila: n =1, 2, 3, 4.
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e Cleni zaporedja so:

frnd :—]_
R S
(=121
=5 9173
(=
“BT5 317 5
(=t 1
B S B

e Zaporedje je alternirajoce in neomejeno.

1
O Ugotovi kaksno je zaporedje f(n) =
n

e Cleni zaporedja so:

1

a1—§:1
11
M= T
11
a) = — = =
S R
11
a = — = —
R TRET

99

e Zaporedje je padajoce in je navzgor omejeno z 1, navzdol pa je zaporedje

omejeno z 0.
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O Narisi graf zaporedja f(n) = 2n + 1.

e Najprej izpolnimo tabelo

n| f(n)=2n+1
11 2-14+1=3
21 2:241=5
31 2-3+1=7
41 2-4+1=9

e NariSemo graf funkcije.

Slika 6.1: Graf zaporedja f(n) = 2n+ 1

100
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6.2 Aritmeti¢no zaporedje

6.2.1 Uvodni primer

Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) je dobil kot devetletni de¢ekv Soli nalogo,
da sesteje prvih 100 naravnih Stevil.

Nalogo je poenostavil tako: seStel je prvi in zadnji ¢len zaporedja 1 4 100 = 101,
nato drugi in predzadnji ¢len 2 + 99 = 101, nazadnje pa se petdeseti in enainpet-
deseti ¢len 50 + 51 = 101. Vedno je delna vsota 101. Nato je hitro ugotovil, da je
vsota prvih 100 naravnih Stevil 50 - 101 = 5050.

6.2.2 Definicija

Zaporedje je aritmeticéno, Ce je razlika (diferenca) sosednjih stevil stalna:

‘anﬂ —a, =d. ‘ (6.1)

Primeri

Nekaj aritmeti¢nih zaporedij: naravna Stevila, soda Stevil, liha Stevila, veckratniki
Stevila 205, ...

Izrek:

Za aritmeti¢no zaporedje s prvim ¢lenom a; in diferenco d velja izrek

ap=a+ (n—1)-d. (6.2)

Vaje

L Poisci petnajsti clen aritmeticnega zaporedja, ce je njegov prvi clen 3 in dife-
TENnca 4.

a5 =a1 +14-d=3+14-4 =3+ 56 = 59
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U Izracunaj deseti ¢len aritmeticnega zaporedja, ce je az = 16 in d = —2.
a10:a3+7-d: 16+7(—2) =16—14=2

U Pruvi ¢len aritmeticnega zaporedja je 4, zadnji ¢len pa je 100. Koliko c¢lenov

1
ima to zaporedje, ce je diferenca 1??

18
d=1-=-
77

Podatke vstavimo v enac¢bo 6.2 in dobimo:

8
100:4+(n—1)~?
n—1:(100—4)-§

7

7
=96--+1
n 8—|—
n =285

To zaporedje ima 85 ¢lenov.

6.3 Vsota aritmeti¢cnega zaporedja

Pogosto moramo izracunati vsoto prvih n zaporednih ¢lenov aritmeti¢nega zapo-
redja  s,.

S, =a; +az+as—+ ... +a,

[zrazimo v vsoti prvi¢ vsak ¢len s prvim ¢lenom, drugi¢ pa vsak c¢len z zadnjim
¢lenom.
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Dobimo:

Sp=a1+ (a1 +d) + (a1 +2d) + ... 4+ (a1 + (n — 1)d)
Sp = ap + (an —d) + (a, — 2d) + ... + (a,, — (n — 1)d)

Sestejemo obe enacbi:

28“ = (al _'_ an) _'_ (al + an) + (al + an) + —|— (CLl —'— an)

2s, = n(a; + ay,)

Koné¢no pridemo do enacbe za vsoto n ¢lenov aritmeti¢nega zaporedja:

Sp = 5(2a1 + (n—1)d)
ali
Sp = E(Qan — (n—1)d).

6.3.1 Primeri

L Izracunaj vsoto prvih 12 ¢lenov zaporedja a, = 2 + 3n.

e [z enacbe za splosni ¢len izracunamo prve tri ¢lene zaporedja:
ap=2+3-1=5
ay =2+3-2=38
az3=2+3-3=11.

e Diferenca jed =8 -5 = 3.

e Vsota ¢lenov:

Sp = 5(2a1 + (n—1)d)

12

103
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S12="6-(10+11-3) =6-43 = 258

U Vsota prvih Stirinajst clenov aritmeticnega zaporedja s prvim clenom -5 je
112. Izracunaj diferenco tega zaporedja.

e Diferenco izrac¢unamo iz enacbe 6.3
814:7'(26L1+13'd)
112:7-(—10+13~d)

16 =-10+13-d
13-d =26
d=2.

U Izracunaj diferenco in prve tri c¢lene zaporedja, ce je a; = 50 in ajo = 35.

e Dvanajsti ¢len izrazimo s sedmim ¢lenom in nato izra¢unamo diferenco:

app=ay+5-d
35=50+5-d
5-d=—-15
d= -3

e Na koncu izrac¢unamo Se prve tri ¢lene zaporedja:

a1=a;—6-d=50—6-(—3) =68

ay = 68 + (—3) =

(S

as = 65+ (—3) =

[
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L Poisci aritmeticno zaporedje, ce je vsota prvega in petega clena 14, tretjega
i cetrtega pa 19.

e Nalogo zapisemo z enacbama:

CL1+CL5:14

asz + ag = 19.

e Zgornji enachi izrazimo s prvim ¢lenom zaporedja:

0,1+(a1—|—4d):14

(a1+2-d)+(a1+3-d):19.

e Enacbhi poenostavimo:

200 +4d = 14

2ay 4+ 5d = 19.

e Odstejemo prvo enac¢bo od druge in dobimo d = 5. Vstavimo d = 5 v
prvo enacbo:

20, +4-5=14
2a1:—6
CL1:—3.

e Iskano zaporedje je: -3, 2, 7, 12, 17, ...



POGLAVJE 6. ZAPOREDJA 106

LV aritmeticnem zaporedju so dani prvi trije cleni: x + 1, 5, 3x — 3.
Izracunaj x in vsoto prvih desetih c¢lenov.

e Najprej izrazimo dve diferenci iz podanih ¢lenov:

d:a3_a2 d:ag—al

d=3r—-3-5 d=5—(z+1)

d=3x—38 d=5—xz—-1
d=4—zx

e Uporabimo trik d =d :

3r—8=4—1zx
4o =12
Tz = 3.

e Cleni zaporedja so: 4, 5, 6, ...
e Diferenca je: d =4 —-3=1.

e Vsota prvih desetih c¢lenov:

10

S10 = 85
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O Koliko udarcev napravi stolpna ura v enem tednu, ce bije le ure?

e Pol dneva je 12 ur zato n = 12.
Razlika med urami je 1 zato d = 1.
Prvi¢ ura odbije, ko je ura 1 zato a; = 1.

e V 12 urah stolpna ura odbije:

12

S12=6-(24+11)=6-13 = T78.
e V enem dnevu odbije 2 - 78 = 156 krat.

e V enem tednu napravi ura: 156 - 7 = 1092 udarceyv.

6.4 Geometrijsko zaporedje

6.4.1 Uvodni primer

Na Sahovnico z 8 x 8 kvadrati polagamo pSeni¢na zrna: v prvi kvadrat 1 zrno, v
drugega 2 zrni in tako naprej v vsak naslednji kvadrat dvakrat ve¢ zrn kot v
prejSnjega.

Stevilo zrn v sahovskih poljih oblikujejo zaporedje, ki ga imenujemo geometrijsko
zaporedje. Ugotovimo lahko, da je koli¢nik sosednjih ¢lenov 2.

6.4.2 Definicija

Zaporedje je geometrigsko, e je koli¢nik (¢) sosednjih ¢lenov stalen.

(41
= 6.5
it (6.5)
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Definicija

Za geometrijsko zaporedje s prvim ¢lenom a; in koli¢nikom ¢ velja:

an = ay - q" 1 (6.6)
Primeri
o L > . .2 8 32
O Koliksen je kolicnik geometrijskega zaporedja s cleni: —, —, —7
315 75
as 32 8 32-15 4
[ ] == — = —— = —
1w T 15 T8 5
Qo 8§ 2 8-3 4
[ ) q = — = — - = — = —
ap 153 15-2 5

U Kateri je trinajsti clen geometrijskega zaporedja s c¢leni 1, 2, 4, 87
e Najprej izracunamo koli¢nik med ¢leni zaporedja:

:—:2
1= 5

e Sedaj izra¢unamo trinajsti ¢len:

algzal-q12:1-212:4 96
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U Doloci tak x, da bodo Stevila x—3, x in x+6 sestavljala geometrijsko zaporedje.

e Najprej izrazimo koli¢nik na dva nacina:

a3 *+6 ao T

Qo T a x—3

e Izenac¢imo obe enacbi za koli¢nik:

q=49q
x+6_ T
r x—3

(x+6)(x—3) =2?

2?2+ 3x — 18 = 22

e Iskano zaporedje je: 3, 6, 12.
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6.4.3 Vsota geometrijskega zaporedja

S, =a1+ a2 +as+ ...+ ayp_1+ Gy

Vsak ¢len zaporedja izrazimo z ay :

Sp=a14+a1-q+a1-¢+a-¢C+.. . +a-¢" +a-q"

Enacbo pomnozimo s q :

n

¢-sn=a1-q+a-F+a -+, fa-¢"Fta-¢" " ta-q

Med seboj odstejemo enachi 6.7 in 6.8

n
q:-Sn—Sp=0a1°¢q —a

sn-(@—1)=ay-(¢" —1)

Koné¢no izpeljemo enacho za vsoto geometrijskega zaporedja:

q" —1
q—1

Sp — Q7

110

6.7)

(6.8)

(6.9)
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6.4.4 Primeri

L Izracunajmo Stevilo pSeniénih zrn na Sahovnici 1z uvodnega primera.

64_1

1 =204 _ 1 = 18446744073 709551 615.

® Sgq —

U Pruvi clen geometrijskega zaporedja je 5, kolicnik je 4. Izracunaj deseti clen in
vsoto pruvih desetih ¢lenov tega zaporedja.

e apg=a,-¢"=5-42=5-262144 = 1310720

410 1
=5. = 174762
— - 747625

U Zadnji  osmi clen geometrijskega zaporedja je 32, g = 2. Doloci zaporedje in
1zracunaj vsoto.

e Najprej izrazimo osmi ¢len zaporedja s prvim ¢lenom:

_ 7
ag = ai - g

e [zracunamo prvi ¢len zaporedja:

as 32 20 1
= — = = =

FRE T

1
e [skano zaporedje je: 172 1,2, 4,8, 16, 32
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L Drugi c¢len geometrijskega zaporedja je za 12 vecyi od prvega clena, tretji clen
pa je 75. Doloci zaporedje.

e Zaporedje: x, x + 12, 75.

e Izenac¢imo obe enachi za koli¢nik zaporedja:

x+12_ 75
x Cor+12

(x +12)? = 75z
22 + 242 + 144 — 752 = 0
22 =51z +14=0
(r —3)(x—48) =0

r1 =3 1n 19 = 48

e [skani zaporedji:

Zaporedje 1: 3, 15, 75

Zaporedje 2: 48, 60, 75

U Tri Stevila sestavljajo aritmeticno zaporedje z razliko 6. Ce zadnje Stevilo
povecamo za 4 dobimo geometrijsko zaporedje. Katera Stevila so to?

e Aritmeti¢no zaporedje: x, x + 6, v + 12.

e Geometrijsko zaporedje: x, x + 6, x + 16.
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e Izenac¢imo obe enachi za koli¢nik zaporedja:

r+6 x+16

x r+6

(r4+6)2=(z+16) z
22+ 122 + 36 = 2% + 162

4o = 36

e [skano aritmeti¢no zaporedje je : 9, 15, 21.

O Sestej: 1+ k? + k* + kS + k8.

]{32
A —
® (] 1
51 K -1 k-1
® S; — Ay d :1( ) =

-1 k2 — 1 k2 — 1
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LV geometrijskem zaporedju s kolicnikom & je vsota pruvih Sestih clenov 728.
Zapisi zaporedje.

e [z enacbe za vsoto prvih Sestih ¢lenov geometrijskega zaporedja izracu-
namo prvi c¢len:

30 —1

T M

36:a1~364
a1:2

e Zaporedje: 2, 6, 18, 54, 162, ...

LV geometrigskem zaporedju s kolicnikom 2 je peti ¢len 16. Koliko clenov je
treba sesteti, da dobimo vsoto 2559

o a5 =a;-¢* .Sn:al.q”—l
5 19 q—1
16 = a - 2* n _

255:1-2 !
16 2-1
ap=—=1
T 255 = 2n — 1
2" = 256
n=3~§

Potrebno je sesteti 8 ¢lenov.
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6.5 Naloge za ponavljanje

6.5.1 Aritmeti¢no zaporedje
L Izracunaj vsoto s 7 deljivih naravnih stevil od 1 do 500.
Resitev:
500

7, 14,21,28,:>AZZ a1:7,d:7,n:7:1

1
S, = % 201 + (71 — 1)d]
71

57127[2-7+70~7]

Sy =T1-(74245) =71 -252

b 9
L Prui trije cleni aritmeticnega zaporedja so a — X a+2bin a—+ §b. Izracunay

vsoto pruih 15 clenov tega zaporedja.

Resitev:
b bb
d:aQ—a1:a+2b—a+§:5
15 b 5b

15 15

515 = 15(& + 17b)
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L Vsota prvih 14 clenov aritmeticnega zaporedja s prvim clenom -5 je 112. Iz-
racunaj diferenco tega zaporedja.

Resitev:

n

Sn2

2a; + (n — 1)d]

Sy = % 2(—5) + (14— 1)d]

112 =7 (=10 + 13d)
112 = —70 + 91d
91d = 182

U Petclensko aritmeticno zaporedje ima vsoto 40. Produkt prvega in srednjega
clena je 16. Doloci zaporedje.

Resitev:
ay - az = 16

Cleni: a, az, (a3, | s, a5 = . —2d, v —d, v, v +d, x + 2d

Ss=x—2d+zr—d+rx+zx+d+x+2d=40
5ax = 40

=28

a - a3 = 16
(x —2d)-x =16
4—d=1
d =

Cleni: 2, 5, 8, 11, 14
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[l Vsota prvega in cetrtega clena aritmeticnega zaporedja je 3, vsota tretjega in
Sestega clena pa 15. Izracunaj vsoto prvih desetih ¢lenov tega zaporedja.

Resitev:

a1+a4:3:>a1+a1+3d:3:>2a1+3d:3
a3+a6:15:>a1—|—2d—|—a1+5d:15:>2a1+7d:15

Enacbhi med seboj odstejemo:

2a1—|—3d—(2a1+7d):3—15

d=3
Izracunamo aq :

2a1 + 3d =3

20 +3-3=3
20,1 = —6
a; = -3

n

Sn = 5 2a1 + (n — 1)d]
10
51027[2-(—3)—1—(10—1)3]

Sio=5-(—6+27) =521
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Ll Stranice pravokotnega trikotnika sestavljajo konéno aritmeticno zaporedje. Iz-
racunajte obseq trikotnika, ¢e meri daljsa kateta 20 cm.

Resitev:

a=a, —d o=a+b+c

62&1:20

c:al—l—d 0:a1+a1+d+a1—d
0:3a1
60 = 3ay
CL1:20

a® 4+ b =
a2+(a1 —d)2 = (a1+d)2
a4 a3 —2a,-d+d* =a+2a;-d+ d?

a? =4a; - d
aq 20

d:—:—
4 4
d=5

a=15cm; b=20cm; c=25cm
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6.5.2 Geometrijsko zaporedje

L Pruvi ¢len geometrijskega zaporedja s kolicnikom 3 je 7, zadnji ¢len pa je 1701
Izracunaj vsoto tega zaporedja.

Resitev:
q=3,a,=7,a, =1701

o n—1
ap = 4ay - q

1701 = 73!
243 = 3n~!
35:3n—1

n==~6
n—1 6
B q 31
S6 =@ q—1_7 3-1

UV geometrigskem zaporedju s kolicnikom 3 je prvi clen 2 in zadngi ¢len 1458
Izracunajte stevilo vseh ¢lenov in njthovo vsoto.

Resitev:
-1 37 -1
N S —ay- 2 —9.
(7% ay - q ai q—l 3_1
1458 = 2. 371
799 — gn-1 S, =2187—-1
36 — gn-1 S, = 2186
n—1==6

n="7T
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O Aritmeticno zaporedje enajstih clenov ima vsoto 187. Prvi, tretji in enajsti
clen sestavljajo geometrijsko zaporedje. Katero aritmetiéno zaporedje je to?

Resitev:
Cleni:

Aritmeticno zaporedje: a1, a1 +d, a; +2d, ay +3d, ... a; +9d, a; +10d

Geometrijsko zaporedje: aq, a1 + 2d, a; + 10d

n

Sn2

2a; + (n — 1)d]
187 = 12—1 2a; + (11 — 1)d]

187 = 11(ay + 5d)
17 = ay + 5d

ay =17 —5d

Vsak ¢len geometrijskega zaporedja je geometrijska sredina svojih neposrednih
clenov: a2 = a,_1 - apiq

(a1 + 2d)2 = ay (a1 + 10d> (I)d;o

4d2—6a1d:0 CL1:17—50217

Aritmeti¢no zaporedje: 17, 17, 17, ..., 17

4d* — 6(17 — 5d)d = 0
( ) Geometrijsko zaporedje: 17, 17, 17

d(d—3)=0
(IL) d =3
d =0 ay=17-5-3=2
dy =3 Aritmeticno zaporedje: 2, 5, 8, 11, ..., 32

Geometrijsko zaporedje: 2, 8, 32
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U Izracunajte x tako, da bodo Stevila 4x + 1, 20 — 1, x — 1 prvi trige clens

geometrijskega zaporedja? Zapisite prvih pet ¢lenov tega zaporedja
Resitev:

2:L'—1_ r—1
dr+1 2o —1

(22 —1)*= (4o +1)(z — 1)
A7 —dx+1=42> —do +x — 1

8

[\)

20—-1 2-2-1

1= +1 1-2+1

(S
Wl =

a1:9; a2:3; 0,3:1; ay =

Nl o

as =

Wl =

1 1 1
U Za kateri x so

Izracunaj deseti clen zaporedja.

Resitev:

1 1
r—2  x—4
1 1
r+1 xr— 2
z+1 Tr — 2

r—2 x—4

, , rvi trije cleni geometrijskega zaporedja?
r+1" -2 x—4 b J g Joleqa zaporea
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r =38
r+1 841 1 1
= = — a1 = = —
r—2 82 PTrrl o 8+1
3 1
= — a1 = —
173 '
ay =a;-q"""
1 3.
410 = 3§~ (5)
2187
M0 519
U V geometrijskem zaporedju je tretji clen ag = —6 in sedmi clen a; = —96.

Izracunajte kolicnik, osmi c¢len in vsoto prvih osmih clenov.

Resitev:

as =a; - ¢> = —6 = a; - ¢*

a7:a1-q6:>—96:a1-q6

Enacbi zdelimo:

(=96) : (=6) = (a1 ¢°) : (a1 ¢°)
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as —6 3
a p = — = — = ——
T 22 2

ag =a7-q= —96-2

(I1.) g = —2

Qa7

ag = — = —96 - (—2) = 192

UV geometrigskem zaporedju je vsota prvih treh clenov 14, vsota nasledngjih treh
clenov pa 112. Zapisite to zaporedje.

Resitev:

a1+a1~q+a1~q2:14:>a1~(1+q+q2)214

av-q*tar gt +a g =12 a1+ g+ %) = 112
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Enacbi delimo med seboj:
a1 +q+¢*)] :[ar- (1+q+¢*)]=112:14

3 12 _

8
=1

14 14

a1:2 a4:16
a2:4 a5:32
a3:8 a6:64

U Vsota prvih treh clenov padajocega geometrijskega zaporedja je 70, njihov pro-
dukt pa je 8000. Zapisi prve tri c¢lene zaporedja.

Resitev:

ay+ar-q+a - =70=a(l+q+q¢*) =170
ar -ai1q-a;q* = 8000 = a} - ¢> = 8000 = a;q = 20

20
a1q=20=q= - (6.10)
1
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V enacbo a1 (1 + ¢ + ¢*) = 70 vstavimo enac¢bo (6.10):

4
a1+20+ﬂz70

ay
ai +20a; + 400 = 70a,
a; —50a; + 400 = 0
(CL1 - 40)(@1 - 10) =0

20 1
“ =50 7173

20
a=10=qg=—

10 = q =2 ni reditev, ker je zaporedje padajoce!!!

Cleni: [40, 20, 10
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