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Poglavje 1Eksponentna funk
ija in logaritem
1.1 Kaj je funk
ija?Predpis f, ki priredi neki vrednosti spremenljivke x iz intervala (a, b) natan£no do-lo£eno vrednost ali sliko f(x) na intervalu (c, d), imenujemo funk
ija ali preslikava.(Glej sliko 1.1.)

a b c d RX f(x)

f

Slika 1.1: Funk
ija fZapis:
f : x 7→ f(x)ali

y = f(x)

x � neodvisna spremenljivka
y � odvisna spremenljivka

1



POGLAVJE 1. EKSPONENTNA FUNKCIJA IN LOGARITEM 21.2 Eksponentna funk
ija1.2.1 De�ni
ijaFunk
ijo oblike f(x) = ax, ki ima neodvisno spremenljivko v eksponentu, imenu-jemo eksponentna funk
ija. Eksponentno funk
ijo v£asih zapi²emo kot x 7→ ax.1.2.2 Omejitve funk
ijeZa osnovo a lahko vzamemo le pozitivno ²tevilo, razli£no od 1 (a > 0, a 6= 1), zaeksponent x pa poljubno realno ²tevilo. (x ∈ IR)Zgled:V primeru, da ne upo²tevamo pogoja a > 0, dobimo za a = −4 in x =
1

2
:

(−4)

1

2 =
√
−9.Kvadratni koren iz negativnega ²tevila pa ne obstaja v mnoºi
i realnih ²tevil. (IR)1.2.3 Nara²£anje in padanje funk
ije

☞ Za a > 1 je eksponentna funk
ija f(x) = ax nara²£ajo£a. (Glej sliko 1.2.)
x

y

1 2 3

2

4

8

0

2
x

Slika 1.2: Funk
ija f(x) = 2xTo pomeni, da za vsak x1 < x2 sledi [f(x1) = y1) < (f(x2) = y2].



POGLAVJE 1. EKSPONENTNA FUNKCIJA IN LOGARITEM 3
☞ Za 0 < a < 1 je eksponentna funk
ija f(x) = ax padajo£a funk
ija. (Glejsliko 1.3.)

0-1-2-3

2

4

8

x

y

x

÷
ø
ö

ç
è
æ

2

1

Slika 1.3: Funk
ija f(x) =

(

1

2

)xTo pomeni, da za vsak x1 < x2 sledi [f(x1) = y1) > (f(x2) = y2].

1.2.4 Naloge
① Sestavi pregledni
e za naslednje funk
ije. Funk
ije tudi nari²i.

✎ f(x) = 3x

✎ f(x) = 10x

✎ f(x) = 35x−5

② Nari²i grafa funk
ij f(x) = 2x in f(x) = −2x na isti koordinatni sistem. Kajopazi²?
1.3 Eksponentne ena£beEna£bo, ki ima neznanko v eksponentu, imenujemo eksponentna ena£ba.Eksponentne ena£be re²ujemo po naslednjem postopku:

☞ Levo in desno stran ena£be sku²amo zapisati z enakima osnovama.



POGLAVJE 1. EKSPONENTNA FUNKCIJA IN LOGARITEM 4
☞ Nato ena£bo re²imo s sklepom, da sta dve poten
i z enakima osnovama enakinatanko takrat, kadar sta enaka tudi eksponenta. (Sklep velja samo za vsakopozitivno ²tevilo, ki ni enako 0 ali 1.)

1.3.1 Zgledi(a) 2x = 8 (R: x = 3)(b) 3x = 81 (R: x = 4)(
) 35x+2 · 32(x−2) : 33(x−1) = 3−2

(

R : x = −3

4

)

1.3.2 Naloge
① Re²i naslednje ena£be:(a) 0, 1x = 10 (R: x = −1)(b) 4x = 32 (R: x = 2, 5)(
) 5x−1 = 125 (R: x = 4)(d) 3x−1 = 81 (R: x = 5)(e) 0, 4x =

5

2
(R: x = −1)(f) a2x · a1−3x = a5x : a3x−1 (R: x = 0)(g) (2

3

)
4x

5

=

(

9

4

)7+x (R: x = −5)(h) 4(a+2)2 · (2a−2)a+2 : 42a = 8a2
−1

(

R : x = −7

4

)(i) 3 · 2x − 2x−1 − 24 · 2x−5 = 14 (R: x = 3)(j) 3x+3 − 7 · 3x+1 + 9 · 3x−1 = 1 (R: x = −2)(k) 3
√

2x · 4x−1 = 0, 125

(

R :x = −3

7

)



POGLAVJE 1. EKSPONENTNA FUNKCIJA IN LOGARITEM 5(l) 5x − 20 · 5x−2 − 8 · 3x−4 = 13 · 3x−2 (R: x = 4)(m) 3x+1 − 2 · 3x−2 = 25 ·
√

27

(

R : x =
7

2

)(n) (2x+1)x+4 · 4(x−3)2 : 167−x = 1 (R: x1 = 2, x2 = −1)(o) 9x =
(

√

3
√

3
)

−1
(

R : x = −3

8

)



POGLAVJE 1. EKSPONENTNA FUNKCIJA IN LOGARITEM 61.4 Logaritemska funk
ijaOglejmo si ena£bo
bn = a.

☞ �e vzamemo za b = 3 in za n = 4, potem vrednost a lahko izra£unamo:
a = 34in od tod sledi
a = 81.Izra£unali smo vrednost poten
e 34, ra£unsko opera
ijo pa smo imenovalipoten
iranje.

☞ Kaj pa, £e poznamo vrednosti za a in n in i²£emo osnovo b? Vzemimo za
a = 125 in n = 3. Iz

b3 = 125sledi
b =

3
√

125 = 5.Postopek smo imenovali korenjenje.
☞ Na kon
u nam preostane ²e moºnost, da poznamo vrednosti za a in b i²£emopa vrednost poten
e n. Pa vzemimo za a = 27 in b = 3 :

3n = 27. (1.1)Vrednost poten
e lahko uganemo:
3n = 33 ⇒ n = 3.Te ra£unske opera
ije ²e ne poznamo, imenujemo jo logaritmiranje.Ker je ugibanje vrednosti poten
e zelo zamuden postopek, zapi²emo
n = logb a, (1.2)



POGLAVJE 1. EKSPONENTNA FUNKCIJA IN LOGARITEM 7natanko tedaj, ko je
bn = a.Povejmo takoj, da zveza velja za a > 0 in b > 0, b 6= 1.Kot smo ºe povedali to ra£unsko opera
ijo imenujemo logaritmiranje, ²tevilo nimenujemo logaritem z osnovo b ²tevila a. �tevilo a imenujemo logaritmand, bpa osnova.1.4.1 De�ni
ijaLogaritem je eksponent, s katerim moramo poten
irati osnovo, da dobimo logarit-mand.

n = logb a ⇔ bn = a, a > 0, b > 0, b 6= 1 (1.3)Naloge:
① Zapi²i v logaritemski obliki.(a) 4n = 12(b) 3x = 5(
) 5n = c(d) 1, 5x = 100(e) 10y = 100(f) (3

4

)y

=
1

2

② Re²i ena£be.(a) log2 16 = x (R: x = 4)(b) log3 x = 2 (R: x = 9)(
) log10 100 = x (R: x = 2)(d) log8

(

1

16

)

= x

(

R : x = −4

3

)



POGLAVJE 1. EKSPONENTNA FUNKCIJA IN LOGARITEM 8(e) log25 0, 2 = x

(

R : x = −1

2

)(f) log10 x = −2 (R: x = 0, 01)(g) log9 x = 1, 5 (R: x = 27)(h) log125 x =
1

3
(R: x = 5)(i) logx 9 = −2

3

(

R : x =
1

27

)(j) logx 3 =
1

4
(R: x = 81)

1.4.2 Pravila za logaritmiranje
loga 1 = 0 (1.4)
loga a = 1 (1.5)
loga xy = y · loga x (1.6)
loga an = n (1.7)
loga(x · y) = loga x + loga y (1.8)
loga

(

x

y

)

= loga x − loga y (1.9)
loga

y
√

x =
1

y
· loga x =

(loga x)

y
(1.10)Sedaj lahko s pomo£jo logaritmov re²imo primer, ki smo si ga izbrali na za£etkupoglavja � ena£ba (1.1):

n = log3 27

n = log3 33

n = 3 log3 3po ena£bi (2.5) sledi
n = 3 · 1
n = 3.



POGLAVJE 1. EKSPONENTNA FUNKCIJA IN LOGARITEM 9Naloga:
① Izra£unaj logaritem pri poljubni osnovi.

(a)A =
a2b

a3
(c)B =

m2

√
n

(b)C =

√

3m4

n3
(d)D =

4πr3

31.4.3 Prehod k novi osnoviV praksi nastopajo logaritmi z dvema osnovama. Prva je osnova 10 in logaritmomz osnovo 10 pravimo deseti²ki ulomki in jih ozna£imo:
log10 x = log x. (1.11)Druga osnova je ²tevilo e, in si
er je e = 2, 7182818... ²tevilo e je ira
ionalno ²tevilo.Logaritmom z osnovo e pravimo naravni logaritmi in jih ozna£imo z:
loge x = ln x. (1.12)Z ene osnove logaritma preidemo na drugo osnovo s pomo£jo naslednje ena£be:

loga x =
logb x

logb a
(1.13)Naloga:

① Izra£unaj tako, da prevede² logaritme na isto osnovo.(a) log5 3 · log3 25 (R: 2)(b) logb a · loga b2 (R: 2)(
) log16 9 − log4 3 (R: 0)(d) log9 54 − log3

√
6 (R: 1)



POGLAVJE 1. EKSPONENTNA FUNKCIJA IN LOGARITEM 101.4.4 Logaritemske ena£beEna£ba je logaritemska, £e neznanka nastopa v logaritmu. Tako ena£bo re²imopo de�ni
iji za logaritem, £e je v ena£bi en sam logaritem. �e je v ena£bi ve£logaritmov, vse logaritme najprej prevedemo na isto osnovo in jo nato antilogarit-miramo. V£asih pa ena£be re²imo z uvedbo nove neznanke.Zgled:Re²i ena£bo: log(x + 6) + log(x − 4) = 2 · log x.Po ena£bi (1.6) in ena£bi (1.8) sledi:
(x + 6)(x − 4) = x2

x2 + 2x − 24 = x2

2x = 24

x = 12.Naloga:
① Re²i logaritemsko ena£bo.(a) log(x + 2) + log(x − 5) = 2 log(x − 2) (R: x = 14)(b) log 5 + log x − log(x + 1) = log 3

(

R : x =
3

2

)(
) log x − log(x − 3) = log(x − 4) (R: x = 6)(d) log y = log(y + 10) − log(y + 4) (R: y = 2)
1.4.5 Na£rtovanje logaritemske funk
ijeDo sedaj smo spoznali, da je eksponentna funk
ija oblike f(x) = ax, logaritemskapa ima obliko f(x) = loga x. Zapi²imo ena£bi grafov funk
ij:

☞ ena£ba grafa eksponentne funk
ije: y = ax

☞ ena£ba grafa logaritemske funk
ije: y = loga x ⇔ ay = x.



POGLAVJE 1. EKSPONENTNA FUNKCIJA IN LOGARITEM 11Ena£bi y = ax in x = ay sta pre
ej podobni, le vlogi spremenljivk sta spremenjeni.Kaj to pomeni si bomo ogledali na primeru.Primer:Nari²imo grafa funk
ij y = 10x in y = log x na isti graf.
• y = 10x • y = log x ⇔ x = 10y

x y = 10x

−1
1

10

−1

2

1√
10

0 1
1

2

√
10

1 10
y x = 10y

−1
1

10

−1

2

1√
10

0 1
1

2

√
10

1 10

-2

4 6 8 10

2

4

6

8

10

y=
x

x

y 10=

xy log=

y

x

Slika 1.4: Graf funk
ij y = 10x in y = log xIz slike 1.4 vidimo, da sta grafa y = 10x in y = log x simetri£na glede na simetralolihih kvadrantov. Torej lahko graf y = log x na£rtamo tako, da prezr
alimo graf
10x £ez simetralo lihih kvadrantov.Taki funk
iji imenujemo inverzni funk
iji. Lahko tudi posplo²imo: logaritemskafunk
ija je inverzna funk
ija k eksponentni funk
iji (z isto osnovo) in obratno.



Poglavje 2Polinomi
2.1 De�ni
ija polinomaPolinom je vsota poten
 spremenljivke x z naravnimi eksponenti in realnimi koe-�
ienti ak :

y = f(x) = anxn + an−1x
n−1 + ... + a2x

2 + a1x + a0 (2.1)in je stopnje n, £e je an 6= 0. Polinom je de�niran zavsako ²tevilo x.Najvi²ja poten
a ²tevila x, ki v polinomu nastopa (torej n) se imenuje stopnjapolinoma, tisti £len ki najvi²jo poten
o vsebuje, pa vodilni £len polinoma (an ·xn),
an je potem vodilni koe�
ient, svoje ime pa ima tudi a1, ki mu re£emo konstantni(prosti) £len.Primer:
p(x) = 3x4 + 2x2 − 3x + 7Polinom p(x) je stopnje 4, vodilni £len je 3x4, vodilni koe�
ient 3, konstantni £lenpa 7.Nekaj polinomov ºe poznamo in si
er:

☞ polinomom stopnje 0 re£emo konstantna funk
ija
☞ polinome stopnje 1 imenujemo linearna funk
ija
☞ polinome stopnje 2 imenujemo kvadratna funk
ija.12



POGLAVJE 2. POLINOMI 132.2 Se²tevanje in od²tevanje polinomovVsota in razlika dveh polinomov je spet polinom.Primer:
p(x) = 4x4 − 3x3 + 2x2 + 1
q(x) = −x4 + 5x3 + 2x2 − x + 2

✎ Se²tevanje:
p(x) + q(x) = (4x4 − 3x3 + 2x2 + 1) + (−x4 + 5x3 + 2x2 − x + 2)

= 4x4 − x4 − 3x3 + 5x3 + 2x2 + 2x2 − x + 1 + 2

= 3x4 + 2x3 + 4x2 − x + 3

✎ Od²tevanje:Razliko ra£unamo podobno
p(x) − q(x) = (4x4 − 3x3 + 2x2 + 1) − (−x4 + 5x3 + 2x2 − x + 2)

= 4x4 + x4 − 3x3 − 5x3 + 2x2 − 2x2 + x + 1 − 2

= 5x4 − 8x3 + x − 1Polinom, ki ga dobimo pri se²tevanju ali od²tevanju polinomov, ima tak²no stopnjo,kot je najve£ja izmed stopenj vodilnih £lenov polinomov, ki nastopajo v ra£unskihopera
ijah.Naloga
① Dani so polinomi p1(x) = 4x3−2x+5, p2(x) = x2−x+2, in p3(x) = 2x2+x+5.Izra£unaj:(a) p1(x) + p2(x) (R: 4x3 + x2 − 3x + 7)(b) p2(x) − p3(x) (R: −x2 − 2x − 3)(
) p1(x) + p2(x) + p3(x) (R: 4x3 + 3x2 − 2x + 12)



POGLAVJE 2. POLINOMI 142.3 Mnoºenje polinomovPolinome lahko mnoºimo na dva na£ina tako, da:
☞ polinom mnoºimo s konstanto
☞ mnoºimo med seboj razli£ne polinome.

2.3.1 Mnoºenje polinoma s konstantoTo storimo tako, da s konstanto pomnoºimo vse koe�
iente in dobimo spet novpolinom. Pri tem se stopnja ohrani, £e je konstanta razli£na od 0.Primer:Polinom p(x) = x3 − 2x2 + x − 4 pomnoºi s konstanto 3 :
3 · p(x) = 3x3 − 6x2 + 3x − 122.3.2 Produkt dveh polinomovVsak £len prvega polinoma pomnoºimo z vsakim £lenom drugega.Primer:Pomnoºi p(x) = 2x2 − x + 2 in q(x) = 3x3 − x + 1 :

p(x) · q(x) = (2x2 − x + 2)(3x2 − x + 1)

= 6x4 − 2x3 + 2x2 − 3x3 + x2 − x + 6x2 − 2x + 2

= 6x4 − 5x3 + 9x2 − 3x + 2Naloge
① Iz danih polinomov p(x) = 2x3 − x2 + 1 in q(x) = −x3 + 2x2 − x + 2 sestavinove na naslednji na£in:(a) p(x) + 2q(x) (R: 3x2 − 2x + 5)



POGLAVJE 2. POLINOMI 15(b) 3p(x) + 3q(x) (R: 3x3 + 3x2 − 3x + 9)(
) 1

2
p(x) − 3

2
q(x)

(

R :
5

2
x3 − 7

2
x2 +

3

2
x − 5

2

)

② Zmnoºi naslednje polinome (izvr²i zahtevane opera
ije):(a) (x3 − x + 2)(x2 − 5) (R: x5 − 6x3 + 2x2 + 5x − 10)(b) (x2 + x
√

2 + 1)(x2 − x
√

2 + 1) (R: x4 + 1)(
) (3x − 1)2 + (2x + 5)2 (R: 13x2 + 14x + 26)(d) (x2 − 1)3 (R: x6 − 3x4 + 3x2 − 1)(e) (3x − 5)2 − (3x − 5)(3x + 5) (R: −30x + 50)
2.4 Deljenje polinomovKadar med seboj delimo dve naravni ²tevili, dobimo kot rezultat neko ²tevilo, kimu re£emo koli£nik in v ve£ini primerov ²e ostanek.�e 13 delimo z 2, dobimo koli£nik 6 in ostanek 1. Torej je 13 = 6 ·2+1. V splo²nemlahko zapi²emo deljenje ²tevila a s ²tevilom b :

a = k · b + r (2.2)
k � koli£nik
r � ostanekOstanek r je manj²i od ²tevila s katerim smo delili: 0 ≤ r < b. �e je ostanek enak0, se deljenje izide in je ²tevilo a deljivo z b.Podobno pravilo velja za polinome. Naj bo p(x) polinom stopnje n, q(x) pa polinomstopnje m. Potem lahko zapi²emo:

p(x) = k(x) · q(x) + r(x) (2.3)
k(x) � koli£nik
r(x) � ostanek



POGLAVJE 2. POLINOMI 16Stopnja ostanka je strogo manj²a od stopnje polinoma, s katerim delimo. Stopnjakoli£nika pa je razlika stopenj deljen
a p(x) in delitelja q(x).2.4.1 Postopek deljenjaDeli p(x) = (3x4 + 5x3 + x2 − x − 7) s q(x) = (3x2 + 2x − 4).

(3x4 + 5x3 + x2 − x − 7) : (3x2 + 2x − 4) = x2 + x + 1

3x4 + 2x3 − 4x2

3x3 + 5x2 − x − 7

3x3 + 2x2 − 4x

3x2 + 3x − 7

3x2 + 2x − 4

x − 3Koli£nik k(x) = x2 + x + 1 in ostanek r(x) = x − 3.

Naloge
① Deli med seboj naslednje polinome:(a) (x2 + 4x + 7) : (x + 3) (R: x + 1)(b) (x4 + 4x2 + 12) : (x2 − 3) (R: x2 + 7)(
) (3x3 + 5x2 − x − 1) : (3x2 + 2x − 3) (R: x + 1)(d) (4x5 − x3 + 2x − 1) : (x − 2) (R: 4x4 + 8x3 + 15x2 + 30x + 62)(e) (−6x3 + 3x2 + 10x − 5) : (2x − 1) (R: −3x2 + 5)
② Kateri polinom moramo deliti s q(x) = 2x2 −x+1, da dobimo koli£nik 2x+2in ostanek 3? (R: 4x3 + 2x2 + 5)



POGLAVJE 2. POLINOMI 172.4.2 Hornerjev algoritemOglejmo si natan£neje deljenje polinoma p(x) = 3x3 − 2x2 + x − 7 s q(x) = x − 2.

(3x3 − 2x2 + x − 7) : (x − 2) = 3x2 + 4x + 9

3x3 − 6x2

4x2 + x − 7

4x2 − 8x

9x − 7

9x − 18

11V ra£unu smo nekatere £lene ve£krat zapisali, zato ponovno zapi²imo shemo, vkateri bodo samo koe�
ienti in izpustimo vse ponovitve ºe zapisanih £lenov.
3 − 2 + 1 − 7 − 2

−6

4

−8

9

−18

11�e preuredimo zapis v tri vrsti
e in prosti £len polinoma q(x) (-2) pi²emo na levo,dobimo: 3 -2 1 -7-2 -6 -8 -183 4 9 11V prvi vrsti
i imamo koe�
iente polinoma, ki ga delimo � p(x). Koe�
iente v drugivrsti
i dobimo tako, da z (-2) pomnoºimo predhodnika iz tretje vrsti
e. V zadnjivrsti
i pa dobimo rezultat, tako da od²tevamo ²tevili v stolp
u nad dolo£enimkoe�
ientom.



POGLAVJE 2. POLINOMI 18Ta postopek se imenuje po angle²kem matematiku William Georgu Hornerju(1786 � 1837). Podoben postopek so poznali Kitaj
i 100 let pred na²im ²tetjem.Oglejmo si deljenje poljubnega polinoma p(x) = anxn+an−1x
n−1+...+a0 z linearnimpolinomom q(x) = x − c.

• V zgornjo vrsti
o po vrsti zapi²emo koe�
iente polinoma p(x). �e kak²napoten
a manjka, zapi²emo 0. �tevilo c pa vpi²emo v levi del tabele.
an an−1 an−2 ... a0


• Prvi koe�
ient iz zgornje vrsti
e prepi²emo v tretjo vrsti
o.
an an−1 an−2 ... a0

an

• Pomnoºimo c z an in rezultat vpi²emo na drugo mesto druge vrsti
e, nato paod²tejemo obe ²tevili v stolp
u in rezultat vpi²emo v tretjo vrsti
o. Postopekponavljamo do kon
a tabele.
an an−1 an−2 ... a0
 an · c c(an−1 + anc)
an an−1 + an · cV zadnji vrsti
i dobimo na prvih n−1 mestih koe�
iente koli£nika, na zadnjemmestu pa ostanek.



POGLAVJE 2. POLINOMI 19PrimerPolinom p(x) = x4 − 2x + 2 deli s q(x) = x + 3.1 0 0 -2 23 3 -9 27 -871 -3 9 -29 89Torej je
x4 − 2x + 2 = (x + 3)(x3 − 3x2 + 9x − 29) + 89,pri £emer nam 89 predstavlja ostanek pri deljenju.NalogeDeli med seboj naslednje polinome s pomo£jo Hornerjevega algoritma:(a) p(x) = x5 + 1 in q(x) = x + 1(b) p(x) = −2x3 − 5x2 + 7 in q(x) = x + 3(
) p(x) = 6x3 − 14x2 + 16x + 8 in q(x) = x − 1

32.5 Ni£le polinoma. Enakost polinomov2.5.1 Ni£le polinomaDe�ni
ija:�tevilo x0 je ni£la polinoma p(x), £e je p(x0) = 0.Primer:�tevilo x = −2 je ni£la polinoma p(x) = x4 + 2x3 + 2x + 4, ker:
p(−2) = (−2)4 + 2(−2)3 + 2(−2) + 4 = 16 − 16 − 4 + 4 = 0.



POGLAVJE 2. POLINOMI 20De�ni
ija:�tevilo x0 je ni£la polinoma p(x) natanko tedaj, ko je p(x) deljiv z x − x0 :

p(x) = (x − x0) · k(x).Polinom stopnje n ima najve£ n realnih ni£el.Primer:
p(x) = (x − 1)2(x + 3)4(x − 5)3(x + 6)Dani polinom ima stopnjo 10 in ima naslednje ni£le:
x1,2 = 1

x3,4,5,6 = −3

x7,8,9 = 5

x10 = −6.Skupaj ima polinom 10 ni£el, kar se ujema s stopnjo polinoma.2.5.2 Enakost polinomovDe�ni
ija:Dva polinoma sta enaka natanko tedaj, ko sta iste stopnje in se ujemata v vsehkoe�
ientih.Naloge
① Dolo£i koe�
ienta k in l, da se bosta naslednja polinoma ujemala za vsakorealno ²tevilo x.

p(x) = x2 − kx + 14 − l

q(x) = x2 − 6x + 1

② Dolo£i tretjo ni£lo x3 polinoma p(x) = −2(x+1)2(x−x3), da bo enak polinomu
q(x) = −2x3 + 2x2 + 10x + 6.



POGLAVJE 2. POLINOMI 21
③ Zapi²i vse realne ni£le in njihove stopnje za naslednje polinome:(a) p(x) = −(x − 1)(x + 1)2(x − 1

2
)(b) p(x) = (x + 2)3(x2 + 2)(
) p(x) = (3x − 1)(3x + 1)(3x + 3)

2.6 Iskanje ni£elZa iskanje ni£el polinoma obstaja ve£ metod. �e je polinom prve ali druge stopnje,re²ujemo preprosto linearno oziroma kvadratno ena£bo. Pri polinomih vi²jih sto-penj pa si je treba pomagati bodi si z raz
epom polinoma; lahko pa ni£lo uganemoin jo preizkusimo s Hornerjevim algoritmom. V£asih pa si pomagamo s kak²nonumeri£no metodo, kar pomeni, da dobimo za rezultat le ²tevil£ni pribliºek praveni£le.2.6.1 Raz
ep polinomaNajbolj elegantna metoda za iskanje ni£el je prav gotovo raz
ep polinoma na line-arne in neraz
epne kvadratne faktorje. Linearni faktorji nam dajo realne, kvadratnepa po dve konjugirani kompleksni ni£li.Seveda so postopki za raz
ep polinoma popolnoma razli£ni, odvisni od posameznegaprimera, vseeno pa zapi²imo nekaj obraz
ev, ki nam bodo pri tem v pomo£:
x2 − a2 = (x − a)(x + a) razlika kvadratov (2.4)
x2 + a2 = (x − ia)(x + ia) vsota kvadratov (2.5)
(x + a)(x + b) = x2 + (a + b)x + ab Viétovi pravili (2.6)
x3 − a3 = (x − a)(x2 + ax + a2) razlika kubov (2.7)
x3 + a3 = (x + a)(x2 − ax + a2) vsota kubov (2.8)
xn − an = (xn−1 + xn−2a + ... + xan−2 + an−1) razlika n � tih poten
 (2.9)



POGLAVJE 2. POLINOMI 22PrimeriRaz
epi naslednje polinome:(a) p(x) = x3 + 4x2 + 4x + 16Zdruºimo po dva £lena skupaj in izpostavimo.
x3+4x2+4x+16 = x2(x+4)+4(x+4) = (x+4)(x2+4) = (x+4)(x+2i)(x−2i)

(b) p(x) = 2x2 − 3x + 1Uporabimo Viétovi pravili.
2x2 − 3x + 1 = (2x − 1)(x − 1) = 2(x − 1

2
)(x − 1)(
) p(x) = x4 + x3 + 2x2 + x + 1Srednji £len razdelimo na dva dela in zdruºimo po tri skupaj.

x4 + x3 + 2x2 + x + 1 = x4 + x3 + x2 + x2 + x + 1 =

= x2(x2 + x + 1) + (x2 + x + 1) = (x2 + x + 1)(x2 + 1)

NalogaZ raz
epom dolo£i ni£le naslednjih polinomov:(a) x3 − x2 + x − 1(b) 3x3 + 7x2 − 7x − 3(
) 8x3 − 4x2 + 54x − 27



POGLAVJE 2. POLINOMI 232.6.2 Uporaba Hornerjevega algoritmaDe�ni
ija�e je ulomek c

d
ni£la polinoma p(x), ²teve
 c deli prosti £len, imenovale
 d pavodilni koe�
ient.PrimerPoi²£i ra
ionalne ni£le polinoma p(x) = 2x3 + 7x2 + 12x + 9.V ta namen najprej dolo£imo vse kandidate za ni£lo:

c deli 9: ±1, ±3, ±9

d deli 2: ±1, ±2Kandidati za ni£lo so c

d
: ±1, ±3, ±9, ±1

2
, ±3

2
, ±9

2S Hornerjevim algoritmom ugotovimo, da nobena 
ela ni£la ne pride v upo²tev.Kmalu ugotovimo, da je edina realna ni£la −3

2
:2 7 12 9

+
3

2
-3 -6 -92 4 6 0Preostali dve ni£li nato dolo£imo z re²evanjem kvadratne ena£be.NalogaS pomo£jo Hornerjevega algoritma poi²£i vse realne ni£le danih polinomov:(a) p(x) = 4x3 − 4x2 − 5x + 3(b) p(x) = 6x4 − 19x3 + 14x2 + x − 2(
) p(x) = x3 + 2x2 − 5x − 6



POGLAVJE 2. POLINOMI 242.6.3 Bisek
ijaBisek
ija ali razpolavljanje je metoda s katero dolo£imo pribliºno vrednost ni£lepolinoma, kadar to druga£e ni moºno. Pri tej metodi si pomagamo s sklepom:
☞ Kadar polinom v dveh razli£nih to£kah zavzame nasprotna predznaka, je nekjemed njima zavzel tudi vrednost 0 in ima tam ni£lo.

a b

Nièla

Dolo£imo torej interval, v katerega kraji²£ih je polinom razli£no predzna£en. Natointerval razpolovimo in pogledamo vrednost v sredinski to£ki. Ta to£ka zamenjakraji²£e v katerem ima polinom isti predznak. Tako smo razpolovili interval, vkaterem se ni£la nahaja, seveda pa postopek ponavljamo in tako ni£lo ujamemo vpoljubno majhen interval.
a

c b

N

c2

p(x)

➠ [a, b] je za£etni interval in na njem je zagotovo ni£la p(a) > 0 in p(b) < 0

c =
a + b

2
razpolovi²£e intervala, p(c) < 0, c zamenja b

➠ [a, c] je naslednji interval: p(a) > 0 in p(c) < 0

c1 =
a + c

2
razpolovi²£e novega intervala, p(c1) > 0, c1 zamenja a



POGLAVJE 2. POLINOMI 25
➠ [c1, c] : p(c1) > 0 in p(c) < 0

c2 =
c1 + c

2
; p(c2) < 0, c2 zamenja c

➠ [c1, c2] : p(c1) > 0, p(c3) < 0

c3 =
c1 + c2

2
; p(c3) < 0, c3 zamenja c2Ta postopek nadaljujemo dokler ni interval ustrezno majhen, oziroma dokler seobe meji intervala ne ujemata na dolo£eno ²tevilo de
imalk. Bisek
ija je lahko karzamuden pro
es in zato primerna predvsem za programiranje.ZgledPoi²£i interval dolºine 0,125 na katerem leºi ni£la polinoma p(x) = x3 + x + 1.Najprej dolo£imo dve 
eli ²tevili med katerima zagotovo leºi ni£la polinoma, takoda izra£unamo nekaj vrednosti.

p(1) = 3

p(0) = 1

p(−1) = −1

p(−2) = −9Vidimo, da ni£la leºi nekje med 0 in 1.
➠ za£etni interval dolºine 1 [−1, 0]; p(−1) < 0; p(0) > 0sredina c =

−1 + 0

2
= −0, 5 : p(−0, 5) = 0, 375 > 0;-0,5 zamenja 0
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➠ drugi interval dolºine 0,5: [−1,−0, 5]; p(−1) < 0; p(−0, 5) > 0sredina c1 =

−1 − 0, 5

2
= −0, 75 : p(−0, 75) = −0, 17 < 0;-0,75 zamenja -0,5

➠ tretji interval dolºine 0,25: [−0, 75,−0, 5]; p(−0, 75) < 0; p(−0, 5) > 0sredina c2 = −0, 625 : p(−0, 625) = 0, 13 > 0;-0,625 zamenja -0,5
➠ £etrti interval dolºine 0,125: [−0, 75,−0, 625] je interval zahtevane dolºine.Torej ni£la leºi nekje med -0,75 in -0,625.

NalogaPoi²£i interval dolºine 0,25 v katerem se nahaja ni£la polinoma:(a) p(x) = x3 − 6x + 2 (R: [0, 25, 0, 5])(b) p(x) = x4 + x − 1 (R: [0, 5, 0, 75] ali [−1, 25,−1])



POGLAVJE 2. POLINOMI 272.7 Graf polinoma
p(x) = anx

n + an−1x
n−1 + ... + a2x

2 + a1x + a0

✎ Polinom je zvezna funk
ija , kar pomeni, da je graf polinoma nepretrganakrivulja.
✎ Prese£i²£e z ordinatno osjo je to£ka (0, a0), kjer je a0 prosti £len.
✎ Polinom zamenja predznak samo v ni£lah lihe stopnje.
✎ Torej graf polinoma v ni£li lihe stopnje seka ab
isno os, v ni£li sodestopnje pa se je samo dotakne.
✎ Polinom se v neskon£nosti obna²a kot njegov vodilni £len.Risanje grafov si bomo ogledali na primerih.

2.7.1 PrimerNari²i graf polinoma p(x) = −2x3 + 6x − 4.S pomo£jo Hornerjevega algoritma dolo£imo ni£le in njihove stopnje:-2 0 6 -4-1 2 2 -4-2 -2 4 0 x1 = 1Ostale ni£le dobimo iz:
−2x2 − 2x + 4 = 0

x2 − x − 2 = 0

(x + 2)(x − 1) = 0

x2 = −2 in x3 = 1



POGLAVJE 2. POLINOMI 28NI�LE:
x1,2 = 1 (ni£la sode stopnje)
x3 = −2 (ni£la lihe stopnje)Prese£i²£e z ordinatno osjo je v to£ki T (0,−4).Vodilni £len: −2x3; £e gre x → −∞ ⇒ p(x) → ∞(graf za£nemo risati levo zgoraj � glej sliko 2.1)Izra£unajmo si ²e nekaj vrednosti:

x p(x)

−1 -8
2 -8

2-2

-4

-8

1

y

x

-1

Slika 2.1: Graf polinoma p(x) = −2x3 + 6x − 42.7.2 NalogaNari²i grafe naslednjih polinomov:(a) p(x) = x2 − 5x + 4(b) p(x) = (x − 2)2(x + 1)(x + 3)(
) p(x) = −1

2
(x + 4)(x − 2)(x + 2)



Poglavje 3Ra
ionalne funk
ije
3.1 De�ni
ija ra
ionalne funk
ijeRa
ionalna funk
ija imenujemo tisto funk
ijo, ki jo lahko zapi²emo kot koli£nikdveh polinomov:

f(x) =
p(x)

q(x)
(3.1)

p(x) in q(x) sta polinoma in q(x) ne more biti ni£elni polinom, ker si
er ulomeknima pomena.Primeri ra
ionalnih funk
ij
☞ f(x) =

2x4 − x3 − 5

x8 + 3

☞ f(x) =
5

x + 3

☞ f(x) = 5x2 + 6x − 7, pri £emer je q(x) = 1

3.2 Graf ra
ionalne funk
ijeDe�ni
ijaNi£le ra
ionalne funk
ije so tiste vrednosti spremenljivke x za katere zavzamera
ionalna funk
ija vrednost 0. Torej velja:
f(x) = 0.29



POGLAVJE 3. RACIONALNE FUNKCIJE 30De�ni
ijaPoli ra
ionalne funk
ije so tiste vrednosti spremenljivke x, za katere ra
ionalnafunk
ija ni de�nirana.Kot smo ºe omenili je ra
ionalna funk
ija f(x) =
p(x)

q(x)
ulomek. Ulomek ima vre-dnost 0, £e je ²teve
 enak 0, in nima vrednosti, £e je imenovale
 enak 0.De�ni
ijaNi£le ra
ionalne funk
ije so ni£le polinoma v ²tev
u in poli ra
ionalne funk
ije soni£le polinoma v imenoval
u.PrimerDolo£i ni£le in pole funk
ije f(x) =

x2 − 4x + 4

x2 − 2x − 15
.

✎ NI�LE:
x2 − 4x + 4 = 0

(x − 2)2 = 0

x1,2 = 2

✎ POLI:
x2 − 2x − 15

(x − 5)(x + 3) = 0

x1 = 5

x2 = −3



POGLAVJE 3. RACIONALNE FUNKCIJE 31De�ni
ijaRa
ionalna funk
ija spremeni predznak v ni£lah in polih lihe stopnje.3.3 AsimptotePri dolo£evanju asimptot ra
ionalnih funk
ije lo£imo tri primere:
☞ Kadar je stopnja polinoma v ²tev
u manj²a od stopnje polinoma v imenoval
u,se ra
ionalna funk
ija v neskon£nosti pribliºuje vodoravni asimptoti z ena£bo:

y = 1.

☞ Ra
ionalna funk
ija z enako stopnjo polinomov v ²tev
u in imenoval
u, se vneskon£nosti pribliºuje vodoravni asimptoti z ena£bo:
y =

an

bm

.

an in bm sta vodilna koe�
ienta obeh polinomov
☞ Ra
ionalna funk
ija, ki ima v ²tev
u polinom ve£je stopnje kot v imenoval
u,se v neskon£nosti pribliºuje polinomu k(x), ki ga dobimo kot koli£nik prideljenju p(x)in q(x).

3.4 Zgledi
① Nari²i graf funk
ije f(x) =

1

x
.POLI:Pole dolo£imo s pomo£jo imenoval
a: x = 0. Torej se funk
ija neskon£nopribliºa premi
i x = 0.NI�LE:Ni£el funk
ija f(x) nima.



POGLAVJE 3. RACIONALNE FUNKCIJE 32ASIMPTOTA:Ker je stopnja polinoma v imenoval
u manj²a kot stopnja polinoma v ²tev
uje asimptota y = 0.SLIKA:Glej sliko 3.1.
x2 4

-2-4
2

4

y

Slika 3.1: Graf funk
ije f(x) =
1

x

② Nari²i graf funk
ije f(x) =
1

(x − 1)2
.POLI:Funk
ija ima pol druge stopnje v x = 1. To pomeni, da funk
ija ne spremenipredznaka.NI�LE:Ni£el funk
ija nima.



POGLAVJE 3. RACIONALNE FUNKCIJE 33ASIMPTOTA:Ker je stopnja polinoma v imenoval
u manj²a kot stopnja polinoma v ²tev
uje asimptota y = 0.SLIKA:Glej sliko 3.2.
-1

0

1 2

1

2

x

y

Slika 3.2: Graf funk
ije f(x) =
1

(x − 1)2

③ Nari²i graf funk
ije f(x) =
2x − 4

−x + 1POLI:Funk
ija ima pol prve stopnje v x = 1. To pomeni, da funk
ija spremenipredznak.NI�LE:
2x − 4 = 0

2(x − 2) = 0

x1 = 2ASIMPTOTA:je stopnja polinoma v imenoval
u enaka kot stopnja polinoma v ²tev
u jevodoravna asimptota y =
2

−1
= −2.



POGLAVJE 3. RACIONALNE FUNKCIJE 34SLIKA:Glej sliko 3.3.
1 2

1

-1

y

x

Slika 3.3: Graf funk
ije f(x) =
2x − 4

−x + 1

④ Nari²i graf funk
ije f(x) =
x3 − 1

x2 − 4
=

(x − 1)(x2 + x + 1)

(x − 2)(x + 2)
.POLI:

x1 = 2

x2 = −2NI�LE:
x1 = 1ASIMPTOTA:Ker je stopnja polinoma v ²tev
u ve£ja od stopnje polinoma v imenoval
u, jodobimo z deljenjem:

(x3 − 1) : (x2 − 4) = x.Torej je asimptota y = x.



POGLAVJE 3. RACIONALNE FUNKCIJE 35SLIKA:Glej sliko 3.4.
y

x

1 2-2

1

0

Slika 3.4: Graf funk
ije f(x) =
x3 − 1

x2 − 4

3.5 Ra
ionalne ena£beRa
ionalne ena£be so ena£be v katerih nastopa ra
ionalna funk
ija in se dajo zosnovnimi ra£unskimi opera
ijami prevesti na primer:
p(x)

q(x)
= 0.Re²itev dajo tisti realni x za katere velja p(x) = 0 in q(x) 6= 0.3.5.1 Primeri

① Re²i ena£bo:
12x2 − 12

x2 − 2x − 3
=

7x

x − 3
+

5x

x + 1
.



POGLAVJE 3. RACIONALNE FUNKCIJE 36Najprej poi²£emo skupne imenoval
e vseh treh £lenov in jih prenesemo na enostran ena£aja.
12x2 − 12

(x − 3)(x + 1)
− 7x

x − 3
− 5x

x + 1
= 0

12x2 − 12 − 7x(x + 1) − 5x(x − 3)

(x − 3)(x + 1)
= 0Sedaj poi²£emo ni£le ²tev
a:

12x2 − 12 − 7x2 − 7x − 5x2 + 15x = 0

8x − 12 = 0

x =
12

8

x =
3

2Ker ²tevila 3

2
ni med ni£lami imenoval
a, je to dobra re²itev.

② Re²i ena£bo:
1

8x − 16
+

5 − x

8x − 4x2
=

7

8x
− x − 1

2x(x − 2)
.

1

8(x − 2)
+

5 − x

4x(2 − x)
=

7

8x
− x − 1

2x(x − 2)

x − 2(5 − x) − 7(x − 2) + 4(x − 1)

8x(x − 2)
= 0



POGLAVJE 3. RACIONALNE FUNKCIJE 37�teve
:
x − 10 + 2x − 7x + 14 + 4x − 4 = 0

0 = 0Ena£bo re²i vsako realno ²tevilo, razen x = 0 in x = 2.

③ Re²i ena£bo:
2x − 1

x − 2
− x + 3

2x − 1
=

2x2 + 2x − 3

2x2 − 5x + 2
.

2x − 1

x − 2
− x + 3

2x − 1
=

2x2 + 2x − 3

(2x − 1)(x − 2)

(2x − 1)2 − (x − 3)(x − 2) − 2x2 − 2x + 3

(x − 2)(2x − 1)
= 0�teve
:

4x2 − 4x + 1 − x2 − 3x + 2x + 6 − 2x2 − 2x + 3 = 0

x2 − 7x + 10 = 0

(x − 2)(x − 5) = 0

x1 = 2

x2 = 5

x1 zaradi nede�niranosti izraza ni re²itev.



POGLAVJE 3. RACIONALNE FUNKCIJE 383.5.2 NalogeRe²i naslednje ena£be:(a) 2x − 5

3x + 1
=

2x − 6

3x + 8
(R: x = 2)(b) x2 + 9x + 20

x + 3
=

x2 − x − 2

x + 1

(

R : x = −13

4

)

(
) x + 1

2x − 1
− 11x + 5

12(2x − 1)
=

x − 3

4 − 8x
+

1

6

(

R : IR\{1

2

})

(d) x − 1

2x2 − 18
− 4x + 1

4x2 − 36
+

2

x + 3
=

3

2x − 6
(R: ni re²itev)

3.6 Ra
ionalne neena£beRa
ionalne neena£be so tiste neena£be, ki se dajo z osnovnimi ra£unskimi opera
i-jami prevesti, na primer:
p(x)

q(x)
> 0.Namesto neena£aja > (strogo ve£ji od) lahko nastopa ≥ (ve£ji ali enak), < (strogomanj²i) ali ≤ (manj²i ali enak).3.6.1 Primeri

① Re²i neena£bo:
x

x − 1
− 6

x + 3
< 0.Prvi korak pri re²evanju je ta, da najprej damo vse £lene na eno stran ena£ajain jih se²tejemo. V na²em primeru tega ne rabimo storiti.

x(x + 3) − 6(x − 1)

(x − 1)(x + 3)
< 0

x2 + 3x − 6x + 6

(x − 1)(x + 3)
< 0
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x2 − 3x + 6

(x − 1)(x + 3)
< 0V drugem koraku dolo£imo ni£le in pole.Ni£el ni, ker je izraz v ²tev
u neraz
epen.Poli:

x1 = −3 (lihe stopnje)
x2 = 1 (lihe stopnje)Ker sta oba pola lihe stopnje se predznak spremeni le v -3 in 1. Zanima nasle ²e predznak v x = 0.

f(x) =
x2 − 3x + 6

(x − 1)(x + 3)

f(0) =
6

−1 · 3 = −2S kratkim ra£unom smo ugotovili da je predznak v 0 negativen.V £etrtem koraku si nari²emo kratko ski
o in iz nje zapi²emo re²itev.SlikaGlej sliko 3.5.
0 1 2-1-2-3

pol pol

+ +-

Slika 3.5: Re²itev (−3, 1)Re²itev: (−3, 1)
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② Re²i neena£bo:

4x2 − 8x − 24

x2 − 2x − 3
≥ 3.

4x2 − 8x − 24

x2 − 2x − 3
≥ 3

4x2 − 8x − 24 − 3(x2 − 2x − 3)

x2 − 2x − 3
≥ 0

4x2 − 8x − 24 − 3x2 + 6x + 9

x2 − 2x − 3
≥ 0

x2 − 2x − 15

x2 − 2x − 3
≥ 0

(x − 5)(x + 3)

(x − 3)(x + 1)
≥ 0

Ni£le:
x1 = 5 (lihe stopnje)
x2 = −3 (lihe stopnje)Poli:
x1 = 3 (lihe stopnje)
x2 = −1 (lihe stopnje)
f(0) = 5 > 0



POGLAVJE 3. RACIONALNE FUNKCIJE 41SlikaGlej sliko 3.6.
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

pol

nicla

pol

nicla

+ - + +-

Slika 3.6: Re²itev (−∞,−3] ∪ (−1, 3) ∪ [5,∞)Re²itev: (−∞,−3] ∪ (−1, 3) ∪ [5,∞)

③ Re²i neena£bo:
x + 4

x
> − 4

x2
.

x + 4

x
+

4

x2
> 0

x2 + 4x + 4

x2
> 0

(x + 2)2

x2
> 0Ni£le:

x1,2 = −2 (sode stopnje)Poli:
x1,2 = 0 (sode stopnje)



POGLAVJE 3. RACIONALNE FUNKCIJE 42Predznak te funk
ije je ves £as enak (pozitiven, ker imamo v ²tev
u in ime-noval
u kvadrate) pri x = −2 ima funk
ija ni£lo, pri x = 0 pa ni de�nirana.SlikaGlej sliko 3.7.
0 1-1-2

nicla pol

+ + +

Slika 3.7: Re²itev IR \ {−2, 0}Re²itev: IR \ {−2, 0}

3.6.2 NalogeRe²i naslednje neena£be:(a) 2 − x

x + 1
< 2 R: (−∞,−1) ∪ (0,∞)(b) 3

x − 5
≥ −1 R: (−∞, 2] ∪ (5,∞)(
) x2 + 3x − 10

x2 − 3x − 4
≤ 0 R: [−5,−1) ∪ [2, 4)(d) x2 − 6x − 7

x2 + 2x − 8
> 0 R: (−∞,−4) ∪ (−1, 2) ∪ (7,∞)



Poglavje 4Kotne funk
ije in trigonometrija
4.1 Pravokotni trikotnikPravokotni trikotnik je trikotnik, ki ima en notranji kot 90◦. Strani
a c, ki leºinasproti pravega kota se imenuje hipotenuza ; a in b sta kateti. Za kot α (obogli²£u A) je a nasprotna kateta, b pa prileºna kateta. Za kot β pa je nasprotnakateta b in prileºna a. Glej sliko 4.1.

A B

C

ab

c

a b

g

Slika 4.1: Pravokotni trikotnik
4.2 Kotne funk
ije v pravokotnem trikotniku4.2.1 SinusDe�ni
ijaSinus kota je razmerje med nasprotno kateto in hipotenuzo.

sin α =
a

c
sin β =

b

c43



POGLAVJE 4. KOTNE FUNKCIJE IN TRIGONOMETRIJA 444.2.2 KosinusDe�ni
ijaKosinus kota je razmerje med prileºno kateto in hipotenuzo.
cos α =

b

c
cos β =

a

c4.2.3 TangensDe�ni
ijaTangens kota je razmerje med nasprotno in prileºno kateto.
tg α =

a

b
tg β =

b

a4.2.4 KotangensDe�ni
ijaKotangens kota je razmerje med prileºno in nasprotno kateto.
ctg α =

b

a
ctg β =

a

b

4.3 Primera
① Poi²£i vrednosti kotnih funk
ij za oba ostra kota v pravokotnem trikotniku spodatki: b = 24 in c = 25.Najprej s pomo£jo Pitagorovega izreka poi²£emo ²e dolºino strani
e a :

a2 = c2 − b2 = 252 − 242 = 625 − 576 = 49

a =
√

49 = 7



POGLAVJE 4. KOTNE FUNKCIJE IN TRIGONOMETRIJA 45Sedaj s pomo£jo de�ni
ij kotnih funk
ij izra£unamo njihove vrednosti:
sin α =

nasprotna kateta

hipotenuza
=

a

c
=

7

25
sin β =

b

c
=

24

25

cos α =
priležna kateta

hipotenuza
=

b

c
=

24

25
cos β =

a

c
=

7

25

tg α =
nasprotna kateta

priležna kateta
=

a

b
=

7

24
tg β =

b

a
=

24

7

ctg α =
priležna kateta

nasprotna kateta
=

b

a
=

24

7
ctg β =

a

b
=

7

24

② Od morja se vzpenja pot pod kotom 20◦. Kako visoko nad morjem smo, £eprehodimo po tej poti 500 m?

h = l · sin α500 m · sin 20◦ = 171 m

4.4 Vrednosti nekaterih kotnih funk
ijkot α sin α cos α tg α ctg α

30◦
1

2

√
3

2

√
3

3

√
3

45◦
√

2

2

√
2

2
1 1

60◦
√

3

2

1

2

√
3

√
3

2

90◦ 1 0 ∞ 0



POGLAVJE 4. KOTNE FUNKCIJE IN TRIGONOMETRIJA 464.5 De�ni
ija funk
ij sinus in kosinusV tem razdelku bomo sku²ali de�nirati ti funk
iji za poljuben kot. Pri tem sibomo pomagali z enotsko kroºni
o v koordinatnem sistemu in to£ko A(1, 0) na njejzavrtimo za poljuben kot α da dobimo A′. Glej sliko 4.2.

-1

1

-1 10

a x

y

A’

A

Slika 4.2: Zasuk to£ke ADe�ni
ija
A′ ima ab
iso enako cos α, ordinato pa sin α.Sedaj preverimo, £e se de�ni
iji ujemata s tistima v pravokotnem trikotniku.Glej sliko 4.3

-1

1

-1 10

a x

y

A’

A

y
1

x

Slika 4.3: Zasuk to£ke A



POGLAVJE 4. KOTNE FUNKCIJE IN TRIGONOMETRIJA 47Na sliki imamo pravokotni trikotnik, v katerem sta dolºini katet obe koordinatito£ke A′, hipotenuza pa ima dolºino 1, predstavlja polmer enotske kroºni
e.
sin α =

y

1
= y in cos α =

x

1
= x

De�ni
ija
Sin α je druga, cos α pa prva koordinata to£ke, ki jo dobimo, £e zavrtimo A(1, 0)na enotski kroºni
i za kot α.Ker sta sin α in cos α koordinate to£ke na enotski kroºni
i, nikoli ne moreta zavzetivrednosti, ki bi bila ve£ja od 1 ali manj²a od -1:

−1 ≤ sin α ≤ 1

−1 ≤ cos α ≤ 1

PrimerGlej sliko 4.4.

-1

1

-1 1

a x

y

o50sin

o50cos

o50=a

-1

1

-1 10

a

y

o120sin

o120cos

o120=a

x

Slika 4.4: sin α in cos α v enotski kroºni
i



POGLAVJE 4. KOTNE FUNKCIJE IN TRIGONOMETRIJA 484.6 De�ni
ija funk
ij tangens in kotangensKotni funk
iji tangens in kotangens pa de�niramo kot koli£nik funk
ij sinus inkosinus:
tg α =

sin α

cos α
in ctg α =

cos α

sin αPo kraj²em premisleku ugotovimo, da se tudi ta de�ni
ija ujema s tisto v pravoko-tnem trikotniku.Glej sliko 4.5.
A B

C

ab

c

a b

g

Slika 4.5: De�ni
ija funk
ij tg α in ctg α

sin α =
a

c
cos α =

b

c

sin α

cos α
=

a

c
b

c

=
a

b
= tg α

cos α

sin α
=

b

c
a

c

=
b

a
= ctg α



POGLAVJE 4. KOTNE FUNKCIJE IN TRIGONOMETRIJA 494.7 Vrednosti kotnih funk
ij za razli£ne koteS pomo£jo enotske kroºni
e poi²£emo vrednosti kotnih funk
ij sinus in kosinus zakote 0◦, 90◦, 180◦ in 270◦. Vrednosti za funk
iji tangens in kotangens za na²tetekote pa dobimo z deljenjem.Rezultate lahko strnemo v naslednjo tabelo:
α sin α cos α tg α ctg α

0◦ 0 1 0 �
90◦ 1 0 � 0
180◦ 0 -1 0 �
270◦ -1 0 � 04.8 Predznak kotnih funk
ijPoglejmo kak²en kot zavzamejo funk
ije pri dolo£enih kotih. V ta namen razdelimokote v ²tiri skupine. �e ri²emo kote v koordinatnem sistemu s �ksnim krakom napozitivnem delu ab
isne osi, so v I. kvadrantu koti med 0◦ in 90◦, v II. tisti med

90◦ in 180◦, v III. med 180◦ in 270◦ in v IV. kvadrantu koti med 270◦ in 360◦.Glede na predznak koordinat to£k v posameznih kvadrantih dolo£imo predznakfunk
ij sinus in kosinus.Tangens in kotangens bosta potem pozitivna, kjer imatasinus in kosinus enak predznak, negativna pa tam, kjer se ti dve funk
iji razlikujetav predznaku. Glej sliko 4.6.
II. KVADRANT

sin + tg -

cos - ctg -

(90 < <180 )

topi kot

o oa

I. KVADRANT

sin + tg +

cos + ctg +

(0 < <90 )

ostri kot

o oa

III. KVADRANT

sin - tg +

cos - ctg +

(180 < <270 )
o oa

IV. KVADRANT

sin - tg -

cos + ctg -

(270 < <360 )
o oa

x

y

0

Slika 4.6: Predznak kotnih funk
ij
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① Poi²£ite vse kote med 0◦ in 360◦ za katere velja:(a) sin α = 1(b) cos β = 0(
) cos α = −1

② Vstavite pravilen neena£aj (<, >)(a) sin 25◦ � sin 30◦(b) cos 20◦ � cos 23◦(
) sin 200◦ � sin 205◦

③ Izra£unajte:(a) tg 180◦ − 2 cos 180◦ + 3 sin 90◦ =(b) sin 0◦ + 3 ctg 90◦ − 4 cos 270◦ =
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ij in prehod na ostri kot4.10.1 Sinus in kosinusPERIODI�NOSTZa poljuben kot α velja: (slika 4.7.)
A

A’

a

0

X

y

360 +
o a

Slika 4.7: Periodi£nost
sin(α + 360◦) = sin α

cos(α + 360◦) = cos α�e to£ko A(1, 0) na enotski kroºni
i zavrtimo za kot α, pridemo v isto to£ko, kot£e jo zavrtimo za 360◦ + α. Pri zavrtitvi za 360◦ se to£ka A preslika sama vase.Posplo²imo
sin(α + k · 360◦) = sin α

cos(α + k · 360◦) = cos α,pri £emer k ∈ ZZ.Kotu lahko pri²tejemo poljuben ve£kratnik 360◦, pa se vrednost kotne funk
ije nespremeni. Tej lastnosti kotnih funk
ij pravimo periodi£nost.
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iji sinus in kosinus sta periodi£ni z osnovno periodo 360◦ ali 2π. To po-meni, da se vrednosti teh funk
ij ponavljajo na vsakih 360◦.Primeri
sin 400◦ = sin(360◦ + 40◦) = sin 40◦

cos 850◦ = sin (2 · 360◦ + 130◦) = cos 130◦

sin
13π

2
= sin

(

6π +
π

2

)

= sin
(

3 · 2π +
π

2

)

= sin
π

2

cos
9π

2
= cos

(

2π +
π

4

)

= cos
π

4SODOST IN LIHOSTV kak²ni zvezi sta sin α in sin(−α)? Glej sliko 4.8.
A (cos , sin )1 a a

a

0

x

y

1

A (cos(- ), sin(- ))2 a a

-a

Slika 4.8: Sodost in lihostIz slike vidimo, da imata to£ki A1 in A2 enaki ab
isi. To pomeni:
cos(−α) = cos α



POGLAVJE 4. KOTNE FUNKCIJE IN TRIGONOMETRIJA 53Kosinusa nasprotnih kotov sta enaka in zato je kosinus SODA FUNKCIJA.Ordinati to£k A1 in A2 pa nista povsem enaki � imata nasproten predznak.
sin(−α) = − sin αSinusa nasprotnih kotov sta nasprotna in je sinus LIHA FUNKCIJA.Primeri

sin(−40◦) = − sin 40◦

cos(−30◦) = cos 30◦

sin(320◦) = sin(360◦ − 40◦) = sin(−40◦) = − sin 40◦PREHOD NA OSTRI KOTPoglejmo ²e v kak²ni zvezi so kotne funk
ije kotov α in 180◦ + α in 180◦ − α.Nari²imo kota α in 180◦ + α. To£ka A1 leºi na drugem kraku kota α, A2 pa nadrugem krakum kota 180◦ + α. Glej sliko 4.9.
A1

a

0

x

y

1

A2

180
+o a

Slika 4.9: Kot α in kot 180◦ + α



POGLAVJE 4. KOTNE FUNKCIJE IN TRIGONOMETRIJA 54Iz slike je razvidno:
cos(180◦ + α) = − cos α

sin(180◦ + α) = − sin α

Primera
sin(240◦) = sin(180◦ + 600) = − sin 60◦ = −

√
3

2

cos(210◦) = cos(180◦ + 300) = − cos 30◦ = −
√

3

2

Sedaj nari²imo ²e kota α in 180◦ − α. Glej sliko 4.10.
A1

a
0

x

y

1

A2
180

o
-a

Slika 4.10: Kot α in kot 180◦ − α



POGLAVJE 4. KOTNE FUNKCIJE IN TRIGONOMETRIJA 55To£ki, ki ju kota dolo£ata na enotski kroºni
i imata sedaj nasprotni ab
isi in enakiordinati, torej velja:
sin(180◦ − α) = sin α

cos(180◦ − α) = − cos αPrimera
sin(135◦) = sin(180◦ − 450) = sin 45◦ =

√
2

2

cos(120◦) = cos(180◦ − 600) = − cos 60◦ = −1

24.10.2 Tangens in kotangensPERIODI�NOSTPomagali si bomo z de�ni
ijo kotnih funk
ij tangens in kotangens in z ugotovitvamiiz prej²njega razdelka. Izra£unajmo:
tg(180◦ + α) =

sin(180◦ + α)

cos(180◦ + α)
=

− sin α

− cos α
=

sinα

cosα
= tg α

ctg(180◦ + α) =
cos(180◦ + α)

sin(180◦ + α)
=

− cos α

− sin α
=

cosα

sinα
= ctg αIzvedeli smo, da se vrednosti funk
ije tangens (kotangens) ne spremeni, £e kotupri²tejemo 180◦. Posplo²imo:

tg(α + k · 180◦) = tg α

ctg(α + k · 180◦) = ctg αVrednosti funk
ije se torej ponavljajo na vsakih 180◦, zato sta obe funk
iji periodi£niz osnovno periodo 180◦ ali π.
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tg 1480◦ = tg(8 · 180◦ + 40◦) = tg 40◦

ctg
7π

2
= sin

(

3π +
π

2

)

= ctg
π

2
= 0

LIHOSTZopet si pomagamo z de�ni
ijo in upo²tevamo, da je sinus liha, kosinus pa sodafunk
ija.
tg(−α) =

sin(−α)

cos(−α)
=

− sin α

cos α
= − tg α

ctg(−α) =
cos(−α)

sin(−α)
=

cos α

− sin α
= − ctg αTo pomeni, da sta tako tangens kot kotangens LIHI FUNKCIJI.

Primeri
① Izrazi naslednje primere kot funk
ijo ostrega kota:(a) tg(325◦) = tg(2 · 180◦ − 35◦) = tg(−35◦) = − tg 35◦(b) ctg(−930◦) = − ctg 930◦ = − ctg(5 · 180◦ + 30◦) = − ctg 30◦
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② Poi²£i vrednosti naslednjega izraza:

cos(−300◦) − sin 210◦

tg 240◦ − ctg 225◦
=

=
cos(300◦) − sin(210◦)

tg(240◦) − ctg(225◦)
=

=
cos(360◦ − 60◦) − sin(180◦ + 30◦)

tg(180◦ + 60◦) − ctg(180◦ + 45◦)
=

=
cos(60◦) + sin(30◦)

tg 60◦ − ctg(45◦)
=

1

2
+

1

2√
3 − 1

=
1√

3 − 1
=

1(
√

3 + 1)

(
√

3 − 1)(
√

3 + 1)
=

√
3 + 1

2

Naloga
① Izra£unaj to£ne vrednosti izrazov brez pomo£i ºepnega ra£unala.(a) cos 150◦ − ctg 210◦

tg 315◦ + sin(−225◦)

(

R :
−3

√
3

−2 +
√

2
=

3(2
√

3 +
√

6)

2

)

(b) ctg(−120◦) + sin(765◦) − cos(−330◦)

(

R :
3
√

2 −
√

3

6

)

(
) cos21830◦ − sin2 930◦

tg 1320◦
− sin2 2205◦

(

R :
2
√

3 − 3

6

)
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ije komplementarnih kotovDe�ni
ijaDva kota sta komplementarna takrat, kadar skupaj merita 90◦.Vemo, da sta dva ostra kota v trikotniku komplementarna. Kak²na je zveza medkotoma? Oglejmo si sliko 4.11.
A B

C

ab

c

a b

g

Slika 4.11: Pravokotni trikotnikVidimo:
sin α =

a

c
, ravno tako je cos β =

a

c
.

sin α = cos β, ker je β = 90◦ − α, velja:
sin α = cos(90◦ − α). (4.1)

Zgled
sin 60◦ = cos 30◦

sin 48◦ = cos 42◦
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cos α = sin(90◦ − α). (4.2)Na enak na£in ugotovimo ²e:
ctg α = tg(90◦ − α) (4.3)ali
tg α = ctg(90◦ − α). (4.4)Naloga

① Izrazi dane kotne funk
ije kotov s funk
ijami kotov, ki so manj²i od 45◦ :(a) sin 64◦(b) cos 69◦26′(
) tg 72◦45′(d) ctg 83◦57′4.10.4 Zveze med kotnimi funk
ijamiPoleg zvez med sinusom in kosinusom ter tangensom in kotangensom si oglejmo ²enekatere, ki jih lahko sami preverite s preprostimi ra£uni:
sin2 α + cos2 α = 1 (4.5)

tg α · ctg α = 1 (4.6)
tg α =

sin α

cos α
(4.7)

ctg α =
cos α

sin α
(4.8)
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① Izra£unaj druge kotne funk
ije, £e je znan cos α = 0, 4.

4.11 Gra� kotnih funk
ij4.11.1 SinusNa za£etku ponovimo nekaj stvari, ki jih vemo o funk
iji f(x) = sin x. Sin x jedruga koordinata to£ke, ki jo dobimo kot presek enotske kroºni
e in premi£negakraka kota α (z vrhom v izhodi²£u koordinatnega sistema in nepremi£nim krakomna pozitivnem delu ab
isne osi).�e si ogledamo vrednosti funk
ije f(x) = sin x, vidimo:
✎ ko se x pove£uje od 0 do π

2
, se sin x pove£uje od 0 do 1

✎ ko se x pove£uje od π

2
do π se sin x zmanj²uje od 1 do 0

✎ za kote x od π do 2π se sin x zmanj²a najprej od 0 do -1 (pri 3π

2
), nato paspet nara²£a do 0Potem se vrednosti ponavljajo, ker je sinus periodi£na funk
ija s periodo 2π.Graf funk
ije nari²emo takole: na ab
isno os nanesemo kote (v radianih), na ordina-tno os pa vrednosti, ki jih sin x zavzame. Za π vzamemo kar grobi pribliºek 3, 1. Pririsanju si pomagamo z enotsko kroºni
o in ordinate to£k na njej prena²amo v ko-ordinatni sistem. Graf funk
ije natan£no nari²emo na intervalu od 0 do 2π, potempa se vrednosti za£nejo ponavljati. Dobimo krivuljo, ki se imenuje sinusoida.Glej sliko 4.12.Iz grafa so lepo razvidne nekatere lastnosti funk
ije sin x :

☞ sin x je omejena funk
ija, najve£ja vrednost, ki jo zavzame je 1, najmanj²apa -1.
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p-

2

p
2

p
-

2

3p

p p2 x

y

0

1

-1Slika 4.12: Funk
ija f(x) = sin x

✒ vrednost 1 zavzame v to£kah: x =
π

2
,

5π

2
, −3π

2
, . . . ali na kratko:

x =
π

2
+ 2kπ; k ∈ ZZ,

✒ vrednost -1 pa v to£kah:
x = −π

2
+ 2kπ; k ∈ ZZ

☞ sin x ima ne²teto mnogo ni£el, to je to£k v katerih graf seka ab
isno os.
✒ ni£le so v to£kah x = 0, π, 2π, −π, −2π, . . . ali:

x = kπ; k ∈ ZZ
☞ Ker je sin x liha funk
ija, je njen graf simetri£en glede na izhodi²£e koordi-natnega sistema.
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Cos x je ab
isa to£ke, ki jo na enotski kroºni
i odreºe premi£ni krak kota x, ki imavrh v izhodi²£u, nepremi£ni krak pa na pozitivnem delu ab
isne osi.Vrednost funk
ije cos x se zmanj²uje od 1 do -1, ko gre x od 0 do π, nato pase vrednosti spet pove£ujejo in pri 2π ima cos x spet vrednost 1. Upo²tevajmoperiodi£nost funk
ije cos x (perioda 2π) in lahko nari²emo graf.Glej sliko 4.13.

p-
2

p

2

p
-

2

3p

p x

y

0

2

3p
-

1

-1Slika 4.13: Funk
ija f(x) = cos xIz grafa so lepo razvidne nekatere lastnosti funk
ije cos x :

☞ cos x je omejena funk
ija, zavzame samo vrednosti od -1 do 1.
✒ vrednost 1 zavzame v to£kah:

x = 0, 2π, −2π, . . . ali:
x = 2kπ; k ∈ ZZ

✒ vrednost -1 pa v to£kah:
π + 2kπ; k ∈ ZZ,
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☞ cos x ima ne²teto mnogo ni£el, to je to£k v katerih graf seka ab
isno os.

✒ Ni£le so v to£kah x =
π

2
,

3π

2
, −π

2
, . . . ali na kratko:

x =
π

2
+ kπ; k ∈ ZZ,

☞ Graf funk
ije cos x je simetri£en na ordinatno os, ker je cos x soda funk
ija.4.11.3 TangensFunk
ija tg x je de�nirana kot razmerje med funk
ijama sin x in cos x :

tg x =
sin x

cos x
.Vemo ºe, da je tg x periodi£na funk
ija z osnovno periodo π. Zato zado²£a, £erazi²£emo njeno obna²anje na intervalu dolºine π.Ker je tg x ulomek, imamo lahko teºave v to£kah, kjer je imenovale
 cos x enak 0.Tak ulomek namre£ nima pomena. Re£emo, da funk
ija tg x v ni£lah funk
ije cos xni de�nirana. Vemo, da ima cos x ni£le v x =
π

2
+ kπ; k ∈ ZZ, zato tangens za tekote ni de�niran in ga ne moremo izra£unati.

�e si ogledamo vrednosti funk
ije f(x) = tg x, vidimo:
✎ ko se x pove£uje od 0 do π

2
, se vrednost funk
ije tg x pove£uje preko vsehmeja

✎ ko se x zmanj²uje od 0 do −π

2
, se vrednost funk
ije tg x zmanj²uje preko vsehmeja

✎ nato pa se krivulja periodi£no ponavlja
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ije f(x) = tg x.Glej sliko 4.14.
p-p2- p2p

0

-1

1
X

y

Slika 4.14: Funk
ija f(x) = tg x

Iz grafa so lepo razvidne nekatere lastnosti funk
ije tg x :

✎ tg x je neomejena funk
ija, kar pomeni, da lahko zavzame vsako realno vre-dnost
✎ ni£le ima v to£kah kπ, k ∈ ZZ
✎ v to£kah x =

π

2
+ kπ funk
ija tg x ni de�nirana, njen graf pa se pribliºanavpi£ni asimptoti grafa.

✎ ker je tg x liha funk
ija, je njen graf simetri£en glede na izhodi²£e koordina-tnega sistema
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ije f(x) = A · sin(ax)

① f(x) = A · sinxVse vrednosti, ki jih zavzame funk
ija f(x) = sin x, se pomnoºijo z realnim²tevilom A. Nova funk
ija ima ni£le na istih mestih kot sin x, spremeni pa seji zaloga vrednosti. Sin x zavzame vrednosti od -1 do 1, A · sin x pa od −Ado A.Vidimo, da gre v bistvu za RAZTEG SINUSOIDE V SMERI ORDI-NATNE OSI. Re£emo lahko, da se spremeni amplituda funk
ije.
② f(x) = sin(ax)Vemo, da je sin x periodi£na funk
ija s periodo 2π. Velja sin(x + 2π) = sin x.Izra£unajmo f(x +

2π

a
), tako da v sin(ax) namesto x vstavimo x +

2π

a
.

f(x +
2π

a
) = sin

(

a

(

x +
2π

a

))

= sin(ax + 2π) = sin ax = f(x)�e kateremukoli argumentu funk
ije f(x) pri²tejemo 2π

a
, dobimo isto vre-dnost.Funk
ija sin(ax) je torej periodi£na, njena perioda pa zna²a 2π

a
. Lahko pri-vzamemo, da je a pozitivno ²tevilo. �e je a > 1, se perioda zmanj²a, £e pa je

a < 1, se perioda pove£a.Funk
ija sin(ax) ²e vedno zavzame najmanj²o vrednost -1 in najve£jo 1, torejdobimo RAZTEG SINUSOIDE V SMERI ABCISNE OSI.
Torej, £e ho£emo narisati funk
ijo f(x) = A · sin(ax), moramo najprej sinusoidoraztegniti v smeri ordinatne osi tako, da sta mejni vrednosti −A in A. Nato pa ²esinusoido raztegnemo v smeri ab
isne osi tako, da njena osnovna perioda zna²a 2π

a
.
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ije f(x) = 3 · sin
(x

2

)

.Iz funk
ije lahko preberemo, da je amplituda sinusoide 3 in osnovna perioda
2π
1

2

= 4π.

Sedaj lahko nari²emo graf funk
ije f(x). Glej sliko 4.15.
p-

p p2 x

y

0

3

-3

p3

p4p2-

Slika 4.15: Funk
ija f(x) = 3 · sin
(x

2

)



POGLAVJE 4. KOTNE FUNKCIJE IN TRIGONOMETRIJA 674.11.5 Graf funk
ije f(x) = A · cos(ax)Za funk
ijo f(x) = A ·cos(ax) veljajo podobne ugotovitve, zato si oglejmo naslednjiprimer.PrimerNari²i graf funk
ije f(x) = 3 · cos
(x

2

)

.Iz funk
ije lahko preberemo, da je amplituda sinusoide 3 in osnovna perioda
2π
1

2

= 4π.

Sedaj lahko nari²emo graf funk
ije f(x). Glej sliko 4.16.
p-

x

y

0

3

-3

p2

p3
p2-

p3- p

Slika 4.16: Funk
ija f(x) = 3 · cos
(x

2

)
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ijski izreki in posledi
eZapi²imo nekaj izrekov, ki nam povedo, kako se izra£una sinus, kosinus ali tangensvsote in razlike dveh kotov. Za funk
ijo kotangens teh izrekov ne bomo navajali,ker je le�ta tesno povezana s funk
ijo tangens.4.12.1 Adi
ijski izreki
sin(α + β) = sin α · cos β + cos α · sin β (4.9)
sin(α − β) = sin α · cos β − cos α · sin β (4.10)
cos(α + β) = cos α · cos β − sin α · sin β (4.11)
cos(α − β) = cos α · cos β + sin α · sin β (4.12)

tg(α + β) =
tg α + tg β

1 − tg α · tg β
(4.13)

tg(α − β) =
tg α − tg β

1 + tg α · tg β
(4.14)4.12.2 Uporaba adi
ijskih izrekov

① Izra£unaj sin 75◦.

sin 75◦ = sin(30◦+45◦) = sin 30◦ cos 45◦+cos 30◦ sin 45◦ =
1

2
·
√

2

2
+

√
3

2
·
√

2

2
=

√
2

4
+

√
6

4
=

√
2 +

√
6

4
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② Dokaºi zvezo sin(

π

2
− x) = cos x.

sin(
π

2
− x) = sin

π

2
· cos x − cos

π

2
· sin x = 1 · cos x − 0 · sin x = cos x

4.12.3 Dvojni in polovi£ni koti
sin 2α = 2 · sin α · cos α (4.15)
cos 2α = cos2 α − sin2 α (4.16)

tg 2α =
2 tg α

1 − tg2 α
(4.17)

sin
α

2
= ±

√

1 − cos α

2
(4.18)

cos
α

2
= ±

√

1 + cos α

2
(4.19)Primer

① Izra£unaj tg 120◦, sin 22, 5◦.

✎ tg 120◦ = tg(2 · 60◦) =
2 · tg 60◦

1 − tg2 60◦
=

2
√

3

1 − 3
=

2
√

3

−2
= −

√
3

✎ sin 22, 5◦ = sin
45◦

2
=

√

1 − cos 45◦

2
=

√

√

√

√1 −
√

2

2
2

=

√

2 −
√

2

4
=

√

2 −
√

2

2
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② Poenostavi izraz (sin α cos β − cos α sin β)2 + (cos α cos β + sin α sin β)2.

(sin α cos β − cos α sin β)2 + (cos α cos β + sin α sin β)2 =
= sin2(α − β) + cos2(α − β) = 1

4.13 Kot med premi
amaNa sliki 4.17 vidimo, da je kot ϕ med premi
ama enak razliki kotov α2 in α1, zakatera sta premi
i naklonjeni proti osi x :

ϕ = α2 − ϕ1.

tg ϕ = tg(α2 − α1) =
tg α2 − tg α1

1 + tg α2 · tg α1

=
k2 − k1

1 + k2 · k1

P

a1

a2

j
j,

p1

p2

a1

j

0

y

xSlika 4.17: Kot med premi
amaDogovorimo se, da bomo vselej ra£unali ostri kot (ϕ < 90◦) med premi
ama. Ve£jikot ϕ
′

> 90◦) je suplementaren (ϕ + ϕ
′

= 180◦), njegov tangens je negativen,po absolutni vrednosti pa je enak tangensu kota ϕ. V obraz
u zato uporabimoabsolutno vrednost:
tg ϕ =

∣

∣

∣

∣

k2 − k1

1 + k2 · k1

∣

∣

∣

∣

(4.20)



POGLAVJE 4. KOTNE FUNKCIJE IN TRIGONOMETRIJA 71Takoj najdemo ²e pogoj za vzporedne in pravokotne premi
e. Med vzporedni
amije kot 0◦, zato je:
ϕ = 0◦ ⇒ tg ϕ = 0 ⇒ k2 − k1

1 + k2 · k1

= 0 ⇒ k2 − k1 = 0 ⇒ k2 = k1Pogoj za vzporednost sedaj lahko zapi²emo v obliki:
p2 ‖ p1 ⇔ k2 = k1 (4.21)Na podoben na£in izpeljemo pogoj za pravokotnost premi
:

ϕ = 90◦ ⇒ tg ϕ = ∞ ⇒ (k2 − k1)

1 + k2 · k1
= ∞ ⇒ 1 + k2 · k1 = 0 ⇒ k2 = − 1

k2Pogoj sedaj zapi²emo v obliki:
p2 ⊥ p1 ⇔ k2 = − 1

k1

(4.22)4.13.1 Primer
① Izra£unaj kot med premi
ama 4x + 3y − 2 = 0 in x

5
− y

2
= 1.

4x + 3y − 2 = 0 ⇒ y = −4

3
x +

2

3
→ k1 = −4

3

x

5
− y

2
= 1 ⇒ y =

2

5
x − 2 → k2 =

2

5

tg ϕ =

∣

∣

∣

∣

k2 − k1

1 + k2 · k1

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

5
+

4

3

1 −
(

2

5

)(

4

3

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

6 + 20

15 − 8

∣

∣

∣

∣

=
26

7

ϕ = arctg

(

26

7

)

= 74, 9315118◦ = 74◦55
′

53
′′



Poglavje 5Povr²ine in prostornine
5.1 PrizmaDe�ni
ijaPrizma je je oglato telo, ki ga omejujeta dva vzporedna skladna n � kotnika in nparalelogramov.

v

osnovna ploskev (O)
oglišèe

stranski
rob (s)

osnovni
rob (a)

POŠEVNA PRIZMAPOKONÈNA PRIZMAVzporedna n � kotnika sta osnovni ploskvi prizme. Z njima so skladni vsi vzpo-redni preseki prizme. Pla²£ prizme sestavlja n paralelogramov.Osnovni robovi prizme so strani
e osnovne ploskve. Drugi robovi prizme sostranski robovi. Vsi stranski robovi prizme so med seboj vzporedni in enakodolgi.Vi²ina prizme je razdalja med ravninama obeh osnovnih ploskev prizme.72



POGLAVJE 5. POVR�INE IN PROSTORNINE 73Lo£imo pokon£ne in po²evne prizme. Stranski robovi pokon£nih prizem so pra-vokotni na osnovno ploskev. Pri po²evnih prizmah pa so stranski robovi glede naosnovno ploskev po²evni.Glede na ²tevilo osnovnih robov osnovne ploskve lo£imo prizme na tristrane, ²tiri-strane in ve£ strane.�e je osnovna ploskev pravilni ve£kotnik, je pokon£na prizma pravilna. �e imaprizma vse robove enako dolge, je enakorobna. Taka je na primer ko
ka.5.1.1 Povr²ina prizme
plašè  (pl)

a

O

O

b

a

a

a

b

bb

v v

Slika 5.1: Pla²£ prizmePovr²ina prizme je vsota plo²£in vseh mejnih ploskev. Ker prizmo omejujeta dveosnovni ploskvi in stranske ploskve, ki tvorijo pla²£, lahko zapi²emo:
P = 2O + pl (5.1)

P � povr²ina prizme
O � plo²£ina osnovne ploskve
pl � povr²ina pla²£a



POGLAVJE 5. POVR�INE IN PROSTORNINE 745.1.2 Prostornina prizmeProstornino kvadra V = a · b · c, pokon£ne ²tiristrane prizme s pravokotnikom kotosnovno ploskvijo, ºe poznamo. Pri tem je a · b plo²£ina osnovne ploskve in c vi²inakvadra. Kratko lahko zapi²emo V = O · v.Upo²tevajmo, da lahko pravokotnik razdelimo na dva skladna pravokotna triko-tnika. Zato tudi vsako tristrano prizmo s pravokotnim trikotnikom kot osnovnoploskvijo lahko obravnavamo kot polovi
o kvadra. Tudi ve£strane prizme lahkosestavimo iz prizem, ki imajo za osnovno ploskev pravokotnik.
Prostornino prizme torej izra£unamo tako, da plo²£ino osnovne ploskve pomnoºimoz vi²ino:

V = O · v (5.2)5.1.3 ZglediPovr²ina prizme
① Izra£unaj povr²ino pravilne tristrane prizme, £e meri osnovni rob a = 1 m invi²ina v = 8 m.

a

a

a

a

a

s=v

O =
a2
√

3

4
; pl = 3av

P = 2O + pl = 2 · a2
√

3

4
+ 3av =

a2
√

3

2
+ 3av =

1 ·
√

3

2
+ 3 · 1 · 8 = 24, 87 m2Povr²ina je 24, 87 m2.
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② Osnovna ploskev pokon£ne prizme je trikotnik (a = 7 cm, b = 4 cm, c = 5 cm),vi²ina pa v = 10 cm. Izra£unaj povr²ino.Plo²£ina poljubnega trikotnika: S =

√

s(s − a)(s − b)(s − c); s =
a + b + c

2

P = 2O + pl = 2
√

s(s − a)(s − b)(s − c) + (a + b + c)v

P = 2 ·
√

8 · 1 · 4 · 3 + 16 · 10

P = 19, 6 + 160 = 179, 6 cm2Povr²ina je 179, 6 cm2.

③ Izra£unaj povr²ino pravilne ²eststrane prizme, £e meri rob a = 12 cm in vi²ina
v = 10 cm.

P = 3 · a2
√

3 + 6av

P = 3 · 144 ·
√

3 + 6 · 12 · 10 = 748, 2 + 720 = 1 468 cm2Povr²ina je 1 468 cm2.Prostornina prizme
① Izra£unaj prostornino 9 cm visoke prizme, ki ima za osnovno ploskev enako-krak trikotnik z osnovni
o c = 32 cm in krakom a = 34 cm.

a

a

c

v

V = S · v =
√

s(s − a)(s − b)(s − c)v

V =
√

50 · 16 · 16 · 18 · 9 = 480 · 9 = 4 320 cm3Prostornina je 4 320 cm3.
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② Osnovni rob 11 cm visoke pravilne ²eststrane prizme meri 13, 74 cm2. Izra£u-naj prostornino prizme.

a

a

a

aa

v

a

V = 6 · a2
√

3

4
· v

V = 6 · 13, 742
√

3

4
· 11

V = 898 cm3.

5.2 PiramidaDe�ni
ijaPiramida je oglato telo, ki ga omejujejo n � kotnik in n trikotnikov, ki se stikajo vskupni to£ki � vrhu, £e je n ≥ 3.

v

v
1

stranski rob

stranska
višina

višina
piramide

osnovni
rob

V

Osnovna ploskev piramide je n � kotnik. Pla²£ piramide sestavlja n stranskihploskev, ki so trikotniki. Teh je toliko, kolikor ima osnovna ploskev strani
.



POGLAVJE 5. POVR�INE IN PROSTORNINE 77Stranske ploskve se sekajo v stranskih robovih , vsi stranski robovi pa v vrhupiramide. Prese£i²£a stranskih ploskev z osnovno ploskvijo so osnovni robovi.To so strani
e osnovne ploskve.Vi²ina piramide (v) je razdalja vrha piramide V od osnovne ploskve. Stranskevi²ine (vs) so vi²ine trikotnikov pla²£a. To so pravokotni
e z vrha piramide naosnovni rob stranske ploskve.Po ²tevilu robov osnovne ploskve lo£imo tristrane, ²tiristrane, . . . , n � strane pira-mide.
3-strana
piramida

4-strana
piramida

5-strana
piramida�e so vsi stranski robovi piramide med seboj enaki in pade vi²ina v sredi²£e njeneosnovne ploskve, je piramida pokon£na , si
er je po²evna.�e je osnovna ploskev pokon£ne piramide pravilni n � kotnik, je piramida pravilna.�e so vsi stranski robovi in vsi osnovni robovi piramide enako dolgi, je piramidaenakorobna.5.2.1 Povr²ina piramidePovr²ina piramide je enaka vsoti plo²£ine osnovne ploskve (O) in pla²£a (pl) :

P = O + pl (5.3)�e je to pravilna n � strana piramida lahko ena£bo 6.3 zapi²emo v naslednji obliki:
P = O + n · a · vs

2
(5.4)



POGLAVJE 5. POVR�INE IN PROSTORNINE 785.2.2 Prostornina piramideKo
ko z robom a lahko razreºemo na ²est piramid. Te imajo s ko
ko enake osnovneploskve, za vi²ino pa polovi£no vi²ino ko
kinega roba.

Prostornina ko
ke je tako enaka vsoti prostornini vseh piramid skupaj: VK = 6VP .Zato prostornina ene same piramide meri ²estino prostornine ko
ke: VP =
1

6
a3. Spreoblikovanjem desne strani ena£be

1

6
a3 =

a2

3
· a

2
=

1

3
· a2 · a

2ugotovimo:
✎ prostornina ene piramide je enaka tretjini prostornine prizme, ki ima s ko
koenako osnovno ploskev a2, za vi²ino pa polovi£no dolºino njenega roba a

2
.Razmi²ljanje posplo²imo:Ker meri prostornina prizme VK = O · v, meri potem prostornina piramide, ki imas prizmo enako osnovno ploskev in enako vi²ino VP =

1

3
O · v.Pokazati se da, da velja obraze
 za ra£unanje prostornine piramid tudi za piramides poljubno osnovno ploskvijo:

VP =
1

3
O · v (5.5)



POGLAVJE 5. POVR�INE IN PROSTORNINE 795.2.3 Zgledi
① Kolik²ni sta povr²ina in prostornina tristrane piramide, ki ima osnovni rob

a = 12 cm, vi²ina pa je 6 cm?

6

32
a

v v1

a

Polmer kroga, ki ga v£rtamo enakostrani£-nemu trikotniku je r =
a
√

3

6
.

☞ �e ho£emo izra£unati povr²ino piramide, moramo najprej izra£unati vi-²ino stranske ploskve (vs) po Pitagorovem izreku:
v2

s = v2 +

(

a
√

3

6

)2

= v2 +
a2 · 3
36

= v2 +
a2

12
= 36 +

144

12
= 36 + 12 = 48

vs =
√

48 cm3 = 4
√

3 cmSedaj lahko izra£unamo povr²ino:
P =

a2
√

3

4
+

3avs

2
=

144
√

3

4
+

3 · 12 · 4
√

3

2
= 36

√
3 + 72

√
3 = 108

√
3

P = 187, 1 cm2Povr²ina piramide je 187, 1 cm2.



POGLAVJE 5. POVR�INE IN PROSTORNINE 80
☞ Prostornina je:

V =
a2
√

3 · v
4 · 3 =

a2v
√

3

12
=

144 · 6 ·
√

3

12
= 72

√
3 = 124, 7 cm3Prostornina piramide je 124, 7 cm3.

② Izra£unaj povr²ino in prostornino pravilne ²tiristrane piramide, £e meri pla²£
pl = 23, 2 cm2, stranska vi²ina vs pa 2, 9 cm.

☞ Iz povr²ine pla²£a izra£unamo osnovni rob.
pl =

4 · avs

2
= 2avs ⇒ a =

pl

2vs

=
23, 2

2 · 2, 9 = 4 cmPovr²ina piramide je
P = O + pl = a2 + pl = 16 cm2 + 23, 2 cm2 = 39, 2 cm2Povr²ina piramide je 39, 2 cm2.

☞ Za ra£unanje prostornine potrebujemo telesno vi²ino (v), ki jo izra£u-namo po Pitagorovem izreku
a
2

v

a

a

s

s

v1

v2 = v2
s − (

a

2
)2 = 2, 92 − 22 = 8, 41 − 4 = 4, 41 cm2

v =
√

4, 41 cm2 = 2, 1 cm
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V =

Ov

3
=

a2v

3
= 11, 2 cm3Prostornina piramide je 11, 2 cm3.

③ Kolik²no prostornino ima pravilna ²eststrana piramida, £e meri osnovni rob
a = 11 cm in stranski rob s = 13 cm.Za ra£unanje prostornine potrebujemo telesno vi²ino (v), ki jo izra£unamo poPitagorovem izreku.

v

a

s

a

a

a

v2 = s2 − a2 = 169 − 121 = 48 cm2 ⇒ v =
√

48 cm2 = 4
√

3 = 6, 93 cmProstornina
V =

Ov

3
=

6a2
√

3 · v
4 · 3 =

a2v
√

3

2
=

121 · 4 ·
√

3 ·
√

3

2
= 121 · 2 · 3 = 726 cm3Prostornina piramide je 726 cm3.
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ijaValj je telo, omejeno z dvema skladnima in vzporednima krogoma in eno krivoploskvijo. Kroga imenujemo osnovni ploskvi valja. Krivo ploskev imenujemopla²£.
S1

S2

v

os

osnovna
ploskev

(O)

Os valja je premi
a skozi sredi²£i osnovnih ploskev. Vi²ina valja v je razdaljamed osnovnima ploskvama. Strani
a valja je dalji
a na pla²£u valja, vzporednaz osjo (s) in s kraji²£ema na osnovni ploskvi.Valj je pokon£en, £e je dolºina strani
e enaka dolºini vi²ine s = v, si
er je po²even.Valj je enakostrani£en, £e je njegova vi²ina enaka premeru osnovne ploskve: v = 2r.�e valj presekamo z ravnino, ki gre skozi njegovo os, dobimo osni presek valja.Zna£ilni lik osnega preseka je pri pokon£nem valju pravokotnik, pri enakostrani£nempa kvadrat.
v

os

r osni presek



POGLAVJE 5. POVR�INE IN PROSTORNINE 835.3.1 Povr²ina valja
v plašè (pl)v

r r

r osnovna ploskev

Povr²ina pokon£nega valja je vsota plo²£in dveh osnih ploskev in pla²£a:
P = 2O + pl

P = 2πr2 + 2πrv

P = 2πr(r + v) (5.6)
5.3.2 Prostornina valja�e upo²tevamo dejstvo, da imamo lahko valj za prizmo z ne²teto strani
ami, lahkonjegovo prostornino izra£unamo kar po obraz
u za prostornino kvadra V = O · v.Upo²tevamo ²e, da je osnovna ploskev valja krog s plo²£ino πr2.Prostornina valja je enaka produktu plo²£ine osnovne ploskve in vi²ine valja:

V = πr2v. (5.7)S preoblikovanjem ena£be preverimo, ali smo sklepali pravilno.
V = πr2v
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V =
2πr

2
· r · v

V =
o

2
· r · vUgotovili smo: prostornina telesa je enaka prostornini kvadra z robovi a = o

2
, b = rin v = v. Sklepali smo pravilno.

5.3.3 Zgledi
① Koliko drºi lone
 in koliko dm2 plo£evine vsebuje, £e je premer 20 cm, vi²inapa 18 cm.

☞ V = πr2v = π · 100 · 18 = 5 655 cm3 = 5, 6551 dm3 = 5, 6551 l

☞ Pri povr²ini ne ²tejemo ene ploskve.
P = πr2 + 2πrv = π · 100 + 2π · 10 · 18 = 1 445 cm2
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② Izra£unaj polmer osnovne ploskve enakostrani£nega valja s povr²ino 24 π cm2.Najprej izrazimo obraze
 za izra£un povr²ine enakostrani£nega valja.

v=2r

os

r

P = 2πr2 + 2πrv = 2πr · 2r = 2πr2 + 4πr2

P = 6πr2

Iz povr²ine enakostrani£nega valja izrazimo polmer osnovne ploskve.
P = 6πr2 ⇒ r =

√

P

6π

r =

√

24π

6π
=

√
4 = 2 cmPolmer meri 2 cm.



POGLAVJE 5. POVR�INE IN PROSTORNINE 865.4 Stoºe
De�ni
ijaStoºe
 je okroglo telo, omejeno s krogom in krivo ploskvijo. Krog je osnovnaploskev stoº
a, kriva ploskev pa je njegov pla²£.

r
S

v

os

osnovna
ploskev

(O)

osni presek

Strani
a stoº
a (s) je dalji
a, ki veºe vrh stoº
a s poljubno to£ko na kroºni
i.Vi²ina stoº
a (v) je razdalja vrha stoº
a od osnovne ploskve. Os stoº
a (p) jepremi
a skozi vrh stoº
a in sredi²£e osnovne ploskveStoºe
 je pokon£en, £e je njegova os pravokotna na ravnino osnovne ploskve, si
erje po²even. Strani
e po²evnega stoº
a imajo enake dolºine. �e je strani
a stoº
aenaka premeru osnovne ploskve, je stoºe
 enakostrani£en.Osni presek stoº
a dobimo, £e stoºe
 presekamo z ravnino, ki gre skozi njegovo os.Osni presek pokon£nega stoº
a je enakokraki trikotnik. �e je stoºe
 enakostrani£en,potem je osni presek enakostrani£ni trikotnik.



POGLAVJE 5. POVR�INE IN PROSTORNINE 875.4.1 Povr²ina stoº
aPovr²ino stoº
a izra£unamo po naslednji ena£bi:
P = O + pl (5.8)�e razvijemo pla²£ pokon£nega stoº
a v ravnino, dobimo kroºni izsek. Njegovpolmer je enak strani
i s, njegov lok l pa obsegu osnovne ploskve. Zato je pla²£pokon£nega stoº
a kar enak plo²£ini kroºnega izseka � glej sliko 5.2:

s sa

l=2 rp

r

o=2 rpSlika 5.2: Pla²£ stoº
a
pl =

πs2α

360◦Preoblikujmo desno stran ena£be in upo²tevajmo ena£bo za dolºino loka kroºnegaizseka
l =

πsα

180◦in ºe sledi
pl =

πsα

180◦
· s

2

pl = 2πr · s

2

pl = πrsPlo²£ina pla²£a pokon£nega stoº
a:
pl = πrs.
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a:
P = O + pl

P = πr2 + πrs

P = πr(r + s) (5.9)5.4.2 Prostornina stoº
aProstornino stoº
a dolo£imo tako, da mu vri²emo piramido z enako vi²ino. Ob na-ra²£ajo£em ²tevilu strani
 osnovnega ve£kotnika se piramida vse bolj prilega stoº
u.

r
r

r

v

Vemo ºe, da je prostornina piramide enaka tretjini prostornine prizme z enakoosnovno ploskvijo in enako vi²ino; enako velja tudi za prostornino stoº
a v razmerjus prostornino valja. Prostornina stoº
a je enaka tretjini prostornine valja:
VS =

1

3
VV

VS =
1

3
O · v

VS =
1

3
πr2v (5.10)



POGLAVJE 5. POVR�INE IN PROSTORNINE 895.4.3 Zgledi
① Izra£unaj povr²ino pokon£nega stoº
a, £e meri polmer osnovne ploskve 14 cmin strani
a s = 19 cm.

P = πr(r + s)

P = 14π(14 + 19) = 426π = 1 451 cm2

② Senena kopi
a ima obliko stoº
a s strani
o s = 6, 5 m in premerom d =
11, 2 m. Kolik²na je prostornina stoº
a?Za ra£unanje prostornine rabimo vi²ino, ki jo izra£unamo po Pitagorovemizreku:
v2 = s2 − r2

v2 = 6, 52 − 5, 62 = 10, 89 m2

v =
√

10, 89 m2 = 3, 3 m

v = 3, 3 mProstornina:
V =

πr2v

3
=

π · 31, 36 · 3, 3
3

= 108, 4 cm3

V = 108, 4 m3



POGLAVJE 5. POVR�INE IN PROSTORNINE 905.5 KroglaDe�ni
ija�e polkrog zavrtimo za polni kot okoli premera, dobimo kroglo.
r

S

Krogla je geometrijsko telo, omejeno s krogelno ploskvijo, ki ji re£emo sfera.Polmer krogle je razdalja med sredi²£em krogle in poljubno to£ko sfere. Vsakato£ka sfere je od sredi²£a krogle enako oddaljena.Preseki krogle z ravninami so krogi.
r S

Slika 5.3: Presek krogle
5.5.1 Povr²ina krogleMnoºi
a vseh to£k, ki so od sredi²£a 0 oddaljene za r, je povr²je krogle. Velikostpovr²ja je povr²ina krogle, ki jo izra£unamo po ena£bi:

P = 4πr2 (5.11)Do te ena£be lahko pridemo tako, da kroglo ovijemo z listom papirja, ki ima oblikovalja z enakim polmerom, kot je polmer krogle.
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5.5.2 Prostornina krogleValj, katerega vi²ina je enaka premeru, napolnimo z vodo. �e damo v valj kroglo zenakim premerom, ta krogla spodrine vodo, katere prostornina se natanko ujema sprostornino krogle.

Poskus pokaºe, da je prostornina krogle enaka dvema tretjinama prostornine ena-kostrani£nega valja:
VK =

2

3
VV

VK =
2

3
πr2v
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VK =

2

3
πr2 · 2rProstornina krogle:

VK =
4

3
πr3 (5.12)5.5.3 Zgledi

① Izra£unaj povr²ino in prostornino krogle s polmerom r = 6 cm.

✎ P = 4πr2 = 4π · 36 = 144π = 452, 4 cm2

✎ V =
4πr3

3
=

4 · π · 216

3
= 288π = 904, 8 cm3

② Izra£unaj polmer krogle s povr²ino P = π cm2.

P = 4πr2 ⇒ r2 =
P

4π
⇒ r =

√

P

4π

r =

√

π

4π
=

1

2
cm
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① Izra£unaj povr²ino in prostornino pokon£ne 15 cm visoke pokon£ne prizme,ki ima za osnovno ploskev trikotnik s strani
ami a = 20 cm, b = 11 cm in

c = 13 cm.RE�ITEV:
• Osnovna ploskev:Po Heronovem obraz
u:

s =
a + b + c

2
=

20 cm + 11 cm + 13 cm

2
= 22 cm

S =
√

s(s − a)(s − b)(s − c) =
√

22 cm · 2 cm · 11 cm · 9 cm =
√

4 356 cm4

S = 66 cm2

• Pla²£:Pla²£ je sestavljen iz treh pravokotnikov:
pl = av + bv + cv = v(a + b + c) = 15 cm · (44 cm) = 660 cm2

• Povr²ina:
P = 2 · O + pl = 2 · 66 cm2 + 660 cm2

P = 792 cm2

• Prostornina:
V = O · v = 66 · 15

V = 990 cm3
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② Koliko litrov drºi valjasti sod, £e meri znotraj v premeru 40 cm, visok pa je

80 cm?RE�ITEV:
• Prostornina:

V = πr2 · v = π · (2 dm)2 · 8 dm = 100 dm3

V = 100 l = 1 hl

③ Izra£unaj povr²ino in prostornino pravilne ²tiristrane piramide z osnovnimrobom 2 dm in stranskim robom 15 cm.RE�ITEV:
• Osnovna ploskev:Osnovna ploskev je kvadrat s strani
o a.

p = a2 = (2 dm)2

p = 4 dm2

• Pla²£:Pla²£ je sestvljen iz ²tirih enakokrakih trikotnikov s katetama s in osnov-ni
o a. Plo²£ino enega trikotnika izra£unamo po Heronovem obraz
u.
s1 =

a + s + s

2
=

2 dm + 1, 5 dm + 1, 5 dm

2
= 2, 5 dm

p =
√

s1 · (s1 − a)(s1 − s)(s1 − s) =
√

2, 5 dm · 0, 5 dm · 1 dm · 1 dm

p =
√

1, 25 dm4 = 1, 118 dm2

pl = 4 · p = 4 · 1, 118 dm

pl = 4, 472 dm
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P = O + pl = 4 dm2 + 4, 472 dm2

P = 8, 472 dm2

• Prostornina:Za izra£un prostornine moramo najprej izra£unati vi²ino piramide.
a
2

v

a

a

s

s

v1

(v1)
2 = s2 −

(a

2

)2

v2
1 = (1, 5 dm)2 − (1 dm)2

v2
1 == 1, 25 dm2

v1 =
√

1, 25 dm2

v1 = 1, 12 dm

v2 = v2
1 −

(a

2

)2

= (1, 12 dm)2 − (1 dm)2

v =
√

0, 25 dm2

v = 0, 5 dm

V =
1

3
· O · v =

1

3
· 4 dm2 · 0, 5 dm = 0, 6667 dm2

V = 666, 7 dm2
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④ Izra£unaj povr²ino in prostornino enakostrani£nega stoº
a (2r = 5, 3 dm).RE�ITEV:

• Povr²ina:
r

S

v s=2r �e je enakostrani£ni stoºe
, potem je 2r = s.

P = O + pl = πr2 + πrs = πr(r + s) = π · 2, 65 dm · (2, 65 dm + 5, 3 dm)

P = 66, 15 dm2

• Prostornina:�e ho£emo izra£unati prostornino moramo poznati vi²ino stoº
a.
v2 = (2r)2−

(r

2

)2

= (5, 3 dm)2−
(

2, 65 dm

2

)2

= 28, 09 dm2−1, 756 dm2

v =
√

26, 334 dm2

v = 5, 1 dm2

V =
1

3
· O · v =

1

3
· πr2 · v =

1

3
· π · (2, 65 dm)2 · 5, 1 dm

V = 37, 5 dm2



Poglavje 6Zaporedja
6.1 De�ni
ija zaporedjaV splo²nem sestavljajo zaporedje ²tevila, urejena po vrstnem redu in dolo£enempravilu. �tevila so £leni zaporedja in jih ozna£ujemo s £rkami in indeksi:

a1, a2, a3, . . . , an, . . .Indeks £lena pove, na katerem mestu v zaporedju stoji posamezen £len. Tako namindeks £lena a1 pove, da je to prvi £len zaporedja, a2 je drugi £len zaporedja, a3 jetretji £len zaporedja in tako naprej. �len an imenujemo splo²ni £len zaporedja.�e je ²tevilo £lenov kon£no, govorimo o kon£nem zaporedju. �e pa je £lenovneskon£no, govorimo o neskon£nem zaporedju.Zaporedje je lahko:(a) nara²£ajo£e: vsak naslednji £len je ve£ji od predhodnjega (an+1 > an)(b) padajo£e: vsak naslednji £len je manj²i od predhodnjega (an+1 < an)(
) alternirajo£e: zaporedje ni niti nara²£ajo£e niti padajo£e(Primer: 0, -1, 2, -3, 4, -5)Zaporedje je omejeno, £e obstaja ²tevilo, ki ga noben £len zaporedja ne preseºe.�e gredo vrednosti £lenov zaporedja proti ±∞, je zaporedje neomejeno.97



POGLAVJE 6. ZAPOREDJA 98ZgledZapi²i zaporedje ulomkov s ²tev
em 1 in imenoval
i 1, 2, 3, 4 in tako naprej. Izraziodvisnost splo²nega £lena od indeksa. Ali je zaporedje omejeno in kaj so njegovemeje?�leni zaporedja so:
a1 =

1

1
, a2 =

1

2
, a3 =

1

3
, a4 =

1

4
, . . .Odvisnost splo²nega £lena zapi²emo kot:

an =
1

n
ali f(n) =

1

n
.Zaporedje je padajo£e in je omejeno navzdol z 0, zgornja meja pa je 1.

De�ni
ijaZaporedje je funk
ija, de�nirana na mnoºi
i naravnih ²tevil, funk
ijske vrednosti� £leni zaporedja pa so realna ²tevila:
an = f(n).

6.1.1 Zgledi
① Zapi²i prve ²tiri £lene zaporedja s £lenom an =

(−1)n

2n − 1
.

• Za n vzamemo naravna ²tevila: n = 1, 2, 3, 4.
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• �leni zaporedja so:

a1 =
(−1)1

2 · 1 − 1
= −1

a2 =
(−1)2

2 · 2 − 1
=

1

3

a3 =
(−1)3

2 · 3 − 1
= −1

5

a4 =
(−1)4

2 · 4 − 1
=

1

7

• Zaporedje je alternirajo£e in neomejeno.
② Ugotovi kak²no je zaporedje f(n) =

1

n2
.

• �leni zaporedja so:
a1 =

1

12
= 1

a1 =
1

22
=

1

4

a1 =
1

13
=

1

9

a1 =
1

14
=

1

16

• Zaporedje je padajo£e in je navzgor omejeno z 1, navzdol pa je zaporedjeomejeno z 0.
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③ Nari²i graf zaporedja f(n) = 2n + 1.

• Najprej izpolnimo tabelo
n f(n) = 2n + 11 2 · 1 + 1 = 32 2 · 2 + 1 = 53 2 · 3 + 1 = 74 2 · 4 + 1 = 9

• Nari²emo graf funk
ije.

Slika 6.1: Graf zaporedja f(n) = 2n + 1



POGLAVJE 6. ZAPOREDJA 1016.2 Aritmeti£no zaporedje6.2.1 Uvodni primerCarl Friedri
h Gauss (1777 � 1855) je dobil kot devetletni de£ekv ²oli nalogo,da se²teje prvih 100 naravnih ²tevil.Nalogo je poenostavil tako: se²tel je prvi in zadnji £len zaporedja 1 + 100 = 101,nato drugi in predzadnji £len 2 + 99 = 101, nazadnje pa se petdeseti in enainpet-deseti £len 50 + 51 = 101. Vedno je delna vsota 101. Nato je hitro ugotovil, da jevsota prvih 100 naravnih ²tevil 50 · 101 = 5050.6.2.2 De�ni
ijaZaporedje je aritmeti£no, £e je razlika (diferen
a) sosednjih ²tevil stalna:
an+1 − an = d. (6.1)PrimeriNekaj aritmeti£nih zaporedij: naravna ²tevila, soda ²tevil, liha ²tevila, ve£kratniki²tevila 205, . . .Izrek:Za aritmeti£no zaporedje s prvim £lenom a1 in diferen
o d velja izrek

an = a1 + (n − 1) · d. (6.2)Vaje
① Poi²£i petnajsti £len aritmeti£nega zaporedja, £e je njegov prvi £len 3 in dife-ren
a 4.

a15 = a1 + 14 · d = 3 + 14 · 4 = 3 + 56 = 59
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② Izra£unaj deseti £len aritmeti£nega zaporedja, £e je a3 = 16 in d = −2.

a10 = a3 + 7 · d = 16 + 7 · (−2) = 16 − 14 = 2

③ Prvi £len aritmeti£nega zaporedja je 4, zadnji £len pa je 100. Koliko £lenovima to zaporedje, £e je diferen
a 1
1

7
?

d = 1
1

7
=

8

7Podatke vstavimo v ena£bo 6.2 in dobimo:
100 = 4 + (n − 1) · 8

7

n − 1 = (100 − 4) · 8

7

n = 96 · 7

8
+ 1

n = 85To zaporedje ima 85 £lenov.
6.3 Vsota aritmeti£nega zaporedjaPogosto moramo izra£unati vsoto prvih n zaporednih £lenov aritmeti£nega zapo-redja � sn.

sn = a1 + a2 + a3 + ... + anIzrazimo v vsoti prvi£ vsak £len s prvim £lenom, drugi£ pa vsak £len z zadnjim£lenom.
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sn = a1 + (a1 + d) + (a1 + 2d) + ... + (a1 + (n − 1)d)

sn = an + (an − d) + (an − 2d) + ... + (an − (n − 1)d)Se²tejemo obe ena£bi:
2sn = (a1 + an) + (a1 + an) + (a1 + an) + ... + (a1 + an)

2sn = n(a1 + an)Kon£no pridemo do ena£be za vsoto n £lenov aritmeti£nega zaporedja:
sn =

n

2
(2a1 + (n − 1)d) (6.3)ali

sn =
n

2
(2an − (n − 1)d). (6.4)6.3.1 Primeri

① Izra£unaj vsoto prvih 12 £lenov zaporedja an = 2 + 3n.

• Iz ena£be za splo²ni £len izra£unamo prve tri £lene zaporedja:
a1 = 2 + 3 · 1 = 5
a2 = 2 + 3 · 2 = 8
a3 = 2 + 3 · 3 = 11.

• Diferen
a je d = 8 − 5 = 3.

• Vsota £lenov:
sn =

n

2
(2a1 + (n − 1)d)

s12 =
12

2
· (2 · 5 + (12 − 1) · 3)
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s12 = 6 · (10 + 11 · 3) = 6 · 43 = 258

② Vsota prvih ²tirinajst £lenov aritmeti£nega zaporedja s prvim £lenom -5 je112. Izra£unaj diferen
o tega zaporedja.
• Diferen
o izra£unamo iz ena£be 6.3

s14 = 7 · (2a1 + 13 · d)

112 = 7 · (−10 + 13 · d)

16 = −10 + 13 · d
13 · d = 26

d = 2.

③ Izra£unaj diferen
o in prve tri £lene zaporedja, £e je a7 = 50 in a12 = 35.

• Dvanajsti £len izrazimo s sedmim £lenom in nato izra£unamo diferen
o:
a12 = a7 + 5 · d

35 = 50 + 5 · d

5 · d = −15

d = −3

• Na kon
u izra£unamo ²e prve tri £lene zaporedja:
a1 = a7 − 6 · d = 50 − 6 · (−3) = 68

a2 = 68 + (−3) = 65

a3 = 65 + (−3) = 62
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④ Poi²£i aritmeti£no zaporedje, £e je vsota prvega in petega £lena 14, tretjegain £etrtega pa 19.

• Nalogo zapi²emo z ena£bama:
a1 + a5 = 14

a3 + a4 = 19.

• Zgornji ena£bi izrazimo s prvim £lenom zaporedja:
a1 + (a1 + 4 · d) = 14

(a1 + 2 · d) + (a1 + 3 · d) = 19.

• Ena£bi poenostavimo:
2a1 + 4d = 14

2a1 + 5d = 19.

• Od²tejemo prvo ena£bo od druge in dobimo d = 5. Vstavimo d = 5 vprvo ena£bo:
2a1 + 4 · 5 = 14

2a1 = −6

a1 = −3.

• Iskano zaporedje je: -3, 2, 7, 12, 17, . . .
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⑤ V aritmeti£nem zaporedju so dani prvi trije £leni: x + 1, 5, 3x − 3.Izra£unaj x in vsoto prvih desetih £lenov.

• Najprej izrazimo dve diferen
i iz podanih £lenov:
d = a3 − a2

d = 3x − 3 − 5

d = 3x − 8

d = a2 − a1

d = 5 − (x + 1)

d = 5 − x − 1

d = 4 − x.

• Uporabimo trik d = d :

3x − 8 = 4 − x

4x = 12

x = 3.

• �leni zaporedja so: 4, 5, 6, . . .
• Diferen
a je: d = 4 − 3 = 1.

• Vsota prvih desetih £lenov:
s10 =

10

2
· (2 · 4 + (10 − 1) · 1)

s10 = 5 · (8 + 9) = 5 · 17

s10 = 85
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⑥ Koliko udar
ev napravi stolpna ura v enem tednu, £e bije le ure?

• Pol dneva je 12 ur zato n = 12.Razlika med urami je 1 zato d = 1.Prvi£ ura odbije, ko je ura 1 zato a1 = 1.

• V 12 urah stolpna ura odbije:
s12 =

12

2
· (2 · 1 + 11 · 1)

s12 = 6 · (2 + 11) = 6 · 13 = 78.

• V enem dnevu odbije 2 · 78 = 156 krat.
• V enem tednu napravi ura: 156 · 7 = 1092 udar
ev.

6.4 Geometrijsko zaporedje6.4.1 Uvodni primerNa ²ahovni
o z 8 × 8 kvadrati polagamo p²eni£na zrna: v prvi kvadrat 1 zrno, vdrugega 2 zrni in tako naprej � v vsak naslednji kvadrat dvakrat ve£ zrn kot vprej²njega.�tevilo zrn v ²ahovskih poljih oblikujejo zaporedje, ki ga imenujemo geometrijskozaporedje. Ugotovimo lahko, da je koli£nik sosednjih £lenov 2.6.4.2 De�ni
ijaZaporedje je geometrijsko, £e je koli£nik (q) sosednjih £lenov stalen.
an+1

an

= q (6.5)
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ijaZa geometrijsko zaporedje s prvim £lenom a1 in koli£nikom q velja:
an = a1 · qn−1 (6.6)

Primeri
① Kolik²en je koli£nik geometrijskega zaporedja s £leni: 2

3
,

8

15
,

32

75
?

• q =
a3

a2
=

32

75
:

8

15
=

32 · 15

75 · 8 =
4

5

• q =
a2

a1

=
8

15
:

2

3
=

8 · 3
15 · 2 =

4

5

② Kateri je trinajsti £len geometrijskega zaporedja s £leni 1, 2, 4, 8?
• Najprej izra£unamo koli£nik med £leni zaporedja:

q =
4

2
= 2

• Sedaj izra£unamo trinajsti £len:
a13 = a1 · q12 = 1 · 212 = 4096
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③ Dolo£i tak x, da bodo ²tevila x−3, x in x+6 sestavljala geometrijsko zaporedje.

• Najprej izrazimo koli£nik na dva na£ina:
q =

a3

a2
=

x + 6

x
q =

a2

a1
=

x

x − 3

• Izena£imo obe ena£bi za koli£nik:
q = q

x + 6

x
=

x

x − 3

(x + 6)(x − 3) = x2

x2 + 3x − 18 = x2

3x = 18

x = 6

• Iskano zaporedje je: 3, 6, 12.



POGLAVJE 6. ZAPOREDJA 1106.4.3 Vsota geometrijskega zaporedja
sn = a1 + a2 + a3 + . . . + an−1 + an

Vsak £len zaporedja izrazimo z a1 :

sn = a1 + a1 · q + a1 · q2 + a1 · q3 + . . . + a1 · qn−1 + a1 · qn (6.7)
Ena£bo pomnoºimo s q :

q · sn = a1 · q + a1 · q2 + a1 · q3 + . . . + a1 · qn−2 + a1 · qn−1 + a1 · qn (6.8)Med seboj od²tejemo ena£bi 6.7 in 6.8
q · sn − sn = a1 · qn − a1

sn · (q − 1) = a1 · (qn − 1)

Kon£no izpeljemo ena£bo za vsoto geometrijskega zaporedja:
sn = a1 ·

qn − 1

q − 1
(6.9)
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① Izra£unajmo ²tevilo p²eni£nih zrn na ²ahovni
i iz uvodnega primera.

• s64 =
q64 − 1

q − 1
= 264 − 1 = 18 446 744 073 709 551 615.

② Prvi £len geometrijskega zaporedja je 5, koli£nik je 4. Izra£unaj deseti £len invsoto prvih desetih £lenov tega zaporedja.
• a10 = a1 · q9 = 5 · 49 = 5 · 262 144 = 1 310 720

• s10 = a1 ·
q10 − 1

q − 1
= 5 · 410 − 1

4 − 1
= 1 747 625

③ Zadnji � osmi £len geometrijskega zaporedja je 32, q = 2. Dolo£i zaporedje inizra£unaj vsoto.
• Najprej izrazimo osmi £len zaporedja s prvim £lenom:

a8 = a1 · q7

• Izra£unamo prvi £len zaporedja:
a1 =

a8

q7
=

32

27
=

25

27
=

1

4

• Iskano zaporedje je: 1

4
,

1

2
, 1, 2, 4, 8, 16, 32

• s8 = a · q8 − 1

q − 1
=

1

4
· 28 − 1

2 − 1
=

255

4
= 63

3

4
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④ Drugi £len geometrijskega zaporedja je za 12 ve£ji od prvega £lena, tretji £lenpa je 75. Dolo£i zaporedje.

• Zaporedje: x, x + 12, 75.

• Izena£imo obe ena£bi za koli£nik zaporedja:
x + 12

x
=

75

x + 12

(x + 12)2 = 75x

x2 + 24x + 144 − 75x = 0

x2 − 51x + 14 = 0

(x − 3)(x − 48) = 0

x1 = 3 in x2 = 48

• Iskani zaporedji:Zaporedje 1: 3, 15, 75Zaporedje 2: 48, 60, 75
⑤ Tri ²tevila sestavljajo aritmeti£no zaporedje z razliko 6. �e zadnje ²tevilopove£amo za 4 dobimo geometrijsko zaporedje. Katera ²tevila so to?

• Aritmeti£no zaporedje: x, x + 6, x + 12.

• Geometrijsko zaporedje: x, x + 6, x + 16.
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• Izena£imo obe ena£bi za koli£nik zaporedja:

x + 6

x
=

x + 16

x + 6

(x + 6)2 = (x + 16) · x

x2 + 12x + 36 = x2 + 16x

4x = 36

x = 9

• Iskano aritmeti£no zaporedje je : 9, 15, 21.

⑥ Se²tej: 1 + k2 + k4 + k6 + k8.

• q =
k2

1
= k2

• s5 = a1 ·
q5 − 1

q − 1
= 1 · (k2)5 − 1

k2 − 1
=

k10 − 1

k2 − 1
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⑦ V geometrijskem zaporedju s koli£nikom 3 je vsota prvih ²estih £lenov 728.Zapi²i zaporedje.

• Iz ena£be za vsoto prvih ²estih £lenov geometrijskega zaporedja izra£u-namo prvi £len:
s6 = a1 ·

36 − 1

3 − 1

s6 = a1 · 364

a1 = 2

• Zaporedje: 2, 6, 18, 54, 162, . . .
⑧ V geometrijskem zaporedju s koli£nikom 2 je peti £len 16. Koliko £lenov jetreba se²teti, da dobimo vsoto 255?

• a5 = a1 · q4

16 = a1 · 24

a1 =
16

24
= 1

• sn = a1 ·
qn − 1

q − 1

255 = 1 · 2n − 1

2 − 1

255 = 2n − 1

2n = 256

n = 8Potrebno je se²teti 8 £lenov.



POGLAVJE 6. ZAPOREDJA 1156.5 Naloge za ponavljanje6.5.1 Aritmeti£no zaporedje
① Izra£unaj vsoto s 7 deljivih naravnih ²tevil od 1 do 500.Re²itev:7, 14, 21, 28, . . .⇒ AZ z: a1 = 7, d = 7, n =

500

7
= 1

Sn =
71

2
[2a1 + (71 − 1)d]

S71 =
71

2
[2 · 7 + 70 · 7]

Sn = 71 · (7 + 245) = 71 · 252

Sn = 17 892

② Prvi trije £leni aritmeti£nega zaporedja so a − b

2
, a + 2b in a +

9

2
b. Izra£unajvsoto prvih 15 £lenov tega zaporedja.Re²itev:

d = a2 − a1 = a + 2b − a +
b

2
=

5b

2

S15 =
15

2

[

2 ·
(

a − b

2

)

+ (15 − 1) · 5b

2

]

S15 =
15

2
· (2a − b + 35b) =

15

2
(2a + 34b)

S15 = 15(a + 17b)
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③ Vsota prvih 14 £lenov aritmeti£nega zaporedja s prvim £lenom -5 je 112. Iz-ra£unaj diferen
o tega zaporedja.Re²itev:

Sn =
n

2
[2a1 + (n − 1)d]

S14 =
14

2
[2(−5) + (14 − 1)d]

112 = 7 · (−10 + 13d)

112 = −70 + 91d

91d = 182d=2
④ Pet£lensko aritmeti£no zaporedje ima vsoto 40. Produkt prvega in srednjega£lena je 16. Dolo£i zaporedje.Re²itev:

a1 · a3 = 16�leni: a1, a2, a3, a4, a5 ⇒ x − 2d, x − d, x, x + d, x + 2d

S5 = x − 2d + x − d + x + x + d + x + 2d = 40

5x = 40

x = 8

a1 · a3 = 16

(x − 2d) · x = 16

4 − d = 1

d = 3�leni: 2, 5, 8, 11, 14
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⑤ Vsota prvega in £etrtega £lena aritmeti£nega zaporedja je 3, vsota tretjega in²estega £lena pa 15. Izra£unaj vsoto prvih desetih £lenov tega zaporedja.Re²itev:

a1 + a4 = 3 ⇒ a1 + a1 + 3d = 3 ⇒ 2a1 + 3d = 3

a3 + a6 = 15 ⇒ a1 + 2d + a1 + 5d = 15 ⇒ 2a1 + 7d = 15

Ena£bi med seboj od²tejemo:
2a1 + 3d − (2a1 + 7d) = 3 − 15

d = 3Izra£unamo a1 :

2a1 + 3d = 3

2a + 3 · 3 = 3

2a1 = −6

a1 = −3

Sn =
n

2
[2a1 + (n − 1)d]

S10 =
10

2
[2 · (−3) + (10 − 1) · 3]

S10 = 5 · (−6 + 27) = 5 · 21

S10 = 105
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⑥ Strani
e pravokotnega trikotnika sestavljajo kon£no aritmeti£no zaporedje. Iz-ra£unajte obseg trikotnika, £e meri dalj²a kateta 20 cm.Re²itev:

a = a1 − d

b = a1 = 20
c = a1 + d

o = a + b + c

o = a1 + a1 + d + a1 − d

o = 3a1

60 = 3a1

a1 = 20

a2 + b2 = c2

a2 + (a1 − d)2 = (a1 + d)2

a2
1 + a2

1 − 2a1 · d + d2 = a2
1 + 2a1 · d + d2

a2
1 = 4a1 · d

d =
a1

4
=

20

4

d = 5

a = 15 cm; b = 20 cm; c = 25 cm
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① Prvi £len geometrijskega zaporedja s koli£nikom 3 je 7, zadnji £len pa je 1 701.Izra£unaj vsoto tega zaporedja.Re²itev:

q = 3, a1 = 7, an = 1701

an = a1 · qn−1

1701 = 7 · 3n−1

243 = 3n−1

35 = 3n−1

n = 6

S6 = a1 ·
qn−1

q − 1
= 7 · 36 − 1

3 − 1

S6 = 2 548

② V geometrijskem zaporedju s koli£nikom 3 je prvi £len 2 in zadnji £len 1 458.Izra£unajte ²tevilo vseh £lenov in njihovo vsoto.Re²itev:
an = a1 · qn−1

1 458 = 2 · 3n−1

729 = 3n−1

36 = 3n−1

n − 1 = 6

n = 7

Sn = a1 ·
qn − 1

q − 1
= 2 · 37 − 1

3 − 1

Sn = 2 187 − 1

Sn = 2 186
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③ Aritmeti£no zaporedje enajstih £lenov ima vsoto 187. Prvi, tretji in enajsti£len sestavljajo geometrijsko zaporedje. Katero aritmeti£no zaporedje je to?Re²itev:�leni:Aritmeti£no zaporedje: a1, a1 + d, a1 + 2d, a1 + 3d, . . . a1 + 9d, a1 + 10dGeometrijsko zaporedje: a1, a1 + 2d, a1 + 10d

Sn =
n

2
[2a1 + (n − 1)d]

187 =
11

2
[2a1 + (11 − 1)d]

187 = 11(a1 + 5d)

17 = a1 + 5d

a1 = 17 − 5dVsak £len geometrijskega zaporedja je geometrijska sredina svojih neposrednih£lenov: a2
n = an−1 · an+1

(a1 + 2d)2 = a1(a1 + 10d)

4d2 − 6a1d = 0

4d2 − 6(17 − 5d)d = 0

d(d − 3) = 0

d1 = 0

d2 = 3

(I.) d = 0

a1 = 17 − 5 · 0 = 17Aritmeti£no zaporedje: 17, 17, 17, . . . , 17Geometrijsko zaporedje: 17, 17, 17(II.) d = 3

a1 = 17 − 5 · 3 = 2Aritmeti£no zaporedje: 2, 5, 8, 11, . . . , 32Geometrijsko zaporedje: 2, 8, 32
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④ Izra£unajte x tako, da bodo ²tevila 4x + 1, 2x − 1, x − 1 prvi trije £lenigeometrijskega zaporedja? Zapi²ite prvih pet £lenov tega zaporedja.Re²itev:

2x − 1

4x + 1
=

x − 1

2x − 1

(2x − 1)2 = (4x + 1)(x − 1)

4x2 − 4x + 1 = 4x2 − 4x + x − 1

x = 2

q =
2x − 1

4x + 1
=

2 · 2 − 1

4 · 2 + 1

q =
1

3

a1 = 9; a2 = 3; a3 = 1; a4 =
1

3
; a5 =

1

9

⑤ Za kateri x so 1

x + 1
,

1

x − 2
,

1

x − 4
prvi trije £leni geometrijskega zaporedja?Izra£unaj deseti £len zaporedja.Re²itev:

1

x − 2
1

x + 1

=

1

x − 4
1

x − 2

x + 1

x − 2
=

x − 2

x − 4
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(x + 1)(x − 4) = (x − 2)2

x2 − 3x − 4 = x2 − 4x + 4

x = 8

q =
x + 1

x − 2
=

8 + 1

8 − 2

q =
3

2

a1 =
1

x + 1
=

1

8 + 1

a1 =
1

9

an = a1 · qn−1

a10 =
1

9
· (3

2
)9

a10 =
2 187

512

⑥ V geometrijskem zaporedju je tretji £len a3 = −6 in sedmi £len a7 = −96.Izra£unajte koli£nik, osmi £len in vsoto prvih osmih £lenov.Re²itev:
a3 = a1 · q2 ⇒ −6 = a1 · q2

a7 = a1 · q6 ⇒ −96 = a1 · q6Ena£bi zdelimo:
(−96) : (−6) = (a1 · q6) : (a1 · q2)

16 = q4

q1 = 2

q2 = −2



POGLAVJE 6. ZAPOREDJA 123(I.) q1 = 2

a1 =
a3

q2
=

−6

22
= −3

2

a8 = a7 · q = −96 · 2
a8 = −192

Sn = a1 ·
qn − 1

q − 1

S8 = −3

2
· 28 − 1

2 − 1

S8 = −765

2(II.) q2 = −2

a8 =
a7

q
= −96 · (−2) = 192

S8 = −3

2
· (−2)8 − 1

(−2) − 1

S8 =
255

2

⑦ V geometrijskem zaporedju je vsota prvih treh £lenov 14, vsota naslednjih treh£lenov pa 112. Zapi²ite to zaporedje.Re²itev:
a1 + a1 · q + a1 · q2 = 14 ⇒ a1 · (1 + q + q2) = 14

a1 · q3 + a1 · q4 + a1 · q5 = 112 ⇒ a1 · q3(1 + q + q2) = 112
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[a1 · q3(1 + q + q2)] : [a1 · (1 + q + q2)] = 112 : 14

q3 =
112

14
= 8

q = 2

a1 · (1 + q + q2)) = 14

a1 =
14

1 + q + q2
=

14

1 + 2 + 4

a1 = 2

a1 = 2 a4 = 16
a2 = 4 a5 = 32
a3 = 8 a6 = 64

⑧ Vsota prvih treh £lenov padajo£ega geometrijskega zaporedja je 70, njihov pro-dukt pa je 8 000. Zapi²i prve tri £lene zaporedja.Re²itev:
a1 + a1 · q + a1 · q2 = 70 ⇒ a1(1 + q + q2) = 70

a1 · a1q · a1q
2 = 8 000 ⇒ a3

1 · q3 = 8 000 ⇒ a1q = 20

a1q = 20 ⇒ q =
20

a1

(6.10)



POGLAVJE 6. ZAPOREDJA 125V ena£bo a1(1 + q + q2) = 70 vstavimo ena£bo (6.10):
a1 · (1 +

20

a1

+
400

a2
1

) = 70

a1 + 20 +
400

a1

= 70

a2
1 + 20a1 + 400 = 70a1

a2
1 − 50a1 + 400 = 0

(a1 − 40)(a1 − 10) = 0

a1 = 40 ⇒ q =
20

40
⇒ q =

1

2

a1 = 10 ⇒ q =
20

10
⇒ q = 2 ni rešitev, ker je zaporedje padajoče!!!

�leni: 40, 20, 10
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